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前 言

这一套中学数学实验教材，内容的选取原则是精简实用，教材的处理力求
深入浅出，顺理成章，尽量作到使人人能懂，到处有用．

本教材适用于重点中学，侧重在满足学生将来从事理工方面学习和工作的
需要．

本教材的教学目的是：使学生切实学好从事现代生产、特别是学习现代科
学技术所必需的数学基础知识；通过对数学理论、应用、思想和方法的学习，培
养学生运算能力，思维能力，空间想象力，从而逐步培养运用数学的思想和方
法去分析和解决实际问题的能力；通过数学的教学和学习，培养学生良好的学
习习惯，严谨的治学态度和科学的思想方法，逐步形成辩证唯物主义世界观．

根据上述教学目的，本教材精选了传统数学那些普遍实用的最基础的部分，
这就是在理论上、应用上和思想方法上都是基本的、长远起作用的通性、通法．
比如，代数中的数系运算律，式的运算，解代数方程，待定系数法；几何中的
图形的基本概念和主要性质，向量，解析几何；分析中的函数，极限，连续，微
分，积分；概率统计以及逻辑、推理论证等知识．对于那些理论和应用上虽有
一定作用，但发展余地不大，或没有普遍意义和实用价值，或不必要的重复和
过于繁琐的内容，如立体几何中的空间作图，几何体的体积、表面积计算，几
何难题，因式分解，对数计算等作了较大的精简或删减．

全套教材共分六册．第一册是代数．在总结小学所学自然数、小数、分数
基础上，明确提出运算律，把数扩充到有理数和实数系．灵活运用运算律解一
元一次、二次方程，二元、三元一次方程组，然后进一步系统化，引进多项式
运算，综合除法，辗转相除，余式定理及其推论，学到根式、分式、部分分式．
第二册是几何．由直观几何形象分析归纳出几何基本概念和基本性质，通过集
合术语、简易逻辑转入欧氏推理几何，处理直线形，圆、基本轨迹与作图，三
角比与解三角形等基本内容．第三册是函数．数形结合引入坐标，研究多项式
函数，指数、对数、三角函数，不等式等．第四册是代数．把数扩充到复数系，
进一步加强多项式理论，方程式论，讲线性方程组理论，概率（离散的）统计
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的初步知识．第五册是几何．引进向量，用向量和初等几何方法综合处理几何
问题，坐标化处理直线、圆、锥线，坐标变换与二次曲线讨论，然后讲立体几
何，并引进空间向量研究空间解析几何初步知识．第六册是微积分初步．突出
逼近法，讲实数完备性，函数，极限，连续，变率与微分，求和与积分．
本教材基本上采取代数、几何、分析分科，初中、高中循环排列的安排体

系．教学可按初一、初二代数、几何双科并进，初三学分析，高一、高二代数
（包括概率统计）、几何双科并进，高三学微积分的程序来安排．

本教材的处理力求符合历史发展和认识发展的规律，深入浅出，顺理成章．
突出由算术到代数，由实验几何到论证几何，由综合几何到解析几何，由常量
数学到变量数学等四个重大转折，着力采取措施引导学生合乎规律地实现这些
转折，为此，强调数系运算律，集合逻辑，向量和逼近法分别在实现这四个转
折中的作用．这样既遵循历史发展的规律，又突出了几个转折关头，缩短了认
识过程，有利于学生掌握数学思想发展的脉络，提高数学教学的思想性．
这一套中学数学实验教材是教育部委托北京师范大学、中国科学院数学研

究所、人民教育出版社、北京师范学院、北京景山学校等单位组成的领导小组
组织“中学数学实验教材编写组”，根据美国加州大学伯克利分校数学系项武
义教授的《关于中学实验数学教材的设想》编写的．第一版印出后，由教育部
实验研究组和有关省市实验研究组指导在北京景山学校、北京师院附中、上海
大同中学、天津南开中学、天津十六中学、广东省实验中学、华南师院附中、长
春市实验中学等校试教过两遍，在这个基础上编写组吸收了实验学校老师们的
经验和意见，修改成这一版《中学数学实验教材》，正式出版，内部发行，供中
学选作实验教材，教师参考书或学生课外读物．在编写和修订过程中，项武义
教授曾数次详细修改过原稿，提出过许多宝贵意见．
本教材虽然试用过两遍，但是实验基础仍然很不够，这次修改出版，目的

是通过更大范围的实验研究，逐步形成另一套现代化而又适合我国国情的中学
数学教科书．在实验过程中，我们热忱希望大家多提意见，以便进一步把它修
改好．

中学数学实验教材编写组
一九八一年三月



目 录

前 言 i

第一章 两角和与差的三角函数 1
第一节 两角和与差的三角函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

一、 两角的和与差 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
二、 两角和与差的余弦 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
三、 两角和与差的正弦 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
四、 两角和与差的正切 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
习题 1.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

第二节 二倍角的正弦、余弦和正切 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
一、 二倍角的正弦、余弦和正切 . . . . . . . . . . . . . . . . 15
二、 万能公式——用 tan α

2
分别表示任意角 α 的三角函数 . 20

三、 半角的正弦、余弦和正切 . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
习题 1.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

第三节 三角函数的和差化积与积化和差 . . . . . . . . . . . . . . . . 30
一、 三角函数的和差化积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
二、 三角函数的积化和差 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
习题 1.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

第四节 简单三角方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
一、 最简单的三角方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
二、 简单的三角方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
习题 1.4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

复习题一 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

第二章 线性方程组 56
第一节 高斯消元法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

iii



iv 目 录

一、 高斯消元法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
二、 一般二元一次方程组解的公式讨论 . . . . . . . . . . . . 61
习题 2.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

第二节 二阶行列式与二元线性方程组 . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
一、 二阶行列式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
二、 二元线性方程组解的行列式表示及讨论 . . . . . . . . . . 68
习题 2.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

第三节 三阶行列式与三元线性方程组 . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
一、 三阶行列式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
二、 三阶行列式的性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
三、 余子式与代数余子式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
四、 三元线性方程组的公式解及讨论 . . . . . . . . . . . . . . 87
习题 2.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

第四节 四阶行列式与四元线性方程组 . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
一、 四阶行列式及其性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
二、 四元线性方程组 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
习题 2.4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

第五节 特殊的线性方程组 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
一、 方程个数多于未知数个数的线性方程组 . . . . . . . . . . 106
二、 方程的个数少于未知数个数的线性方程组 . . . . . . . . 109
三、 齐次线性方程组 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
习题 2.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

复习题二 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

第三章 多项式的基础理论 129
第一节 多项式及其代数运算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

一、 多项式的概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
二、 多项式的加法与乘法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
三、 多项式的带余除法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
习题 3.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

第二节 余式定理与因式定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
一、 余式定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
二、 因式定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
三、 余式定理、因式定理的推论 . . . . . . . . . . . . . . . . 148
习题 3.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151



目 录 v

第三节 最高公因式与辗转相除法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
一、 最高公因式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
二、 辗转相除法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
习题 3.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

第四节 插值公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
一、 余式定理推论的应用举例 . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
二、 插值公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
习题 3.4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

第五节 多项式的导数与换元展开式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
一、 多项式的导数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
二、 多项式的换元展开式——泰勒公式 . . . . . . . . . . . . 169
三、 余式定理的推广 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173
习题 3.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175

复习题三 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

第四章 多项式的根 181
第一节 多项式的根及求根公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

一、 一元一、二次多项式的求根公式 . . . . . . . . . . . . . . 181
二、 一元三次和一元高次多项式的根 . . . . . . . . . . . . . . 184
习题 4.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187

第二节 有理系数多项式的整数根和有理根 . . . . . . . . . . . . . . . 188
一、 整系数多项式的整数根和有理数根 . . . . . . . . . . . . 189
二、 多项式的正根与负根 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192
习题 4.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194

第三节 两个多项式的公根与多项式的重根 . . . . . . . . . . . . . . . 194
一、 两多项式的公根 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195
二、 多项式的重根 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196
习题 4.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

第四节 实系数多项式的实数根 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199
一、 计算实根近似值的基本思想 . . . . . . . . . . . . . . . . 199
二、 实系数多项式实根的界和定位 . . . . . . . . . . . . . . . 201
三、 实系数多项式实根的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . 210
习题 4.4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213

第五节 二元二次方程组 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214
一、 二元二次方程与二元二次方程组 . . . . . . . . . . . . . . 214



vi 目 录

二、 二元二次方程组类型 (I) 的解法 . . . . . . . . . . . . . . 215
三、 二元二次方程组类型 (II) 的解法 . . . . . . . . . . . . . 218
习题 4.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224

复习题四 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228

第五章 数列和数列求和 231
第一节 数列的概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231

一、 数列的定义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231
二、 数列的种类及其定义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233
习题 5.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235

第二节 数列求和举例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237
习题 5.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245

第三节 数学归纳法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249
习题 5.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 256

第六章 实数 258
第一节 度量与实数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258

一、 长度的度量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258
二、 无理数（非比实数）的存在 . . . . . . . . . . . . . . . . 259
三、 逼近法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260
四、 实数系的基本性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266
习题 6.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269

第二节 不等式与绝对值 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270
一、 不等式的性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270
二、 绝对值不等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272
习题 6.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276
三、 几个重要的不等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277
习题 6.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 280

第七章 数列的极限 283
第一节 数列的极限概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283

习题 7.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292
第二节 具有极限的数列的性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293

习题 7.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 298
第三节 数列极限的四则运算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 299

习题 7.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 304



目 录 vii

第四节 无穷级数和无限小数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 305
一、 无穷级数概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 305
二、 无限小数与十分逼近 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309
习题 7.4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 318

第五节 数列极限在几何上的应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319
习题 7.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323

第六节 数列极限存在定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 324
习题 7.6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 328

第八章 单变量函数 330
第一节 函数的概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 330

一、 变数和变域 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 330
二、 函数的定义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 332
三、 相等的函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333
四、 函数的几个类型——满射、单射和双射 . . . . . . . . . . 334

第二节 函数的运算与复合函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 335
一、 函数的四则运算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 335
二、 复合函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 337
习题 8.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 339

第三节 函数的图象 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 341
第四节 函数的连续性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 349

一、 连续函数的概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 349
二、 连续函数的运算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 351
三、 连续函数的中间值定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 354
习题 8.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 360

第五节 反函数和它的图象 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 361
习题 8.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 366

第九章 反三角函数与简单三角方程的解法 369
第一节 反正弦函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 369

习题 9.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 374
第二节 反余弦函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 376

习题 9.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 380
第三节 反正切函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 382
第四节 反余切函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 386



viii 目 录

习题 9.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 389
第五节 最简单的三角方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 391

一、 最简单三角方程的解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 391
二、 解简单三角方程的例子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 397

第六节 三角不等式的解法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 408
习题 9.4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 412

第十章 指数函数与对数函数 418
第一节 有理指数函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 418

习题 10.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 423
第二节 无理指数幂的定义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 425
第三节 实指数函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 427

习题 10.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 432
第四节 对数函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 433

习题 10.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 436
第五节 指数方程与对数方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 438

一、 可化为 αf(x) = αg(x) (a > 0且 a 6= 1) 的指数方程 . . . . 438
二、 可化为形如 af(x) = bg(x) 的指数方程 . . . . . . . . . . . 439
三、 可化为一元二次方程的指数方程 . . . . . . . . . . . . . . 440
四、 形如 logf(x) g(x) = c （其中 c 是常数）的对数方程 . . 440
五、 可以化成形如 loga f(x) = loga g(x) 的对数方程 . . . . . 441
习题 10.4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 445



第一章 两角和与差的三角函数

我们已经学习了任意角的三角函数及其性质、图象，这一章我们将要进一
步学习两角和、差以及倍角、半角的三角函数，并将学习三角式的和差化积、积
化和差变形和简单的三角方程．

第一节 两角和与差的三角函数

一、两角的和与差

设 α、β 为两个任意实数，它们分别表示两个角的数量．那么实数 α + β

就表示这两个角的和角的数量．两个角的和角可以做加法得到，即，以角 α 的
终边为始边，再旋转出一个角 β(若 β > 0, 按逆时针方向旋转；若 β < 0, 按
顺时针方向旋转），这时，以 α 角的始边为始边，以 β 角的终边为终边的角，
就是角 α + β. 两个角的差角可以由减法得出，角的减法是加法的逆运算，即
(α− β) + β = α.
两个角的差角，也可以表示成和角的形式，如 α− β = α+ (−β).
两个弧的和与差可按它们所对应的圆心角的和与差的法则来完成．

练习

试画图表示出以下的和角、差角：

α = 30◦, β = 45◦; α =
π

3
, β = −3π

4

二、两角和与差的余弦

两角和与差的余弦函数，可以利用每个单角的三角函数来表示．

1



2 第一章 两角和与差的三角函数

定理 1

两个任意角 α, β 的和（或差）的余弦，等于这两个角的余弦的乘积减去
（或加上）这两个角的正弦的乘积．即

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ (1.1)

cos(α− β) = cosα cosβ + sinα sinβ (1.2)

证明：我们先来证公式 (1.2)．
设 α, β 为任意两个给定的角（不论大小及正负），把它们的始边都放在 x

轴正半轴，而终边与单位圆的交点分别为 P1, P2(图 1.1).

x

y

x′

y′

P2

P1

α

β

O

图 1.1

把 Ox 轴旋转到 β 的终边位置而成 Ox′ 轴，Oy 轴旋转同样的角而成 Oy′

轴，我们用两种方法计算弦长 P1, P2．
在 x′Oy′ 坐标系中，P1, P2 的坐标是

P1 (cos(α− β), sin(α− β)) , P2 (1, 0)

利用两点间距离公式，得：

|P1P2|2 = [cos(α− β)− 1]
2
+ [sin(α− β)− 0]

2

= cos2(α− β)− 2 cos(α− β) + 1 + sin2(α− β)

= 2− 2 cos(α− β)

(1.3)

在 xOy 坐标系中，P1, P2 的坐标是

P1 (cosα, sinα), P2 (cosβ, sinβ)
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利用两点间距离公式，得：

|P1P2|2 = (cosα− cosβ)2 + (sinα− sinβ)2

= cos2 α− 2 cosα cosβ + cos2 β + sin2 α− 2 sinα sinβ + sin2 β

= 2− 2(cosα cosβ + sinα sinβ)

(1.4)

在两个坐标系下，弦长是不变的，比较 (1.3) 式和 (1.4) 式，即得

cos(α− β) = cosα cosβ + sinα sinβ

这就是我们所要证明的．
既然公式 (1.2) 对任意 α, β 都成立，则以 −β 代替 β, 也必成立

cos[α− (−β)] = cosα cos(−β) + sinα sin(−β)

再注意三角函数的奇偶性，就得到

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ

这就是我们所要证明的公式 (1.1)．

例 1.1 不查表，求 cos 15◦, cos 75◦ 的值．

解：由于：15◦ = 45◦ − 30◦, 75◦ = 45◦ + 30◦

cos 45◦ = sin 45◦ =

√
2

2
, cos 30◦ =

√
3

2
, sin 30◦ =

1

2

所以：

cos 15◦ = cos(45◦ − 30◦) = cos 45◦ cos 30◦ + sin 45◦ sin 30◦

=

√
2

2
·
√
3

2
+

√
2

2
· 1
2

=

√
6 +
√
2

4
≈ 0.9659

cos 75◦ = cos(45◦ + 30◦) = cos 45◦ cos 30◦ − sin 45◦ sin 30◦

=

√
2

2
·
√
3

2
−
√
2

2
· 1
2

=

√
6−
√
2

4
≈ 2.4495− 1.4142

4

≈ 0.2588
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例 1.2 已知 sinα =
2

3
, cosβ = −3

4
, 并且 α 是第二象限的角，β 是第三象限

的角，求 cos(α− β) 的值（准确到 0.01）．

解：因为 α 是第二象限的角，所以

cosα = −
√
1− sin2 α = −

√
1−

(
2

3

)2

= −
√
5

3

因为 β 是第三象限的角，所以

sinβ = −
√
1− cos2 β = −

√
1−

(
3

4

)2

= −
√
7

4

因此：

cos(α− β) = cosα cosβ + sinα sinβ

=

(
−
√
5

3

)(
−3

4

)
+

2

3

(
−
√
7

4

)

=
3
√
5− 2

√
7

12

≈ 3× 2.236− 2× 2.646

12
≈ 0.12

例 1.3 证明对于任何角 α，以下公式成立

cos
(π
2
− α

)
= sinα, sin

(π
2
− α

)
= cosα

证明：利用公式 (1.2)，可得：

cos
(π
2
− α

)
= cos π

2
· cosα+ sin π

2
· sinα

但是

cos π
2
= 0, sin π

2
= 1

所以 cos
(π
2
− α

)
= sinα

又因为上式中的 α 为任意角，所以，若把公式中的
(π
2

)
换成 α，就可得

cosα = sin
(π
2
− α

)
即：sin

(π
2
− α

)
= cosα
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练习

1. 等式 cos(α+ β) = cosα+ cosβ 成立吗？为什么？试举例说明

2. 不查表，求下列各式的值：

(a) cos 135◦

(b) cos
(
−61π
12

)
(c) cos 1950◦

(d) cos 4π
9

cos π
9

sin 4π

9
sin π

9

(e) cos2 15◦ − sin2 15◦

3. 已知 cos θ = − 5

13
, θ 为 II 象限角，试求 cos

(π
3
− θ
)

, cos
(
θ +

π

6

)
的值．

4. 证明：α 为任意角时，下式成立．

cos
(
3π

2
− α

)
= − sinα, cos(π + α) = − cosα

三、两角和与差的正弦

定理 2

两个任意角 α和 β 的和（差）的正弦等于第一个角的正弦乘以第二个角
的余弦的积加上（减去）第一角的余弦乘以第二个角的正弦的乘积．即

sin(α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ (1.5)

sin(α− β) = sinα cosβ − cosα sinβ (1.6)

证明：因为已经知道

cos
(π
2
+ α

)
= − sinα, sin

(π
2
+ α

)
= cosα
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所以

sin(α+ β) = − cos
[π
2
+ (α+ β)

]
= − cos

[(π
2
+ α

)
+ β

]
= −

[
cos
(π
2
+ α

)
cosβ − sin

(π
2
+ α

)
sinβ

]
= − (− sinα cosβ − cosα sinβ)

= sinα cosβ + cosα sinβ

以 (−β) 替换公式 (1.5) 中的 β，得到

sin(α− β) = sinα cos(−β) + cosα sin(−β)

= sinα cosβ − cosα sinβ

例 1.4 求 sin 15◦ 和 sin 75◦．（不查表）

解：

sin 15◦ = sin(45◦ − 30◦)

= sin 45◦ cos 30◦ − cos 45◦ sin 30◦

=

√
2

2
·
√
3

2
−
√
2

2
· 1
2

=

√
6−
√
2

4

（这就是 cos 75◦ 的值）．

sin 75◦ = sin(45◦ + 30◦)

= sin 45◦ cos 30◦ + cos 45◦ sin 30◦

=

√
2

2
·
√
3

2
+

√
2

2
· 1
2

=

√
6 +
√
2

4

（这就是 cos 15◦ 的值）．

例 1.5 已知 cosϕ =
3

5
，且 ϕ 是第四象限角，试求 sin

(
ϕ− π

6

)
的值．

解：因为 ϕ 为第四象限角，所以

sinϕ = −

√
1−

(
3

5

)2

= −4

5
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于是

sin
(
ϕ− π

6

)
= sinϕ cos π

6
− cosϕ sin π

6

= −4

5
·
√
3

2
− 3

5
· 1
2

= −4
√
3 + 3

10

例 1.6 求证：
sin(α+ β) · sin(α− β)

sin2 α · sin2 β
= cot2 β − cot2 α

证明：

等式左边 =
(sinα cosβ + cosα sinβ)(sinα cosβ − cosα sinβ)

sin2 α · sin2 β

=
sin2 α · cos2 β − cos2 α · sin2 β

sin2 α · sin2 β

= cot2 β − cot2 α =等式右边

例 1.7 求证 sin θ + cos θ =
√
2 sin

(
θ +

π

4

)
证明：可用不同方法证之．

证法 1：

左边 =
√
2

(√
2

2
sin θ +

√
2

2
cos θ

)
=
√
2
(

sin θ · cos π
4
+ cos θ · sin π

4

)
=
√
2 sin

(
θ +

π

4

)
=右边

证法 2：

右边 =
√
2
(

sin θ · cos π
4
+ cos θ · sin π

4

)
=
√
2

(√
2

2
sin θ +

√
2

2
cos θ

)
= sin θ + cos θ =左边
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练习

1. 你能知道当 α, β 取何值时，等式 sin(α+β) = sinα+ sinβ 能够成
立呢？

2. 不查表，求下式的值

(a) sin 105◦

(b) sin
(
−5π

12

)
(c) tan 15◦

(d) sin 14◦ · cos 16◦ + cos 14◦ · sin 16◦

(e) sin 79◦ · cos 25◦ − sin 20◦ · sin 25◦

3. 已知 sinα =
2

3
, cosβ = −3

4
，且 α, β 都是第二象限角

试求 sin(α+ β) 与 cos(α− β) 的值．

4. 求证：

(a) sin
(
5π

6
− ϕ

)
+ sin

(
5π

6
+ ϕ

)
= cosϕ

(b) 2 cos(60◦ − α)−
√
3 sinα = cosα

四、两角和与差的正切

定理 3

两个角 α 与 β 的和（或差）的正切，等于一个分式，其分子为这两角正
切的和（或整），其分母为 1 与这两个角的正切乘积的差（或和）．即

tan(α+ β) =
tanα+ tanβ

1− tanα tanβ
(1.7)

tan(α− β) =
tanα− tanβ

1 + tanα tanβ
(1.8)

注意：在这两个公式中，必须保证 tanα, tanβ 及 tan(α± β) 都有意义，因而，
当且仅当 α, β, α± β, 都不等于 π

2
+ kπ (k ∈ Z) 时，公式才能成立．

证明：对于公式 (1.7) 利用公式 tan(α+ β) =
sin(α+ β)

cos(α+ β)
，和关于正弦函数与
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余弦函数的加法定理，得：

tan(α+ β) =
sinα cosβ + cosα sinβ

cosα cosβ − sinα sinβ

用 cosα cosβ 除右端的分子和分母，得：

tan(α+ β) =

sinα cosβ
cosα cosβ +

cosα sinβ

cosα cosβ
cosα cosβ
cosα cosβ −

sinα sinβ

cosα cosβ

=

sinα

cosα +
sinβ

cosβ

1− sinα sinβ

cosα cosβ

=
tanα+ tanβ

1− tanα tanβ

对于公式 (1.8)，

tan(α− β) = tan[α+ (−β)]

=
tanα+ tan(−β)
1− tanα tan(−β)

=
tanα− tanβ

1 + tanα tanβ

例 1.8 求 tan 15◦ 和 tan 75◦ 的值．

解：

tan 15◦ = tan(60◦ − 45◦)

=
tan 60◦ − tan 45◦

1 + tan 60◦ tan 45◦

=

√
3− 1

1 +
√
3
=

(
√
3− 1)2

2

=
4− 2

√
3

2
= 2−

√
3

tan 75◦ = tan(45◦ + 30◦)

=

1 +
1√
3

1− 1√
3

=

√
3 + 1√
3− 1

=
4 + 2

√
3

2
= 2 +

√
3
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例 1.9 求两角和及差的余切公式．

解：因为余切是正切的倒数，则用 tanα和 tanβ 表示 cot(α+β)和 cot(α−β)

的公式，可以从 (1.7) 和 (1.8) 中交换第一个分子和分母的位置而得，我们得出
公式：

cot(α+ β) =
1− tanα · tanβ

tanα+ tanβ

等式右边的分子、分母同除以 tanα · tanβ 6= 0 得到

cot(α+ β) =
cotα cotβ − 1

cotα+ cotβ (1.9)

以 (−β) 替换上面等式中的 β，得到

cot(α− β) =
cotα cot(−β)− 1

cotα+ cot(−β) =
cotα cotβ + 1

cotβ − cotα
所以

cot(α− β) =
cotα cotβ + 1

cotβ − cotα (1.10)

式中 α, β, α± β 都不等于 kπ．（k 为任何整数）

例 1.10 已知 tanα =
1

3
, cotβ = −1

2
，试求：

1. cot(α− β) 的值．

2. α+ β 的值，其中 0 < α <
π

3
,

π

2
< β < π

解：

1. 因为 tanα =
1

3
, tanβ =

1

cotβ = −2，以及

cot(α− β) =
1

tan(α− β)
=

1 + tanα · tanβ

tanα− tanβ

所以

cot(α− β) =
1− 2

3
1

3
+ 2

=
1

7

2. 由于 tan(α+ β) =
tanα+ tanβ

1− tanα · tanβ
= −1，而且 0 < α <

π

3
, π

2
< β < π，

因而可得
π

2
< α+ β <

3π

2

在
π

2
与

3π

2
之间，只有 tan 3π

4
= −1，所以

α+ β =
3π

4
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例 1.11 求证
1 + tan 75◦

1− tan 75◦
= −
√
3

分析：如果利用 tan 45◦ = 1 这个等式，再考虑等式左边可变形为

tan 45◦ + tan 75◦

1− tan 45◦ · tan 75◦

这样，利用两角和的正切公式经过化简，正好是一个特殊角 120◦ 的正切，它的
值可求得．
证明：注意 1 = tan 45◦，所以

左边 =
tan 45◦ + tan 75◦

1− tan 45◦ · tan 75◦
= tan 120◦ = −

√
3 =右边

例 1.12 已知：tan
(π
4
+ α

)
= m，求 tanα 的值．

解： 解法 1：由已知，α 6= π

4
+ kπ (k ∈ Z)．不然的话，α +

π

4
=

pi

2
+ kπ,

tan
(π
4
+ α

)
就没有意义了．

所以 tan
(π
4
+ α

)
=

1 + tanα

1− tanα
= m

由于 1− tanα 6= 0，所以由上式可得

1 + tanα = m−m tanα

即：(m+ 1) tanα = m− 1 所以：tanα =
m− 1

m+ 1
, (m 6= −1)

解法 2：因为 α =
(π
4
+ α

)
− π

4
，所以

tanα = tan
[(π

4
+ α

)
− π

4

]
=

tan
(π
4
+ α

)
− tan π

4

1 + tan
(π
4
+ α

)
· tan π

4

=
m− 1

m+ 1
(m 6= −1)

例 1.13 设 cotα, cotβ 是一元二次方程 ax2 + bx + c = 0 (a 6= c 6= 0) 的两
个根，试求 tan(α+ β) 的值．

解：由韦达定理知

cotα+ cotβ = − b

a
, cotα · cotβ =

c

a
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即：
tanα+ tanβ

tanα · tanβ
= − b

a
,

1

tanα · tanβ
=

c

a

由此两式可以求得

tanα+ tanβ = −b

c
, tanα · tanβ =

a

c

所以：

tan(α+ β) =
tanα+ tanβ

1− tanα · tanβ
=
−b

c

1− a

c

=
b

a− c

练习

1. 不查表，求值：

(a) tan 435◦

(b) cot 105◦

(c) tan 17◦ + tan 28◦

1 + tan 17◦ · tan 152◦

(d) 1 + tan 15◦

tan 15◦ − 1

2. 已知 tanα = 2，且 α ∈
(
π,

3π

2

)
，试求 tan

(
α− π

4

)
的值．

3. 若 α, β 都是锐角，且 tanα = 2, cotβ =
1

3
．求证：α+ β = 135◦．

习题 1.1

1. 已知 sinα =
15

17
, cosβ = − 5

13
,且 α, β 都是第二象限角，试求 cos(α+β),

cos(α− β) 的值．

2. 在 4ABC 中，cosA =
4

5
, cosB =

12

13
, 试求 cosC 的值．

3. 求证：

(a) cos(α+ 60◦) + cos(α− 60◦) = cosα

(b) cos(α+ β) · cosβ + sinβ · sin(α+ β) = cosα

(c) cos(α+ β) · cos(α− β) = cos2 α+ cos2 β − 1

4. 化简下列各式：
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(a) cos
(π
6
+ α

)
− cos

(π
6
− α

)
(b) cosα · cosβ − cos(α+ β)

cos(α− β)− sinα · sinβ

(c) cos(α+ β) + cos(α− β)

cos(α+ β)− cos(α− β)

(d) cos 25◦ · cos 29◦ − sin 24◦ · sin 29◦

(e) cos(36◦ + x) · cos(54◦ − x) sin(36◦ + x) · sin(54◦ − x)

5. 已知 cosα = cosβ = m, sinα = sinβ = n, 试求 cos(α+ β) 及 cos(α− β)

的值，并求出 m 与 n 的关系式．

6. 求下列各函数的值（不查表）：

sin 150◦, sin 195◦, − tan 195◦

7. 已知 cosα = − 8

17
, cosβ =

4

5
, 且 α 是第二象限角，β 是第四象限角，试

求 sin(α+ β)

8. 若 cosα = − 3

15
, sinβ =

8

17
,且 a ∈

(
π,

3π

2

)
, β ∈

(
0,

π

2

)
,试求 sin(α−β).

9. 若 cosα =
1

7
, cos(α+ β) = −11

14
, 且 0 < α <

π

2
．试求角 β 的值．

10. 化简下列各式：

(a) sin 13◦ · cos 17◦ + cos 13◦ · sin 163◦

(b) sin 70◦ · sin 65◦ − cos70◦ · sin 25◦

(c) sin
(
α+

π

3

)
+ sin

(
α− π

3

)
(d) sin(β − γ) + sin(β + γ)

sin(β + γ)− sin(β − γ)

(e) sin(β − γ)

cosβ · cos γ +
sin(γ − α)

cos γ · cosα +
sin(α− β)

cosα · cosβ

11. 已知 sinα =
3

4
, 且 π

2
< α < π，求 tan

(π
3
+ α

)
12. (a) 已知 tanx =

1

4
, tan y = −3, 求 tan(x+ y) 的值；

(b) 已知 tanα = 2k + 1, tanβ = 2k − 1, 求 cot(α− β) 的值.

13. 求证：
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(a) tan(x+ y) · tan(x− y) =
tan2 x− tan2 y

1− tan2 x · tan2 y

(b) 1− tan θ

1 + tan θ
= cot

(
θ +

π

4

)
(c) tanx+ tan y

tanx− tan y
=

sin(x+ y)

sin(x− y)

14. 已知 θ, ϕ 都是锐角，且 tan θ =
1

2
, tanϕ =

1

3
, 求证：θ + ϕ = 45◦．

15. 如图 1.2，矩形 ABCD 被划分成三个全等的正方形．求证：

(a) ∠θ = ∠γ

(b) α+ β + γ = 90◦

D

A E F B

C

α β γ

θ

图 1.2

16. 若 sinα =

√
10

10
, tanβ = −1

2
. 90◦ < α < 180◦, 90◦ < β < 180◦，求证：

(a) tan(α+ β) = −1

(b) α+ β = 315◦

17. 已知 cotα =
3

4
, cotβ =

1

7
, 且 α, β 都是锐角，

求证：1 + β = 135◦．

18. 已知 tanα 与 tanβ 是方程 x2 + 6x+ 7 = 0 的两个根．

求证：sin(α+ β) = cos(α+ β)

19. 已知 a · sin(θ + x) = b sin(θ + y), 求证：

tan θ =
b sin y − a sinx

a cosx− b cos y
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第二节 二倍角的正弦、余弦和正切

一、二倍角的正弦、余弦和正切

在两角和的正弦、余弦和正切的公式中，令 β = α，则得到

sin(α+ α) = sinα cosα+ cosα sinα

即
sin 2α = 2 sinα cosα (1.11)

cos(α+ α) = cosα cosα− sinα sinα

即
cos 2α = cos2 α− sin2 α (1.12)

若在公式 (1.12) 中，用 1− sin2α 代换 cos2 α, 或用 1− cos2 α 代换 sin2 α, 则
对于 cos 2α 又得到两个公式

cos 2α = 1− 2 sin2 α (1.13)

cos 2α = 2 cos2 α− 1 (1.14)

tan(α+ α) =
tanα+ tanα

1− tanα tanα

即：
tan 2α =

2 tanα

1− tan2 α
(1.15)

注意：

1. 二倍角的三角函数的公式是把任意角的三角函数与小一半的角的三角函
数联系起来，它们可以写成下面的各种形式的等式．例如

sin 4α = sin 2 · (2α) = 2 sin 2α cos 2α

sinα = sin 2
(α
2

)
= 2 sin α

2
cos α

2

cos α
2
= cos2 α

4
− sin2 α

4

tan 3α =
2 tan 3α

2

1− tan2 3α

2

2. 在二倍的正切公式 (1.15) 中，除了 α =
π

2
+ kπ 和 α =

π

4
+

kπ

2
, (k ∈ Z)

诸值之外，对 α 的其余一切值都成立，因为当所指定的那些 α 值，tanα

和 tan 2α 都不存在．
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3. 在使用二倍角三角函数的公式作恒等变形时，不仅要掌握从等式的左端
的式子变换到右端的式子，而且也要熟练地掌握从等式的右端的式子变
换到左端的式子．

例 1.14 化简下面的式子

1. 4 sin 15◦ cos 15◦

2. 1

2
sin 15◦ sin 255◦

3. cos2 π
8
− sin2 π

8

4. cos2 15◦ − 1

2

5. tan 75◦

1− tan2 75◦

解：

1. 4 sin 15◦ cos 15◦ = 2 sin 30◦ = 1

2. 1

2
sin 15◦ sin 255◦ = −1

2
sin 15◦ cos 15◦ = −1

4
sin 30◦ = −1

8

3. cos2 π
8
− sin2 π

8
= cos π

4
=

√
2

2

4. cos2 15◦ − 1

2
=

2 cos2 15◦ − 1

2
=

cos 30◦
2

=

√
3

4

5. tan 75◦

1− tan2 75◦
=

1

2

2 tan 75◦

1− tan2 75◦
=

1

2
tan 150◦ = −1

2
tan 30◦ = −

√
3

6

例 1.15 已知 0◦ < α < 90◦, 0◦ < β < 90◦, tanα =
1

7
，sinβ =

1√
10
．

求证：α+ 2β = 45◦

3

1
√
10

β

图 1.3

解：因为 β 是锐角，所以 tanβ =
1

3
，由 tanβ < 1 知 0◦ < β < 45◦，同理

0◦ < α < 45◦．

又 tan 2β =

2

3

1−
(
1

3

)2 =
3

4
< 1
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所以 0◦ < 2β < 45◦，并且

tan(α+ 2β) =
tanα+ tan 2β

1− tanα tan 2β
=

1

7
+

3

4

1− 1

7
· 3
4

= 1

所以 α+2β = 45◦ + k · 180◦ (k ∈ Z)，但是因为 0◦ < α < 45◦，0◦ < 2β < 45◦，
所以 0◦ < α+ 2β < 90◦，因此，k 只能取 0，因而：

α+ 2β = 45◦

例 1.16 用 α 角的三角函数表示 sin 3α, cos 3α 和 tan 3α．

解：

1.

sin 3α = sin(α+ 2α) = sinα cos 2α+ cosα sin 2α

= sinα(1− 2 sin2 α) + 2 sinα(1− sin2 α)

= sinα− 2 sin3 α+ 2 sinα− 2 sin3 α

= 3 sinα− 4 sin3 α

2.

cos 3α = cos(α+ 2α) = cosα cos 2α− sinα sin 2α

= cosα(2 cos2 α− 1)− 2 cosα(1− cos2 α)

= 2 cos3 α− cosα− 2 cosα+ 2 cos3 α

= 4 cos3 α− 3 cosα

3.

tan 3α = tan(α+ 2α) =
tanα+ tan 2α

1− tanα tan 2α

=
tanα+

2 tanα

1− tan2 α

1− tanα · 2 tanα

1− tan2 α

=
tanα− tan3 α+ 2 tanα

1− tan2 α− 2 tan2 α

=
3 tanα− tan3 α

1− 3 tan2 α
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例 1.17 求证：

1. [sinα(1− sinα)+ cosα(1− cosα)]× [sinα(1+ sinα)+ cosα(1+ cosα)] =
sin 2α

2. sin 50◦
(
1 +
√
3 tan 10◦

)
= 1

证明：

1.

左边 = (sinα− sin2 α+ cosα− cos2 α)× (sinα+ sin2 α+ cosα+ cos2 α)

= (sinα+ cosα− 1)(sinα+ cosα+ 1)

= (sinα+ cosα)2 − 1

= 2 sinα cosα

= sin 2α =右边

2.

左边 = sin 50◦

(
1 +

√
3 sin 10◦

cos 10◦

)

= sin 50◦
2

(
1

2
cos 10◦ +

√
3

2
sin 10◦

)
cos 10◦

= 2 sin 50◦ · cos 60◦ · cos 10◦ + sin 60◦ · sin 10◦

cos 10◦

=
2 sin 50◦ · cos 50◦

cos 10◦

=
sin 100◦

cos 10◦

=
cos 10◦
cos 10◦ = 1 =右边

练习

1. 不查表，求下列各式的值：
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(a) 2 sin 12◦30′ · cos 12◦30′

(b) cos2 π

12
− sin2 π

12

(c) 2 cos2 67◦30′ − 1

(d) 2 sin2 75◦ − 1

(e) 2 tan 22.5◦

1− tan2 22.5◦

(f) sin 15◦ · cos 15◦

(g) 1− 2 sin2 750◦

(h) 2 tan 150◦

1− tan2 150◦

2. 化简：

(a) (sinx− cos y)2

(b) sin α

2
· cos α

2

(c) cos4 θ − sin4 θ

(d) 1

1− tan θ
− 1

1 + tan θ

3. 已知 cosα = −12

13
, a ∈

(π
2
, π
)

, 试求：sin 2α, cos 2α, tan 2α 的值．

4. 试推导出 tan 3α 的公式（用 tanα 表示）．

5. 证明以下各等式：

(a) sin2 θ =
1

2
(1− cos 2θ)

(b) cos2 θ =
1

2
(1 + cos 2θ)

(c) 2 sin(π + α) cos(π − α) = sin 2α

(d) cos4 x
2
− sin4 x

2
= cosx

(e) 1 + 2 cos2 α = 2 + cos 2α

(f) 1

sinα
− cos 2α

sinα
= 2 sinα

(g) tan 2α =
2 cotα

cot2 α− 1

(h) sin2 θ

1− cos2 θ = cot θ

(i) cotx− cot 2x =
1

sin 2x

(j) sinβ · cosβ
sin2 β − cos2 β

= −1

2
tan 2β
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二、万能公式——用 tan α

2
分别表示任意角 α 的三角函数

定理

若 α 6= (2k + 1)π (k ∈ Z)，则 sinα, cosα 和 tanα 可以表示成 tan α

2
的有理式，即：

sinα =
2 tan α

2

1 + tan2 α

2

(1.16)

cosα =
1− tan2 α

2

1 + tan2 α

2

(1.17)

tanα =
2 tan α

2

1− tan2 α

2

(1.18)

证明：根据倍角公式有：

sinα = 2 sin α

2
cos α

2

cosα = cos2 α
2
− sin2 α

2

或者

sinα =
2 sin α

2
cos α

2

cos2 α
2
+ sin2 α

2

, cosα =
cos2 α

2
− sin2 α

2

cos2 α
2
+ sin2 α

2

上面两个等式的分母恒等于 1, 因为 α 6= π + 2kπ，则
α

2
6= π

2
+ kπ (k ∈ Z), 因

而 cos α
2
6= 0．

上两式右边的分子、分母同除以 cos2 α
2
6= 0, 得

sinα =
2 tan α

2

1 + tan2 α

2

, cosα =
1− tan2 α

2

1 + tan2 α

2

这两个式子相除就得到

tanα =
2 tan α

2

1− tan2 α

2
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上述三个公式通常叫做万能公式，应用它，就可以将 α 角的任一种三角函
数化为以 tan α

2
为变量的有理函数，这对问题的解决往往是有益的．

例 1.18 已知 sinα = 0.8, 且 90◦ < α < 180◦, 求 sin 2α, cos2α

解：除用倍角公式求解外，我们应用万能公式给出另解一种解法如下：
因为 sinα = 0.8, 90◦ < α < 180◦，所以 tanα = −4

3

sin 2α =
2 tanα

1 + tan2 α
=
−8

3

1 +
16

9

= −24

25

cos 2α =
1− tan2 α

1 + tan2 α
=

1−
(
−4

3

)2

1 +

(
4

3

)2 = − 7

25

例 1.19 已知 cotα = −2, 90◦ < α < 180◦,
求 sin 2α, cos 2α．

解：因为 cotα = −2, 90◦ < α < 180◦，所以 tanα = −1

2

sin 2α =
2 tanα

1 + tan2 α
=

2

(
−1

2

)
1 +

(
−1

2

)2 = −4

5

cos 2α =
1− tan2 α

1 + tan2 α
=

1− 1

4

1 +
1

4

=
3

5

例 1.20 求证：
cosA

cot A
2
− tan A

2

=
1

2
sinA

证明：

左边 =
tan A

2
· cosA

1− tan2 A

2

=
1

2
tanA · cosA

=
1

2
sinA =右边
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练习

1. 已知 cosA =
4

5
，且

3

2
π < A < 2π，试用万能公式求 tan A

2
.

2. 应用万能公式求证：tan π

8
=
√
2− 1

3. 求证：

(a) 1

4
sin 2α =

cos2 α
cot α

2
− tan α

2

(b) sin 2x

1 + cos 2x ·
cosx

1 + cosx = tan x

2

三、半角的正弦、余弦和正切

用 α 角的三角函数来表示
α

2
的角的三角函数的公式称为半角三角函数公

式．在倍角公式：

cos 2α = 1− 2 sin2 α, cos 2α = 2 cos2 α− 1

里，用
α

2
代替 α, 就得到

cosα = 1− 2 sin2 α

2
, cosα = 2 cos2 α

2
− 1

所以
sin2 α

2
=

1− cosα
2

, cos2 α
2
=

1 + cosα
2

由于 0 ≤ sin2 α

2
≤ 1，0 ≤ cos2 α

2
≤ 1，故知

0 ≤ 1± cosα
2

≤ 1

两边开平方，得

sin α

2
= ±
…

1− cosα
2

, cos α
2
= ±
…

1 + cosα
2

当 α 6= (2k + 1)π 时，cos α
2
6= 0 且 cosα 6= −1; 上面两个等式的两边相除，得

到

tan α

2
= ±
…

1− cosα
1 + cosα
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下面三个公式称为半角的三角函数公式：

sin α

2
= ±
…

1− cosα
2

(1.19)

cos α
2
= ±
…

1 + cosα
2

(1.20)

tan α

2
= ±
…

1− cosα
1 + cosα (1.21)

其中：α 6= (2k + 1)π．至于根号前正号或负号的选取是依半角的终边位于什么
象限内而定．

例 1.21 已知，cosα = 0.6, 270◦ < α < 360◦

求 sin α

2
, cos α

2
和 tan α

2
．

解：因为已知 270◦ < α < 360◦，所以 135◦ <
α

2
< 180◦ 这时可以肯定

α

2
角是

第一象限的角，所以 sin α

2
的值是正的，cos α

2
和 tan α

2
的值是负的，因此得

到

sin α

2
=

…
1− cosα

2
=

…
1− 0.6

2
=

√
5

5

cos α
2
= −
…

1 + cosα
2

= −
…

1 + 0.6

2
= −2

√
5

5

tan α

2
= −
…

1− cosα
1 + cosα = −

…
1− 0.6

1 + 0.6
= −1

2

例 1.22 已知 cosα = −1

3
，求 sin α

2
．

解：因为 cosα = −1

3
< 0, 所以 α 角是第二或第三象限的角，即

π

2
+ 2kπ < α < π + 2kπ (1.22)

或者
π + 2kπ < α <

3π

2
+ 2kπ (k ∈ Z) (1.23)

从而由不等式 (1.22) 知道
π

4
+ kπ <

α

2
<

π

2
+ kπ (k ∈ Z)

当 k 为正、负偶数时，
α

2
角是第一象限的角；当 k 为正、负奇数时，

α

2
角是

第三象限的角，因此，尽管知道 α 是第二象限的角，也不能确定
α

2
是第几象
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限的角，它可能是第一象限的角，也可能是第三象限的角，所以 sin α

2
的值取

符号“+”号或“−”号不能确定．
同理，由不等式 (1.23) 知道

π

2
+ kπ <

α

2
<

3π

4
+ kπ (k ∈ Z)

当 k 为正负偶数时，
α

2
是第二象限角；当 k 为正负奇数时，

α

2
是第二象限角，

因此，当 α 是第三象限的角时，
α

2
可能是第二象限的角或第四象限的角，所以

sin α

2
的值的符号不能确定．
根据上面的讨论知道

sin α

2
= ±
…

1− cosα
2

= ±

Ã
1 +

1

3
2

= ±
√
6

3

从上面的两个例子，可以知道，如果能确定 α 角在哪一个固定的区间，就
可以确定角

α

2
在哪一个固定的区间，这时公式 (1.19)、(1.20)、(1.21) 就能够

选取固定的“+”号或“−”号；如果只知道角 α 所在象限，而不知道它在哪
一个固定的区间时，就不能确定角

α

2
在哪一个固定的区间，这时公式 (1.19)、

(1.20)、(1.21) 中，就应该保留“±”号．

例 1.23 利用半角公式求 cos π
8
的值（准确到 0.001）

解：因为
π

8
是第一象限的角，把它作为

π

4
的半角，使得

cos π
8
=

Ã
1 + cos π

4
2

=

Ã
1 +

√
2

2
2

=
1

2

»
2 +
√
2 ≈ 0.924

例 1.24 求证：tan α

2
=

sinα

1 + cosα =
1− cosα

sinα

证明：因为 sin2 α = 1− cos2 α = (1 + cosα)(1− cosα) ，所以：
sinα

1 + cosα =
1− cosα

sinα

又 tan α

2
=

sin α

2

cos α
2

=
sin α

2
· 2 cos α

2

cos α
2
· 2 cos α

2

=
sinα

1 + cosα，因此：

tan α

2
=

sinα

1 + cosα =
1− cosα

sinα
(1.24)
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我们来说明，当 α 是锐角时，这个公式的几何意义，如图 1.4 所示．

x

y

B AO

P

M

α
α
2

图 1.4

在单位圆中，半径 |OA| = |OP | = |OB| = 1, ∠POA = α (弧度）．
于是，MP = sinα, OM = cosα, ∠PBA =

α

2

tan α

2
=

MP

BM
=

MP

BO +OM
=

sinα

1 + cosα
例 1.25 求 tan 15◦ 的值．

解：解法 1: tan 15◦ =
1− cos 30◦

sin 30◦
=

1−
√
3

2
1

2

= 2−
√
3

解法 2:

tan 15◦ =

 
1− cos 30◦
1 + cos 30◦ =

œ
1−
√
3

2

1 +

√
3

2

=

√
2−
√
3

2 +
√
3
=
»
(2−

√
3)2

= 2−
√
3

由这两种解法看出，如果已知 sinα, cosα 的值，那么求 tan α

2
时，用公

式 (1.24) 要比公式 (1.23) 方便一些，其中尤以 tan α

2
=

1− cosα
sinα

更方便．

例 1.26 求证：
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1. tan
(
45◦ − α

2

)
=

cosα
1 + sinα

2. cosα
1− sinα

= cot
(
45◦ − α

2

) 3. cos2 A

cot A
2
− tan A

2

=
1

4
sin 2A

证明：

1.

tan
(
45◦ − α

2

)
= tan 90◦ − α

2

=
sin(90◦ − α)

1 + cos(90◦ − α)

=
cosα

1 + sinα

2.
cosα

1− sinα
=

sin(90◦ − α)

1− cos(90◦ − α)

=
1

tan 90◦ − α

2

= cot 90
◦ − α

2

= cot
(
45◦ − α

2

)
3.

cos2 A

cot A
2
− tan A

2

=
cos2 A

1 + cosA
sinA

− 1− cosA
sinA

=
sinA cos2 A

2 cosA
=

1

2
sinA · cosA

=
1

4
sin 2A

练习

1. 已知 cosα =
2

3
，求 sin α

2
, cos α

2
, tan α

2
．

2. 已知 sinx = −4

5
，且

3π

2
< x < 2π，求 sin x

2
, cos x

2
, tan x

2
．

3. 已知 cosA =
4

5
，且 A 是第四象限角，试求 tan A

2
．
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4. 求证：

(a) sin2 x

4
=

1− cos x
2

2

(b) 1 + sinα = 2 cos2
(π
4
− α

2

)
(c) 1−sinβ = 2 cos2

(
π

4
+

β

2

)
(d) sin 4α =

4 sinα(1− tan2 α)

secα(1 + tan2 α)

习题 1.2

1. 不查表计算下列的值

(a) sin 15◦ sin 75◦

(b) sin π

8
sin 3π

8

(c)
tan π

8

1− tan2 π

8

(d) 1− tan2 15◦

1 + tan2 15◦

(e) cot π
8
− tan π

8

(f) sin4 105◦ + cos4 75◦

2. 化简下面的式子

(a) 2− 2 sin2 α+ cos 2α

(b) cos 4α+ 2 sin2 2α

(c) 1− 4 sin2 α cos2 α

(d)
(
cos2 α+ 2 sinα cosα− sin2 α

)2
3. 证明：

(a) 若 0 < α < π, 则 sin 2α < 2 sinα

(b) 若 0 < α <
π

4
, 则 tan 2α < 2 tanα

4. 已知 sinα =
7

25
, π

2
< α < π, 求 sin 2α, cos 2α 和 tan 2α．

5. 已知 cos α
2
=

2n

1 + n2
，求 sinα 和 tanα．

6. 已知 sinα = 0.8, cosβ = − 5

13
，并且

π

2
< α < π, π

2
< β < π，求：

(a) sin(α+ 2β)

(b) cos(2α− β)

(c) tan[2(α− β)]
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7. 设方程 x2 − (tan θ + cot θ)x+ 1 = 0 的一个限是 2 +
√
3，求 sin 2θ．

8. 设 tan θ, tanϕ 是方程 7x2 + 3x+ 1 = 0 的二根，求 tan θ + ϕ

2
的值．

9. 若 tan2 α− a tanα+ 1 = 0, (a > 0)，求 cos 2α．

(a) 当 0◦ < α < 45◦

(b) 当 45◦ < α < 90◦

10. 如图 1.5, 半径为 R 的圆木料，要截成横截面为长方形的木料，问怎样截
取，才可以使长方形截面的面积最大？

R

O

α

图 1.5

11. 直角三角形的面积为 12, 一锐角为 β, 求它的外接圆面积，又当 β 是多少
度时？外接圆面积最小．

12. 设 sinα+ cosα =
1

5
, 求 sin 2α, sinα, cosα, cos α

2
, sin α

2
．

13. (a) 已知 cosα =
119

169
，求 sin α

2
, cos α

2
和 tan α

2
．

(b) 已知 cosϕ =
1

3
，且 ϕ ∈ (270◦, 360◦)，求 sin ϕ

2
, cos ϕ

2
及 tan ϕ

2
．

14. 已知 cosα =
4

5
，且

3π

2
< α < 2π，求 tan α

2
．

15. 已知，等腰三角形顶角的余弦等于 7

25
, 求底角的正弦、余弦和正切．

16. (a) 已知 tanα =
4

5
, 180◦ < α < 270◦．求 tan α

2
, sin 2α, cos 2α, tan 2α．

(b) 已知 2 sinx+ 3 cosx = 2, 求 sinx 和 cosx 的值．

17. 求证：

(a)
(

sin x

2
− cos x

2

)2
= 1− sinx

(b) tanα− cotα = −2 cot 2α
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(c) tan
(
α+

π

4

)
+ tan

(
α− π

4

)
= 2 tanα

(d) sin θ + cos θ =
1 + sin 2θ

sin θ + cos θ
(e) sinα(1 + cos 2α) = sin 2α · cosα

(f) 2 sin
(π
4
+ x
)

sin
(π
4
− x
)
= cos 2x

(g) 1 + tanα

1− tanα
=

1 + sin 2α

cos2 α− sin2 α

(h) 1 + sin 2θ − cos 2θ
1 + sin 2θ + cos 2θ = tan θ

(i) 2 sinx− sin 2x

2 sinx+ sin 2x
= tan2 x

2

(j)
tan α

2

1 + tan α

2

+
tan α

2

1− tan α

2

= tanα

18. 利用 45◦, 30◦ 的三角函数值，求 cos 22◦30′; sin 22◦30′; cos 15◦, sin 15◦ 的
值．

19. (a) 求 sin 18◦ 的值；

(b) 求证 cos 36◦ − cos 72◦ =
1

2
．

20. 求证：

(a) sin π

8
=

1

2

√
2−
√
2

(b) tan 67.5◦ =
√
2 + 1

(c) tan 7◦30′ =
√
6−
√
3 +
√
2− 2

21. 证明下列恒等式

(a) 2 sin θ + sin 2θ = 4 sin θ · cos2 θ
2

(b) tan 15◦ + cot 15◦ = 4

(c) cos2 α− 2 = cos 2α · csc2 α

(d) sin(nπ + x) cos(nπ − x) =
1

2
sin 2x, (n ∈ Z)

(e) cosα(cosα− cosβ) + sinα(sinα− sinβ) = 2 sin2 α− β

2

(f) cosα
sec α

2
+ csc α

2

=
1

2

(
cos α

2
− sin α

2

)
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(g) cos4 θ =
1

4
+

1

2
cos 2θ + 1

4
cos2 2θ

(h) sin4 θ =
3

8
− 1

2
cos 2θ + 1

8
cos 4θ

22. 求证下列条件等式：

(a) 若 tanx =
b

a
，则 a cos 2x+ b sin 2x = a

(b) 若 tanα
α

2
=

m

n
，则 sinα+

m

n
cosα = 1

(c) 若 1 + 2 tan2 x = tan2 y，则 sin2 x+ cos 2y = 0

(d) 若 x+ y = 3− cos 4α, x− y = 4 sin 2α，则 x
1
2 + y

1
2 = 2

(e) 若 2α+ β =
π

2
，则

sinα =

…
1− sinβ

2
, cosα =

…
1 + sinβ

2

第三节 三角函数的和差化积与积化和差

一、三角函数的和差化积

根据两角和差的正弦函数的定理有：

sin(x+ y) = sinx cos y + cosx sin y

sin(x− y) = sinx cos y − cosx sin y

由这两个等式左、右两端相加和相减得：

sin(x+ y) + sin(x− y) = 2 sinx cos y (1.25)

sin(x+ y)− sin(x− y) = 2 cosx sin y (1.26)

设 x+ y = α, x− y = β, 那么

x =
α+ β

2
, y =

α− β

2
(1.27)

因此，上面两个等式 (1.25) 和 (1.26) 就变成

sinα+ sinβ = 2 sin α+ β

2
cos α− β

2
(I)

sinα− sinβ = 2 cos α+ β

2
sin α− β

2
(II)
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根据两角和差的余弦函数的定理有：

cos(x+ y) = cosx cos y − sinx sin y

cos(x− y) = cosx cos y + sinx sin y

由这两个等式左、右两端相加和相减得：

cos(x+ y) + cos(x− y) = 2 cosx cos y (1.28)

cos(x+ y)− cos(x− y) = −2 sinx sin y (1.29)

以等式 (1.27) 代入上式得：

cosα+ cosβ = 2 cos α+ β

2
cos α− β

2
(III)

cosα− cosβ = −2 sin α+ β

2
sin α− β

2
(IV)

利用上面得到的四个公式；即

和差化积公式

sinα+ sinβ = 2 sin α+ β

2
cos α− β

2
(I)

sinα− sinβ = 2 cos α+ β

2
sin α− β

2
(II)

cosα+ cosβ = 2 cos α+ β

2
cos α− β

2
(III)

cosα− cosβ = −2 sin α+ β

2
sin α− β

2
(IV)

可以把某些三角函数的和或差化成积的形式．

例 1.27 把下列各式化成积的形式

1. 1 + sinα

2. 1− 2 sinα

3. sin π

5
+ cos π

5

4. cos 22◦ − sin 66◦

解：
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1. 方法 1:

1 + sinα = sin 90◦ + sinα

= 2 sin 90◦ + α

2
cos 90

◦ − α

2

= 2 sin
(
45◦ +

α

2

)
cos
(
45◦ − α

2

)
= 2 sin2

(
45◦ +

α

2

)
= 2 cos2

(
45◦ − α

2

)
方法 2:

1 + sinα = 1 + cos(90◦ − α)

= 2 cos2
(
45◦ − α

2

)
2.

1− 2 sinα = 2

(
1

2
− sinα

)
= 2(sin 30◦ − sinα)

= 2× 2 cos 30
◦ + α

2
sin 30◦ − α

2

= 4 cos
(
15◦ +

α

2

)
sin
(
15◦ − α

2

)
3.

sin π

5
+ cos π

5
= cos

(π
2
− π

5

)
+ cos π

5

= cos 3π
10

+ cos π
5

= 2 cos
3π

10
+

2π

10
2

cos
3π

10
− 2π

10
2

= 2 cos π
4

cos π

20

=
√
2 cos π

20

4.

cos 22◦ − sin 66◦ = cos 22◦ − cos(90◦ − 66◦)

= cos 22◦ − cos 24◦

= −2 sin 46◦

2
sin
(
−2◦

2

)
= 2 sin 23◦ sin 1◦
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例 1.28 把 sin2 α− sin2 β 化为乘积形式．

解：方法 1:

sin2 α− sin2 β = (sinα+ sinβ)(sinα− sinβ)

=

(
2 sin α+ β

2
cos α− β

2

)(
2 cos α+ β

2
sin α− β

2

)
=

(
2 sin α+ β

2
cos α+ β

2

)(
2 sin α− β

2
cos α− β

2

)
= sin(α+ β) sin(α− β)

方法 2: 利用公式 sin2 α =
1− cos 2α

2
进行替换，得到

sin2 α− sin2 β =
1− cos 2α

2
− 1− cos 2β

2

=
1

2
(cos 2β − cos 2α)

=
1

2
× (−2) sin(β + α) sin(β − α)

= sin(α+ β) sin(α− β)

例 1.29 引入辅助角把下面各式化为两角和的正弦函数．

1. 3 cosα+
√
3 sinα

2. 3 cosα−
√
3 sinα

3. cos 2x− 4 sin 2x

解：

1.

3 cosα+
√
3 sinα =

√
3
(√

3 cosα+ sinα
)

= 2
√
3

(√
3

2
cosα+

1

2
sinα

)
= 2
√
3 (sin 60◦ cosα+ cos 60◦ sinα)

= 2
√
3 sin(60◦ + α) = 2

√
3 sin(α+ 60◦)
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x

y

√
3
2

O− 1
2

120◦

图 1.6

2.

3 cosα−
√
3 sinα = 2

√
3

(√
3

2
cosα− 1

2
sinα

)
= 2
√
3 (sin 120◦ cosα+ cos 120◦ sinα)

= 2
√
3 sin(120◦ + α) = 2

√
3 sin(α+ 120◦)

3. 配一个正系数 k，使得

cos 2x− 4 sin 2x = k

(
1

k
cos 2x− 4

k
sin 2x

)
并且引入一个辅助角 θ，满足下面两个等式：

sin θ =
1

k
, cos θ = −4

k

k 的值可由等式 sin2 θ + cos2 θ =
1 + (−4)2

k2
= 1 确定，于是有：

k =
√
1 + 16 =

√
17

于是 sin θ =
1√
17

, cos θ = − 4√
17
．θ 是第二象限角，它的值可由 tan θ =

−1

4
= −0.25 求出，得到

θ = 180◦ − 14◦2′ = 165◦58′

因此：

cos 2x− 4 sin 2x =
√
17 (sin 165◦58′ cos 2x+ cos 165◦58′ sin 2x)

=
√
17 sin(2x+ 165◦58′)
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例 1.30 化 a sinx+ b cosx 为积的形式．

分析：仿照例 1.29可以引入一个辅助角 θ, 并配上一个正系数 k, 我们来分析如
何确定 k, θ:

假设 a = k · cos θ, b = k · sin θ, 原式就变为

a sinx+ b cosx = k(sinx · cos θ + cosx · sin θ)

= k · sin(x+ θ)

由于 sin2 θ + cos2 θ = 1, 因而
(a
k

)2
+

(
b

k

)2

= 1

∴ k =
√
a2 + b2

于是就得出

cos θ =
a√

a2 + b2
, sin θ =

b√
a2 + b2

从而得

tan θ =
b

a

这样，由 a, b 就可以确定 k, θ 的值了．

解：

a sinx+ b cosx =
√
a2 + b2

(
a√

a2 + b2
sinx+

b√
a2 + b2

cosx
)

令 cos θ =
a√

a2 + b2
, sin θ =

b√
a2 + b2

，则

原式 =
√
a2 + b2(cos θ · sinx+ sin θ · cosx)

=
√
a2 + b2 sin(x+ θ)

其中，θ 角所在的象限由 a, b 的符号确定，θ 角的值由 tan θ =
b

a
确定．

例 1.31 若 A+B+C = 180◦,求证 sin 2A+sin 2B+sin 2C = 4 sinA sinB sinC
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证明：

sin 2A+ sin 2B + sin 2C

= 2 sin(A+B) cos(A−B) + 2 sinC cosC

= 2 sinC cos(A−B) + 2 sinC cosC (sin(A+B) = sinC)

= 2 sinC[cos(A−B) + cosC]

= 2 sinC[cos(A−B)− cos(A+B)] (cosC = − cos(A+B))

= 2 sinC[−2 sinA sin(−B)]

= 4 sinA sinB sinC

注意：在证明满足条件 A + B + C = 180◦ 的三个角 A、B、C 的三角函数恒
等式时，要特别注意互为余角与互为补角的三角函数的性质，例如：从任何两
个角的和是第三个角的补角这一类关系，得到

sin(B + C) = sinA, cos(A+B) = − cosC, tan(C +A) = − tanB

cosB = − cos(C +A), sinC = sin(A+B), cotA = − cot(B + C)

又从任何两个角的和的一半是第三个角的一半的余角这一关系得到

cos A+B

2
= sin C

2
, sin C +A

2
= cos B

2
, tan B + C

2
= cot A

2

cos C
2

= sin A+B

2
, sin A

2
= cos B + C

2
, tan B

2
= cot C +A

2

例 1.32 把 1 + sin θ + cos θ 化成积的形式．

解：

1 + sin θ + cos θ = (1 + cos θ) + sin θ

= 2 cos2 θ
2
+ 2 sin θ

2
· cos θ

2

= 2 cos θ
2

(
cos θ

2
+ sin θ

2

)
= 2 cos θ

2

[
sin
(
90◦ − θ

2

)
+ sin θ

2

]
= 2 cos θ

2
· 2 sin 45◦ · cos

(
45◦ − θ

2

)
= 2
√
2 cos θ

2
· cos

(
45◦ − θ

2

)
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练习

1. 把下列各式化为积的形式（口答）

(a) sin 24◦ + sin 20◦

(b) sin 75◦ − sin 15◦

(c) cos 3x+ cos 2x

(d) cos α+ β

2
− cos α− β

2

2. 求值：

(a) sin 20◦ − sin 40◦

cos 20◦ − sin 40◦

(b) sin 20◦ + sin 40◦ − sin 80◦

3. 求证：

(a) sinα+ sinβ

sinα− sinβ
= tan α+ β

2
· cot α− β

2

(b) sinx+ sin y

cosx− cos y = cot y − x

2

(c) cos 2A+ cos 2B + cos 2C = −1− 4 cosA · cosB · cosC，其中
A+B + C = π

4. 将下列各式化为两角和（差）的三角函数：

(a)
√
3

2
sinx+

1

2
sinx

(b)
√
2

2
cosx−

√
2

2
sinx

(c)
√
2 cosx+

√
2 sinx

(d) cos θ −
√
3 sin θ

(e) 4 sinα+ 3 cosα

(f) 3 cosβ −
√
7 sinβ

二、三角函数的积化和差

将公式 (1.25)、(1.26)、(1.28)、(1.29) 的两边同除以 2，便得到如下公式：
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积化和差公式

sinx · cos y =
1

2
[sin(x+ y) + sin(x− y)] (V)

cosx · sin y =
1

2
[sin(x+ y)− sin(x− y)] (VI)

cosx · cos y =
1

2
[cos(x+ y) + cos(x− y)] (VII)

cosx · sin y = −1

2
[cos(x+ y)− cos(x− y)]

=
1

2
[cos(x− y)− cos(x+ y)] (VIII)

若 x = y，由此可推出倍角公式，即有

sinx cosx =
1

2
sin 2x, cos2 x =

1

2
(1 + cos 2x), sin2 x =

1

2
(1− cos 2x)

例 1.33 化乘积 sin 35◦ cos 55◦ 为和的形式．

解：解法 1:

sin 35◦ cos 55◦ =
1

2
[sin 90◦ + sin(−20◦)] = 1

2
[1− sin 20◦]

解法 2:

sin 35◦ cos 55◦ = sin2 35◦ =
1− cos 70◦

2
=

1− sin 20◦

2

例 1.34 不查表，求下列各式的值：

1. sin 5π

12
· cos π

12

2. cos2 73◦ + cos2 47◦ + cos 73◦ cos 47◦

解：

1. 解法 1:

sin 5π

12
· cos π

12
=

1

2

[
sin π

2
+ sin π

3

]
=

1

2
+

√
3

4
=

1

4
(2 +

√
3)
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解法 2:

sin 5π

12
· cos π

12
= cos π

12
· cos π

12

= cos2 π

12
=

1

2

(
1 + cos π

6

)
=

1

2

(
1 +

√
3

2

)
=

1

4

(
2 +
√
3
)

2.

原式 = 1 +
cos 146◦

2
+

1 + cos 94◦
2

+
cos 120◦ + cos 26◦

2

= 1 +
cos 146◦ + cos 94◦

2
− 1

4
+

cos 26◦
2

=
3

4
+

2 cos 120◦ cos 26◦
2

+
cos 26◦

2

=
3

4
− cos 26◦

2
+

cos 26◦
2

=
3

4

例 1.35 化简 cosα · cos 2α · cos 4α 并求 cos π
7

cos 2π
7

cos 4π
7
的值．

解：

cosα · cos 2α · cos 4α =
2 sinα · cosα · cos 2α · cos 4α

2 sinα

=
sin 2α · cos 2α · cos 4α

2 sinα

=
sin 4α · cos 4α

22 sinα

=
sin 8α

23 sinα
=

sin 8α

8 sinα

cos π
7

cos 2π
7

cos 4π
7

=
sin 8π

7

8 sin π

7

=
− sin π

7

8 sin π

7

= −1

8

例 1.36 求证：

1. sin 15◦ · sin 30◦ · sin 75◦ =
1

8

2. cos 10◦ · cos 30◦ · cos 50◦ · cos 70◦ =
3

16

证明：
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1. 证法 1:

左边 =
1

2
sin 15◦ · sin 75◦

= −1

4
[cos 90◦ − cos(−60◦)]

= −1

4
(0− cos 60◦)

= −1

4

(
−1

2

)
=

1

8
=右边

证法 2:

左边 =
1

2
sin 15◦ · sin 75◦

=
1

2
sin 15◦ · cos 15◦

=
1

4
sin 30◦ =

1

8
=右边

2.

左边 = cos 10◦ ·
√
3

2
· 1
2
[cos 120◦ + cos(−20◦)]

=

√
3

4
cos 10◦

(
−1

2
+ cos 20◦

)
= −
√
3

8
cos 10◦ +

√
3

4
cos 10◦ · cos 20◦

= −
√
3

8
cos 10◦ +

√
3

8
[cos 30◦ + cos 10◦]

= −
√
3

8
cos 10◦ +

√
3

8
·
√
3

2
+

√
3

8
cos 10◦

=
3

16
=右边

例 1.37 求证：cos3 2α = sin 3α · sin3 α+ cos 3α · cos3 α
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证明：

右边 = sin2 α(sin 3α · sinα) + cos2 α(cos 3α · cosα)

=
1

2

[
sin2 α(cos 2α− cos 4α) + cos2 α(cos 4α+ cos 2α)

]
=

1

2

[
cos 2α(sin2 α+ cos2 α) + cos 4α(cos2 α− sin2 α)

]
=

1

2

[
cos 2α+ cos 4α · cos 2α

]
=

1

2
cos 2α(1 + cos 4α)

=
1

2
cos 2α · 2 cos2 2α

= cos3 2α =左边

例 1.38 已知在 4ABC 中，sinB · sinC = cos2 A
2
．求证这个三角形是等腰三

角形．

证明：由于 sinB · sinC = cos A
2

=
1 + cosA

2
且 A = π − (B + C), cosA =

− cos(B + C), 因而就有

sinB · sinC =
1

2
[1− cos(B + C)]

所以

−1

2
� cos(B + C)− cos(B − C)] =

1

2
�1− cos(B + C)]

化简上式，得 cos(B − C) = 1．

又由 −180◦ < B − C < 180◦，所以 B − C = 0◦，即 B = C，这证明了
4ABC 是等腰三角形．

例 1.39 若 A+B + C = π, 求证：

cos A
2
+ cos B

2
+ cos C

2
= 4 cos π −A

4
cos π −B

4
cos π − C

4
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证明：

4 cos π −A

4
cos π −B

4
cos π − C

4

= 2 cos π −A

4

[
cos 2π − (B + C)

4
+ cos B − C

4

]
= 2 cos π −A

4
cos π +A

4
+ 2 cos π −A

4
cos B − C

4

=

(
cos π

2
+ cos A

2

)
+ 2 cos B + C

4
cos B − C

4

= cos A
2
+ cos B

2
+ cos C

2

练习

1. 先将各式化为和差形式，再查表求值：

(a) 2 sin 70◦ · cos 20◦

(b) cos 80◦ · sin 120◦

(c) cos 68◦ · cos 52◦

(d) sin 121◦ · sin 50◦

2. 不查表求值：

(a) sin 105◦ · cos 75◦

(b) 2 cos 37.5◦ · cos 22.5◦

(c) 2 cos 9π
13
· cos π

13
+ cos 5π

13
+ cos 3π

13

(d) sin2 10◦ + cos2 40◦ + sin 10◦ · cos 40◦

3. 求证：

(a) 2 sin
(π
3
+ x
)
· cos

(π
3
− x
)
=

√
3

2
+ sin 2x

(b) sin 20◦ · cos 70◦ + sin 10◦ · sin 50◦ =
1

4

(c) cos 2α · cosα− sin 5α · sin 2α = cos 4α · cos 3α

(d) cos 4x · cos 2x− cos2 3x = − sin2 x

(e) tan
(
x+

π

4

)
+ tan

(
x− π

4

)
= 2 tan 2x
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习题 1.3

1. 将函数的和化为乘积形式

(a) sin 12◦ + sin 20◦

(b) sin 40◦ − sin 16◦

(c) cos 50◦ + cos 30◦

(d) cos 17◦ − cos 13◦

(e) sin 24◦ + cos 55◦

(f) sin π

5
− cos 2π

5

(g) tan 10◦ + tan 20◦

(h) tan 12◦ − cot 40◦

(i) tanα+ cotα

(j) cosα− sinα

2. 化函数的和式为乘积

(a) cos2 α− cos2 β

(b) tan2 α− tan2 β

(c) 1 + sinα+ cosα

(d) sin 16◦ + sin 24◦ + sin 40◦

(e) sinα+ sin 2α+ sin 3α

(f) sin2 x− sin2 y

3. 化简下面式子

(a) I sinωt+ I sin
(
ωt+

2π

3

)
+ I sin

(
ωt− 2π

3

)
(b) cos2 3 + cos2 1− cos 4 · cos 2

(c) sec
(π
4
+ α

)
· sec

(π
4
− α

)
(d) tan (45◦ + x)− tan (45◦ − x)

tan (45◦ + x) + tan (45◦ − x)

(e) sinα+ sin 3α+ sin 5α

cosα+ cos 3α+ cos 5α
4. 引入辅助角将下面式子化为乘积形式：

(a) 1 + sinα

(b)
√
3

2
− sinα

(c)
√
2

2
+ cosα

(d) 3

4
− sin2 α

(e) 1

4
− cos2 α

(f) 3− tan2 α

(g)
√
3 + 2 cosα

(h)
√
3

2
sinx− 1

2
cosx

(i) 4 sinx− 3 cosx

(j) 7 sin 2t− 6 cos 2t
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5. 不查表，计算下面各式的值

(a) sin 52◦30′ cos 7◦30′

(b) cos 97◦30′ sin 37◦30′

(c) 2 cos 165◦ cos 135◦

(d) tan 10◦ · tan 50◦ · tan 70◦

(e) cos 20◦ cos 40◦ cos 60◦ cos 90◦

(f) cos 20◦ + cos 100◦ + cos 140◦

(g) sin 20◦ sin 40◦ sin 60◦ sin 80◦

(h) cos 40◦ · cos 80◦ · cos 160◦ + cos 160◦ · cos 40◦

6. 化简下列各式

(a) 2 sin 2α sinα+ cos 3α

(b) 2 cos 9π
13

cos π

13
+ cos 5π

13
+ cos 3π

13

7. 证明下列各等式：

(a) sinA+ sin 3A+ sin 5A

sin 3A+ sin 5A+ sin 7A
=

sin 3A

sin 5A

(b) sinx− sin y

sin(x+ y)
=

sin 1

2
(x− y)

sin 1

2
(x+ y)

(c) cos(α− β)

cos(α+ β)
=

cos 2α+ cos 2β
1 + cos 2(α+ β)

(d) sin α

2
· sin 7α

2
+ sin 3α

2
· sin 11α

2
= sin 2α · sin 5α

(e) (sinx+ cosx)(sin 2x+ cos 2x) = sin 3x+ cosx

8. 若 A+B + C = π，求证：

(a) cosA+ cosB + cosC = 1 + 4 sin A

2
sin B

2
sin C

2

(b) sin2 A

2
+ sin2 B

2
+ sin2 C

2
= 1− 2 sin A

2
sin B

2
sin C

2
(c) tanA+ tanB + tanC = tanA tanB tanC

(d) tan A

2
tan B

2
+ tan B

2
tan C

2
+ tan C

2
tan A

2
= 1

9. 若一三角形的边和角适合条件：

(a2 + b2) sin(A−B) = (a2 − b2) sin(A+B)

试证：此三角形为直角三角形或等腰三角形．

提示：用正弦定理
a

sinA
=

b

sinB
=

c

sinC
= 2R
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10. 若 A、B、C、D 均在 0 与 π 之间，求证：

(a) sin A+B

2
≥ 1

2
(sinA+ sinB)

(b) sin A+B + C +D

4
≥ 1

4
(sinA+ sinB + sinC + sinD)

(c) sin A+B + C

3
≥ 1

3
(sinA+ sinB + sinC)

提示：在 (b) 中令 D =
A+B + C

3
推导出 (c)．

11. 求下列各式的最大值与最小值：

(a) sinx · cosx

(b) sin
(
α+

π

4

)
+ sin

(
α− π

4

) (c) cos
(π
3
+ 2θ

)
sin
(π
3
− 2θ

)
(d) 6 cosx+ 8 sinx

第四节 简单三角方程

在初中我们曾经学习过这样的问题：已知三角函数值求角．如，已知 sinx =
1

2
, 求 x 的值，像这样条件等式 sinx =

1

2
的样子，我们把含有未知数的三角

函数的等式，叫做三角方程．例如：sinx − 1 = −1

2
, 2 sin2 x + 3 cosx = 0,

sin 5x = cos 4x, 等等都是三角方程．
解三角方程就是求出未知数的一切能适合下方程的值，或证明方程无解．

三角方程的一般理论和解法，留待以后学习，本节仅就几种特殊类型的简
单三角方程的具体解法加以讨论．

一、最简单的三角方程

三角方程中，sinx = a, cosx = a, tanx = a, cotx = a 就叫做最简单的三
角方程．它们的求解是其它三角方程求解的基础．

最简单的三角方程求解的方法是相同的，正像在初中已经学过的那样：首
先求出，已知方程在 0 ≤ x < 2π区间内的解，如果这个区间内有两个解：x = α1

和 x = α2, 那么原方程的所有解就是 x = α1 + 2kπ 和 x = α2 + 2kπ (k ∈ Z);
如果在这个区间内只有一个解：x = α, 那么原方程的解就是 x = α + 2kπ; 如
果在这个区间没有解，那么原方程也没有解．可见，最简单的三角方程或有无
限多解，或没有解．

例 1.40 解方程 sinx =
1

2
．
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解：已知在 (0, 2π) 内解为 x =
π

6
和 x =

5π

6
, 所以方程的解集为

{
x
∣∣∣x =

π

6
+ 2kπ

}⋃ß
x
∣∣∣x =

5π

6
+ 2kπ

™
例 1.41 解方程 cosx = 0

解：已知在 (0, 2π) 内，x =
π

2
和 x =

3π

2
，所以方程的解为

{
x
∣∣∣x =

π

2
+ 2kπ

}⋃ß
x
∣∣∣x =

3π

2
+ 2kπ =

π

2
(2k + 1)π

™
=
{
x
∣∣∣x =

π

2
+ 2kπ, k ∈ Z

}

例 1.42 解方程 sinx = −1

解：解集为
ß
x
∣∣∣x =

3π

2
+ 2kπ, k ∈ Z

™
例 1.43 解方程 cosx = 2

解：由于任意角 α 的余弦具有性质 | cosα| < 1, 因此，方程 cosx = 2 无解，即
解集为 ∅.

例 1.44 解方程 tanx =

√
3

2

解：由查表可知在 [0, 2π) 内，x = 40◦54′ 和 x = 220◦54′．所以方程的解为{
x
∣∣∣x = 40◦54′ + k · 360◦

}
∪
{
x
∣∣∣x = 220◦54′ + k · 360◦

}
=
{
x
∣∣∣x = 40◦54′ + k · 180◦, k ∈ Z

}

一般地，可以概括出：

• 方程 sinx = a 与 cosx = a, 当 |a| ≤ 1 时有解；当 |a| > 1 时无解；

• 方程 tanx = a 与 cotx = a，当 a 为任意实数时，都有解．
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练习

解下列最简单三角方程

1. sinx = −
√
3

2

2. sinx = 0

3. cosx = −1

4. cosx =

√
2

2

5. tanx = 0.5

6. cotx = −2.3016

7.
√
2 sinx+ 1 = 0

8. tanx = 2
√
2− 1

二、简单的三角方程

有几类特殊而简单的三角方程，可以通过三角恒等变形或利用代数中解方
程的方法，将它们化成一个或几个最简单的三角方程，从而求出它们的解集．

例 1.45 解方程

1. 2 cos 2x = 1

2. tan(x+ 15◦) + 1 = 0

3.
√
2 sin(3x− 9◦) =

√
2

2

4. cos2 x− 4 cosx+ 2 = 0

分析：这几个三角方程的共同特点是：只含有同一个未知数的同名三角函数．因
此可以将这个含有未知数的三角函数视为一元，用代数方法先求出它的值，从
而归结为最简单的三角方程求解．

解：

1. 原方程化为 cos 2x =
1

2

2x = ±π

3
+ 2kπ, (k ∈ Z)

所以解集是
{
x
∣∣∣x = ±π

6
+ kπ, k ∈ Z

}
2. 原方程化为 tan(x+ 15◦) = −1

x+ 15◦ = −45◦ + k · 180◦, (k ∈ Z)

所以解集是
{
x
∣∣∣x = −60◦ + k · 180◦, k ∈ Z

}
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3. 原方程化为 sin(3x− 9◦) =
1

2

3x− 9◦ = 30◦ + k · 360◦, 3x− 9◦ = 150◦ + k · 360◦, (k ∈ Z)

所以解集为{
x
∣∣∣x = 13◦ + k · 120◦, k ∈ Z

}
∪
{
x
∣∣∣x = 53◦ + k · 120◦, k ∈ Z

}
4. 原方程是关于 cosx 的二次方程，解这个方程，得

cosx = 2 +
√
2, cosx = 2−

√
2

因为 2 +
√
2 > 1, 所以 cosx = 2 +

√
2 无解；从 cosx = 2−

√
2, 可以解

得：x = ±54◦9′ + k · 360◦, (k ∈ Z)．

所以原方程的解集是
{
x
∣∣∣x = ±54◦9′ + k · 360◦, k ∈ Z

}
例 1.46 解方程 2 sin2 x+ 3 cosx = 0．

分析：利用三角公式，可以化为只含同一个未知数的同名函数的三角方程求解．
解：原方程化为 2(1− cos2 x) + 3 cosx = 0，即

2 cos2 x+ 3 cosx− 2 = 0

解这个关于 cosx 的二次方程，得

• cosx = 2，它的解集为 ∅；

• cosx = −1

2
, x = ±2π

3
+ 2kπ, (k ∈ Z)

所以原方程的解集是
ß
x
∣∣∣x = ±2π

3
+ 2kπ, k ∈ Z

™
．

例 1.47 解方程 sin2 x− 2
√
3

3
sinx · cosx− cos2 x = 0．

分析：方程的每一项中，关于 sinx与 cosx的次数都相同（这里都是二次），我们
叫做关于 sinx与 cosx的齐次方程，这种特点的方程可直接观察知道 cosx = 0

的 x 值，不会是方程的解、因此，这类方程可以两边同除以 cosx 的某次幂而
不会使方程增根或丢根的，这样就可以归结为含有未知数正切函数的方程求解
了．

解：原方程两边同除以 cos2 x 得：tan2 x− 2
√
3

3
tanx− 1 = 0

解这个关于 tanx 的二次方程，得
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• tanx =
√
3, x =

π

3
+ kπ, (k ∈ Z)

• tanx = −
√
3

3
, x = −π

6
+ kπ, (k ∈ Z)

所以原方程的解集是{
x
∣∣∣x =

π

3
+ kπ, k ∈ Z

}⋃{
x
∣∣∣x = −π

6
+ kπ, k ∈ Z

}
例 1.48 解方程 sinx = 2 sin

(π
3
− x
)

解：由和角公式

sinx = 2
(

sin π

3
· cosx− cos π

3
· sinx

)
=
√
3 cosx− sinx

所以 2 sinx =
√
3 cosx，两边同除以 2 cosx，得

tanx =

√
3

2
≈ 0.8660

查表可得：x = 40◦54′ + k · 180◦ (k ∈ Z)
所以原方程的解集是

{
x
∣∣∣x = 40◦54′ + k · 180◦, k ∈ Z

}
例 1.49 解方程

√
3 sinx =

6√
3

cos2 x
2

解：利用倍角公式变形

2
√
3 sin x

2
· cos x

2
− 6√

3
cos2 x

2
= 0

即：cos x
2

(
sin x

2
− cos x

2

)
= 0

所以，原方程可分解为下面两个方程解

cos x
2
= 0, sin x

2
− cos x

2
= 0

• 若 cos x
2
= 0，则

x

2
= ±π

2
+ 2kπ，所以 x = ±π + 4kπ, (k ∈ Z)

• 若 sin x

2
− cos x

2
= 0，可变形为 tan π

2
= 1，则

x

2
=

π

4
+ kπ，所以

x =
π

2
+ 2kπ, (k ∈ Z)

因此原方程的解集是{
x
∣∣∣x = ±π + 4kπ, k ∈ Z

}⋃{
x
∣∣∣x =

π

2
+ 2kπ, k ∈ Z

}
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练习

解下列三角方程：

1. 2 sin 2x

3
= 1, 3 tan x+ 20◦

3
=
√
3

2. sin2 x− 2 sinx− 3 = 0

3. 4 cos2 x− 4 sinx = 1

4. (a) 2 sinx− 5 cosx = 0

(b) 3 sin2 x+ 2 sinx cosx− 5 cos2 x = 0

5. (a) sin x

2
−
√
3 cos x

4
= 0

(b) 4 cos x
2
− 5 cosx = 5

6. (a) cos 3x+ cos 2x = 0

(b) 6 sinx+ 8 cosx = 5

习题 1.4

解下列三角方程：

1. 2 cos 2x = 1

2. sin
(x
2
+

π

6

)
= −
√
3

2

3. 2 cos
(π
3
+ 45◦

)
= 1

4. tan 2x−
√
3 = 0

5. 1

2
cot(x+ 25◦)− 2 = 0

6. 2 cos2 x− 3 cosx+ 1 = 0

7. sin2 2x = sin 2x

8. 3 sinx− 2 cos2 x = 0

9. 2 sin2 x = 1

10. sin2 x−7 sinx·cosx+6 cos2 x = 0

11. sinx · cosx =
1

4

12. sin 3x = sinx

13. 3 sin2 x− sin 2x− cos2 x = 0

14. sin 2x = cos 3x

15. sin
(
2x+

π

3

)
+ sin

(
x− π

6

)
= 0

16. sin
(
x+

π

6

)
+ sin

(
x+

π

6

)
= 0

17. 5 cos 2x+ 2 sin 2x = 0

18. cos2 x− 3 sin2 2x = 0

19. sin x

2
− cos x

2
= 1

20. 4 sinx+ 3 cosx = 3
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本章内容要点

一、本章内容主要包括两角和、差、倍、半的三角函数公式，以及三角函
数的和差化积、积化和差的公式．这些公式的推导和变化，在数学和其它工程
技术中都有广泛应用，要熟练地掌握．

二、掌握这些公式，主要应以两角和（差）的余弦公式为基础，掌握和理
解这些公式之间的内在联系和推导线索（见附表所列），这样可以帮助记忆．

三、除附表中所列主要公式外，还有

1. 万能公式——用 tan α

2
的有理式表示 α 角的任何三角函数．即

sinα =
2 tan α

2

1 + tan2 α

2

, cosα =
1− tan2 α

2

1 + tan2 α

2

, tanα =
2 tan α

2

1− tan2 α

2

2. a sinx+ b cosx =
√
a2 + b2 · sin(x+ θ)

其中，辅助角 θ 由 a、b 的符号确定象限，由 tan θ =
a

b
确定数值．

四、应用这些公式时，必须注意：凡使公式中某式子没有意义的角，都不
适合公式；必须另加讨论．在使用半角公式时，必须考察半角所在的象限，从
而确定公式中根号前的符号．

五、本章还包括了简单三角方程及其解法的内容，主要是应用三角公式和
代数方法解一些特殊类型的三角方程．其中有

1. 最简单的三角方程

• sinx = a, cosx = a, 当 |a| ≤ 1 时有解；

• tanx = a, cotx = a, a 为任意实数都有解．

2. 简单三角方程，其中包括只含有一个未知数的同名三角函数，关于 sinx

及 cosx 是齐次式、可变形为因式乘积的等特殊类型，一般都用解代数方
程的方法，归结为解最简单的三角方程来求解．

复习题一

1. 求值：

(a) 已知 cos 2α =
3

5
，求 sin4 α− cos4 α 的值．
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(b) 已知 tanx =
7

24
，求 cos 2x, cot

(
2x− π

4

)
的值．

(c) 已知 sin θ + cos θ =
2

3
，求 sin 2θ 的值．

(d) 已知 sinϕ · cosϕ =
60

169
，且

π

4
< ϕ <

π

2
，求 sinϕ．

(e) 已知 sinα− cosα = m，求 sin 2α 的值．

2. 在 4ABC 中

(a) 如果 cosA =
15

17
, cosB =

9

41
，求 cosC；

(b) 如果 tanA = 2, tanB = 3，求 tanC；

(c) 如果 sinA =
3

5
, cosB =

5

13
，求 cosC；

(d) 如果 sinA =
4

5
, cosB =

12

13
，求 sinC．

3. (a) 等腰三角形底角的正弦为 13

5
，求顶角的正弦、余弦和正切；

(b) 等腰三角形顶角的余弦为 7

25
，求底角的正弦；

(c) 等腰三角形中，腰为底的 2 倍，求顶角的正弦、余弦．

4. 证明下列各恒等式

(a) cos4 A− sin4 A+ 1 = 2 cos2 A

(b) (sinA+ cosA) · (1− sinA cosA) = sin3 A+ cos3 A

(c) 1− tanA

1 + tanA
=

cotA− 1

cotA+ 1

(d) cosA
1− tanA

+
sinA

1− cotA = sinA+ cosA

(e) cotA cosA
cotA+ cosA =

cotA− cosA
cotA cosA

(f) 1 + 2 sinA cosA
sin2 A− cos2 A

=
tanA+ 1

tanA− 1

(g) cosA+ cosB
sinA− sinB

+
sinA+ sinB

cosA− cosB = 0

(h) cot2 A− cot2 B =
sin2 B − sin2 A

sin2 A sin2 B

5. 求证:

(a) 2 sin
(π
2
− α

)
sin(π − α) = sin 2α



第四节 简单三角方程 53

(b)
(

sin A

2
− cos A

2

)2

= 1− sinA

(c) cotα− tanα = 2 cot 2α

(d) tan
(
x+

π

4

)
+ tan

(
x− π

4

)
= 2 tan 2x

(e) 1 + sinα = 2 cos2
(π
4
− α

2

)
6. 把下列各式化为乘积的形式：

(a) 1 + sin 2A

(b) 1

2
− cosx

(c) 1

2
cosα+

√
3

2
sinα

(d) sinα− cosβ

(e) sin2 α− sin 2β

(f) cos2 α− cos2 β

(g) sinα− sinβ + sin(α+ β)

(h) 1 + cos θ + cos θ
2

(i) sin θ + sin 2θ + sin 3θ

(j) 1− 1

4
sin2 2α− sin2 β − cos4 α

7. (a) 当 α 是多少度时，方程 2x2 + 2
√
2x+ tanα = 0 有两个相等的实数

根．（0◦ ≤ α ≤ 360◦）

(b) x2 − cosαx+
1

4
sin 2α = 0,

(
0 < α <

π

2

)
为关于 x 的二次方程，当

α 为何值时，方程有两个相等的实数根，它的根是什么？

8. 若方程 5x2 − 10x cosα+ 7 cosα+ 6 = 0 的两根相等，试求两邻边之和为
6, 且夹角为 α 的平行四边形的最大面积．

9. 已知 A、B 是一个直角三角形的两个锐角，而且 sinA 和 sinB 是方程
4x2 + kx+

√
3 = 0 的两个根，求 A、B 和 k 的值．

10. 4ABC 的三个内角分别是 α、β、γ,而 tanα、tanβ 是方程 x2−5x+6 = 0

的两个根，求 γ．

11. 确定 x 为何值时下列等式有意义

sinx =
√
1− cos2 x, cot x

2
=

sinx

1− cosx

12. 已知 0 < α <
π

2
，求证 sinα+ cosα > 1．

13. 已知 0 < α <
π

2
，0 < β <

π

2
，

问 sin(α+ β) 和 sinα+ sinβ 哪个大？
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14. 证明下列恒等式：

(a) tan 20◦ + tan 40◦ +
√
3 tan 20◦ · tan 40◦ =

√
3

(b) sin(2x+ y)

sinx
− 2 cos(x+ y) =

sin y

sinx

(c) sec θ =

 
sec4 θ − tan4 θ

2 sin2 θ + cos2 θ
,
(
0 < θ <

π

2

)
(d) 3− 4 cos 2A+ cos 4A

3 + 4 cos 2A+ cos 4A = tan4 A

(e) 1 + cosA+ cos 2A+ cos 3A
2 cos2 A+ cosA− 1

= 2 cosA

(f) tan 3θ − tan 2θ − tan θ = tan 3θ · tan 2θ · tan θ

(g) sinx+ sin y+ sin z− sin(x+y+ z) = 4 sin x+ y

2
· sin y + z

2
· sin z + x

2

(h) cosx+cos y+cos z+cos(x+y+z) = 4 cos x+ y

2
·cos y + z

2
·cos z + x

2

15. 在 4ABC 中, 求证:

(a) tanA+ tanB + tanC = tanA · tanB · tanC

(b) cosA
sinB · sinC

+
cosB

sinA · sinC
+

cosC
sinA · sinB

= 2

(c) cos 2A
a2

− cos 2B
b2

=
1

a2
− 1

b2

(d) (a2 − b2 − c2) tanA+ (a2 − b2 + c2) tanB = 0

16. 在 4ABC 中, 证明:

(a) 若 sinA = 2 cosB · sinC，则 4ABC 为等腰三角形；

(b) 若 a2 = b(b+ c)，则 A = 2B；

(c) 若 lg sinA− lg cosB − lg sinC = lg 2，则 4ABC 是等腰三角形；

(d) 若 sinC =
sinA+ sinB

cosA+ cosB，则 4ABC 是直角三角形．

17. 求下列函数的周期：

(a) y =
sinx

1 + cosx
(b) y = 2 cos2 α− 1

(c) y = 4 cos 2θ sin2 θ

(d) y =
√
3 sin 2θ − cos 2θ

18. 求函数 x = tan θ + cot θ 的极值，并求 θ 为何值时达到这个极值．

19. 求下列函数的最大值与最小值
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(a) y = sin 3x · cos 3x

(b) y = sin (x− 30◦) cosx

(c) y = sinx−
√
3 cosx

(d) y = sinx+ cosx

(e) y = a sinx+ b

(f) y = cos4 x− sin4 x

20. 求函数 y = 3 cos 2x+ 3
√
3 sin 2x− 1 的振幅、周期、极大值和极小值．

21. 解下列三角方程：

(a) 4 sin2 x+ (2
√
3− 2) cosx− (4−

√
3) = 0

(b) sec2 x = 1 + tanx

(c) cos 2x+ sin 3x = 0

(d) cos 3x+ 2 cosx = 0

(e) tan 3x = tan 4x

(f) sin 2x

cosx =
cos 2x
sinx

(g) 5 cosx+ 12 sinx = 13

(h) sin 6x · cosx = sin 4x · cos 3x

(i) sinx · sin 7x = sin 3x · sin 5x

(j) sin 5x− sin 3x =
√
2 cos 4x

22. 求证：

(a) 方程 sin2 x = sin2 α 的解集是 {x|x = ±α+ kπ, k ∈ Z}；

(b) 方程 tan2 x = tan2 α 的解集是 {x|x = ±α+ kπ, k ∈ Z}．



第二章 线性方程组

在初中我们已经学习了二元一次，三元一次及一些四元一次方程组的概念
与解法．一次方程也叫做线性方程，一次方程组也叫做线性方程组，它是代数
学中最基本、应用最广泛的内容之一．本章将进一步研究线性方程组的消元法
解的程序，引进行列式及其性质，并应用行列式理论对线性方程的求解作一般
性的讨论，从而对线性方程组的理论有较系统、完整的了解．

第一节 高斯消元法

我们已经知道，解线性方程组的基本思想是消元，而且已经掌握了代入消
元法和加减消元法．但这两种消元法在应用中所采取的具体步骤和顺序，往往
因人而异、因题而异，尤其是在解未知数较多的线性方程组时，计算程序很麻
烦，消元的顺序又不只一个途径．这就启示我们，对于任一个线性方程组，如
果能有比较统一的消元程序，在解的过程中就可以充分运用现代的电子计算机，
提高解题效率，也便于人们在应用中掌握．因而就有高斯消元法．

一、高斯消元法

高斯消元法实质上也是加减消元法，只是具有明确清晰的计算程序、统一
的规格，便于掌握，便于使用电子计算机．

我们先从熟悉的例子分析起．

例 2.1 解方程组 ®
3x+ 5y = 11 (2.1)

4x− 3y = 5 (2.2)

56
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解： (2.1)× 1

3
得 x+

5

3
y =

11

3
(2.3)

4x− 3y = 5 (2.2)

(2.2)− (2.3)× 4 得 
x+

5

3
y =

11

3
(2.3)

−29

3
y = −29

3
(2.4)

(2.4)×
(
− 3

29

)
得 x+

5

3
y =

11

3
(2.3)

y = 1 (2.5)

(2.5) 代入 (2.3) 得：

 x = 2

y = 1
所以原方程组的解集为 {(x, y)} = {(2, 1)}．

例 2.2 解方程组 
3x+ y − 5z = 18 (2.6)

x− 3y + 2z = 3 (2.7)

5x− 11y − 8z = −13 (2.8)
解：先将 (2.6)、(2.7) 互换，得

x− 3y + 2z = 3 (2.7)

3x+ y − 5z = 18 (2.6)

5x− 11y − 8z = −13 (2.8)
(2.6)− (2.7)× 3 且 (2.8)− (2.7)× 5，得

x− 3y + 2z = 3 (2.7)

16y − 11z = 10 (2.9)

4y − 18z = −28 (2.10)

(2.10)× 1

4
后，再与 (2.9) 互换，得

x− 3y + 2z = 3 (2.7)

y − 9

2
z = −7 (2.11)

16y − 11z = 10 (2.9)
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(2.9)− (2.11)× 16 后，再乘以
1

61
，得


x− 3y + 2z = 3 (2.7)

y − 9

2
z = −7 (2.11)

z = 2 (2.12)

(2.12) 代入 (2.11)，再代入 (2.7)，整理可得：
x = 5

y = 2

z = 2

所以原方程组的解集为 {(x, y, z)} = {(5, 2, 2)}．
通过以上两例可以知道，解线性方程组的消元法是可按一定顺序进行的．

第一步：将 x 的系数较小的方程换到第一个，并将 x 的系数化为 1, 消去
后几个方程中的 x; 再把第二个方程中 y 的系数化为 1, 消去它后边几个方程中
的 y;⋯⋯直到最后一个方程中最后一个未知数的系数化为 1.
第二步：将最后一个未知数的值，分别回过头代入前边各方程中去，逐步

可以得出方程组的解．

以三元线性方程组为例，上面两步消元求解的过程就是：
a1x+ b1y + c1z = d1

a2x+ b2y + c2z = d2

a3x+ b3y + c3z = d3

第一步
=⇒


x+ b′1y + c′1z = d′1

y + c′2z = d′2

z = d′3

第二步
=⇒


x = d′′1

y = d′′2

z = d′3

在这一过程中，就是反复将方程组施行了三种基本变换：

1. 互换两个方程的位置；

2. 用一个非零常数乘以一个方程两边；

3. 用一个非零常数乘以一个方程后，加到另一个方程上．

必须指出，变换方程组是为了消元求解，因此，变换前后的方程组应该有
相同的解集（这时我们就说这两个方程组是同解的）．那么，上述三种基本变换
是否能保证方程组的同解性呢？我们肯定：经过上述三种基本变换，方程组的
解集保持不变（同解的）．
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对于变换 1、2, 结论显然是正确的；以下以三元一次方程组为例来证明对
于变换 3, 结论是正确的，我们证明方程组

a1x+ b1y + c1z = d1

a2x+ b2y + c2z = d2

a3x+ b3y + c3z = d3

(2.13)

与 
a1x+ b1y + c1z = d1

(a2 + ka1)x+ (b2 + kb1)y + (c2 + kc1)z = d2 + kd1

a3x+ b3y + c3z = d3

(2.14)

是同解的．

证明：设 (α, β, γ) 是 (2.13) 的任一个解，则应有：
a1α+ b1β + c1γ = d1

a2α+ b2β + c2γ = d2

a3α+ b3β + c3γ = d3

把第一个等式的 k 倍加到第二等式上，得
a1α+ b1β + c1γ = d1

(a2 + ka1)α+ (b2 + kb1)β + (c2 + kc1)γ = d2 + kd1

a3α+ b3β + c3γ = d3

这说明 (α, β, γ) 也是 (2.14) 的一个解．用类似的方法可以证明，方程组 (2.14)
的任一个解也是方程组 (2.13) 的解，因此 (2.13) 与 (2.14) 是同解的．
注意，我们讨论的只是一般情形的消元过程，还有一些特殊的情形，我们

将在以后系统讨论分析．这些特殊的情形在解题中都有可能出现，需要我们灵
活处理．

例 2.3 解方程组 
3y + 2z = 5

−x+ 2y − 3z = 2

x+ 4y + 7z = 0
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解：运用例 2.1、例 2.2 相同的高斯消元法，逐步将原方程组施以三种基本变
换，可得

原方程组⇒


x+ 4y + 7z = 0

−x+ 2y − 3z = 2

3y + 2z = 5

⇒


x+ 4y + 7z = 0

6y + 4z = 2

3y + 2z = 5

⇒


x+ 4y + 7z = 0

y +
2

3
z =

1

3

3y + 2z = 5

⇒


x+ 4y + 7z = 0

y +
2

3
z =

1

3

0z = 4

到此就会发现，方程 0 · z = 4 无解，亦无法回代其余方程，因此，原方程
组无解，或说原方程组的解集为空集 ∅．

例 2.4 解方程组 
3y + 2z = 1

−x+ 2y − 3z = 2

x+ 4y + 7z = 0

解：

原方程组⇒


x+ 4y + 7z = 0

−x+ 2y − 3z = 2

3y + 2z = 1

⇒


x+ 4y + 7z = 0

6y + 4z = 1

3y + 2z = 1

⇒


x+ 4y + 7z = 0

y +
2

3
z =

1

3

3y + 2z = 1

⇒


x+ 4y + 7z = 0

y +
2

3
z =

1

3

0 · z = 0

至此可知，方程 0 · z = 0 有无限多个解（z 可取任意实数），设 z = t, 回
代各方程中，可以得出 

x = −4

3
− 13

3
t

y =
1

3
− 2

3
t

z = t

所以原方程组有无限多个解，其解集为

{(x, y, z)} =
ß(
−4

3
− 13

3
t,

1

3
− 2

3
t, t

)™
, t为任意数
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练习

用高斯消元法解下列线性方程组

1.

 5x− 2y = 8

−7x+ 10y = 4

2.


2x− 3y + 4z = 8

5x− y − 8z = −21

3x+ 5y − 7z = −8

3.


y + 2z = 4

x− 3y = −8

4x − 5z = 7

4.


7x− y + 2z = 1

5y − 3z = 0

14x− 2y + 4z = 1

5.


3x− 7y = 2

y − z = 1

12x− 28y = 8

二、一般二元一次方程组解的公式讨论

利用高斯消元法，我们对一般的二元一次方程组

(I)
®
a1x+ b1y = c1 (2.15)

a2x+ b2y = c2 (2.16)

求解，并讨论它的各种情形．
在方程组 (I) 中，我们假定 a1 与 b1, a2 与 b2, a1 与 a2，b1 与 b2 分别不

同时为零，因为，如若不然，不论上述哪一种情形发生，方程组的解将是容易
讨论的，同学们不妨试着自行讨论一下．
在这个假定下，利用高斯消元法（假定 a1 6= 0）, 可得

x+
b1
a1

y =
c1
a1

(2.17)

a1b2 − a2b1
a1

y =
a1c2 − a2c1

a1
(2.18)

再将 (2.18) 变形后，可得x+
b1
a1

y =
c1
a1

(2.17)

(a1b2 − a2b1)y = a1c2 − a2c1 (2.19)

由方程出发，可分别讨论如下：
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1. 当 a1b2 − a2b1 6= 0 时，由 (2.19) 并代入 (2.17) 可以得出方程组 (I) 唯一
的一个解 

x =
c1b2 − c2b1
a1b2 − a2b1

y =
a1c2 − a2c1
a1b2 − a2b1

这就是原方程组的解的公式．

2. 当 a1b2 − a2b1 = 0 时，由 (2.19) 又可以分为两种情形讨论：

(a) 若 a1c2 − a2c1 6= 0，方程 (2.19) 变为一个矛盾方程，共解集是空集，
因而原方程组也就无解，其解集仍是空集．

(b) 若 a1c2 − a2c1 = 0, 则方程 (2.19) 变为：0y = 0, y 可取任意实数 t,
代入 (2.17) 得：

x =
c1
a1
− b1

a1
t

这时方程组 (I) 有无限多解，解集为

{(x, y)} =
ß(

c1 − b1t

a1

)
, t 为任意实数

™
定理

方程组

 a1x+ b1y = c1

a2x+ b2y = c2
其中 a1 与 b1, a2 与 b2, b1 与 b2 分别不同时

为零．

1. 当 a1b2 − a2b1 6= 0，它有唯一解；

x =
c1b2 − c2b1
a1b2 − a2b1

, y =
a1c2 − a2c1
a1b2 − a2b1

2. 当 a1b2 − a2b1 = 0，且 a1c2 − a2c1 6= 0（或 c1b2 − c1b1 6= 0），它
无解；

3. 当 a1b2 − a2b1 = 0，且 a1c2 − a2c1 = 0，c1b2 − c1b1 = 0，它有无
限多个解．

例 2.5 讨论方程组  (a− b)x+ (a+ b)y = 2(a2 − b2)

(a+ b)x+ (a− b)y = 2(a2 + b2)
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的解的情况．

解：设

a1 = a− b, b1 = a+ b, c1 = 2(a2 − b2)

a2 = a+ b, b2 = a− b, c2 = 2(a2 + b2)

则

a1b2 − a2b1 = −4ab, a1c2 − a2c1 = −4ab(a− b), b2c1 − b1c2 = −4ab(a+ b)

所以

1. 若 a 6= 0 且 b 6= 0, 则方程组有唯一解：

x = a+ b, y = a− b

2. 若 a = 0 或 b = 0, 则方程组有无限多个解．

(a) 在 a = 0, b 6= 0 时，方程组的解集为：

{(x, y)} = {(2b+ t, t)|t 为任意数}

(b) 在 a = 0, b = 0 时，方程组解集为

{(x, y)} = {(2a− t, t)|t 为任意数}

3. 若 a = b = 0, 则原方程组成为： 0x+ 0y = 0

0x+ 0y = 0

显然两个方程组都是恒等式，x, y 都可取任何数，因此方程组的解集是：

{(x, y)} = {(s, t)|s, t 为任意数}

注意：本题不存在无解的情况．

例 2.6 有一个三位数，已知其十位数字等于其个位数字与百位数字之和，其
个位数字与十位数字之和为 a, 如果把三个数字的顺序倒过来，则所得新的三
位数比原三位数大 99. 求原三位数，并问参数 a 可取哪些值？
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解：设原三位数的个位字为 x, 百位数字为 y, 由题目可知十位数字就是 a− x.
（其中 x, y 都是 1, 2, . . . , 9 这几个数字之一；a− x 是 0, 1, . . . , 9 这十个数字之
一）．显然，3 ≤ a ≤ 18. 依题意有： x+ y = a− x

100x+ 10(a− x) + y = 100y + 10(a− x) + x+ 99

将上述方程组变换为：  2x+ y = a

x− y = 1

由消元法可得出：

 x =
1

3
(a+ 1)

y = x− 1
由上面这两个等式，不难断定：a + 1 须

是 3 的倍数．所以，a 只可能取 5, 8, 11, 14, 17 之中的一个值，直接计算可得：

• a = 5 时，则 x = 2, y = 1, a− x = 8, 可得出所求三位数为 232;

• a = 8 时，则 x = 3, y = 2, a− x = 5, 可得出所求三位数为 253;

• a = 11 时，则 x = 4, y = 8, a− x = 7, 可得出所求三位数为 374;

• a = 14 时，则 x = 5, y = 4, a− x = 9, 可得出所求三位数为 495,

• a = 17 时，虽可求出 x = 6, y = 5, 但 a − x = 11 已不符合题意，因此，
这种情形不可能出现．

所以，参数 a 分别取值 5, 8, 11, 与 14, 相应的三位数为：132, 253, 374,
495.

练习

试判别和讨论下列线性方程组的解的情形．

1.

 3x− 5y = 20

6x− 10y = 15

2.

 3x− y = 8

2x+ ay = 7

3.

mx+ y = m+ 1

x+my = 2m
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习题 2.1

1. 用高斯消元法解下列方程组：

(a)


2x+ 8y − 5z = 3

x− 2y + z = 0

x+ y + 3z = 7

(b)


x+ y + 2z = 4

2x− y + 3z = 4

x+ y + 2z = 3

(c)


x+ 2y − 8z = 5

8x− 2y + z = 4

−3x− 6y + 9z = 15

(d)


x+ 2y − 3z = 5

−2x− 4y + 6z = −10
1

2
x+ y − 3

2
z =

5

2

(e)



x1 + 8x2 + 5x3 + 7x4 = 12

8x1 + 5x2 + 7x3 + x4 = 0

5x1 + 7x2 + x3 + 3x4 = 4

7x1 + x2 + 3x3 + 5x4 = 16

2. 讨论下列各方程组的解的情况：

(a)

 x+ y = 12

x+ ay = 4

(b)

 6x− 5y = 25

4x+ ay = b

(c)

 x = by

px = qy

(d)

 ax+ by = a2 + 2a+ b2

bx+ ay = a2 + 2b+ b2

3. 一个两位数的两数字之和为 a, 若颠倒这两个数字的顺序，所得新的两位
数比原数小 36, 问 a 可能取那些值？原来的两位数是什么？

4. 试判断 m 取何值时，下列方程组有唯一解：

(a)

 (m− 1)x− (m+ 1)y = m+ 1

m2x− (m+ 1)y = m− 1

(b)

 x− (m2 − 5)y = −1

(m+ 1)x− (m+ 1)2y = 1

5. 高斯消元法对方程组的三种基本变换中，若把变换改为“用任一个常数乘
一个方程．”删去“非零”二字行吗？为什么？举例说明．
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第二节 二阶行列式与二元线性方程组

本节我们将从二元线性方程组的解的公式入手，引进二阶行列式的概念，
从而学习二元线性方程组的行列式解法，并应用行列式讨论它的解的各种情形．

一、二阶行列式

一般的二元线性方程组

(I)
®
a1x+ b1y = c1 (2.20)

a2x+ b2y = c2 (2.21)

当 a1b2 − a2b1 6= 0 时，有唯一解，即
x =

c1b2 − c2b1
a1b2 − a2b1

y =
a1c2 − a2c1
a1b2 − a2b1

(2.22)

分析公式 (2.22) 可以看出，两个分母都是 a1b2 − a2b1, 其中只含有未知数
的系数．如果把方程组 (I) 中未知数的系数分离出来，按照它们原有的位置排
列成一个正方形，即

a1

a2

b1

b2

那么可以看到 a1b2 − a2b1 是这样两项的和：一项是正方形中实线所示的对角
线（称为主对角线）上两个数的积，取正号；另一项是正方形中虚线所示的对
角线（称为副对角线）上两个数的积，取负号．

为了便于记忆，我们将排正方形的四个数的两侧各加一条竖直线，表示成∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣
并规定这个符号就是 a1b2 − a2b1 即：∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣ = a1b2 − a2b1 (2.23)
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这时，(2.23) 式的左边，就叫做二阶行列式；而 (2.23) 式的右边就是二阶
行列式的展开式．

二阶列行式中，四个数称为它的元素；四个元素排成两横排（称为行）两
竖排（称为列），因而二阶行列共有二行二列．

所以，二阶行列式是一个值，它可按照 (2.23) 用对角线法则展开并计算出
来．

例 2.7 展开并计算下列行列式：

1.
∣∣∣∣∣ 2 3

−5 −8

∣∣∣∣∣
2.
∣∣∣∣∣ 0 −7
−3 10

∣∣∣∣∣
3.
∣∣∣∣∣m+ 1 m+ 2

m m+ 1

∣∣∣∣∣
4.
∣∣∣∣∣sinx cosx
cosx sinx

∣∣∣∣∣
解：由对角线法则可得，

1.
∣∣∣∣∣ 2 3

−5 −8

∣∣∣∣∣ = 2× (−8)− 3× (−5) = −1

2.
∣∣∣∣∣ 0 −7
−3 10

∣∣∣∣∣ = −21

3.
∣∣∣∣∣m+ 1 m+ 2

m m+ 1

∣∣∣∣∣ = (m+ 1)2 −m(m+ 2) = 1

4.
∣∣∣∣∣sinx cosx
cosx sinx

∣∣∣∣∣ = sin2 x− cos2 x = − cos 2x

练习

1. 展开并计算下列行列式的值：
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(a)
∣∣∣∣∣8 4

3 9

∣∣∣∣∣
(b)

∣∣∣∣∣a a2

b b2

∣∣∣∣∣
(c)

∣∣∣∣∣−3 21

−1 7

∣∣∣∣∣
(d)

∣∣∣∣∣6a− b 2b

3a b

∣∣∣∣∣

(e)
∣∣∣∣∣loga x loga x

m n

∣∣∣∣∣
(f)

∣∣∣∣∣sinx tanx

cosx cotx

∣∣∣∣∣
(g)

∣∣∣∣∣1−
√
2 2−

√
3

2 +
√
3 1 +

√
2

∣∣∣∣∣
(h)

∣∣∣∣∣x− 1 x3

1 x2 + x+ 1

∣∣∣∣∣
2. 试试看，你能把下列各式分别用几个二阶行列式表示出来吗？

am− bn, am+ bn, a1b2 − a2b1

3. 求证：
∣∣∣∣∣a1 + ka2 b1 + kb2

a2 b2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣

二、二元线性方程组解的行列式表示及讨论

在二元线性方程组的解的公式中，仔细观察可以发现，两分母，分子都可
以很有规律地用行列式表示出来，即

a1b2 − a2b1 =

∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣
c1b2 − c2b1 =

∣∣∣∣∣c1 b1

c2 b2

∣∣∣∣∣
a1c2 − a2c1 =

∣∣∣∣∣a1 c1

a2 c2

∣∣∣∣∣
这样，二元线性方程组解的公式就可以表示为：
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当

∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣ 6= 0 时，

x =

∣∣∣∣∣c1 b1

c2 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣
, y =

∣∣∣∣∣a1 c1

a2 c2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣
为简便起见，通常把上述三个二阶行列式分别记为

D =

∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣ , Dx =

∣∣∣∣∣c1 b1

c2 b2

∣∣∣∣∣ , Dy =

∣∣∣∣∣a1 c1

a2 c2

∣∣∣∣∣
其中 D 的元素由方程组的未知数系数按顺序组成，就叫做这个方程组的系数
行列式；Dx 的元素由 D 将第一列元素（x 的系数）分别换成相应的常数项组
成；Dy 的元素由 D 将第二列元素（y 的系数）分别换成相应的常数项组成．
这样二元线性方程组 (I) 的解的公式，就可简化为：当 D 6= 0 时，

x =
Dx

D

y =
Dy

D

即：二元线性方程组 (I) 的解集为

{(x, y)} =
ß(

Dx

D
,
Dy

D

)™
例 2.8 用行列式法解方程组

 11x− 2y + 5 = 0

8x+ 7y + 24 = 0

解：先将所给方程组写为一般形式 11x− 2y = −5

8x+ 7y = −24

再计算行列式 D, Dx, Dy:

D =

∣∣∣∣∣11 −2
3 7

∣∣∣∣∣ = 83 6= 0, Dx =

∣∣∣∣∣ −5 −2
−24 7

∣∣∣∣∣ = −83, Dy =

∣∣∣∣∣11 −5
3 −24

∣∣∣∣∣ = −249
根据解的公式，得

x =
Dx

D
= −1, y =

Dy

D
= −3
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所以，原方程组的解集为 {(x, y)} = {(−1,−3)}．
在使用行列式方法解二元线性方程组时，如果出现 D = 0 时，解的公式不

适用，这时可以仿照前文中对方程组解的讨论，得到以下结论：

• 当 D = 0, 且 Dx 6= 0(或 Dy 6= 0) 时，方程组的解集是空集 ∅；

• 当 D = 0, 且 Dx = Dy�0 时，方程组有无限多个解，它的解集可引进一个
参数表示．

注意，我们这里所指的二元线性方程组，限定其中的 a1 与 a2，a1 与 b1，
a2 与 b2，b1 与 b2 不同时为 0．

例 2.9 用行列式法解下列方程组，并讨论：mx+ y −m− 1 = 0

x+my − 2m = 0

解：先将原方程化为一般形式：mx+ y = m+ 1

x+my = 2m

再计算各行列式：

D =

∣∣∣∣∣m 1

1 m

∣∣∣∣∣ = m2 − 1 = (m+ 1)(m− 1)

Dx =

∣∣∣∣∣m+ 1 1

2m m

∣∣∣∣∣ = m(m+ 1)− 2m = m(m− 1)

Dy =

∣∣∣∣∣m m+ 1

1 2m

∣∣∣∣∣ = 2m2 − (m+ 1) = (2m+ 1)(m− 1)

所以

• 当 m 6= −1, m 6= 1 时，D 6= 0 方程组有唯一解，它的解集为

{(x, y)} =
ß(

m

m+ 1
,
2m+ 1

m+ 1

)™
• 当 m = −1 时，D = 0, Dx 6= 0, 方程组无解，它的解集为 ∅．
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• 当 m = 1 时，D = Dx = Dy = 0 方程组有无限多个解，这时由于原方程

组变为

 x+ y = 2

x+ y = 2
实际上就是 x + y = 2, 若令 x = t, 则 y = 2 − t,

因此，方程组的解集可表示为：

{(x, y)} = {(t, 2− t)|t 为任意数}

注意，在上述参数表示法中，可以有不同的表示法，如若令 y = a, 则 x =

2− a, 解集就应表示为 {(x, y)} = {(2− a, a)|a 为任意数}．

练习

1. 用行列式法解下列方程组

(a)

 x− 8y = 10

6x− 7y − 11 = 0

(b)

 14b− 6y = −1

3x+ 7y − 6 = 0

(c)

mx+ ny = 1

nx+my = −1, (m 6= n)

(d)

 x cosA− y sinA = cosB

x sinA+ y cosA = sinB

2. 解下列方程组，并讨论

(a)

 x+ (m− 1)y = 1

(m− 1)x+ y = 2

(b)

mx+ y = 1

4x+my −m = 0

(c)

 kx+ (2a− 1)y = a2 + 2a− 1

x+ ay = 2a
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习题 2.2

1. 计算下列行列式的值∣∣∣∣∣
√
6
√
4

√
2
√
3

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣loga b 4

3 logb a

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ ex+y ex − 1

ex + 1 ex−y

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ 1 1

− tan2 α 1

∣∣∣∣∣
2. 求证：

(a)
∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣
(b)

∣∣∣∣∣b1 b2

a1 a2

∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣
(c)

∣∣∣∣∣ka1 kb1

b1 a2

∣∣∣∣∣ = k

∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣
(d)

∣∣∣∣∣ka1 ℓa1

ka2 ℓa2

∣∣∣∣∣ = 0

(e)
∣∣∣∣∣a1 + a′ b1 + b′

a2 b2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣a′ b′

a2 b2

∣∣∣∣∣
3. 用行列式解下列方程组：

(a)

 13x− 7y − 10 = 0

19x+ 15y − 2 = 0
(b)


7

m
+

9

n
= 3

17

m
+

7

n
= 5

4. 解下列关于 x, y 的方程组，并讨论．

(a)

mx+ y = 2m+ 1

x−my = 2−m

(b)

mx+ y = −1

8mx−my = 2m+ 3

(c)

 (a− 1)x− (a2 − 1)y = 1

(a2 − 1)x+ (a− 1)y = 2

(d)

 kx+ y = k + 1

x+ ky = 2k

5. 当 k 为何值时，方程组

 4x+ 3y = 1

kx+ (k − 2)y = 3
的解中，x 与 y 的值取异

号？
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第三节 三阶行列式与三元线性方程组

一、三阶行列式

仿照二阶行列式，我们可以把九个数排成三行三列的正方形，并在两侧各
加一竖直线．如 ∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ (2.24)

并规定它表示一个数

a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a3b2c1 − a2b1c3 − a1b3c2 (2.25)

这时我们就把 (2.24) 叫做一个三阶行列式，(2.25) 式就叫做这个三阶行列
式的展开式（或这三阶行列式的值．）

三阶行列式共有九个元素，它的值也可以按下图所示的对角线法则计算出
来：

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

− +

实线所连三元素的乘积都取正号，共三项；虚线所连三元素乘积，都取负
号，共三项．

例 2.10 用对角线法则计算下列三阶行列式：

1.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 5

2 4 8

3 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ 2.

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 1

4 −1 7

−1 5 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ 3.

∣∣∣∣∣∣∣∣
x y z

z x y

y z x

∣∣∣∣∣∣∣∣
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解：由对角线法则可得：∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 5

2 4 8

3 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 · 4 · (−1) + 2 · 0 · 5 + 3 · 3 · 8− 3 · 4 · 5− 2 · 3 · (−1)− 1 · 0 · 8

= −4 + 0 + 77− 60 + 6− 0 = 14∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 1

4 −1 7

−1 5 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2 · (−1) · 2 + 4 · 5 · 1 + (−1) · (−3) · 7− (−1) · (−1) · 1− 4 · (−3) · 2− 2 · 5 · 7

= −4 + 20 + 21− 1 + 24− 70 = −10∣∣∣∣∣∣∣∣
x y z

z x y

y z x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = x3 + y3 + z3 − 3xyz

练习

1. 计算下列三阶行列式∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 2

1 0 0

−1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a b

a 0 c

b c 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a b

−a 1 c

−b −c 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣
a d e

0 b d

0 0 c

∣∣∣∣∣∣∣∣
2. 先计算行列式的值，再比较结果找出各组中两行列式之间的关系：

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 7

2 5 8

3 6 9

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

4 5 6

7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣
(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a 1 2

1 a 1

2 1 a

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣
ak k 2k

1 a 1

2 1 a

∣∣∣∣∣∣∣∣
二、三阶行列式的性质

为了简化行列式的计算，更好地掌握这一工具，我们进一步学习行列式的
性质．
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定理 1

如果把一个行列式的每一行（列），同时改为同号数的列（行），那么，所
得的行列式与原行列式的值相等．

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ∆′

证明：由对角线法则知

∆ = a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a3b2c1 − a2b1c3 − a1b3c2

∆′ = a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a3b2c1 − a2b1c3 − a1b3c2

所以 ∆ = ∆′

由定理 1 可知：对于行列式的行成立的性质对于列也一定成立；反过来，
对于列成立的性质对于行也一定成立，所以今后关于行列式的性质，只需对行
证明就行了．

定理 2

如果把一个行列式的任意两行（列）对调，那么，所得的行列式与原行
列式的绝对值相等，符号相反．

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 b2 c2

a1 b1 c1

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −∆
′

证明：只要以对调第一、二行为例证明结论，其它行（列）对调的证明是类似
的．仍由三阶行列式的对角线法则可得

∆ = a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a3b2c1 − a2b1c3 − a1b3c2

= −(a2b1c3 + a1b3c2 + a3b2c1 − a3b1c2 − a1b2c3 − a2b3c1)

= −∆′

所以 ∆ = −∆′
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定理 3

如果一个行列式中，有两行（列）元素完全对应相同，那么，这个行列
式的值必须等于零．

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

a1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

证明：只要将行列式中相同的两行（列）对调，则所得行列式仍为 −∆, 但根据
定理 2 又可知，对调后应得 −∆．于是就有，

∆ = −∆

所以可得：∆ = 0．

定理 4

如果把一个行列式的某一行（列）的所有元素同乘以任一数 k, 那么，所
得行列式的值就等于原行列式值的 k 倍．

∆′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

ka2 kb2 kc2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = k ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = k∆

证明：由对角线法则将它们展开、比较，就可直接证明结论 ∆′ = k∆ 是正确
的．

定理 5

如果在行列式中，某一行（列）各元素有公因子时，则可以把公因子提
到行列式的外边． ∣∣∣∣∣∣∣∣

ka1 kb1 kc1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = k ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣
这定理的证明可由定理 4 直接得出，这里不再重述，但要指出，这个定理
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可以使行列式计算简化，在应用中很重要．例如，运用它可这样计算行列式：∣∣∣∣∣∣∣∣
− 1

2
− 2

3
−1

5
2

4
3

0
9
2

7
3

1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)× 1

2
× 1

3
×

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1

5 4 0

9 7 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
−1

6

)
× (−7) = 1

1

6

定理 6

如果一个行列式中有一行（列）的元素全为零，则这个行列式的值等于
零． ∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

证明：由定理 5 与零的运算特性可得∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
0 · a1 0 · b1 0 · c1
a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

定理 7

如果一个行列式中有两行（或两列）的对应元素成比例，则这个行列式
等于零． ∣∣∣∣∣∣∣∣

ka2 kb2 kc2

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

证明：由定理 5 及定理 8 可以知道：∣∣∣∣∣∣∣∣
ka2 kb2 kc2

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = k ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 b2 c2

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = k · 0 = 0
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定理 8

如果行列式某一行（或一列）的元素都是二项式之和的形式，则这个行
列式等于两个行列式之和．∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 + a′1 b1 + b′1 c1 + c′1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
a′1 b′1 c′1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣
证明要点：用三阶行列式的对角线法则，将左边的行列式展开，再由乘法

对加法的分配律、交换律即可证明其结果与右边两个行列式的和展开后的结果
是一样的．同学们可以自证．

定理 9

如果把行列式的某一行（列）所有的元素同乘以同一个数 k 后，加到另
一行（列）的对应元素上，则所得行列式与原行列式是相等的．∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 + a1k b2 + b1k c2 + c1k

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣
证明：由定理 8 可得：∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 + a1k b2 + b1k c2 + c1k

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a1k b1k c1k

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣
又由定理 7 可知： ∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a1k b1k c1k

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

所以 ∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 + a1k b2 + b1k c2 + c1k

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣
有了行列式的这些性质，只要在计算中充分灵活地使用，就会很简捷地得

到结果．
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例 2.11 计算行列式 ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
234 3 4

125 2 5

476 7 6

∣∣∣∣∣∣∣∣ 的值．
解：由定理 8 可知

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
200 3 4

100 2 5

400 7 6

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
30 3 4

20 2 5

70 7 6

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
4 3 4

5 2 5

6 7 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
又由定理 7 与定理 3 可知，第二个行列式与第三个行列式的值均为零，而由定
理 5可知，第一个行列式的第一列各数的公因数 100可提到行列式外边，所以，

∆ = 100 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 4

1 2 5

4 7 6

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 100 · (−8) = −800

例 2.12 计算行列式 ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a a+ 1 a+ 2

b b+ 1 b+ 2

c c+ 1 c+ 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ 的值．
解：由定理 8 可知

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a a a

b b b

c c c

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
a a 2

b b 2

c c 2

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
a 1 a

b 1 b

c 1 c

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
a 1 2

b 1 2

c 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
又由定理 3 可知，前三个行列式的值均为零，而由定理 7 可知，第四个行列式
的值也为零．所以，∆ = 0．

例 2.13 利用行列式性质计算：∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 6

8 10 9

6 −2 21

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣
10 −2 7

−15 3 2

−5 4 9

∣∣∣∣∣∣∣∣
分析：计算三阶行列式的值，除按对角线法则展开进行计算外，一般地可以先
利用性质定理 5 提取某行（列）的公因子将行列式化简；再利用性质定理 9 将
行列式化简为包含较多 0 作为元素的行列式．这样计算方便、简捷．
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解：

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 6

8 10 9

6 −2 21

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2× 3×

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 2

7 5 3

6 −1 7

∣∣∣∣∣∣∣∣ (定理 5)

= 2× 3×

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 + 2 2

7 5 + 3 3

6 −1 + 7 7

∣∣∣∣∣∣∣∣ (定理 9)

= 2× 3×

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 3 2

8 8 3

6 6 7

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 6× 0 (定理 3)

= 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
10 −2 7

−15 3 2

−5 4 9

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −5×
∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 −2 7

3 3 2

1 4 9

∣∣∣∣∣∣∣∣ (定理 5)

= −5×

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 + (−1)× (−2) −2 7

3 + (−1)× 3 3 2

1 + (−1)× 4 4 9

∣∣∣∣∣∣∣∣ (定理 9)

= −5×

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −2 7

0 3 2

−3 4 9

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −5× (12 + 63) = −375

例 2.14 利用行列式性质，求证：

∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ b c −a
a+ c b −c
b+ c a −b

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
b a c

a c b

c b a

∣∣∣∣∣∣∣∣



第三节 三阶行列式与三元线性方程组 81

证明： ∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ b c −a
a+ c b −c
b+ c a −b

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
b c −a
a b −c
c a −b

∣∣∣∣∣∣∣∣ (定理 9)

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
b c a

a b c

c a b

∣∣∣∣∣∣∣∣ (定理 5)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
b a c

a c b

c b a

∣∣∣∣∣∣∣∣ (定理 2)

所以原等式成立．

练习

1. 利用行列式性质，计算：

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 4

10 1 11

7 1 8

∣∣∣∣∣∣∣∣
(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 49 4

2 28 4

4 35 8

∣∣∣∣∣∣∣∣
(c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
10 8 2

15 12 3

20 32 12

∣∣∣∣∣∣∣∣
(d)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

4 5 6

7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣
(e)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2

3

2

3
3

7 5 4
1

3

1

5

4

15

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(f)

∣∣∣∣∣∣∣∣
−ac ab ad

bd −cd de

bf cf −ef

∣∣∣∣∣∣∣∣
(g)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a a a

−a a x

−a −a x

∣∣∣∣∣∣∣∣
(h)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a b+ c

1 b c+ a

1 c a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣
(i)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 1 + b 1

1 1 1 + c

∣∣∣∣∣∣∣∣
(j)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a− b b− c c− a

b− c c− a a− b

c− a a− b b− c

∣∣∣∣∣∣∣∣
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2. 利用性质，求证下列行列式等式：

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

p q p+ q

q p 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
−x+ y + z x− y + z x− y − z

x y z

−y −z −x

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
y z x

x y z

z x y

∣∣∣∣∣∣∣∣
三、余子式与代数余子式

我们已经学习了二、三阶行列式及其性质，这些行列式实质上都是由一些
数作为它的元素而排列成的正方形，它们都代表着这些元素进行规定的运算后
所得的值，而这些运算又是我们很熟悉的四则运算．为了进一步讨论行列式的
一般性质和它们之间的关系，我们今后对行列式的各个元素都采用双足码表示，
如元素 a1s 表示行列式中第一行、第三列的元素，其中第一足码表示元素所在
的行数，第二足码表示元素所在的列数．这样一来，二、三阶行列式可以一般
地表示为 ∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ 与

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
还可以简记为

|aij | (i = 1, 2; j = 1, 2)

与

|aij | (i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3)

到底二阶行列式与三阶行列式之间有什么联系呢？我们先引进余子式、代
数余子式的概念，然后再作讨论．

定义 1

把一个行列式中某一个元素所在的行和列的所有元素划去以后，将其余
元素按它们在原行列式中的顺序排成的低一阶行列式，就叫做原行列式
中对应于这一元素的余子式．
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例如，在行列式 ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ 中，
对应于元素 a21 的余子式是二阶行列式

∣∣∣∣∣a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣∣
定义 2

行列式中，元素 aij 的余子式乘以 (−1)i+j 所得的式子，叫做元素 aij 的
代数余子式，并记作 Aij

例如，在行列式 ∆ 中，元素 a21 的代数余子式是

A21 = (−1)2+1

∣∣∣∣∣a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣∣a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣∣
比较定义 1与 2可以发现，某一元素的代数余子式与余子式就差一个符号，

这个符号由这一元素所在的行和列数而定：若所在行与列数之和为偶数，取正
号；若所在行与列数之和为奇数，取负号．以三阶行列式为例，它的各个元素
所对应的代数余子式的符号可由下图表示：∣∣∣∣∣∣∣∣

+ − +

− + −
+ − +

∣∣∣∣∣∣∣∣
例 2.15 试写出行列式 ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 5

8 9 0

−2 3 7

∣∣∣∣∣∣∣∣ 中，各元素的代数余子式，并求出值
来．

解：由代数余子式的定义，可知：

A11 = (−1)1+1

∣∣∣∣∣9 0

3 7

∣∣∣∣∣ = 63

A12 = (−1)1+2

∣∣∣∣∣ 8 0

−2 7

∣∣∣∣∣ = −56
A13 = (−1)1+3

∣∣∣∣∣ 8 9

−2 3

∣∣∣∣∣ = 42

A21 = (−1)2+1

∣∣∣∣∣2 5

3 7

∣∣∣∣∣ = 1
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A22 = (−1)2+2

∣∣∣∣∣ 1 5

−2 7

∣∣∣∣∣ = 17

A23 = (−1)2+3

∣∣∣∣∣ 1 2

−2 3

∣∣∣∣∣ = −7
A31 = (−1)3+1

∣∣∣∣∣2 5

9 0

∣∣∣∣∣ = 45

A32 = (−1)3+2

∣∣∣∣∣1 5

8 0

∣∣∣∣∣ = 40

A33 = (−1)3+3

∣∣∣∣∣1 2

8 9

∣∣∣∣∣ = −7
有了代数余子式的概念，就可以通过下面两个性质定理进一步了解三阶行

列式与二阶行列式的联系．

定理 10

行列式等于它的任意一行（列）的所有各元素与它们名自的代数余子式
的乘积的和．这就是说，行列式可以按其中一行（列）的元素展开．

如三阶行列式 ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ 可以展开成：
∆ = a11 ·A11 + a12 ·A12 + a13 ·A13

= a21 ·A21 + a22 ·A22 + a23 ·A23

= a31 ·A31 + a32 ·A32 + a33 ·A33

证明：我们只证明，∆ = a11A11 + a12A12 + a13A13，其余证明类同，由对角线
法则可知

∆ = a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23 − a11a32a23 − a21a12a33 − a31a22a13

= a11(a22a33 − a32a23)− a12(a21a33 − a31a23) + a13(a21a33 − a31a22)

但是

A11 = a22a33 − a32a23, A12 = a21a33 − a31a23, A13 = a21a33 − a31a22

所以 ∆ = a11A11 + a12A12 + a13A13



第三节 三阶行列式与三元线性方程组 85

这就启示我们，三阶行列式可以转化为二阶行列式来计算，如果结合前边
所学定理 9 的性质，在实际应用中，将显得更具优越性．

例 2.16 计算行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 5

2 4 8

3 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 −2
5 −2 7

3 4 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
解：∣∣∣∣∣∣∣∣

1 3 5

2 4 8

3 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 3 5

2 + (−2) · 1 4 + (−2) · 3 8 + (−2) · 5
3 + (−3) · 1 0 + (−3) · 3 −1 + (−3) · 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ (定理 5)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 5

0 −2 −2
0 −9 −16

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 ·

∣∣∣∣∣−2 −2
−9 −16

∣∣∣∣∣− 0 ·

∣∣∣∣∣ 3 5

−9 −16

∣∣∣∣∣+ 0 ·

∣∣∣∣∣ 8 5

−2 −2

∣∣∣∣∣ (定理 10)

= 32− 18 = 14

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 −2
5 −2 7

3 4 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣

3 + (−3) · 1 1 −2 + 2× 1

5 + (−3) · (−2) −2 7 + 2× (−2)
3 + (−3) · 4 4 2 + 2× 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ (定理 9)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0

11 −2 3

−9 4 10

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

∣∣∣∣∣−2 3

4 10

∣∣∣∣∣− 1 ·

∣∣∣∣∣11 3

−9 10

∣∣∣∣∣+ 0 ·

∣∣∣∣∣11 −2
−9 4

∣∣∣∣∣ (定理 10)

= −(110 + 27) = −137
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定理 11

行列式某一行（列）的所有各元素与另一行（列）对应元素的代数余子
式的乘积的和恒等于零．

证明：我们只证明在三阶行列式中，第一行的各元素与第二行各对应元素的代
数余子式的乘积和恒等于零，即

a11A21 + a12A22 + a13A23 = 0

由定理 10 可知，

a11A21 + a12A22 + a13A23 = −a11

∣∣∣∣∣a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣∣+ a12

∣∣∣∣∣a11 a13

a31 a33

∣∣∣∣∣− a13

∣∣∣∣∣a11 a12

a31 a32

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a11 a12 a13

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
又由定理 3 可知，

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a11 a12 a13

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

所以 a11A21 + a12A22 + a13A23 = 0

综合定理 10、定理 11 的内容，我们可以得到三阶行列式的一个重要等式，
这就是

ai1Ak1 + ai2Ak2 + ai3Ak3 =

∆ i = k

0 i 6= k

以及

a1jA1k + a2jA2k + a3jA3k =

∆ j = k

0 j 6= k

这些重要等式，将在三元线性方程组的求解公式中起重要作用．

练习

1. 试应用定理 9、10，计算下列行列式∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 8

5 0 7

4 −3 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
5 0 −5
3 2 7

−4 3 9

∣∣∣∣∣∣∣∣



第三节 三阶行列式与三元线性方程组 87

∣∣∣∣∣∣∣∣
−6 5 2

2 1 −2
2 7 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
2 6 7

−3 8 8

−5 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x y

x y 1

y 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣
2. 解下列方程 ∣∣∣∣∣∣∣∣

2 x+ 2 6

1 x 3

1 3 x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣
a a x

1 1 1

b x b

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

3. 求证下列等式

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

a b c

bc ca ab

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a− b)(b− c)(c− a)

(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b b

b a b

b b a

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a+ 2b)(a− b)2

(c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 p p3

1 q q3

1 r r3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (p− q)(q − r)(r − p)(p+ q + r)

四、三元线性方程组的公式解及讨论

三元线性方程组的一般形式可以写成

(II)


a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1 (2.26)

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2 (2.27)

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3 (2.28)

这时，我们仍称三阶行列式

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
为方程组 (II) 的系数行列式，并把这个行列式中各个元素 aij 的代数余子式表
为 Aij．
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利用关于行列式性质的定理 10、定理 11，可以导出方程组 (II) 的解：
分别以 A11、A21、A31、乘以方程 (2.26), (2.27), (2.28), 得

a11A11x1 + a12A11x2 + a13A11x3 = b1A11

a21A21x1 + a22A21x2 + a23A21x3 = b2A21

a31A31x1 + a32A31x2 + a33A31x3 = b3A31

再将三式相加，得

(a11A11 + a21A21 + a31A31)x1 + (a12A11 + a22A21 + a31A32)x2

+ (a13A11 + a23A21 + a33A31)x3

= b1A11 + b2A21 + b2A31

显然，这个等式的右边，正好是一个三阶行列式

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
的展开式，而这个行列式就是在 ∆ 中以方程组右端的常数代替同一方程中 x1

的系数而得出的．在这个等式的左边，由定理 10 及 11 可知：

a11A11 + a21A21 + a31A31 = ∆

a12A11 + a22A21 + a32A31 = 0

a13A11 + a23A21 + a33A31 = 0

从而，上面的等式就可写成：∆ · x1 = ∆1

同理，用 A12, A22, A32 分别乘以第一、二、三个方程，然后相加，并设

∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
可得：∆ · x2 = ∆2

用 A13, A23, A33 分别乘以第一、二、三个方程，然后相加，并设

∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 b1

a21 a22 b2

a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣



第三节 三阶行列式与三元线性方程组 89

可得：∆ · x3 = ∆3

因此，便得到一个新的方程组

(III)


∆ · x1 = ∆1

∆ · x2 = ∆2

∆ · x3 = ∆3

方程组 (III) 是由方程组 (II) 的各方程乘以常数后相加而得到的，所以，
(II) 的解必能满足 (III)．
但方程组 (III) 的解，是否存在？如果存在是否也能是 (II) 的解？我们可

对 (III) 分三种情形分别讨论于后：
一、若 ∆ 6= 0，则方程组 (III) 有唯一解

x1 = ∆1/∆

x2 = ∆2/∆

x3 = ∆3/∆

(2.29)

可以证明，(2.29)也是方程组 (II)的解；将 (2.29)代入方程组 (II)的方程 (2.26),
得

左边 = a11
∆1

∆
+ a12

∆2

∆
+ a13

∆3

∆

=
1

∆
(a11∆1 + a12∆2 + a13∆3)

=
1

∆

[
a11(b1A11 + b2A21 + b2A31) + a12(b1A12 + b2A22 + b2A32)

+ a13(b1A13 + b2A23 + b3A33)
]

=
1

∆

[
b1(a11A11 + a12A12 + a13A13) + b2(a11A21 + a12A22 + a13A23)

+ b3(a11A31 + a12A32 + a13A33)
]

=
1

∆

[
b1∆+ b20 + b30

]
(定理 10, 11)

= b1 =右边

这就是说，满足方程组 (II) 的方程 (2.26); 同理可以证明 (2.29) 也是满足
方程组 (II) 的方程 (2.27) 与 (2.28). 因此，(2.29) 是方程组 (II) 的一个解．
综合上述，我们可以得到一个重要结论：如果线性方程组 (II) 的系数行列

式 ∆ 6= 0, 那么，这个线性方程组有且只有一个解

x1 =
∆1

∆
, x2 =

∆2

∆
, x3 =

∆3

∆
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其中 ∆1, ∆2, ∆3, 是 ∆ 中把未知数 x1, x2, x3 的系数列分别换成方程组
(II) 的常数项列所成的行列式．这一结论，对二元线性方程组 (I) 显然也是成
立的，实际上，这一结论对 n 元线性方程组都是成立的．一般把这一结论称为
克莱姆法则．利用这一法则，可以由系数行列式判定方程组是否有唯一解．若
有，还可以求出解来．

例 2.17 解方程组 
3x+ 7y − 5z = 19

x− 3y + 2z = 3

5x− 11y − 8z = −13

解：因为

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 7 −5
1 −3 2

5 −11 −8

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 244 6= 0

所以方程组有唯一解．由于

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
19 7 −5
3 −3 2

−13 −11 −8

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1220

∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 19 −5
1 3 2

5 −13 −8

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 488

∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 7 19

1 −3 3

5 −11 −13

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 488

所以方程组的唯一解是

x =
∆1

∆
= 5, y =

∆2

∆
= 2, z =

∆3

∆
= 2

即原方程组的解集为 {(x, y, z)} = {(5, 2, 2)}
二、若 ∆ = 0，且 ∆1,∆2,∆3 中至少有一个不为零，则方程组 (III) 无解，

从而方程组 (II) 也无解．
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例 2.18 解方程组 
3x− y + 5z = 16

x+ 2y + 3x = 14

5x+ 3y + 11z = 40

解：因为 ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −1 5

1 2 3

5 3 11

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0，且 ∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
16 −1 5

14 2 3

40 3 11

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 52 6= 0

所以原方程组无解，其解集为 ∅．
三、若 ∆ = 0, 且 ∆1 = ∆2 = ∆3 = 0, 这时方程组 (III) 有无限多个解，但

方程组 (II) 的解的情况却还不能确定，它可能无解，也可能有无限多个解．
我们通过以下三个例题来说明：

例 2.19 解方程组 
x+ y + z = 1

x+ y + z = 2

x+ y + z = 3

解：在这一方程组中，显然有 ∆ = ∆1 = ∆2 = ∆3 = 0（因为这四个行列式中
都至少有两列元素相同）；可是，这又是一个矛盾方程组，因而无解．
事实上，由于这个方程组的系数行列式的各个元素的代数余子式 Aij 全等

于零，因而，不论原方程组是否有解，用代数余子式相乘各方程后再相加的办
法消元，得到方程组 

∆x = ∆1

∆y = ∆2

∆z = ∆3

⇒


0x = 0

0y = 0

0z = 0

总是有无限多个解的．但对原方程组的解的情况，却无法判定．

例 2.20 解方程组 
3x− y + 5z = 16

x+ 2y + 3z = 14

5x+ 3y + 11z = 44

解：可以算出 ∆ = ∆1 = ∆2 = ∆3 = 0，同时还可看出，方程组中第二个方程
两边乘以 2 后与第一个方程组相加正好是第三个方程．这说明原方程组的三个
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方程只有两个是独立的．事实上，凡满足第一、二两个方程的解，一定也满足
第三个方程．因而，原方程组可以改写成 3x− y + 5z = 16

x+ 2y + 3z = 14
⇒

 3x− y = 16− 5z

x+ 2y = 14− 3z

把未知数 z 看作参数（可任意取值），令 z = t, 进一步解二元线性方程组 3x− y = 16− 5t

x+ 2y = 14− 3t

得出：
x =

1

7
(46− 13t), y =

1

7
(26− 4t), z = t

由于 t 的任意性，因而原方程组有无限多个解，其解集可以表为

{(x, y, z)} =
ß(

46− 13t

7
,
26− 4t

7
, t

) ∣∣∣t 为任意值™
应该指出，这个方程组的解的形式不是唯一的，同样可以将 y 或 x 看作参

数，得出另外两种解的表达形式，但实际效果是相同的，即解集是相等的．

例 2.21 解方程组 
x+ y + z = 2

2x+ 2y + 2z = 4

3x+ 3y + 3z = 6

解：因为行列式 ∆ 的各元素的代数余子式都等于零，显然有 ∆ = ∆1 = ∆2 =

∆3 = 0, 由于后两个方程都可直接由第一个方程推出，所以，这个方程组只有
一个方程是独立的，事实上，凡是满足第一个方程的任一个解，也满足后两个
方程．第一方程可写成 x = 2− y − z．
令 y = R, z = t, 就有 

x = 2−R− t

y = R

z = t

t, R 可取任意值，由于 R, t 的任意性，方程组有无限多个解．
这里的“无限多个解”与例 2.48 的“无限多个解”是有差别的，例 2.48 的

解的表达式只含一个参数 t, 这里则含有两个参数 R 和 t．
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练习

判断下列方程组解的情况，若有唯一解，应用克莱姆法则求出来；若有
无限多个解，用参数形式表示出来：

1.


x− 2y + z = 0

3x+ y − 2z = 0

7x+ 6y + 7z = 100

2.


3x− 2y + 3z = 11

4x− 3y + 2z = 9

5y − 4y + z = 7

3.


2x+ 3y + 4z = 2

3x+ 5y + 7z = −3

x+ 2y + 3z = 4

4.


x− 3y + z = 6

2x+ y + 2z = −2

4x− 5y + 6z = 10

5.


x− y + z = 1

2x− 2y + 2z = 2
1

4
x− 1

4
y +

1

4
z =

1

4

6.


5x+ 2y + 3z − 2 = 0

3x− 4y + 2z − 1 = 0

19x− 7y + 11z = 7

习题 2.3

1. 用对角线法则计算下列行列式：

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −5 1

2 3 −6
−7 2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

2 1 3

3 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
(c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c

0 d e

0 0 f

∣∣∣∣∣∣∣∣

(d)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 cosα cosβ

− cosα 0 cos r
− cosβ − cos r 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
(e)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a n g

h b f

g f c

∣∣∣∣∣∣∣∣
(f)

∣∣∣∣∣∣∣∣
x y x+ y

y x+ y x

x+ y x y

∣∣∣∣∣∣∣∣
2. 解方程：
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(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 x− 1 1

x− 1 0 x− 2

1 x− 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
x− 1 1 1

1 x− 1 1

1 1 x− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

(c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 x+ 4 5

1 x 0

−7x 3 10

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

(d)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

x a b

x2 a2 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

(e)

∣∣∣∣∣∣∣∣
x a b+ c

x a+ b c

a+ b b− c a+ c

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, b(a+ b) 6= 0

3. 求证:

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 sin 3θ cos 3θ
1 sin 2θ cos 2θ
2 sin θ cos θ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2 sin θ(1− cos θ)

(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 cos θ 1 0

1 2 cos θ 1

0 1 2 cos θ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
sin 4θ

sin θ
, θ 6= κπ, k ∈ Z

(c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
(q + r)2 pq pr

pq (r + p)2 qa

pr qr (p+ q)2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2pqr (p+ qr)
3

4. 利用行列式的性质，计算：

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
10 8 −2
15 12 −3
25 32 7

∣∣∣∣∣∣∣∣
(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

2

1

2

1

4
12 24 36

−5 −4 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
(c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
554 427 327

586 443 343

711 504 404

∣∣∣∣∣∣∣∣

(d)

∣∣∣∣∣∣∣∣
−ab bd bf

ac −cd cf

ae de −ef

∣∣∣∣∣∣∣∣
(e)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c

2a 3a+ 2b 4a+ 3b+ 2c

3a 6a+ 3b 10a+ 9b+ 3c

∣∣∣∣∣∣∣∣

5. 利用行列式性质, 求证:
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(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a a+ 3x a+ 6y

a+ x a+ 4x a+ 7x

a+ 2x a+ 5x a+ 8x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
c3 b3 a3

c2 b2 a2

c1 b1 a1

∣∣∣∣∣∣∣∣
(c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 am −abn
−e 0 bn

e −m 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

(d)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 a1x+ b1y + c1

a2 b2 a2x+ b2y + c2

a3 b3 a3x+ b3y + c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣
(e)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 (a− b)3 (a− c)3

(b− a)3 0 (b− c)3

(c− a)3 (c− b)3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

6. 求证: ∣∣∣∣∣∣∣∣
cos θ cos 3θ sin 3θ

cos θ cos θ sin θ

sin θ sin θ cos θ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = sin θ sin 4θ

7. 试指出下列行列式变形中的错误, 并改正过来:

(a)
∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣a1 + ka2 b1 + kb2

a2 − ℓa1 b2 − ℓb1

∣∣∣∣∣
(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 ka1 + ℓc1

a2 b2 ka2 + ℓc2

a3 b3 ka3 + ℓc3

∣∣∣∣∣∣∣∣
8. 证明行列式 ∆ 中，第二列元素与第一列对应元素的代数余子式的乘积的
和为零．

9. 证明三阶行列式的值与按某一行（列）展开时所选择的行（列）无关．

10. 解下列方程组：
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(a)


2x+ y + 3z − 4 = 0

3x− 2y − 5z = 11

1− 5x+ 4y + z = 0

(b)


4x− y − 2z = 4

2x+ y − 4 = 8

x+ 2y + z − 1 = 0

(c)


x− y + z = a

x+ y − z = b

−x+ y + z = c

(d)


bx− ay = −2ab

−2cy + 3bz = bc

cx+ az = 0

(abc 6= 0)

11. 当参数 a, b, c 取何值时，下列方程组有唯一解

(a)


x+ y + tz = 1

y + z = t

x+ y + z = t2

(b)


ay + bz = c

cx+ az = b

bx+ cz = a

12. 当 (1) λ = 1, (2) λ = −2, (3) λ 6= 1 且 λ 6= −2 时, 分别解方程组
x+ y + λz = λ− 3

x+ λy + z = −2

λx+ y + z = −2

13. 当 a 取何值时，下列方程组有唯一解；无解；有无限多个解？
3ax+ (2a+ 1)y + (a+ 1)z = a

(2a− 1)x+ (2a− 1)y + (a− 2)z = a+ 1

(4a− 1)x+ 3ay + 2az = 1.

14. (a) 试试看，请你自行设计一个数字系数的三元线性方程组，使它有无限
多个解，并且解的表达式含有两个参数．

(b) 改动你设计的方程组的一个数字，使这个方程组无解；

(c) 改动你设计的方程组的另一个数字，使方程组仍有无限多个解，但解
的表达式中只含有一个参数．
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第四节 四阶行列式与四元线性方程组

我们已经学了二阶、三阶行列式的概念、性质和应用．
从形式上看，行列式只是由一些数排成正方形，两边画上一条竖线而组成，

从其实际意义上看，都有明确的定义：

二阶行列式：

∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣ = a1b2 − a2b1

三阶行列式：

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a1b2c3+a2b3c1+a3b1c2−a3b2c1−a2b1c3−a1b3c2

这样看来，对于四阶行列式，甚至更高阶的行列式的定义就会越来越繁，需
要另辟新的途径．

一、四阶行列式及其性质

回顾上一节所学行列式的性质定理 10, 可以知道，一个三阶行列式可以用
三个二阶行列式来表示，如∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)1+1 · a11

∣∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣
+ (−1)2+1a21

∣∣∣∣∣a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣∣+ (−1)3+1 · a31

∣∣∣∣∣a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣∣
由于二阶行列式已有确定定义，因而三阶行列式也就完全可用上述等式右

边的式子来定义，这样定义的结果和曾经有的对角线法则定义是一致的．而这
种用低一阶的行列式来定义高一阶行列式的方法更有普遍性．
仿照这样，我们可以用三阶行列式来给出四阶行列式的定义：用四个三阶

行列式分别与四个数相乘积的代数和，就叫做一个四阶行列式．即∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+1 · a11

∣∣∣∣∣∣∣∣
a22 a23 a24

a32 a33 a34

a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣+ (−1)2+1 · a21

∣∣∣∣∣∣∣∣
a12 a13 a14

a32 a33 a34

a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (−1)3+1a31

∣∣∣∣∣∣∣∣
a12 a13 a14

a22 a23 a24

a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣+ (−1)4+1 · a41

∣∣∣∣∣∣∣∣
a12 a13 a14

a22 a23 a24

a32 a33 a34

∣∣∣∣∣∣∣∣
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由每个三阶行列式有 6 项，每一项是三个元素的乘积，可知四阶行列式有
24 项，每一项是四个元素的乘积．在每一项的四个元素中，各行都有一个元素
且只有一个元素出现，各列也都有一个元素且仅有一个元素出现．
类似地，还可以用四阶行列式来定义五阶行列式，⋯⋯．一般地说，可以

用 n 阶行列式来定义 n+ 1 阶行列式．
必须注意，如果把对二阶行列式与三阶行列式用到的对角线法则用到四阶

行列式来，就只能得到 8 项而不是 24 项．可见对角线法则不能推广到四阶行
列式以及高阶行列式．

例 2.22 计算行列式 ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 0

2 −1 3 4

0 5 1 7

−1 0 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解：按照四阶行列式的定义

∆ = 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 3 4

5 1 7

0 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 0

5 1 7

0 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣+ 0− (−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 0

−1 3 4

5 1 7

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −48− 12 + 34 = −26

对于这样定义的四阶行列式中的各个元素，可以和三阶行列式中的各个元
素一样的定义各个元素的余子式及代数余子式，并仍把元素的代数余子式记作

Aij (i = 1, 2, 3, 4 j = 1, 2, 3, 4)

可以证明，第三节中关于三阶行列式的性质定理 1—11, 对于四阶行列式
（高阶行列式）都是成立的．

这些定理是：

定理 1

把（四阶）行列式的行改为同号数的列，列改为同号数的行，行列式的
值不变．

定理 2

把（四阶）行列式的两行元素（或两列）对调，行列式的绝对值不变，但
符号改变．
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定理 3

有两行（或两列）元素相同的（四阶）行列式等于零．

定理 4

把一个（四阶）行列式的某一行（某一列）的所有元素同乘以某一个数
k 的结果，等于以数 k 乘这个行列式．

定理 5

一个（四阶）行列式某一行（或某一列）各元素的公因子可以提到行列
式外边．

定理 6

如果一个（四阶）行列式中有一行（或一列）各元素全为零，则这个行
列式等于零．

定理 7

如果一个（四阶）行列式中有两行（或两列）的对应元素成比例，则这
个行列式等个零．

定理 8

如果（四阶）行列式中某一行（或某一列）都是两个数的和，则这个行列
式就等于两个行列式的和，这两个行列式分别以这两个数中的前一个数
与后一个数为这一行（这一列）的元素，而除去这一行（这一列）以外，
这两个行列式的其它各行（其它各列）与原来行列式的对应各行（对应
各列）都是相同的．

定理 9

把（四阶）行列式的某一行（或某一列）所有的元素，乘以同一个数后，
再加到另一行（另一列）的对应元素上，行列式的值不变．
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定理 10

（四阶）行列式等于它的任意一行（或列）的各个元素与它们的对应代数
余子式的乘积的和．

定理 11

（四阶）行列式集一列（或某一行）的各元素与另一列（或另一行）的对
应元素的代数余子式的乘积的和恒等于零．

定理 10 与 11 同样可以结合起来表示为

a1iA1k + a2iA2k + a3iA3k + a4iA4k =

∆ i = k

0 i 6= k

或者

aj1Ak1 + aj2Ak2 + aj3Ak3 + aj4Ak4 =

∆ j = k

0 j 6= k

以上这些定理的证明完全与第三节中相应的定理证明类似，只要注意：由
四阶行列式的定义可首先导出定理 10, 验证行列式可以按任一行（或列）的元
素展开．再据此来证明其余定理．这里仅举一例，其余同学们可自行练习．

例 2.23 试证明定理 4．

证明：设四阶行列式 ∆ = |aij | (i = 1, 2, 3, 4; j = 1, 2, 3, 4)，并设 ∆ 的第 1 行
的所有元素都乘以 k 就得到行列式 ∆′，我们要证明

∆′ = k ·∆

由于

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
| | | |
ai1 ai2 ai3 ai4

| | | |

∣∣∣∣∣∣∣∣ , ∆′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
| | | |

kai1 kai2 kai3 kai4

| | | |

∣∣∣∣∣∣∣∣
并且将这两个行列式都按第 i 行展开，根据定理 10 可得

∆ = ai1Ai1 + ai2Ai2 + ai3Ai3 + ai4Ai4

∆′ = kai1Ai1 + kai2Ai2 + kai3Ai3 + kai4Ai4

= k(ai1Ai1 + ai2Ai2 + ai3Ai3 + ai4Ai4)

= k∆
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利用行列式的性质，可以有效的简化计算．

例 2.24 计算行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 1 −1
2 0 0 3

4 1 0 1

−1 2 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

分析：由于第三列的元素中出现的零较多，且非零元素中有 1,所以选择按第三
列展开较为简便．

解：将第一行各元素乘以 2, 分别加到第四行对应各元素之上，再按第三列展开
可得

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 1 −1
2 0 0 3

4 1 0 1

3 8 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+3 · 1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 3

4 1 1

3 8 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 69

例 2.25 计算行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

a b c d

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

解：利用四阶行列式的性质定理 1 一定理 11，所以

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

a b c d

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

a b− a c− a d− a

a2 b2 − a2 c2 − a2 d2 − a2

a3 b3 − a3 c3 − a3 d3 − a3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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由四阶行列式定义，按第一行展开，有

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
b− a c− a d− a

b2 − a2 c2 − a2 d2 − a2

b3 − a3 c3 − a3 d3 − a3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (b− a)(c− a)(d− a) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

b+ a c+ a d+ a

b2 + ba+ a2 c2 + ca+ a2 d2 + da+ a2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (b− a)(c− a)(d− a) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 b+ a b2 + ba+ a2

0 c− b c2 + ca− b2 − ba

0 d− b d2 + da− b2 − ba

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (b− a)(c− a)(d− a) ·

∣∣∣∣∣ c− b d− b

(c− b)(c+ b+ a) (d− b)(d+ b+ a)

∣∣∣∣∣
= (b− a)(c− a)(d− a)(c− b)(d− b)(d− c)

= (a− b)(a− c)(a− d)(b− c)(b− d)(c− d)

练习

1. 计算下列行列式

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 4 5 8

1 2 −1 −1
3 0 0 7

0 −2 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b 0 0

c d 0 0

0 0 a b

0 0 c d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(c)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

x 1 2 3

x2 1 4 6

x3 1 8 27

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2. 求证： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a3 −1 0 0

a2 x −1 0

a1 0 x −1
a0 0 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0
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二、四元线性方程组

四阶行列式可以用来解四元线性方程组．
对于四元线性方程组

(IV)



a11x1 + a12x2 + a13x3 + a14x4 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 + a24x4 = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 + a34x4 = b3

a41x1 + a42x2 + a43x3 + a44x4 = b4

采用与三元线性方程组一样的办法，同样可以得到克莱姆法则．即当系数行列
式 ∆ 6= 0 时，方程组 (IV) 有且仅有一个解：

x1 =
∆1

∆
, x2 =

∆2

∆
x3 =

∆3

∆
, x4 =

∆4

∆

其中，∆j (j = 1, 2, 3, 4) 表示在行列式 ∆ 中用方程组的常数项列取代 xj 的系
数列所成的行列式．

例 2.26 用克莱姆法则，解四元线性方程组

2x1 + x2 − 5x3 + x4 = 8

x1 − 3x2 − 6x4 = 9

2x2 − x3 + 2x4 = −5

x1 + 4x2 − 7x3 + 6x4 = 0

解：首先计算系数行列式 ∆ 及 ∆j，得：

∆ = 27, ∆1 = 81, ∆2 = −108, ∆3 = −27, ∆4 = 27

再根据克莱姆法则，可以得出

x1 = 3, x2 = −4, x3 = −1, x4 = 1

所以原方程组的解集为

{(x1, x2, x3, x4)} = {(3,−4,−1, 1)}

在解四元线性方程组时，若系数行列式 ∆ = 0, 同样可以断定方程组无解
或有无限多个解，但是情形复杂，我们不去详细论述了．
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一般地，对于 n 个方程组成的 n 元线性方程组，同样有以下克莱姆法则：

当系数行列式 ∆ 6= 0 时，方程组有且仅有唯一的解：

xj =
∆j

∆
(j = 1, 2, . . . , n)

其中，∆j 是在 ∆ 中用方程组右边的常数项列取代 xj 的系数列所成的 n 阶行
列式．

例 2.27 解方程组



x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 3

x2 + 2x3 + x5 = 3

x1 + x3 + x5 = 3

x1 + 2x5 = 3

2x1 + x2 + x5 = 3

解：先计算系数行列式 ∆ 及 ∆j：

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1

0 1 2 0 1

1 0 1 0 1

1 0 0 0 2

2 1 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 2 1

1 0 1 1

1 0 0 2

2 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 2 1

1 0 1 1

1 0 0 2

2 0 −2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 0 2

2 −2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

−1 −2 0

2 −2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣−1 −2
2 −2

∣∣∣∣∣ = 6

∆1 = 6, ∆2 = 0, ∆3 = 6, ∆4 = 0, ∆5 = 6

所以原方程组的解集为

{(x1, x2, x3, x4, x5)} = {(1, 0, 1, 0, 1)}
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练习

用克莱姆法则解下列方程组：

2x1 − x2 + 3x3 + 2x4 = 6

3x1 − 3x2 + 3x3 + 2x4 = 5

3x1 − x2 − x3 + 2x4 = 3

3x1 − x2 + 3x3 − x4 = 4

习题 2.4

1. 已知行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 3 6

0 1 −6 5

4 0 3 1

2 0 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(a) 把它按第三行展开；

(b) 把它按第二列展开，并算出结果．

2. 利用行列式性质，计算：

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4

2 3 4 1

3 4 1 2

4 1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0 2

−1 0 6 8

2 0 2 3

−2 −2 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(c)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a 1 0 0

0 b 1 0

0 0 c 1

0 0 0 d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 0 0

−1 1− a1 a2 0

0 −1 1− a2 a3

0 0 −1 1− a3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(e)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a a+ 1 a+ 2 a+ 3

a+ 1 a+ 2 a+ 3 a+ 4

b b+ 1 b+ 2 b+ 3

b+ 1 b+ 2 b+ 3 b+ 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(f)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a b d+ c

a b c a+ d

1 c d a+ b

1 d a b+ c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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3. 求证： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cos θ 1 0 0

1 2 cos θ 1 0

0 1 2 cos θ 1

0 0 1 2 cos θ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= cos 4θ

4. 解下列线性方程组

(a)



x1 + 2x2 + 3x3 − 2x4 = 6

2x1 − x2 − 2x3 − 3x4 = 8

3x1 + 2x2 − x3 + 2x4 = 4

2x1 − 3x2 + 2x3 + x4 = −8

(b)



2x1 + x2 − x3 + x4 = 1

3x1 − 2x2 + 2x3 − 4x4 = 2

5x1 + x2 − x3 + 2x4 = −1

2x1 − x2 + x3 − 3x4 = 4

(c)



x1 − 2x2 + 3x3 − x4 = 4

x2 − 2x3 + x4 = −3

x1 + 3x2 + x4 = 1

−7x2 + 3x3 + x4 = −3

(d)



x1 + 2x2 = 2

x2 + 2x3 = 5

x3 + 2x4 = 8

x4 + 2x5 = 11

2x1 + x5 = 4

第五节 特殊的线性方程组

除以上学习的一般线性方程组外，在实际应用中常常还会遇到一些特殊的
线性方程组，进一步学习这些特殊情形，无论在理论上和应用上都有重要的作
用．

本节研究三种类型的特殊线性方程组，即：方程的个数多于未知数个数的
线性方程组；方程的个数少于未知数个数的线性方程组；方程组中，各个方程
的常数项都是零的线性方程组——齐次线性方程组．

一、方程个数多于未知数个数的线性方程组

这种方程组，我们早已在初中学习过了，要求这种方程组的解，其关键是：
从中任选取和未知数个数一样多的方程组成部分方程组，求出部分方程组的解
以后，再代入其余方程中检验，从而确定原方程组的解集．
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例 2.28 解方程组 
x+ y = 5 (2.30)

x− y = 1 (2.31)

3x+ 2y = 1 (2.32)

解：先解由 (2.30)、(2.31) 组成的方程组，得：

x = 3, y = 2

再将 x, y 值代入 (2.32), 能满足．
所以方程组的解集是 {(x, y)} = {(3, 2)}．

例 2.29 解方程组 
x+ y = 5 (2.33)

x− y = 1 (2.34)

3x+ 2y = 14 (2.35)

解：由 (2.33), (2.34) 仍得
x = 3, y = 2

代入 (2.35) 却不能满足．因此，方程组无解，或者说解集为空集．

例 2.30 解方程组 

2x+ 3y − 5z = 3 (2.36)

x− 2y + 2 = 0 (2.37)

7x− 7z = 6 (2.38)

3x+ y + 3z = 7 (2.39)

解：先解由 (2.36)，(2.37)，(2.38) 组成的方程组．由于

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 −5
1 −2 1

7 0 −7

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

再由计算得：∆1 = ∆2 = ∆3 = 0．
所以由 (2.36)，(2.37)，(2.38) 组成的方程组应有无限多个解．我们可以把

它的解写出来，就是

(x, y, z) =

(
t, t− 3

7
, t− 6

7

)
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这里 t 为参数，可以取任意数．
再将这个解代入 (2.39), 可得

3t+ t− 3

7
+ 3t− 18

7
= 7 ⇒ t =

10

7

因此，方程组的解集为：

{(x, y, z)} =
ß(

10

7
, 1,

4

7

)™
例 2.31 解方程组 

2x+ 3y − 5z = 3 (2.40)

x− 2y + z = 0 (2.41)

7x− 7z = 6 (2.42)

4x− y − 3z = 3 (2.43)

解：先解由 (2.40)，(2.41)，(2.42) 组成的方程组，得

(x, y, z) =

(
x, t− 3

7
, t− 6

7

)
其中 t 为参数．

再将 (x, y, z) =

(
t, t− 3

7
, t− 6

7

)
代入 (2.43), 得

4t− t+
3

7
− 3t+

18

7
= 3 ⇒ 0t = 0

这就是说，t 为任意数时，(x, y, z) 满足 (2.43), 因此，原方程组的解集为

{(x, y, z)} =
ß(

t, t− 3

7
, t− 6

7

) ∣∣t 为任意数™
综上所述，t 对于方程的个数多于未知数个数的线性方程组求解，一般地

可以先取与未知数个数相等的几个方程组成“部分方程组”求解，再作以下几
种情形的解决：

1. 当“部分方程组”无解时，原方程组也就无解，即集解为空集 ∅；

2. 当“部分方程组”有唯一解时，就将这一解代入其余各个方程中去检验．

(a) 若每个方程都能被满足，则这唯一解也就是原方程组的唯一解（如例
2.28）；
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(b) 若至少有一个方程不能被满足，则原方程组就无解（如例 2.29）．

3. 当“部分方程组”有无限多个解时，就将它的解用参数形式表示，并代入
其它各方程中去，得到几个关于参数的方程．

(a) 若参数无论取什么值，都无法同时满足其它各方程，则原方程组无
解；

(b) 若参数无论取什么值，都能同时满足其它各方程，则原方程组有无限
多个解，“部分方程组”的解就是原方程组的解（如例 2.31）；

(c) 若参数只有取某个特定值，才能同时满足其它各方程，则由参数的这
个特定值所确定的“部分方程组”解集中的特定解，才能是原方程组
的解（如例 2.30）．

练习

解下列方程组：

1.


3x+ 2y = 13

x− 3y = −3

−7x+ 10y = −1

2.


x+ y = 2a

x− y = 2b

2x+ 3y = 5a− b

3.



3x+ y + 5z = 4

4x− y + z = 4

x− 2y − 3z = −1

2x− y + 2z = 0

4.



2x+ y − z = 5

x− 3y + z = 7

4x− 3y − 7z = 1

5x− 5y − 10z = −1

5.



3x− 4y = 7

−x+ 3y = 1

2x− 5y = 0

x+ 2y = 7

二、方程的个数少于未知数个数的线性方程组

这种类型的方程组，我们在前面的讨论中也已经见到，以三元线性方程组
为例，这种特殊方程组的一般形式可写成 a1x+ b1y + c1z = d1

a2x+ a2y + c2z = d2
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这种特殊方程组的求解，关键是选取和方程个数一样多的未知数后，将其
余未知数作为参数都移到方程右边，组成一个新方程组求解，进而得到原方程
组的解．

例 2.32 解方程组  x+ 2y + 3z = 6

x+ 7y + 4z = 7

解：注意到由未知数 x, y 的系数作成的二阶行列式∣∣∣∣∣1 2

1 7

∣∣∣∣∣ 6= 0

我们就把含 z 的项移到等号右边，把方程组看成是两个未知数 x, y 的二元
一次方程组  x+ 2y = 6− 3z

x+ 7y = 7− 4z

解得
x =

1

5
(28− 13z), y =

1

5
(1− z)

令 z = t，（t 为参数）则方程组的解集是

{(x, y, z)} =
ß(

27− 13t

5
,
1− t

5
, t

) ∣∣t 为任意数™
由于 t 的任意性，因此方程组有无限多个解．

例 2.33 解方程组 ®
x+ 2y + 5z = 8 (2.44)

2x+ 4y + 10z = 16 (2.45)

解：注意到由 x, y 的系数或由 x, z 的系数或由 x, z 的系数所组成的二阶行列
式都等于零，因而，原方程组就无法应用克莱姆法则求解．
事实上，直接可以看出，方程 (2.44) 乘以 2 就得到方程 (2.45), 原方程组

实质上就是一个独立的三元方程 (2.44). 由于方程 (2.44) 的解可以引进两个参
数 R, t, 表示为 (x, y, z) = (8− 2R− 5t, R, t), 因此，原方程组的解集为

{(x, y, z)} = {(8− 2R− 5t, R, t)|t, R 均为任意数}
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例 2.34 解方程组 ®
x+ 2y + 5z = 8 (2.46)

2x+ 4y + 10z = 10 (2.47)

解：与例 2.33 一样，由于未知数组成的二阶行列式都为零，因而，无法应用克
莱姆法则求解．
事实上，可以将 (2.45) 变形为

x+ 2y + 5z = 5 (2.48)

比较 (2.46)、(2.48) 就可知，原方程组是矛盾方程组，其解集为空集．
一般地，对于方程组  a1x+ b1y + c1z = d1

a2x+ b2y + c2z = d2

我们讨论如下：

1. 若三个二阶行列式
∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣a1 c1

a2 c2

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣b1 c1

b2 c2

∣∣∣∣∣ 中至少有一个不为零
时，由于未知数的顺序可以改变，所以不失一般性，可假定

∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣ 6= 0

把含有 z 的项移到等号右侧，方程组可看成由 x, y 为未知数组成的二元
一次方程组，应用克莱姆法则，就可解出 x, y 的关于 z 的表达式

x = x(z), y = y(z)

若引进参数令 x = t, 则方程组的解集为

{(x, y, z)} = {(x(t), y(t), t)|t 为任意数}

由于 t 的任意性，原方程组就有无穷个解．

2. 若上述三个二阶行列式都是零时，由于 a1, b1, c1 不能同时为零，不妨假
定 a1 6= 0．则因为 ∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣ = 0, 且

∣∣∣∣∣a1 c1

a2 c2

∣∣∣∣∣ = 0

所以，就有
b2 =

a2
a1

b1, c2 =
a2
a1

c1
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令 a2 = ka1，就有 b2 = kb1, c2 = kc1．由第一个方程解得

x =
1

a1
(d1 − b1y − c1z)

代入第二个方程

a2x+ b2y + c2z = ka1x+ kb1y + kc1z

= k(d1 − b1y − c1z) + kb1y + kc1z

= kd1

所以，当 d2 = kd1 时，方程组有无穷多个解，解集为：

{(x, y, z)} =
ß(

d1 − b1L− c1t

a1
, L, t

) ∣∣L, t 为任意数™
当 d2 6= kd1 时，方程组无解，解集为空集．

综合前两节所述，方程个数与未知数个数不等的线性方程组求解，总是以
方程个数等于未知数个数的方程组作为基础来考虑的：方程多了，先舍去一些
方程，解一个部分方程组，解出后，再对其他各方程逐步验证；未知数多了，移
一些未知数到等号右边，解出后引进参数，写出解集．由此可见，主要关键仍
在求解方程个数等于未知数个数的线性方程组．

练习

解方程组：

1.

 x+ 2y + 5z = 10

3x− 4y + 7z = 2
2.

 a(a− 1)x+ 2y + 3z = a

4x+ 4y + 6z = 4

三、齐次线性方程组

常数项都是零的线性方程组，叫做齐次线性方程组．反之，若常数项至少
有一个不等于零的线性方程组，就叫做非齐次线性方程组．

以下我们主要研究三个方程、三个未知数的齐次线性方程组．即
a11x1 + a12x2 + a13x3 = 0

a21x1 + a22x2 + a23x3 = 0

a31x1 + a32x2 + a33x3 = 0

(2.49)
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容易看到，(x1, x2, x3) = (0, 0, 0) 满足方程组 (2.49), 因而是 (2.49) 的一个
解．这个解称为齐次线性方程组的零解．反之，在一个解中若至少有一个未知
数的值不等于零，则这个解叫做齐次线性方程组的非零解．我们主要研究的是
一个齐次线性方程组有没有非零解．

令 ∆ 是方程组 (2.49) 的系数行列式．

（一）∆ 6= 0 的情形

在 ∆ 6= 0 的情况下，由克莱姆法则可知：方程组 (2.49) 有且仅有唯一解．
但已知 (0, 0, 0) 是它的解，因而方程 (2.49) 没有非零解．

例 2.35 解方程组 
x1 + 2x2 + x3 = 0

3x1 − x2 + 2x3 = 0

3x1 − 3x2 − x3 = 0

解：由于系数行列式

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1

3 −1 2

2 −3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 14 6= 0

所以方程组只有零解，没有非零解．

（二）∆ = 0 的情形

在 ∆ = 0 的情况下，问题比较复杂．我们再分两种情形来进行讨论．

令 A11, A12, . . . , A33 分别表示系数行列式 ∆ 的各个元素 a11, a12, . . . , a33

的代数余子式．

1. 若 ∆ = 0而 A11, A12, . . . , A33 中至少有一个不为零．由于方程的编号可以
改变，未知数的编号也可以改变，因此，不失一般性，可以假定 A33 6= 0．

把 (2.49) 的前两个方程改写成 a11x1 + a12x2 = −a13x3

a21x1 + a22x2 = −a23x3

解得：x1 =
A31

A33

x3, x2 =
A32

A33

x3
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代入第二个方程，得：

a31x1 + a32x2 + a33x3 =
x3

A33

(a31A31 + a32A32 + a33A33)

=
x3

A33

·∆ = 0

可见这个解满足第三个方程，因而是方程组 (2.49) 的解．由于 x3 取值的
任意性，可知方程组有无限多个非零解．

2. 若 ∆ = 0，且 ∆ 的所有元素的代数余子式都是零，但 ∆ 的元素中至少有
一个不为零．不失一般性，可假定 a11 6= 0．

由 (2.49) 的第一个方程，可得

x1 = −
a12
a11

x2 −
a13
a11

x3

代入第二、第三个方程，得

a21x1 + a22x2 + a23x3

= − 1

a11
(a12a21 − a11a22)x2 −

1

a11
(a13a21 − a11a23)x3

=
A33

a11
x2 +

A32

a11
x3

由于所给条件为所有 Aij = 0 (1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 3), 所以，

a21x1 + a22x2 + a23x3 = 0

a31x1 + a32x2 + a33x3

= − 1

a11
(a12a31 − a11a32)x2 −

1

a11
(a13a31 − a11a33)x3

=
A23

a11
x2 +

A22

a11
x3 = 0

可见这个解同时满足三个方程，即不论 x2, x3 取什么值，(
−a12
a11

x2 −
a13
a11

x3, x2, x3

)
都是方程组 (2.49) 的解．所以方程组 (2.49) 有无限多个非零解：

{(x1, x2, x3)} =
ß(
−a12
a11

L− a13
a11

t, L, t

) ∣∣L, t 为任意数™
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例 2.36 下列方程组有没有非零解，如果有，求出它的全部非零解．
x1 + x2 + x3 = 0

3x1 − x2 + 2x3 = 0

x1 − 3x2 = 0

解：由于系数行列式 ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

3 −1 2

1 −3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0，且 A33 =

∣∣∣∣∣1 1

3 −1

∣∣∣∣∣ = −4 6= 0

所以可将第一、第二两方程化成 x1 + x2 = −x3

3x1 − x2 = −2x3

解得 x1 = −
3

4
x3, x2 = −

1

4
x3．

令 x3 = −4k，则方程组的解集为

{(x1, x2, x3)} = {(3k, k,−4k)|k 为任意数}

因此方程组有无限多个非零解．

例 2.37 解方程组 
x1 + x2 + x3 = 0

2x1 + 2x2 + 2x3 = 0

3x1 + 3x2 + 3x3 = 0

解：显然有
∆ = 0, A11 = A12 = · · · = A33 = 0

由第一个方程可得：x1 = −x2 − x3

令 X2 = L, x3 = t，则可得方程组的解集为

{(x1, x2, x3)} = {(−L− t, L, t)|L, t 为任意数}

如果方程组 (2.49) 中 ∆ = 0, 且所有 Aij = 0, 而且所有元素也为零，则方程组
为

0x1 + 0x2 + 0x3 = 0

0x1 + 0x2 + 0x3 = 0

0x1 + 0x2 + 0x3 = 0
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显然，这些都是恒等式，无论 x1, x2, x3 取什么值，等式都成立．这样，方
程组当然有无限多个非零解．
综合上述各种情况，可以得出如下的结论：

定理

齐次线性方程组 
a11x1 + a12x2 + a13x3 = 0

a21x1 + a22x2 + a23x3 = 0

a31x1 + a32x2 + a33x3 = 0

有非零解的必要充分条件是这个方程组的系数行列式 ∆ 为零．

例 2.38 试讨论下列齐次线性方程组有没有非零解？
ax1 + x2 + x3 = 0

x1 + ax2 + x3 = 0

x1 + x2 + ax3 = 0

解：计算系数行列式

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a 1 1

1 a 1

1 1 a

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a3 − 3a+ 2 = (a− 1)2(a+ 2)

• 若 a 6= 1, a 6= −2, 则方程组没有非零解，

• 若 a = 1 或 a = −2, 则方程组有无限多个非零解．

注意： a = 1 或 a = −2 尽管方程组有无限多个非零解，但程度有所不同．

• 当 a = −2 时，代数余子式

∣∣∣∣∣−2 1

1 −2

∣∣∣∣∣ 6= 0．所以，解的表达式只有一个参

数，方程组的解集为

{(x1, x2, x3)} = {(1, t, t)|t 为任意数}

• 当 a = 1 时，所有的代数余子式全为零．所以，解的表达式中应有两个参
数，方程组的解集为

{(x1, x2, x3)} = {(−L− t, L, t)|L, t 为任意数}
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例 2.39 求非齐次线性方程组
a1x+ b1y + c1 = 0

a2x+ b2y + c2 = 0

a3x+ b3y + c3 = 0

有解的必要条件．

解：如果这个方程组有解，那么至少存在一个有序数组 (x0, y0), 能够使方程组
中每一个方程都被满足，即

a1x0 + b1y0 + c1 = 0

a2x0 + b2y0 + c2 = 0

a3x0 + b3y0 + c3 = 0

再加以改写，得 
a1x0 + b1y0 + c1 · 1 = 0

a2x0 + b2y0 + c2 · 1 = 0

a3x0 + b3y0 + c3 · 1 = 0

这就告诉我们，这个三元齐次线性方程组有一个非零解 (x0, y0, 1)．
但由于齐次线性方程组有非零解的必要条件是它的系数行列式等于零，因

而可以推出 ∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

所以原方程组有解的必要条件是

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

练习

1. 想想看，能不能把例 2.39 中的必要条件改为充分条件？为什么？

2. 判定下列齐次线性方程组是否有非零解？如果有，求出它们各自的
解集来．
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(a)


x+ y + z = 0

2x− y + 3z = 0

x− 2y + z = 0

(b)


5x− 6y − 4z = 0

x+ 2y + 4z = 0

3x+ 2y + 6z = 0

习题 2.5

1. 解下列方程组：

(a)



2x+ 4y − 3 = 7

x− y + 2z = −1

3x− 7y + 3z = 10

−4x+ 3y − 5z = −4

(b)



−x+ 3y − 2z = −8

7x+ y − 2 = 4

5x− 5y + 3z = 16

−x− 2y + z = 0

(c)



x1 + 2x2 + 3x3 − x4 = 1

3x1 + 2x2 + x3 − x4 = 1

2x1 + 3x2 + x3 + x4 = 1

2x1 + 2x2 + 2x3 − x4 = 1

5x1 + 5x2 + 2x3 = 2

(d)



x+ y + z = 6

2x− y + z = 3

3x+ 2x− 2z = 1

5x− y − 2 = 0

x− 2y + 3z = 6

2. 解下列方程组：

(a)

 2x+ y − z = 8

x− 3y − 2z = 1

(b)

 2x+ 3y + z = 10

x− 4y + 2z = 8

(c)


x1 + x2 + x3 + x4 = 10

2x1 + 3x2 − x3 = 5

2x2 + x3 − 2x4 = −1

(d)


x1 + 2x2 − x3 − 3x4 = 5

2x1 + 3x2 + 3x3 + x4 = 2

x1 + x2 + x3 − 7x4 = 6

3. 解下列方程组：
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(a)

 2x+ 3y + z = 0

x+ 2y − 3z = 0
(b)

 4x− 5y − z = 0

3x+ 7y − 6z = 0

4. 判断下列齐次线性方程组有没有非零解？

(a)


2x1 − x2 + 3x3 = 0

4x1 − 2x2 + 5x3 = 0

2x1 − x2 + 4x3 = 0

(b)


3x1 + 2x2 + 6x3 = 0

x1 + 2x2 + 4x3 = 0

5x1 − 6x2 − 4x3 = 0

5. 求出下列齐次线性方程组的非零解：

(a)

 5x = 8y

10x− 16y = 0

(b)


2x1 + 5x2 + 3x3 = 0

3x1 − x2 − 4x3 = 0

−x1 + 6x2 + 7x3 = 0

(c)


x1 − 3x2 + x3 = 0

2x1 + x2 + 2x3 = 0

−5x1 + 2x2 − 5x3 = 0

(d)



2x1 + x2 + x3 + 7x4 = 0

3x1 − 4x2 − x3 − 8x4 = 0

x1 + x2 − x3 = 0

x1 − x2 − x4 = 0

6. 参数 a 为何时值时，下列齐次线性方程组有非零解？

(a)


x1 + x2 + ax3 = 0

−3x1 + 5x2 + x3 = 0

x2 + 2x3 = 0

(b)


−5x1 − 9x2 + 7x3 = 0

ax1 − 4x2 + 3x3 = 0

−8x1 − 5x2 + 4x3 = 0

(c)


ax+ 3y + z = 0

x+ 4y − 3z = 0

ax+ y + 3z = 0

(d)


4x− 2y + az = 0

ax− y + z = 0

6x− 3y + (a+ 1)z = 0

7. 解下列方程组，并求出 x : y : z
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(a)


x+ 2y + 2 = 0

x− y − 2z = 0

−2x− y + z = 0

(b)


x− 5y = 0

4y + z = 0

4x+ 5z = 0

8. 已知方程组 
ax1 + bx2 + cx3 = 0

cx1 + bx2 + ax3 = 0

bx1 + ax2 + cx3 = 0

有非零解，求证：a = b, 或 a = c, 或 a+ b+ c = 0

9. 求证：齐次线性方程组

x1 + px2 + qx3 + (r + s)x4 = 0

x1 + qx2 + rx3 + (s+ p)x4 = 0

x1 + rx2 + sx3 + (p+ q)x4 = 0

x1 + sx2 + px3 + (q + r)x4 = 0

必有非零解．

本章内容要点

一、本章主要内容是线性方程组的高斯消元法，行列式（重点是二，三阶
行列式）及其重要性质．二、三元线性方程组的解的讨论；用克莱姆法则求线
性方程组的唯一解；齐次线性方程组有非零解的充要条件等．同时，还学习了
四元线性方程组以及方程个数与未知数个数不等的线性方程组．

二、高斯消元法实质上就是加减消元法，只是运用三种基本变换进行有一
定程序的消元，便于计算，便于运用电子计算机．

三、行列式是解线性方程组的一种新的工具．二、三阶行列式的定义是：∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣ = a1b2 − a2b1∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a3b2c1 − a2b1c3 − a1b3c2
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这就是二、三阶行列式展开的对角线法则，对高阶行列式不适用．
四、行列式中的元素可采用双足码表示，两个足码分别表示这个元素所在

的行数与列数，如三阶行列式可表为

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
也可以简化表示为

∆ = |ai,j | i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3.

余子式与代数余子式是两个重要的概念，尤其是代数余子式，在进行行列式的
恒等变形和计算中有广泛的应用．
某个元素 aij 的代数余子式是一个低一阶的行列式，用 Ai,j 表示，如，在

三阶行列式中，元素 a23 的代数余子式为

A23 = (−1)2+3

∣∣∣∣∣a11 a12

a31 a32

∣∣∣∣∣
三阶行列式可以用二阶行列式定义：

∆ = (−1)1+1a11

∣∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣+ (−1)1+2a12

∣∣∣∣∣a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣∣+ (−1)1+3a13

∣∣∣∣∣a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣∣
= a11A11 + a12A12 + a13A13

四阶行列式就是借助于三阶行列式定义的；一般地，n 阶行列式可以借助
于 n 个 n− 1 阶行列式定义．这种定义，我们称为行列式的归纳定义．
行列式的性质定理 1—11 也是简化计算、进行变形的主要依据，在本章中

都是以三阶行列式为例来证明的，但它们对任意阶行列式都适用．
五、二元线性方程组 a1 + b1y = c1

a2x+ b2y = c2
(a1, a2; b1, b2 不同时为零)

的解可以分如下几种情形讨论：

1. 当系数行列式 D 6= 0 时，方程组有唯一解

(x, y) =

(
Dx

D
,
Dy

D

)



122 第二章 线性方程组

2. 当 D = 0, 且 Dx, Dy 不全为零时，方程组无解；

3. 当 D = 0, 且 Dx = Dy = 0 时，方程组有无穷多个解，这时可引入参数
t, 方程组的解就表示为

(x, y) = (t, φ(t)), 或 (x, y) = (f(t), t) (t 为任意数)

六、三元线性方程组
a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3

(aij 不全为零)

的解可以按以下几种情形讨论：

1. 当系数行列式 ∆ 6= 0 时，方程组有唯一解

(x1, x2, x3) =

(
∆1

∆
,
∆2

∆
,
∆3

∆

)
2. 当 ∆ = 0, 且 ∆1,∆2,∆3 不全为零时，方程组无解；

3. 当 ∆ = ∆1 = ∆2 = ∆3 = 0 时，方程组有无限多个解，这时可引入一个
或两个参数，方程组的解可表为含有一个或 2 个参数的形式．

七、n 个方程 n 个未知数的线性方程组求解的克莱姆法则：
当系数行列式 ∆ 6= 0 时，方程组有唯一解

(x1, x2, . . . , xn) =

(
∆1

∆
,
∆2

∆
, . . . ,

∆n

∆

)
其中 ∆i, (i = 1, 2, . . . , n) 是将 ∆ 中第 i 列换成方程组的常数项列而组成的
n 阶行列式．
八、齐次线性方程组（以三元为例）

a11x1 + a12x2 + a13x3 = 0

a21x1 + a22x2 + a23x3 = 0

a31x1 + a32x2 + a33x3 = 0

的解可分以下情形讨论：

1. 当系数行列式 ∆ 6= 0 时，方程组有唯一的零解 (x1, x2, x3) = (0, 0, 0);
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2. 当 ∆ = 0 时，方程组除有零解外，还有无限多个非零解．

若引进参数（一或两个），其解可表为含参数形式．一般地，齐次线性方程
组有非零解的充要条件是系数行列式 ∆ = 0．
九、未知数个数与方程个数不等的线性方程组的求解，一般都是转化为方

程个数与未知数个数相等的方程组求解．因而，线性方程组的求解与理论，关
键还在于后者．

复习题二

1. 用高斯消元法解下列方程组

(a)


x+ 2y − 3z = 3

3x− 5y + 7z = 19

5x− 8y − 11z = −13
(b)



5x2 + x3 − 4x4 = 17

3x2 + x4 = 12

4x1 − 3x3 + x4 = 9

x1 + 2x2 + 3x4 = 8

(c) x+ 1

20
=

y + 1

21
=

x+ y

17

2. 解下列方程组，并画出图象说明．

(a)

 x+ y = 2

4x− y = 3

(b)

 x− y = 5

2x− 2y = 7

(c)

 x+ 2y = 5

2x+ 4y = 10

(d)

 y = 3x+ 2

y = 3x

3. 解下列关于 x, y 的方程组，并讨论．

(a)

 (a+ 1)x− (2a− 1)y = 3a

(3a+ 1)x− (4a− 1)y = 5a+ 4

(b)

 (a− 1)x+ (a+ 1)y = 2(a2 − 1)

(a2 − 1)x+ (a2 + 1)y = 2(a3 − 1)

(c)

 (a+ 5)x+ (2a+ 3)y − (3a+ 2) = 0

(3a+ 10)x+ (5a+ 6)y − (2a+ 4) = 0
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4. 已知方程组

 2x+ ay = 4

x+ 4y = 8
只有一个正数解，试求参数 a 的取值范围．

5. 试用三种不同的方法，计算以下行列式的值：∣∣∣∣∣∣∣∣
13 22 17

14 −11 16

10 0 18

∣∣∣∣∣∣∣∣
6. 已知 276, 345, 391 都能被 23 整除，不计算行列式的值求证：以下行列式
也能被 23 整除． ∣∣∣∣∣∣∣∣

2 7 6

3 4 5

3 9 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
7. 计算下列行列式：

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c

c a b

b c a

∣∣∣∣∣∣∣∣

(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 sinα cosα

sin(α+ β) cosβ sinβ

sin(α− β) sinβ cosβ

∣∣∣∣∣∣∣∣

(c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
x y x+ y

y x+ y x

x+ y x y

∣∣∣∣∣∣∣∣
(d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b 0 0

0 a b 0

0 0 a b

0 0 0 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
8. 不求行列式的值，只利用行列式的定义与性质求 f(x) 中 x4 及 x3 的系
数：

f(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2x x 1 2

1 x 1 −1
3 2 x 1

1 1 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
9. 求证：

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a− b− c 2a 2a

2b b− c− a 2b

2c 2c c− a− b

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a+ b+ c)2
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(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 + c1 c1 + a1 a1 + b1

b2 + c2 c2 + a2 a2 + b2

b3 + c3 c3 + a3 a3 + b3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣
10. 解下列方程：

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x 2 3

1 2 + x 3

1 2 3 + x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
sinx 1 sinx

cosx 0 sinx

cosx 1 cosx

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

11. 解不等式 ∣∣∣∣∣∣∣∣
x− a b c

a x− b c

−a b x− c

∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0

12. 求证：

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c

c a b

b c a

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a3 + b3 + c3 − 3abc

(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c

c a b

b c a

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca)

(c) 若 4ABC 三边 a, b, c 满足条件 a3 + b3 + c3 = 3abc，则 4ABC 必
为一个等边三角形．

13. 解下列方程组：

(a)


7x− 4

1

2
y = 9

1

2

2x+ 3y + 7
1

2
z = 22

−2

3
x+ 2

1

2
z = 3

2

3

(b)



2

x
− 3

y
+

4

z
= 11

3

x
− 2

y
− 5

z
= −20

3

x
+

4

y
− 8

z
= 6

(c)


ax− aby + bz = b

x+ ay − z = −1

by + z = 1

(d)


ℓa = my = nz

ax+ by + cz = d

(amn+ bnℓ+ cmℓ 6= 0)
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14. 确定参数 λ 的值，使下列方程组解出 x 的值与 y 的值相等． 2λx+ 8y = 3λ+ 1

3x− (λ− 8)y = λ− 3

15. 解下列齐次线性方程组

(a)



3x1 − 2x2 + 3x4 = 0

x1 − x2 + x3 = 0

3x2 + 3x3 − 2x4 = 0

x1 + 2x2 + 4x3 − 2x4 = 0

(b)



2x1 − x2 + 3x3 − 2x4 = 0

x1 + 7x2 + x3 − x4 = 0

3x1 + 5x2 − 5x3 + 3x4 = 0

x1 − x2 − 2x3 + x4 = 0

16. a, b, c 都是非零数，判断下列齐次线性方程组有没有非零解？
(b− c)x+ by − cz = 0

−ax+ (c− a)y + cz = 0

ax− by + (a− b)z = 0

17. 参数 λ取什么值时，下列齐次线性方程组有非零解？若有非零解，求出其
全部非零解：

(a)

 x+ y = λx

6x+ 2y = λy (b)


11x− 6y + 2z = λx

−6x+ 10y − 4z = λy

2x− 4y + 6z = λz

18. 已知 (α1, β1, γ1) 与 (α2, β2, γ2) 都是以下齐次线性方程组的解
a1x+ b1y + c1z = 0

a2x+ b2y + c2z = 0

a3x+ b3y + c3z = 0

的解．求证：

(a) k 是任意数，(kα1, kβ1, kγ1) 也是方程组的解．

(b) (α1 + α2, β1 + β2, γ1 + γ2) 也是方程组的解．
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19. 下列方程组中，x, y 是未知数，a, b 是已知常数，m, p 是参数．若已知方
程组有无限多个解求参数 m, p． (3m− 5p+ b)x+ (8m− 3p− a)y = 1

(2m− 3p+ b)x+ (4m− p)y = 2

20. 已知下列方程组有解，求参数 λ．
3x− 4x = λ(λ2 + 12)

5x− 6y = 2λ(λ+ 3)

7x− 8y = 12(4− λ)

21. x, y, z 是未知数，a, b 是参数，下列方程组在什么条件下有唯一解；无解；
有无限多个解． 

ax+ y + z = 4

x+ by + z = 3

x+ 2by + z = 4

22. 已知 a2 + b2 + c2 = 1, 下列关于 x, y 的方程组是否有解？
(b2 + c2)x+ aby = ac

abx+ (c2 + a2)y = bc

cax+ bcy = a2 + b2

23. 求下列关于 x, y, z 的三元线性方程组有唯一解的条件，并求出在这一条
件下的解

(a)


(λ+ 3)x+ y + 2z = λ

λx+ (λ− 1)y + 2 = 2λ

3(λ+ 1) + λy + (λ+ 3)z = 3

(b)


x+ y + z = 0

ax+ by + cz = 0

bcx+ cay + abz = (b− c)(c− a)(a− b).

24. 论证：若行列式主对角线左下方（或右上方）的元素全为零，则行列式的
值就等于主对角线上各元素的连乘积．
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25. 求证 4ABC 为等腰三角形的充要条件是∣∣∣∣∣∣∣∣
cos2 A sinA 1

cos2 B sinB 1

cos2 C sinC 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

26. 已知 2x+ 5y + 4z = 0, 3x+ y − 7z = 0, 求证：x+ y − z = 0．

27. 已知 a, b, c 是互不相同的数，且设

p(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x x2 x3

1 a a2 a3

1 b b2 b3

1 c c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(a) 证明 p(x) 是关于 x 的三次多项式；

(b) 利用行列式性质，求出 p(x) 的根．
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在初中我们已经学习过多项式及其四则运算，并着重学习了一元多项式的
带余除法、余式定理和多元多项式的乘法公式，因式分解．这都是重要的基础
知识，在数学和实际中都有广泛的应用，本章将从理论和应用上对多项式的基
础知识作进一步的研究、提高，我们研究的重点仍然是一元多项式．

第一节 多项式及其代数运算

多项式的概念我们并不陌生，尤其是一元多项式，每个人都能举出不少例
子．它的四则运算也会用各种方法进行．总括我们已经学过的知识，可以一般
地系统整理如下：

一、多项式的概念

定义 1

形如 anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 的式子，叫做 x 的一元多项式
（简称多项式）．其中，ai (i = 0, 1, 2, . . . , n) 是已知实数，n 是已知非负
整数．

. 一元多项式一般简记为 f(x) 或 g(x) 等，即

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

在多项式 f(x) 中，aix
i (i = 0, 1, 2, . . . , n) 叫做 f(x) 的 i 次项，ai 叫做 i

次项的系数；当 ai 6= 0 时，多项式 f(x) 称为一元 i 次多项式，并把它的次数
记作 degf(x) = i．

特别地，当 n = 0 时，多项式成为 f(x) = a，这时，若 a0 6= 0, 就叫做零
次多项式；若 a0 = 0 就叫做零多项式，它的次数不定义．

129
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例如，f1(x) = 7x3 − 1 叫做一元三多项式，f2(x) = −5 叫做零次多项式，
f3(x) = 0 叫做零多项式，它不定义次数．
注意：在初中我们把多项式中的字母．称为未知数，也称为元．现在我们还可
以用函数的观点把它称为自变数，甚至可以更一般地称为不定元．它和数作运
算时满足数系运算通性，即满足加法和乘法的结合律、交换律以及乘法对加法
的分配律；同时，零与 1 的运算特性、指数运算律仍然适合．

这样一来，任何一个 n 次多项式，经过整理合并同类项，总可以写成标准
形式

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 (an 6= 0) (3.1)

或者
f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ an−1x

n−1 + anx
n (an 6= 0) (3.2)

其中 (3.1) 称为多项式 f(x) 的降幂标准式，(3.2) 称为多项式 f(x) 的升幂标准
式．
例如，多项式 g(x) = 5x − 7x2 + 13x4 − 8x − x3 + 10x2 − 1 经过整理后，

可以写成降幂或升幂两种标准形式

g(x) = 13x4 − x3 + 3x2 − 3x− 1

或者
g(x) = −1− 3x+ 3x2 − x3 + 13x4

定义 2

如果用一个已知数 b 去代替多项式中的元 x, 就得到

f(b) = anb
n + an−1b

n−1 + · · ·+ a1b+ a0

那么，数 f(b) 就叫做当 x = b 时 f(a) 的值．

例 3.1 已知 f(x) = a3x
3+a2x

2+a1x+a0 (a3 6= 0), 试求 f(0), f(1), f(−1),
f(m)．

解：

f(0) = a0

f(1) = a3 + a2 + a1 + a0

f(−1) = −a3 + a2 − a1 + a0

f(m) = a3m
3 + a2m

2 + a1m+ a0
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例 3.2 已知 f(x) = x2 + 2x+ 8, 求 f(−x), f(x+ 1)．

分析：由于 −x, x+1 都不是已知数，因而所求的 f(−x), f(x+1) 也不会是一
个已知数值，严格地说题目已不是求值问题．但我们可以理解为要求用 −x 与
x+1 分别代替 f(x) 中的 x 所得的新多项式．实际上就是换元，其运算程序与
求多项式的值是相同的．
解：

f(−x) = (−x)2 + 2(−x) + 3 = x2 − 2x+ 3

f(x+ 1) = (x+ 1)2 + 2(x+ 1) + 3

= x2 + 2x+ 1 + 2x+ 2 + 3 = x2 + 4x+ 6

定义 3
两个多项式

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

g(x) = bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x+ b0.

如果它们的各同次项系数对应相等，即 ak = bk (k 为非负整数）我们就
说这两个多项式相等，记作 f(x) = g(x)．

不难知道，两个非零多项式相等的必要条件是它们的次数相等，即如果
f(x) = g(x), 那么 degf(x) = degg(x).

应该指出，如果把多项式看作一个函数式，那么两个多项式相等就可推出
当自变数取任意允许值时，两个多项式的值都是相等的．在这种意义下，我们
把两个多项式相等也可以说成“恒等”．

例 3.3 已知多项式

f(x) = x3 + (a+ 3)x2 + bx− 1

与多项式
g(x) = x3 − (1− b)x2 + (10− a)x− 1

相等，试求 a, b 的值．

解：设 f(x) = g(x), 且都已是降幂标准式，所以它们的各同次项系数对应相等．
因而有  a+ 3 = −(1− b)

b = 10− a
⇒

 a− b = −4

a+ b = 10
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所以
a = 3, b = 7

例 3.4 已知一个恒等式：

−11x2 + 23x = a(3 + x)(3− x) + b(2x− 1)(3− x) + c(3 + x)(2x− 1)

试求 a, b, c．

分析：如果设

f(x) = −11x2 + 23x

g(x) = a(3 + x)(3− x) + b(2x− 1)(3− x) + c(3 + x)(2x− 1)

由题目知 f(x) = g(x), 再根据定义 3, 将 g(x) 的表达式展开并整理成降幂排列
的标准式，写出含有 a, b, c 的方程组，从而解出 a, b, c; 这样的方法可行，但太
繁．还可以从函数的观点出发，由于 f(x) = g(x), 所以给 x代以任意实数 t, 都
有 f(t) = g(t)．本题中只要恰当选择 x 的值，就可以简便地求出 a, b, c．

解：由已知恒等式右边式子的特点，我们可以分别选取 x =
1

2
,−3, 3 代入，得


35

4
=

35

4
a

−168 = −42b

−30 = −45c

⇒


a = 1

b = 4

c =
2

3

练习

1. 什么叫零次多项式？什么叫零多项式？它们的区别是什么？

2. 把下列多项式整理成降幂标准式，并分别求出 x=1, 10，t 时的值

(a) f(2) =
1

2
x3 − 1

3
x+

1

3
x3 − 3

4
x2 − 1

2
x− 7 +

1

6
x3

(b) g(x) = 7 + 6x+ 4x3 + 5x2 + 3x4 + x6 + 2x5

3. 试求下列等式成立的充要条件

(a) x2 + bn+1x
n−1 + · · ·+ b1x+ b0 = xn − 3x− 1；

(b) x2 + bn+1x
n−1 + · · ·+ b1x+ b0 = xm + 1
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二、多项式的加法与乘法

关于多项式的加法与乘法，我们在初中就已经学过．两个多项式进行加法
运算的要点是合并同类项，其运算结果叫做这两个多项式的和；两个多项式进
行乘法运算的要点是利用分配律和指数运算律，其运算结果叫做这两个多项式
的积．
回忆已学过的多项式加法与乘法运算，我们可系统归纳如下：

（一）加法与乘法的封闭性

系数在同一个数系范围内的两个多项式 f(x) 与 g(x) 的和 f(x) + g(x) 与
积 f(x)g(x)仍然是一个多项式，而且它们的系数仍在原来数系范围内．这就是
多项式加法与乘法的封闭性．
例如，两个有理系数多项式

f(x) = 2x3 +
1

2
x2 − x+ 1, g(x) = 3x2 + 2x− 3

的和与积

f(x) + g(x) = 2x3 +
7

2
x2 − 5x− 2

f(x)g(x) = 6x5 +
11

2
x4 − 26x3 − 25

2
x2 + 23x− 3

都是有理系数多项式．

（二）多项式的加法与乘法的基本性质

对于一元多项式的加法与乘法，有以下性质：

1. 满足结合律，即对于任意多项式 f(x), g(x), h(x) 总有

[f(x) + g(x)] + h(x) = f(x) + [g(x) + h(x)]

[f(x) · g(x)] · h(x) = f(x) · g(x) · [h(x)]

这就使我们在进行加或乘法的运算中，可以省略括号而按任何顺序进行．

2. 满足交换律，即

f(x) + g(x) = g(x) + f(x) f(x) · g(x) = g(x) · f(x)

这就使我们在进行加或乘法的运算中，可以任意交换参加运算的多项式
的位置．
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3. 满足乘法对加法的分配律，即

f(x) · [g(x) + h(x)] = f(x) · g(x) + f(x) · h(x)

或者
[f(x) + g(x)] · h(x) = f(x) · h(z) + g(x) · h(x)

4. 存在零多项式．与零次多项式 1, 对任意多项式 f(x), 它们满足以下特性：

0 + f(x) = f(x) + 0 = f(x)

0 · f(x) = f(x) · 0 = 0

1 · f(x) = f(x) · 1 = f(x)

.

5. 对于任意多项式

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

总存在一个多项式 −f(x)，

−f(x) = −anxn + (−an−1)x
n−1 + · · ·+ (−a1)x+ (−a0)

使得 [−f(x)] + f(x) = f(x) + [−f(x)] = 0，我们把这个多项式 −f(x) 称
为多项式 f(x) 的负多项式．

例如，多项式 g(x) =
√
2x2 − x3 的负多项式就是

−g(x) = −
√
2x2 + x3

（三）两多项式的和与积的次数

设 f(x) 是 n 次多项式，g(x) 是 m 次多项式，那么它们的和 f(x) + g(y)

也是一个多项式，这个多项式的次数 p 有以下几种情形：

• 当 m 6= n 时，p = max{m,n}

• 当 m = n 时，p ≤ n

特别地，当 f(x) = −g(x) 时，f(x) + g(x) 为零多项式，它不定义次数．
两多项式的积 f(x) · g(x) 也是一个多项式，这个多项式的次数 q = m+ n;

特别地，当 f(x), g(x) 之中至少有一为零多项式时，f(x) · g(x) = 0, 它不定义
次数．
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（四）两个多项式的减法

两多项式的减法运算结果，叫做两多项式的差，记为 f(x)− g(x), 其意义
为

f(x)− g(x) = f(x) + [−g(x)]

由于负多项式 −g(x) 的存在及多项式加法封闭性，因而 f(x)− g(x) 仍是
一个多项式，所以多项式对减法也是封闭的．又因为，

[f(x)− g(x)] + g(x) = f(x)

所以，多项式的减法是加法的逆运算．
以上各条可知，系数在指定数系范围内的多项式集合，对加、减、乘三种运

算都是封闭的，而且对加、乘运算也有着像数系运算通性那样的良好性质，这
就大大方便了运算．
对于多元多项式也可以作类似的整理，归纳，这里仅着重指出：

1. 多元多项式的每一项的次数，是指所含各个元的指数之和；一个多项式的
次数，是指所含各项次数中的最大数．

2. 如果一个多元多项式的各项次数都相等，那么，这个多项式就叫做齐次多
项式．

例如：f(x, y) = x3 − 2x2y + 3y3 叫二元三次齐次多项式；f(x, y, z) =

x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx 叫做三元二次齐次多项式．

3. 两个齐次多项式的乘积，仍是一个齐次多项式；但两个齐次多项式的和，
却不一定还是齐次多项式．

练习

1. 已知 f(x) 是 n 次多项式，g(x) 是 m 次多项式，（m,n 都是非负
整数），试问：

(a) f(x), g(x) 分别最多有几项？最少又有几项？

(b) 它们的和 f(x) + g(x) 与积 f(x) · g(x) 最多各有几项？最少各
有几项？

2. 计算下列各式：

(a) (x+ a)4

(b) (x+ a)(x3 − ax2 + a2x− a3)
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(c) (x− b)(xn + bxn−1 + · · ·+ bn−1x+ bn)

(d) (x+ y + z)3

(e) (x+ y + z)(x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx)

3. 不求出乘积的所有各项，你能直接写出下列乘积中的 x3, x5 与 x8

的系数来吗？

(2x5 − 3x4 + x3 + 2x− 7) · (x4 − x2 + x− 1)

4. 证明：

(a) 若 f(x) · g(x) = 0, 则 f(x), g(x) 中至少有一个零多项式；

(b) 若 (x + p)(x + 2q) + (x + 2p)(x + q) 是一个多项式的完全平
方，则 9p2 − 14pq + 9q2 = 0．

5. 若 f(x) = xn + nxn−1 + 1, g(x) = xm + mxm−1 − 1, 试证明：
f(x) · g(x) = g(x) · f(x)

三、多项式的带余除法

多项式集合对于加、减、乘法都是封闭的，但对于乘法的逆运算——除法
却是不封闭的．例如，多项式 f(x) = 1, g(x) = x 就找不出一个多项式 q(x),
能使 f(x) = q(x) · g(x)．
这个性质与整数集合很相似．正因为这样，在初中我们曾学习了一元多项

式的带余除法，并且学习了用长除法，分离系数法，综合除法以及待定系数法
去求两个非零多项式的商式和余式．
正和整数的带余除法相似，一元多项式的带余除法，就是由 f(x), g(x) 6= 0

而求出 q(x), r(x), 使它们满足

f(x) = q(x) · g(x) + r(x)

其中，degr(x) < degg(x) 或 r(x) = 0．并把 f(x), g(x), q(x) 和 r(x) 分别称为
被除式、除式、商式和余式．

例 3.5 已知 f(x) = 2x4 + x3 + x2 + x+1, g(x) = 3x2 +2x+3，试求 f(x) 除
以 g(x) 的商式、余式．

解：用分离系数法，作长除法如下：
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2 + 1 + 1 + 1 + 1

−) 2 +
4

3
+ 2

−1

3
− 1 + 1

−) − 1

3
− 2

9
− 1

3

−7

9
+

4

3
+ 1

−) − 7

9
− 14

27
− 7

9

+
50

27
+

16

9
⋯⋯余式

3 + 2 + 3

2

3
− 1

9
− 7

27
⋯⋯商式

因此：

商式 q(x) =
2

3
x2 − 1

9
x− 7

27

余式 r(x) =
50

27
x+

16

9

例 3.6 试求 f(x) = 4x4+8x3−3x2−7x除以 g(x) = 2x+3所得的商式 q(x)，
余式 r(x)．

解：选用综合除法求解，因为 2x+ 3 = 2

[
x−

(
−3

2

)]
，所以用分离系数法作

综合除法如下：

4 + 8− 3− 7 + 0

−6− 3 + 9− 3

4 + 2− 6 + 2 −3

−3

2

所以 f(x) 除以
(
x+

3

2

)
得商式 4x3 + 2x2 − 6x+ 2，余式 −3．即所求的商式

为 q(x) = 4x3 + 2x2 − 6x+ 2，余式为 r(x) = −3．
容易看出以上两个例子中所得的结果，都符合带余除法恒等式

f(x) = q(x) · g(x) + r(x)

一般地，多项式带余除法，有以下重要定理：
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定理

对于任意两个多项式 f(x), g(x) 6= 0, 总是存在唯一的两个多项式
q(x), r(x),使得等式 f(x) = q(x) ·g(x)+r(x)成立，并且满足 degr(x) <
degg(x) 或 r(x) = 0．

分析：这个定理的内容既指出了 q(x), r(x) 的存在性——可以找到，又指出了
q(x), r(x) 对于给定的 f(x), g(x) 6= 0 是唯一的——没有第二个．因而，证明理
应从这两个方面进行．
证明：先证存在性，可按 f(x), g(x) 的次数分为三种情况考虑．

1. 若 f(x) = 0,则不论 g(x)是什么样的非零多项式，都可以取 q(x) = r(x) =

0, 显然满足
f(x) = q(x) · g(x) + r(x), 且r(x) = 0

2. 若 f(x) 6= 0, 且 degf(x) < degg(x)，则可取 q(x) = 0, r(x) = f(x)．同样
满足

f(x) = q(x) · g(x) + r(x), 且degr(x) < degg(x)

3. 若 f(x) 6= 0, 且 degf(x) ≥ degg(x)，则可以按下面的方法求出 q(x), r(x)：

首先用 g(x) 的最高次项去除 f(x) 的最高次项，可得到商 q1(x) 与余
f1(x)，使等式

f(x) = q1(x) · y(x) + f1(x) (3.3)

成立，其中 f1(x) 至少比 f(x) 降低一次，即 degf1(x) < degf(x)，或
f1(x) = 0．这时可能有两种情况出现：

(a) 若 degf1(x) < degg(x)，或 f1(x) = 0，我们就取

q(x) = q1(x), r(x) = f1(x)

显然定理条件被满足；

(b) 若 degf1(x) ≥ degg(x), 我们就对 f1(x) 与 g(x) 两个多项式去做上
述同样的运算．

其次用 g(x) 的最高次项去除 f1(x) 的最高次项，可得到商式 q2(x) 与余
式 f2(x), 使等式

f1(x) = q2(x) · g(x) + f2(x) (3.4)

成立，其中 f2(x) 的次数又至少比 f1(x) 的次数降低一次，即 degf2(x) <
degf1(x)，或 f2(x) = 0，这时，
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(a) 若 degf2(x) < degg(x)，或 f2(x) = 0，由 (3.3)、(3.4) 式得

f(x) = [q1(x) + q2(x)] · g(x) + f2(x)

我们就取 q(x) = q1(x) + q2(x), r(x) = f2(x)．定理显然被满足；

(b) 若 degf2(x) ≥ degg(x)，就对 f2(x)与 g(x)做上述同样运算，同样可
以将 f2(x) 的次数降低至少一次，得到商式 q3(x) 与余式 f3(x),⋯⋯
作上述同样的分析、处理．

再次，由于 degf(x) 是一个非负整数，经过有限次的逐次至少减一，总会
有一次（设第 k 次）达到 degfk(x) < degg(x) 或 fk(x) = 0．于是，我们
可得等式

fk−1(x) = qk(x) · g(x) + fk(x) (k)

综上所述，由等式 (3.3)、(3.4)、⋯⋯(k)，就可以得到

f(x) = q1(x) · g(x) + f1(x)

= [g1(x) + q2(x)] · g(x) + f2(x)

= · · · · · ·

= [q1(x) + q2(x) + · · ·+ qk(x)] · g(x) + fk(x)

其中，degfk(x) < degg(x) 或 fk(x) = 0．

这时，我们就取

q(x) = q1(x) + q2(x) + · · ·+ qk(x)

r(x) = fk(x)

显然，这样定理的条件被满足．存在性证毕．

下面再证 q(x) 与 r(x)q 的唯一性．假设除 q(x), r(x) 外，还存在另外一组
q′(x), r′(x) 也满足

1. f(x) = q′(x) · g(x) + r′(x)，且 degr′(x) < degg(x) 或 r′(x) = 0．结合已
有的 q(x), r(x) 满足．

2. f(x) = q(x) · g(x) + r(x)，且 degr(x) < degg(x) 或 r(x) = 0 就可以得出

q(x) · g(x) + r(x) = q′(x) · g(x) + r′(x)

所以
[q(x)− q′(x)] · g(x) = r′(x)− r(x)
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在此等式中，如果 q(x)− q′(x) 6= 0，则有

deg{[q(x)− q′(x)] · g(x)} ≥ degg(x)

但是，由上面的情形又有 deg[r′(x)− r(x)] < degg(x) 或 [r′(x)− r(x)] 不定义
次数，这是不可能的．所以

q′(x)− q(x) = 0 ⇒ q′(x) = q(x)

又由于 g(x) 6= 0，因而 r′(x)−r(x) = 0，即 r′(x) = r(x)．因此，q′(x) = q(x),
r′(x) = r(x)．唯一性证毕．

带余除法是一元多项式的特有运算，但对于二元齐次多项式，我们也可以
把其中的一元看作常数来进行带余除法．但是，当余式不为零时，由于选作常
数的元的不同，商式与余式也会不同的．

例 3.7 已知 f(x, y) = 2x3 + 7x2y + 13xy2 + 5y3, g(x, y) = 2x+ y, 试求：

1. 把 y 看作常数时

2. 把 x 看作常数时

f(x, y) 除以 g(x, y) 所得的商式 q(x, y) 与余式 r(x, y)．

解：

2 + 7 + 13 + 5

−1− 3− 5

2 + 6 + 10 + 0

1 + 3 + 5

−1

2

2

5 + 13 + 7 + 2

−10− 6− 2

5 + 3 + 1 + 0

−2

1. q(x, y) = x2 + 3xy + 5y2, r(x, y) = 0

2. q(x, y) = 5y2 + 3xy + x2, r(x, y) = 0

例 3.8 已知 f(x, y) = 2x3 + 7x2y + 13xy2 + y3, g(x, y) = 2x + y．要求同例
3.7．

解：
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2 + 7 + 13 + 1

−1− 3− 5

2 + 6 + 10 − 4

1 + 3 + 5

−1

2

2

1 + 13 + 7 + 2

−2− 22 + 30

1 + 11− 15 + 32

−2

1. q(x, y) = x2 + 3xy + 5y2, r(x, y) = −4y3

2. q(x, y) = y2 + 11xy − 15x2, r(x, y) = 32x3

练习

1. 若 n 次多项式 f(x) 除以 m 次多项式 g(x), 试确定所得商式和余
式的次数．

2. 求 f(x) 除以 g(x) 的商式 q(x) 及余式 r(x)

(a) f(x) = x3 + 3x2 − x+ 7, g(x) = x+ 2

(b) f(x) = x3 + 3x2 − x+ 7, g(x) = 2x+ 1

(c) f(x) = 4x4 + 4x3 + 5x2 + 2x+ 1, g(x) = 2x2 + x+ 1

(d) f(x) = x5 + 30a5, g(x) = x+ 2a

(e) f(x) = x3 + 3ax2 + (2a2 − a)x+ (a− 1), g(x) = x+ a− 1

(f) f(x) = 42x9−13x7−104x5+84x3+9x, g(x) = 6x4+11x2+1

3. 若已知除式 g(x) = 2x2 − x + 3, 商式 q(x) = x2 − 5, 余式 r(x) =

3x+ 1, 试求被除式 f(x)．

4. 试任选一元作常数，求下列 f(x, y) 除以 g(x, y) 所得的商式与余
式：

(a) f(x, y) = 2x4−x3y−2x2y2−2xy3−y4, g(x, y) = 2x2+xy+y2

(b) f(x, y) = 2x− x3y − 2xy3 − y4, g(x, y) = 2x2 + xy + y2

5. 求 a3 − b3 + c3 + 3abc 除以 a− b+ c 所得的商式与余式．
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习题 3.1

1. 试求证 ∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + x b1 + x c1 + x

a2 + x b2 + x c2 + x

a3 + x b3 + x c3 + x

∣∣∣∣∣∣∣∣
是一个次数不大于 1 的多项式或一个零多项式，并求出 p(1) 的值．

2. 不求乘积的各项，只计算下列乘积中 x20、x12 两项的系数

(a13x
13 + a12x

12 + · · ·+ a1x+ a0)(b9x
9 + b8x

8 + · · ·+ b1x+ b0)

3. 证明恒等式

(a2 + b2)(x2 + y2) = (ax+ by)2 + (bx− ay)2

4. 已知 f(x) = x7+
1

128
, g(x) = 2x+1，求 f(x)除以 g(x)所得的商式 q(x)

及余式 r(x)．

5. 求 f(x, y) = x2y + xy2 + xy − x− y − 1 除以 g(x, y) = xy − 1 所得的商
式与余式．

6. 已知

h(x) = x2 + px+ q

f(x) = px3 + (p2 + q)x2 + (2pq + r)x+ q2 + s

g(x) = px3 + (p2 − q)x2 + rx− q2 + s

试求证：f(x) 除以 h(x), g(x) 除以 h(x) 分别得到的余式或同时为零，或
同时不为零．

7. 如果已知 f(x) = q(x) · g(x) + r(x), 且 degr(x) > degg(x) 或 r(x) = 0，k

是非零常数，试问：

(a) kf(x) 除以 g(x) 的商式、余式各是什么？

(b) f(x) 除以 k · g(x) 商式、余式又是什么？

(c) kf(x) 除以 k · g(x) 的商式、余式各是什么？

8. 已知 f(x) = x3 − 2x2 − x+ 3,

试求：f(−1), f(0), f(x+ 1)− f(x), f(x2 + 1)．
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9. 已知 f(x) = x4 + 4x3 + 6ax2 + 4bx+ c 除以 g(x) = x3 + 3x2 + 9x+ 3 时
的余式 r(x) = 0, 试求 a, b, c 以及商式 q(x).

10. 已知 f(x) = x3 + 2x2 + 3x + 2 除以整系数多项式 g(x) 所得的商式和余
式都是 h(x), 试求 g(x) 与 h(x) （其中 h(x) 为非常数的整系数多项式）．

第二节 余式定理与因式定理

在初中代数中已经学习过余式定理，它是直接由带余除法引出来的一个重
要定理，在代数学中有一系列的理论和应用价值，本节将进一步学习和推广这
一定理．

一、余式定理

对多项式的讨论，可以从形式上作带余除法，从而求得商式及余式；也可
以从函数观点求得在 x 取某一值时的值，这两种观点有什么联系呢？要沟通这
两种观点的方法，就是余式定理．

余式定理

用一次多项式 x − α 去除多项式 f(x) 所得的余式是一个常数，这个常
数就等于 f(α)．

证明： f(x) 除以 x− α，由带余除法得：

f(x) = (x− α) · q(x) + r

令 x = α，即得 f(α) = r，所以

f(x) = q(x) · (x− α) + f(α)

这样一来，我们若要求 f(x) 除以一次式 x − α 的余式时，除用带余除法
外，还可以用余式定理直接求出多项式的值 f(α). 两种观点，两种方法的效果
是一样的．

例 3.9 试求 f(x) 除以 g(x) = k(x+ α) 所得的余式．

解：除式 g(x) = k
[
x−

(
−α

k

)]
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如果设 g1(x) = x−
(
−α

k

)
，则 g(x) = k · g1(x)，由余式定理可知 f(x) 除

以 g1(x) 所得的余式为

r1 = f
(
−α

k

)
又根据习题 3.1 中第 7 题的结论：除式乘以一个非零数 k 时，余式不变，

所以 f(x) 除以 g(x) 所得的余式就等于 f(x) 除以 g1(x) 所得的余式．所以

r = r1 = f
(
−α

k

)

例 3.10 试求 f(x) 除以 g(x) = (x− α)(x− β) 的余式．

解：设 f(x) 除以 g(x) 所得的商式为 q(x)，余式为 r(x)，则有

f(x) = q(x)(x− α)(x− β) + r(x) (3.5)

其中，0 ≤ degr(x) < 2 或 r(x) = 0．

因而可进一步设 r(x) = ax+ b，代入 (3.5) 得

f(x) = q(x)(x− α)(x− β) + ax+ b (3.6)

令 x = α，由 (3.6) 得
f(α) = aα+ b (3.7)

令 x = β，由 (3.6) 得
f(α) = aβ + b (3.8)

将 (3.7), (3.8) 联立可以解出

a =
f(α)− f(β)

α− β
, b =

αf(β)− βf(α)

α− β

所以，所求的余式为

r(x) =
f(α)− f(β)

α− β
x+

αf(β)− βf(α)

α− β

练习

1. 设 f(x) = x5 − 6x3 + x2 − 20x+ 24, 试求 f(x) 除以下列各式的余



第二节 余式定理与因式定理 145

数：
x− 1; x+ 1; 2x+ 1; 3x− 2

2. 试求

(a) k · f(x) 除以 x− α 的余式；

(b) (x2 + 1)f(x) 除以 x+ β 的余式；

(c) k(x2 − 1)f(x) + 3x− 1 除以 x−m 的余式．

3. 如果 f(x) 除以 −2 的余式为 2, 除以 x+ 3 的余式为 4, 那么 f(x)

除以 x2 + x− 6 的余式是什么？

二、因式定理

两个多项式做带余除法时，如果 f(x) 除以 g(x) 所得的余式 r(x) = 0, 即

f(x) = q(x) · g(x)

我们就说 f(x) 能被 g(x) 整除，也可以说 g(x) 整除 f(x) 或 g(x) 是 f(x) 的一
个因式，f(x) 是 g(x) 一个倍式．显然，它们的商式 q(x) 也是 f(x) 的一个因
式，而 f(x) 也是 q(x) 的一个倍式．

由余式定理可以推证出下列因式定理：

因式定理

(x− α) 是 f(x) 的一个因式的必要充分条件是 f(α) = 0．

证明：先证必要性．由于 (x− α) 是 f(x) 的一个因式，因而有

f(x) = (x− α) · q(x)

这就是说，f(x) 除以 x− α 时，余式 r = 0.
但由余式定理知，f(x) 除以 x− α 的余式为 f(α), 因此，f(α) = 0．

再证充分性．由于 f(α) = 0, 因而根据余式定理可以得出

f(x) = q(x) · (x− α) + f(α)

即

f(x) = q(x)(x− α)
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因此 x− α 是 f(x) 的因式．
我们已经知道，若在 x = α 时，f(x) 的值 f(α) = 0, 则称 α 是 f(x)

的一个根，或者说，α 是 f(x) 的一个零点．如，f(x) = 2x2 − 7x + 3, 由于

f

(
1

2

)
= f(3) = 0, 因而就说 1

2
, 3 都是 f(x) 的根．

这样一来，因式定理又可以叙述为：(x− α) 是 f(x) 的一个因式的充要条
件是 α 为 f(x) 的一个根．
因式定理还可以推广到一般，这就是：
若 (x−α1)(x−α2) · · · (x−αk) 是 f(x) 的因式的必要充分条件是 f(α1) =

f(α2) = · · · = f(αk) = 0. 也就是 α1, α2, . . . , αk 都是 f(x) 的根（其中
α1, α2, . . . , αk 两两不等）．
证明：必要性是显然的，因为若对于两两不等的数 α1, α2, . . . , αk 来说，(x −
α1)(x− α2) · · · (x− αk) 都是 f(x) 的因式，则有

f(x) = (x− α1)(x− α2) · · · (x− αk) · q(x)

所以 f(α1) = f(α2) = · · · = f(αk) = 0

即 α1, α2, . . . , αk 为 f(x) 的 k 个不同的根．
再证充分性，由于 f(α1) = 0, 因而根据因式定理可有

f(x) = (x− α1) · q1(x) (3.9)

将 x = α2 代入上式，得

f(α2) = (α2 − α1) · q1(α2)

其中，因 f(α2) = 0, α2 − α1 6= 0, 所以

q1(α2) = 0

再根据因式定理，就得出 α2 是 g1(x) 的根，即

q1(x) = (a− α2) · q2(x) (3.10)

将 (3.10) 代入 (3.9) 得

f(x) = (x− α1)(x− α2) · q2(x) (3.11)

就这样逐步推下去，我们可以得到

f(x) = (x− α1)(x− α2) · · · (x− αk−1) · qk−1(x) (3.12)
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将 x = αk 代入 (3.11) 式，得

f(αk) = (αk − α1) · · · (αk − αk−1) · qk−1(αk)

其中，已知 f(αk) = 0, 且 (αk − α1), (αk − α2), . . . , (αk − αk−1) 都不等于零，
因而有 qk−1(αk) = 0．

由因式定理可知 αk 为 qk−1(x) 的一个根，即

qk−1(x) = (x− αk) · qk(x) (3.13)

将 (3.13) 式代入 (3.12) 式，就得出所证结论：

f(x) = (x− α1)(x− α2) · · · (x− αk−1)(x− αk) · qk(x)

即：(x− α1), (x− α2), . . . , (x− αk) 都是 f(x) 的因式．
因式定理及推广在沟通两种观点研究多项式的问题上，作用更为突出．数

α 是多项式的一个零点（根）、一次式 (x − α) 是 f(x) 的一个因式、一次式
(x− α) 能够整除 f(x)、f(α) = 0 都是同一件事情的不同说法，在多项式理论
的学习中是很重要的．

例 3.11 证明恒等式

a2(b− c) + b2(c− a) + c2(a− b) = (a− b)(b− c)(c− a)

证明：等式左边是一个三元多项式，可以分别将 a, b, c看作元，同时将 b, c; a, c;
b, a 看作常数，依次将 a = b, b = c, c = a 代入，分别得到

b2(b− c) + b2(c− b) + c2(b− b) = 0

a2(c− c) + c2(c− a) + c2(a− b) = 0

a2(b− a) = b2(a− a) + a2(a− b) = 0

因此，根据因式定理可得

a2(b− c) + b2(c− a) + c2(a− b) = k(a− b)(b− c)(c− a)

由多项式恒等不难断定 k = 1. 所以

a2(b− c) + b2(c− a) + c2(a− b) = (a− b)(b− c)(c− a)

例 3.12 已知 f(x) = x3 + px2 + qx+ 6 含有因式 (x− 3)(x− 1), 试求 p, q 的
值及 f(x) 的另一个一次因式．
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解：由已知可设 f(x) 的另一个一次因式为 ax+ b，因此：

f(x) = x3 + px2 + qx+ 6 = (x− 3)(x− 1)(ax+ b)

即：
x3 + px2 + qx+ 6 = ax3 + (−4a+ b)x2 + (3a− 4b)x+ 3b

由待定系数法，可以求出

a = 1, b = 2, p = −2, q = −5

所以，f(x) 的另一个一次因式为 x+ 2．

练习

1. 用因式定理分解因式

(a) x3 − 3x+ 2 (b) 2x3 − x2 − 5x− 2

2. 已知 f(x) = 3x3+mx2+nx−2含有因式 3x−2，且 f(−1) = −20，
试求 m,n 的值．

3. 试证明恒等式

a2(b+ c) + b2(c+ a) + c2(a+ b) + 2abc = (a+ b)(b+ c)(c+ a)

三、余式定理、因式定理的推论

在余式定理与因式定理的基础上，对一元多项式，还有下面两个重要推论：

推论 1
一元 n 次多项式 f(x) 最多只能有 n 个不相同的根．

证明：设 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 (an 6= 0)，若已知两两不
等的 n 个数 α1, α2, . . . , αn 都是 f(x) 的根，则由因式定理可知

f(x) = (x− α1)(x− α2) · · · (x− αn) · q(x) (3.14)

但由于 degf(x) = n, 且 deg[(x− α1)(x− α2) · · · (x− αn)] = n, 所以 (3.14) 式
中 q(x) 只能是零次多项式，即 degg(x) = 0, 再由多项式相等的定义，可知

q(x) = an 6= 0
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若再选任一个与 αi, (i = 1, 2, . . . , n) 都不相等的数 αn+1 代入 (3.14) 式，
得

f(αn+1) = (αn+1 − α1)(αn+1 − α2) · · · (αn+1 − αn) · αn

其中，由 αi, (i = 1, 2, . . . , n, n+ 1) 都不相等，可知

αn+1 − αi 6= 0 (i = 1, 2, . . . , n), 且 an 6= 0

∴ f(αn+1) 6= 0

因此，αn+1 不是 f(x) 的根，所以，f(x) 最多只有 n 个不同根．

推论 2
如果多项式 f(x) 与 g(x) 的次数都不大于 n, 且有 n + 1 个两两不相等
的数 α1, α2, . . . , an+1 能使这两个多项式相应的值相等，即

f(αi) = g(αi) (i = 1, 2, . . . , n, n+ 1)

那么，这两个多项式必定相等，即 f(x) = g(x)．

证明：用反证法．假设，f(x) 6= g(x), 则多项式 F (x) = f(x)− g(x) 就是一个
次数不大于 n 的多项式．但是由已知条件知道

F (αi) = f(αi)− g(αi) = 0, (i = 1, 2, . . . , n, n+ 1)

这就是说，F (x) 有 n + 1 个不同的根．这与推论 1 的结论是矛盾的．所以
f(x) = g(x)．

例 3.13 不用乘法展开下式，求证：

x(x− 1)(x− 2)(x− 3) + 1 = (x2 − 3x+ 1)2

证明：设 f(x) = x(x− 1)(x− 2)(x− 3) + 1, g(x) = (x2 − 3x+ 1)2．由于它们
都是 4 次多项式，因而根据推论 2，只要验证当 x 取任意五个不同的数时，这
两个多项式对应的值都相等就可以了，
分别取 x = 0, 1, 2, 3, 4, 则可得：

f(0) = 1 = g(0); f(1) = 1 = g(1); f(2) = 1 = g(2)

f(3) = 1 = g(3); f(4) = 25 = g(4)

所以 f(x) = g(x)，即：

x(x− 1)(x− 2)(x− 3) + 1 = (x2 − 3x+ 1)2
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例 3.14 已知 f(x)是一个五次多项式，且可被 x2−2整除，且 f(1) = f(−1) =
0, 试确定这个多项式 f(x) 的各项系数间的关系．

解：设 f(x) = ax5 + bx4 + cx3 + dx2 + ex+ f，由已知及因式定理可知

f(x) = (x2 − 2)(x+ 1)(x− 1) · q(x)

又由于 f(x)是五次多项式，因而 q(x)必定是一次式，不妨设为：q(x) = mx+

n (m 6= 0)．所以

ax5 + bx4 + cx3 + dx2 + ex+ f = (x2 − 2)(x+ 1)(x− 1)(mx+ n)

即

ax5 + bx4 + cx3 + dx2 + ex+ f = mx5 + nx4 − 3mx3 − 3nx2 + 2mx+ 2n

由多项式相等的定义可得：

a = m

b = n

c = −3m

d = −3n

e = 2m

f = 2n

(m 6= 0)

由此方程组可消去 m,n，就得
a = −1

3
x =

1

2
e 6= 0

b = −1

3
d =

1

2
f

⇒

 6a = −2c = 3e 6= 0

6b = −2d = 3f

这就是 f(x) 的各系数之间的关系．

练习

1. 已知 f(1) = f(3) = 0, f(2) = −4, 试求二次多项式 f(x)．

2. 已知 f(−1) = f(−4) = 2, f(−3) = 8, f(−2) = 4．试求三次多项
式 f(x)．
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3. 一个三次多项式 f(x),已知 f(x)+1可被 (x+1)2 整除；又 3−f(x)
有一个根为 −2, 并含有一个因式为一次二项式的平方．试求 f(x)．

习题 3.2

1. 已知 f(x) = x3 + 3x2 + x+ 1, 求 f(x− 1), f(x+ 1), f(−x2)

2. 已知 f(x− 1) = x3 + 3x2 + x− 1, 求 f(x), f(−x)．

3. 已知 f(x) = x3 + ax2 + 5x− 4, 且 f(2) = f(−3), 试求 a 及 f(2)．

4. 若有一多项式 g(x),已知 g(−1) = 1, g(4) = 11,试求 f(x)被 (x+1)(x−4)
除后的余数．

5. 如果 f(x) 被 2x − 3 除以后余数为 4, 试求多项式 (x2 + 1) · f(x) + 7 被
2x− 3 除的余数．

6. 已知恒等式

x3 + x2 + x+ 1 = a+ b(x+ 1) + c(x+ 1)(x+ 3)�d(x+ 1)(x+ 3)(x+ 5)

试求 a, b, c, d 的值．

7. 用余式定理及其推论证明：

(b− c)(x− b)(x− c) + (c− a)(x− c)(x− a)

+ (a− b)(x− a)(z − b) + (a− b)(b− c)(c− a) = 0

8. 证明 2b2c2 + 2c2a2 + 2a2b2 − a4 − b4 − c4 能被 (a+ b+ c)(b+ c− a)(c+

a− b)(a+ b− c) 整除，并求其商式．

9. 若 f(x) = x3 + kx2 − 20x+ 6 能被 x− 3 整除，试求常数 k．

10. 若 f(x) = 2x3 − x2 + ax+ b 能被 (x+ 2)(x− 4) 整除，试求常数 a, b．

11. f(x) = 2x3−ax+1, g(x) = x3+5x+b能不能有四个不同的数 α1, α2, α3, α4,
使得 f(αi) = g(αi) (i = 1, 2, 3, 4)，为什么？

12. 利用因式定理，分解因式

(a) x3 − 3x+ 2
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(b) x3 − (a+ 2b)x2 + b(2a+ b)x− ab2

13. 如果 x2 + 5xy + ay2 + x− y − 2 = f(x, y) 可以分解为 x, y 的一次因式的
积，试求 a 的值．

第三节 最高公因式与辗转相除法

关于两个多项式的公因式、最高公因式的概念，我们在初中代数中已经学
过，同时，我们还学习过用辗转相除、分解因式两种方法去求最高公因式，还
学习了两个多项式的公倍式与最低公倍式以及求最低公倍式的方法，并得出了
最低，公倍式与最高公因式之间的关系

[f(x), g(x)] =
k · f(x) · g(x)
(f(x) · g(x))

由于最高公因式与辗转相除法在多项式理论中占有重要地位，本节将重点
进一步加深学习这两个内容．

一、最高公因式

首先，我们在已经学习的基础上，较严格地给出最高公因式的定义：

定义

对给定的非零多项式 f(x), g(x), 如果有一个多项式 d(x), 能满足以下三
个条件：

1. d(x) 的首项系数为 1,

2. d(x) 是 f(x) 与 g(x) 的公因式，

3. d(x) 是 f(x) 与 g(x) 的其它任何一个公因式 ℓ(x) 的倍式，即 f(x)

与 g(x) 的任一公因式 ℓ(x) 是 d(x) 的因式．那么，d(x) 就叫做多
项式 f(x) 与 g(x) 的最高公因式，一般记作 (f(x), g(x)) = d(x)

上述的条件 1是为了保证 (f(x), g(x))的唯一性而提出的．事实上，若 d(x),
d1(x) 都是 f(x) 与 g(x) 的最高公因式，则由条件 2、3 就可得出 d(x) 与 d1(x)

能互相整除，这就有 d(x) = kd1(x), 再由条件 1 就得到 d(x) = d1(x). 这就说
明，(f(x), g(x)) 如果存在，一定是唯一的．
我们还知道，若 f(x), g(x)都已分解成不可约的因式的乘积，则在 f(x), g(x)

的所有公因式中，取每一个公因式的指数较小者，这些因式的乘幂的乘积，再
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乘以一个能使其首项系数为 1的常数，就是 (f(x), g(x))．这就是我们常用的求
最高公因式的视察法．

例 3.15 f(x) = x(2x− 1)4(x+ 3)3，g(x) = x2(2x− 1)2(x+ 2)2

试求 (f(x), g(x))

解：公因式为 x, 2x− 1，x 的指数 f(x) 中的 1，2x− 1 的指数取 g(x) 中的 2，
得：

(f(x), g(x)) = k · x(2x− 1)2

k 是待定系数，为使 (f(x), g(x)) 的首期系数为 1，显然应取 k =
1

4
，所以

(f(x), g(x)) =
1

4
x(2x− 1)2

例 3.16 f(x) = x2 − 3x+ 2, g(x) = x4 − 3x3 + 5x2 − 8x+ 5

试求 (f(x), g(x))

解：由视察知，f(x) = (x−1)(x−2)，因而 (f(x), g(x))不可能有 (x−1), (x−2)
外的因式，再由因式定理，求得 g(1) = 0, g(2) 6= 0，所以 x− 1 是 f(x), g(x)

唯一的公因式．所以
(f(x), g(x)) = x− 1

定理 1

给定非零多项式 f(x), g(x), 对于任意两个多项式 u(x), v(x) 来说，
f(x), g(x) 的公因式也一定是 u(x) · f(x) + v(x) · g(x) 的因式．

证明：设 d(x) 是 f(x) 与 g(x) 的一个公因式，则

f(x) = d(x) · f1(x), g(x) = d(x) · g1(x)

所以
u(x) · f(x) + v(x) · g(x) = d(x)[u(x) · f1(x) + v(x) · g1(x)]

即 d(x) 也是 u(x) · f(x) + v(x) · g(x) 的一个因式．

例 3.17 已知 f(x) = x4− x3 +3x2− 4x− 12, g(x) = x4− x3 +2x2 +3x− 22．
求 (f(x), g(x))．
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分析：应用定理 1 的结论，我们可以取 u(x) = 1, v(x) = −1，从而可得 f(x)−
g(x) = x2 − 7x + 10. 只要从 x2 − 7x + 10 的因式中就可以找出 f(x), g(x) 的
公因式的范围，再应用因式定理即可确定 (f(x), g(x))．
解：因为 f(x)− g(x) = x2− 7x+10 = (x− 2)(x− 5)，所以 f(x), g(x) 的一次
公因式只可能是 x − 2 与 x − 5，于是由因式定理，求得 f(2) = g(2) = 0，但
f(5) 6= 0．所以 (f(x), g(x)) = x− 2．

例 3.18 已知 f(x) = 2x3 − 3x2 − 3x + 2, g(x) = 3x3 − 2x2 − 7x − 2．求
(f(x), g(x))．

解：因为 f(x) + g(x) = 5x3 − 5x2 − 10x = 5x(x+ 1)(x− 2) 其中 x 显然不是
f(x), g(x) 的公因式，再用综合除法求得

x+ 1|f(x), x+ 1|g(x), x− 2|f(x), x− 2|g(x)

所以
(f(x), g(x)) = (x+ 1)(x− 2)

练习

求下列各组多项式的最高公因式：

1. f(x) = x3 − 1, g(x) = x4 + 2x3 + 3x2 + 2x+ 1

2. f(x) = 2x3 − 3x2 − 11x+ 6, g(x) = 4x3 + 3x2 − 9x+ 2

3. f(x) = 2x4 − 5x3 − 2x+ 1, g(x) = 2x4 − 7x3 + 6x2 − 4x+ 1

二、辗转相除法

辗转相除法的理论基础在于多项式的带余除法及本节的定理 1.

定理 2

对于非零多项式 f(x), g(x), r(x), 若存在多项式 q(x) 使得 f(x) = q(x) ·
g(x) + r(x), 则有 (

f(x), g(x)
)
=
(
g(x), r(x)

)
证明：设

(
g(x), r(x)

)
= d(x)，则
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1. d(x) 首项系数是 1;

2. d(x) 是 g(x), r(x) 的公因式，由定理 1 可知，d(x) 也是 f(x) 的因式，因
而也是 f(x), g(x) 的公因式；

3. 再设 f(x), g(x) 的任一个公因式为 ℓ(x), 由于 r(x) = f(x) − q(x) · g(x),
所以，ℓ(x) 也是 r(x) 的一个因式，因而 ℓ(x) 就是 g(x), r(x) 的公因式，
再由最高公因式的定义知，ℓ(x) 是 d(x) 的因式．所以(

f(x), g(x)
)
= d(x) =

(
g(x), r(x)

)
这样一个定理对于求两个已知多项式的最高公因式起到一些什么作用呢？

两个多项式中总有一个多项式的次数不大于另一个多项式的次数，不妨设 g(x)

设的次数不大于 f(x) 的次数，则因在带余除法中，r(x) 的次数小于 g(x) 的
次数或 r(x) = 0. （注意，定理 2 并不要求 r(x) 满足带余除法中对余式的要
求，但带余除法中的余式满足定理 2 中 r(x) 的条件）这就说明 r(x) 的次数小
于 f(x) 的次数，把求

(
f(x), g(x)

)
转化为求

(
g(x), r(x)

)
实际上是一个降次的

过程．
次数是降低了，那么有没有把握求出

(
g(x), r(x)

)
呢？现在可以对 g(x),

r(x) 再进行带余除法，求出又一个余式 r2(x)（为了易于辨别，我们把第一次
余式记为 r1(x)，类似地把第一次第二次所得的商式分别记为 q1(x), q2(x), 以
后以此类推），循此以往，可得到一系列的带余除法：

f(x) = q1(x)g(x) + r1(x), degr1(x) < degg(x)

g(x) = q2(x)r1(x) + r2(x), degr2(x) < degr1(x)

r1(x) = q3(x)r2(x) + r3(x), degr3(x) < degr2(x)

r2(x) = q4(x)r3(x) + r4(x), degr4(x) < degr3(x)

· · · · · · · · · · · ·

ri−1(x) = qi+1(x)ri(x) + ri+1(x), degri+1(x) < degri(x)

· · · · · · · · · · · ·

rs−1(x) = qs+1(x)rs(x)

(3.15)

最后一个等式表示 rs(x) 整除 rs−1(x), 或者说 rs+1(x) = 0．此时就有(
f(x), g(x)

)
=
(
g(x), r1(x)

)
=
(
r1(x), r2(x)

)
= · · ·

=
(
ri(x), ri+1(x)

)
= · · ·

=
(
rs−1(x), rs(x)

)
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显然有
(
rs−1(x), rs(x)

)
=

1

c
rs(x)，其中：c 是 rs(x) 首项系数．因此：(

f(x), g(x)
)
=

1

c
rs(x)

自然会提出这样一个问题，如果始终不能整除，怎么办？我们来证明不会
出现始终不能整除的情况．
设 degg(x)是一个有限的非负整数 m．若 r1(x) 6= 0,令 degri(x) = mi，则

m > m1 > m2 > · · · > mi > · · · > ms−1 > ms

注意到 m 和所有 mi 都是非负整数，而数列 m,m1,m2, . . . ,mi, . . . 是一个严
格递减的数列，则这个数列一定是有限的．例如 m = 100 时，数列最多不会超
过 101 项．在某种情形下，若 ms = 0, 即 rs(x) 是一个非零常数时，rs(x) 就
整除 rs−1(x) 了．在这种情况下，

(
f(x), g(x)

)
= 1, 我们说 f(x) 与 g(x) 互质．

这就说明，即使 f(x), g(x) 互质，它们的最高公因式 1 仍可由上述累次的带余
除法求得，由此我们得到：

定理 3（辗转相除法定理）

任给两个非零多项式 f(x), g(x) 进行 (3.15) 式所给出的辗转相除，通过
有限次的运算总可求出唯一存在的

(
f(x), g(x)

)
．

存在性已在前面叙述，至于唯一性则在给出
(
f(x), g(x)

)
的定义后即已阐

明．

例 3.19 f(x) = 6x5 − 4x4 − 11x3 − 3x2 − 3x− 1,
g(x) = 4x4 + 2x3 − 18x2 + 3x− 5

求
(
f(x), g(x)

)
解：

6− 4− 11− 3− 3− 1

×2
12− 8− 22− 6− 6− 2

12 + 6− 54 + 9− 15

−14 + 32− 15 + 9− 2

×(−2)
28− 64 + 30− 18 + 4

28 + 14− 126 + 21− 35

−78 + 156− 39 + 39

2− 4 + 1− 1

3

7
−39

4 + 2− 18 + 3− 5

4− 8 + 2− 2

10− 20 + 5− 5

10− 20 + 5− 5

2

5
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所以
(
f(x), g(x)

)
=

1

2
(2x3 − 4x2 + x− 1)．

在习题 3.1 第 7 题中，我们知道对被除式 f(x) 乘以非零常数 k, 给予 r(x)

的影响也不过是乘一个常数 k, 而我们所求的最后的 rs(x) 本来就得乘以
1

c
（c

是 rs(x) 的首项系数）才成为
(
f(x), g(x)

)
, 所以实际上对

(
f(x), g(x)

)
完全没

有影响，即使对部分余式 f1(x)(如例 3.19) 的 −14x4 + 3x3 − 15x2 + 9x− 2 乘
以非零常数 k, 对

(
f(x), g(x)

)
也没有影响，因为

(
f(x), g(x)

)
=
(
f1(x), g(x)

)
在辗转相除法中，实际上我们已把求

(
f(x), g(x)

)
转化为求

(
f1(x), g(x)

)
, (注

意在定理 2 中，并未要求 degr(x) < degg(x)，所以 f1(x) 又起一个被除式的角
色，因而乘以非零常数 k，对于所得的 r(x) 仍不过相关一个常数因子，而这一
点上面已说明对

(
f(x), g(x)

)
不会有影响的．

辗转相除法是一个运算过程较繁的方法．如果 f(x), g(x)很容易分解因式，
或者说如果 f(x) 与 g(x) 这两个多项式中至少有一个很容易分解成不可约因式
的乘积，我们当然宁愿用分解因式的方法来求这两个多项式的最高公因式．但
是多项式的因式分解并不总能做到．例如把一个三次多项式与一个四次多项式
相乘，求出作为乘积的七次多项式是轻而易举的；但反过来，给出一个七次多
项式，要求分解成两个次数较低的多项式的乘积，一般是很难做到的．相比之
下，辗转相除法尽管较繁，却是有效、能算，总能求出两个多项式的最高公因
式．再进一步考察任何一个多项式的不可约因式分解的表达式，是否总存在．如
果存在，是否唯一，我们在以前的学习中并未作出结论．将来的进一步学习可
以对这个问题作出肯定的答案．而这个结论要通过一系列命题的推导才能得出，
辗转相除法之有效、能算恰恰是推导这一系列命题的基础之一．因此，从理论
上来，辗转相除法是不可替代的重要的数学方法．

我们还可以看到，用辗转相除法求两个多项式的最高公因式的过程实际上
是不断地进行带余除法的过程，而带余除法的运算只包括多项式的加法、减法，
乘法及非零数之间的除法以及单项式相除的指数运算律．这些在以有理数为系
数的多项式集合中或是在以实数为系数的多项式集合中都是封闭的．因此，我
们不难得出这样的结论：两个有理系数多项式的最高公因式仍是一个有理系数
多项式，两个实系数多项式的最高公因式仍是一个实系数多项式．

例 3.20 f(x) = x4 − 10x2 + 1, g(x) = x4 − 4
√
2x3 + 6x2 + 4

√
2x+ 1

求
(
f(x), g(x)

)

解：
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1 + 0− 10 + 0 + 1

1− 4
√
2 + 6 + 4

√
2 + 1

4
√
24
√
2− 16− 4

√
2 + 0

1− 2
√
2− 1 + 0

1− 2
√
2− 1

1

1

1− 4
√
2 + 6 + 4

√
2 + 1

1− 2
√
2− 1 + 0

−2
√
2 + 7 + 4

√
2 + 1

−2
√
2 + 8 + 2

√
2 + 0

−1− 1 + 2
√
2 + 1

1− 2
√
2− 1

1

−2
√
2

所以
(
f(x), g(x)

)
= x2 − 2

√
2x− 1．

练习

求
(
f(x), g(x)

)
：

1. f(x) = x4 − 7x3 + 13x2 + 3x− 18

g(x) = x4 − 5x3 + 2x2 + 20x− 24

2. f(x) = x4 − 7x3 − 22x2 + 139x+ 105

g(x) = x4 − 8x3 − 11x2 + 116x+ 70

3. f(x) = x3 + x2 + x+ 2, g(x) = x3 − x− 1

习题 3.3

1. f(x) = 2x4 + 3x3 + 6x2 + 4x+ 3, g(x) = 2x4 − 5x3 − 6x2 − 12x− 9

求：
(
f(x), g(x)

)
及
[
f(x), g(x)

]
．其中

[
f(x), g(x)

]
为 f(x) 与 g(x) 的最

低公倍式．

2. f(x) = 2x4 + 3x3 − 4x2 + 13x− 6, g(x) = 2x4 − x3 + 2x2 + 3x− 2

h(x) = x4 + 3x3 + x2 + 5x+ 6

求：
(
f(x), g(x), h(x)

)
3. f(x) = x3 + ax2 + bx+ 1, g(x) = x3 + bx2 + ax+ 1

求证：(f, g) = 1，除非 a = b 或 a+ b+ 2 = 0．

4. f(x) = 2x2 − 3x+ 1, g(x) = 3x2 − 2x+ 1
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利用辗转相除法中关系式 (3.15) 的逆推，找出两个多项式 µ(x), ν(x) 使
下式成立：

µ(x) · f(x) + ν(x) · g(x) = (f, g)

5. f(x) = 2x2 − x+ 2, g(x) = x2 + x+ 1

试求两个多项式 µ(x), ν(x) 使下式成立：

µ(x) · f(x) + ν(x) · g(x) = 1

6. m,n 是大于 1 的自然数，求 f(x) = xm− 1 及 g(x) = xn− 1 的最高公因
式．

第四节 插值公式

如果 n 次多项式 f(x) 在取 n + 1 个不同值时的函数值已给出，应用余
式定理推论 2 就可以求出唯一的多项式函数 f(x). 在 f(x) 是一次多项式时，
y = ax+ b 的图象是一条直线，推论 2 对于这个一次函数的论断的几何意义就
是“两点确定一直线”．在一般情形下，一个 n 次多项式函数 y = f(x) 的曲
线，由其所过的 n+ 1 个点所唯一确定，反之，仅给 n+ 1 个横坐标不同的点，
总可以唯一确定一个次数不大于 n 的多项式函数 y = f(x) 的曲线．在数学中，
这样的唯一性定理常常是计算问题解决问题的基本依据．这一节就讨论这样一
些问题．

一、余式定理推论的应用举例

例 3.21 已知 f(2) = 8, f(3) = f(4) = f(5) = 0, 求次数不大于 3 的多项式
f(x)．

分析：如果设 f(x) = ax3 + bx2 + cx+ d, 用 x = 2, 3, 4, 5 四个数相继代入，然
后解四元一次方程组求出 a, b, c, d. 虽然肯定可以求出来，但计算量太大．现已
知中有有利条件：f(3) = f(4) = f(5) = 0, 我们就可以应用因式定理把问题简
化．

解：由已知 f(3) = f(4) = f(5) = 0，因而可以设 f(x) = (x−3)(x−4)(x−5)q(x)．
由于 (x− 3)(x− 4)(x− 5) 已是 3 次，而 f(x) 的次数不大于 3, 所以 q(x)

应为常数，即

f(x) = a3(x− 3)(x− 4)(x− 5)
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再以 x = 2 代入，得 3 = −6a3，因此：a3 = −
1

2

∴ f(x) = −1

2
(x− 3)(x− 4)(x− 5)

例 3.22 已知：f1(2) = 3, f1(3) = f1(4) = f1(5) = 0, f2(3) = 6, f2(2) =

f2(4) = f2(5) = 0, f3(4) = −3, f3(2) = f3(3) = f3(5) = 0, f4(5) = 12,
f4(2) = f4(3) = f4(4) = 0

求四个次数不大于 3 的多项式 f1(x), f2(x), f3(x), f4(x)．

解：解法同例 3.21，可得

f1(x) = −
1

2
(x− 3)(x− 4)(x− 5)

f2(x) = 3(x− 2)(x− 4)(x− 5)

f3(x) =
3

2
(x− 2)(x− 3)(x− 5)

f4(x) = 2(x− 2)(x− 3)(x− 4)

以上两例说明在已知函数值有若干个为零时，充分应用因式定理可以减少
对待定系数的繁杂的计算量．（若一开始就令 f(x) = a3a

3+a2x
2+a1x+a0, 就

得解关于待定系数 a3, a2, a1, a0 的四元一次方程组）．在已知函数值中没有零，
或者很少为零的情况下，我们可以把所求的多项式 f(x) 分解为若干个多项式
的和其中每一个多项式的函数值只有一个非零数．

例 3.23 已知 f(2) = 3, f(3) = 6, f(4) = −3, f(5) = 12, 求次数不大于 3 的
多项式 f(x)．

分析：实际上 f(x) 正是例中四个多项式的和．
解：令 f1(x), f2(x), f3(x), f4(x) 分别如例 3.22 中的已知条件所述，F (x) =

f1(x) + f2(x) + f3(x) + f4(x), 则

F (2) = f1(2) + f2(2) + f3(2) + f4(2) = 3 + 0 + 0 + 0 = 3

同样可求得 F (3) = 6, F (4) = −3, F (5) = 12, 可见：

f(x) = F (x) = −1

2
(x− 3)(x− 4)(x− 5) + 3(x− 2)(x− 4)(x− 5)

+
3

2
(x− 2)(x− 3)(x− 5) + 2(x− 2)(x− 3)(x− 4)
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例 3.24 已知 αi (i = 1, 2, 3, 4) 是四个两两不等的数．ci (i = 1, 2, 3, 4) 是另外
四个数．试求次数不大于 3 的多项式 f(x), 使得 f(αi) = ci, (i = 1, 2, 3, 4)

解：与例 3.23 的处理方法相类似，可假设四个多项式 f1(x), f2(x), f3(x), f4(x)，
fi(αj) = δijci

此处

δij =

 1, i = j

0, i 6= j
(i, j = 1, 2, 3, 4)

则显然有 f(x) = f1(x) + f2(x) + f3(x) + f4(x). 还可以简记为

f(x) =
4∑

i=1

fi(x)

其中，fi(x) = k(x− α2)(x− α3)(x− α4)

∵ f1(α1) = c1

∴ k1 =
c1

(α1 − α2)(α1 − α3)(α1 − α4)

∴ f1(x) =
c1(x− α2)(x− α3)(x− α4)

(α1 − α2)(α1 − α3)(α1 − α4)

同理可求得：

f2(x) =
c2(x− α1)(x− α3)(x− α4)

(α2 − α1)(α2 − α3)(α2 − α4)

f3(x) =
c3(x− α1)(x− α2)(x− α4)

(α3 − α1)(α3 − α2)(α3 − α4)

f4(x) =
c4(x− α1)(x− α2)(x− α3)

(α4 − α1)(α4 − α2)(α4 − α3)

因此：

f(x) =
c1(x− α2)(x− α3)(x− α4)

(α1 − α2)(α1 − α3)(α1 − α4)
+

c2(x− α1)(x− α3)(x− α4)

(α2 − α1)(α2 − α3)(α2 − α4)

+
c3(x− α1)(x− α2)(x− α4)

(α3 − α1)(α3 − α2)(α3 − α4)
+

c4(x− α1)(x− α2)(x− α3)

(α4 − α1)(α4 − α2)(α4 − α3)

还可以简单记为：

f(x) =
4∑

i=1

ci
(x− α1)(x− α2) · · · (x− αi−1)(x− αi+1) · · · (x− α4)

(αi − α1)(αi − α2) · · · (αi − αi−1)(αi − αi+1) · · · (αi − α4)
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例 3.25 α1, α2, α3 表三个两两不等的数，试用 f(α1), f(α2), f(α3) 来表示
(x− α1)(x− α2)(x− α3) 除多项式 f(x) 所得的余式．

解：
f(x) = (x− α1)(x− α2)(x− α3)q(x) + r(x)

并且：degr(x) ≤ 2 或 r(x) = 0，则

r(α1) = f(α1), r(α2) = f(α2), r(α3) = f(α3)

仿照上例可得：

r(x) = f(α1)
(x− α2)(x− α3)

(α1 − α2)(α1 − α3)
+ f(α2)

(x− α1)(x− α3)

(α2 − α1)(α2 − α3)

+ f(α3)
(x− α1)(x− α2)

(α3 − α1)(α3 − α2)

练习

1. 已知 f(1) = f(2) = f(3) = 2, f(0) = −16．求三次多项式 f(x)．

2. 已知 f(−3) = 42, f(−2) = 6, f(−1) = 0, f(0) = 0, f(1) = 6．求
四次多项式 f(x)．

二、插值公式

把上述例题所得的结果予以推广，应有下列定理：

定理

设 f(x) 是一个次数不大于 n 的多项式，αi (i = 1, 2, . . . , n, n + 1) 表示
n+1 个两两不等的数，bi (i = 1, 2, . . . , n, n+1) 是任意 n+1 个数，而
且 f(αi) = bi, (i = 1, 2, . . . , n, n+ 1)，则：

f(x) =
∑n+1

i=1 fi(x)

fi(x) = bi
(x− α1) · · · (x− αi−1)(x− αi+1) · · · (x− αn+1)

(αi − α1) · · · (αi − αi−1)(αi − αi+1) · · · (αi − αn+1)

证明：令 fi(x) 是由下列条件所唯一确定的次数不大于 n 的多项式：

fi(αj) = δijbi, δij =

 1 i = j

0 i 6= j
(i, j = 1, 2, . . . , n+ 1)
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则由因式定理可知

fi(x) = ci(x− α1) · · · (x− αi−1)(x− αi+1) · · · (x− αn+1)

由 fi(αi) = bi 定出 ci 的值，可得

ci =
b1

(αi − α1) · · · (αi − αi−1)(αi − αi+1) · · · (αi − αn+1)

∴ fi(x) = bi
(x− α1) · · · (x− αi−1)(x− αi+1) · · · (x− αn+1)

(αi − α1) · · · (αi − αi−1)(αi − αi+1) · · · (αi − αn+1)

显然有 f(x) =
n+1∑
i=1

fi(x).

上述公式叫做拉格朗日的插值公式．

例 3.26 令 gn(x) 为一个 n 次多项式，它在 0, 1, . . . , n − 1, n 时的值分别为
0, 0, . . . , 0, 1, 求 gn(x).

解：由插值公式直接得出

gn(x) =
x(x− 1)(x− 2) · · · (x− n+ 1)

1 · 2 · · ·n

=
x(x− 1) · · · (x− n+ 1)

n!

n!对非负整数 n都有定义，读作“n阶乘”，当 n > 0时，n! = 1×2×· · ·×n,
并规定 0! = 1.
注意 gn(x) 是应用插值公式最容易求出的多项式，我们以后将会有意识地

引进这样的多项式．

例 3.27 已知 f(x)是一个次数不大于 3的多项式，f(0) = 1, f(1) = 4, f(2) =
15, f(3) = 40, 不求出 f(x), 直接计算 f(1.5).

解：由插值公式可知

f(1.5) = 1 · (1.5− 1)(1.5− 2)(1.5− 3)

(0− 1)(0− 2)(0− 3)
+ 4 · (1.5− 0)(1.5− 2)(1.5− 3)

(1− 0)(1− 2)(1− 3)

+ 15 · (1.5− 0)(1.5− 1)(1.5− 3)

(2− 0)(2− 1)(2− 3)
+ 40 · (1.5− 0)(1.5− 1)(1.5− 2)

(3− 0)(3− 1)(3− 2)

= 8.125
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例 3.28 某人身旁没有三角函数表（或带有三角函数的计算器），却需要计算
sin 23◦, 他记得一些特殊角的三角函数：

sin 0◦ = 0, sin 15◦ =
1

4
(
√
6−
√
2) = 0.259, sin 30◦ = 0.5

sin 45◦ =

√
2

2
= 0.707, sin 60◦ =

√
3

2
= 0.866

他根据这些数据把函数 y = f(x) = sinx 近似地看成一个次数不大于 4 的多项
式，问如此计算出来的 sin 23◦ 是多少？

解：由已知 f(0) = 0, f(15) = 0.259, f(30) = 0.5, f(45) = 0.707, f(60) = 0.866,
求 f(23)．
方法同例 3.26

f(23) = 0.259× 23(23− 30)(23− 45)(23− 60)

15(15− 30)(15− 45)(15− 60)

+ 0.5× 23(23− 15)(23− 45)(23− 60)

30(30− 15)(30− 45)(30− 60)

+ 0.707× 23(23− 15)(23− 30)(23− 60)

45(45− 15)(45− 30)(45− 60)

+ 0.866× 23(23− 15)(23− 30)(23− 45)

60(60− 15)(60− 30)(60− 45)

≈ 23

154
× (246 + 814− 244 + 44) ≈ 0.391

实际上从三角函数表上�出的 sin 23◦ 如果要求精确到 0.001 也是 0.391.
关于一个函数为什么可以近似地用多项式来代替，在什么条件下才可以近

似地用多项式来代替，我们到学习微积分时再加以研究．这里只说明插值公式
有这样一个“插值”的应用．

练习

1. 已知 f(0) = 0, f(1) = 1, f(2) = 2, f(3) = 3, f(4) = 4, 试求一个
次数不大于 4 的多项式 f(x)．

2. 已知 f(0) = 0, f(1) = 1, f(2) = 2, f(3) = 3, f(4) = 4, 若求一个
多项式 f(x), 没有说明其次数不大于 4, 能否得出 f(x) = x 的结
论？为什么？举一个反例．

3. 已知 f(x) 是一个二次多项式，f(1) = 3, f(2) = 6, f(8) = 13, 计
算 f(1.5)．
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4. 为了计算
√
26, 只记得

√
2 = 1.414,

√
3 = 1.732, 因而算得

√
24 =

4.898,
√
25 = 5,

√
27 = 5.196, 试由这三个数据近似地计算出

√
26

（精确到 0.001）．

习题 3.4

1. 已知 f(4) = 0, f(6) = −12, f(7) = −20, f(8) = −18, 求次数尽可能小的
多项式 f(x), 然后计算 f(12)．

2. 当 x = 2, 3, 4, 5 时，f(x) 的值分别为 5, 4,−7,−34, 求三次多项式 f(x)．

3. 已知 5x2+19x+18 =
a

2
(x−2)(x−3)− b(x−3)(x−1)+

c

2
(x−1)(x−2),

计算 a, b, c 这三个数对多项式 5x2 + 19x+ 18 来说有些什么意义？

4. a, b, c 是两两不等的三个数，已知 f(a) = bc, f(b) = ca, f(c) = ab, 求次
数不超过 2 的多项式 f(x)．

5. a, b, c是两两不等的三个数，已知 f(a) = b+ c, f(b) = c+a, f(c) = a+ b,
求次数不超过 2 的多项式 f(x)．

第五节 多项式的导数与换元展开式

在本节里，我们将引进多项式的导数概念及其简单性质．并学习多项式的
换元展开式，进一步把余式定理推广，为今后研究多项式函数在某定点邻近的
区域内的局部性质打下一定基础．

一、多项式的导数

导数概念是微积分学中的重要概念，这里仅就多项式来讨论，我们规定：

定义 1

对任意的非负整数 n, 单项式 axn 的导数就是单项式 naxn−1.
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定义 2

对任意的非零多项式 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 的导数
就是各项导数的代数和，记作

f ′(x) = nanx
n−1 + (n− 1)an−1x

n−2 + · · ·+ a1

同样，f ′(x) 的导数，记作

f ′′(x) = n(n− 1)anx
n−2 + (n− 1)(n− 2)an−1x

n−3 + · · ·+ a2

叫做多项式 f(x) 的二阶导数；f ′′(x) 的导数，记作 f ′′′(x)，叫做 f(x)

的三阶导数，也是 f ′(x) 的二阶导数；一般地，f ′(x) 的 k − 1 阶导数，
就是 f(x) 的 k 阶导数，记作 f (k)(x)，即：[

f (k−1)(x)
]′
= f (k)(x)

例 3.29 求 f(x) = 2x3 − 8x2 + 5x− 4 的各阶导数.

解：

f ′(x) = 6x2 − 16x+ 5

f ′′(x) = 12x− 16

f ′′′(x) = 12

f ′′′′(x) = f (5)(x) = · · · = f (n)(x) = 0, (n ≥ 4)

显然，一元 n 次多项式的 n 阶导数是一个非零常数（零次多项式），从
n + 1 阶系数开始，以后各高阶导数都是零；特别地，零次多项式的导数等于
零；而零多项式的各阶导数仍是零．

总之，多项式的导数仍然是多项式．而且对于系数在整数，有理数，实数
范围内的各多项式集合，求导数这种运算也是封闭的．

例 3.30 求多项式 f(x) = a3x
3 + a2x

2 + a1x + a0 (a3 6= 0) 的各阶导数，并
求出各阶导数在 x = x0 时的值．
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解：

f ′(x) = 3a3x
2 + 2a2x+ a1 f ′(x0) = 3a3x

2
0 + 2a2x0 + a1

f ′′(x) = 6a3x+ 2a2 f ′′(x0) = 6a3x0 + 2a2

f ′′′(x) = 6a3 f ′′′(x0) = 6a3

f (4)(x) = f (5)(x) = · · · = f (n)(x) = 0

f (4)(x0) = f (5)(x0) = · · · = f (n)(x0) = 0

容易证明，多项式的导数有以下性质：

性质 1

多项式 f(x) 与常数 k 乘积的导数等于 f(x) 的导数与 k 的乘积，即

[kf(x)]′ = k · f ′(x)

证明：设 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0，则

kf(x) = kanx
n + kan−1x

n−1 + · · ·+ ka1x+ ka0

因此：

[kf(x)]′ = knanx
n−1 + k(n− 1)an−1x

n−2 + · · ·+ ka1

= k
[
nanx

n−1 + (n− 1)an−1x
n−2 + · · ·+ a1

]
= kf ′(x)

性质 2

两多项式 f(x), g(x) 和的导数等于这两个多项式的导数和，即

[f(x) + g(x)]′ = f ′(x) + g′(x)

证明：设 f(x) = anx
n+an−1x

n−1+ · · ·+a1x+a0，g(x) = bmxm+bm−1x
m−1+

· · ·+ b1x+ b0，不失一般性，不妨设 n > m，则有

f(x) + g(x) = anx
n + · · ·+ (am + bm)xm + · · ·+ (a1 + b1)x+ a0 + b0
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因此：

[f(x) + g(x)]′ = nanx
n−1 + · · ·+m(am + bm)xm−1 + · · ·+ a1 + b1

= (nanx
n−1 + · · ·+mamxm−1 + · · ·+ a1) + (mbmxm−1 + · · ·+ b1)

= f ′(x) + g′(x)

综合性质 1, 2, 就可以得出：对任意的两个常数 µ, λ 和多项式 f(x), g(x),
下述等式是成立的，即

[µ · f(x) + λ · g(x)]′ = µf ′(x) + λg′(x)

性质 3

两个多项式 f(x), g(x) 的乘积的导数等于 f(x) 的导数乘以 g(x) 与 g(x)

的导数乘以 f(x) 的和，即

[f(x)g(x)]′ = f ′(x)g(x) + g′(x)f(x)

性质 4

一个多项式 f(x) 的 m 次方的导数为

[fm(x)]′ = mfm−1(x)f ′(x)

性质 3, 4 的证明亦可以像前两个性质一样通过实际计算进行，但较繁，这
里略去不证，同学们可通过练习验证．

例 3.31 求下列多项式的导数：

1. f(x) = g(x)h(x)

2. f(x) = g2(x) + 2g(x)h(x) + h2(x)

这里 g(x) = 3x2 − 1, h(x) = 8x3 + 2x− 1

解：

1. f(x) = (3x2 − 1)(8x3 + 2x− 1)

f ′(x) = (3x2 − 1)′(8x3 + 2x− 1) + (8x3 + 2x− 1)′(3x2 − 1)

= 6x(8x3 + 2x− 1) + (24x2 + 2)(3x2 − 1)

= 48x4 + 12x2 − 6x+ 72x4 − 18x2 − 2

= 120x4 − 6x2 − 6x− 2
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2. f(x) = g2(x)+2g(x)h(x)+h2(x) = [g(x)+h(x)]2 = (8x3+3x2+2x−2)2

f ′(x) = 2(8x3 + 3x2 + 2x− 2)(8x3 + 3x2 + 2x− 2)′

= 2(8x3 + 3x2 + 2x− 2)(24x2 + 6x+ 2)

= 384x5 + 240x4 + 164x3 − 60x2 − 16x− 8

练习

1. 求下列各多项式的各阶导数

(a) f(x) = 3x2 + x− 2

(b) f(x) = ax2 + bx+ c

(c) f(x) =
4 · 3
2!

a2x2

2. 对于 f(x) = a3x
3 + a2x

2 + ax+ a0, g(x) = b2x
2 + b1x+ b0

验证导数的性质 3 是成立的．

3. 求下列各多项式的导数：

(a) f(x) = φ2(x) + 1

(b) f(x) = φ(x)g(x)

(c) f(x) = φ3(x)g(x)

(d) f(x) = φ2(x)− g2(x)

这里 φ(x) = x− 2, g(x) = 3x3 + 5x− 1.

4. 试试看：你能证明“如果 (x− a)k 能够整除 f(x), 那么 (x− a)k−1

一定能够整除 f ′(x) 吗”？

二、多项式的换元展开式——泰勒公式

在初中代数中，我们曾经学习过用综合除法的方法，将任一个非零次多项
式 f(x) 展开成 (x− a) 的幂的形式．如果令 x− a = t 则 x = a+ t 将它代入
f(x) 后，即可将 f(x) 展开成元 t = (x− a) 的幂的形式，按升幂排列成：

f(x) = f(a+ t) = c0 + c1t+ c2t
2 + · · ·+ cnt

n

就叫做多项式 f(x) 在 x = a 点的换元展开式．
这里的待定系数 ci, (i = 0, 1, 2, . . . , n) 显然只与 f(x) 和所选定的点 a 有

关．以下我们就复习用综合除法确定这些系数的方法，并进一步研究这些系数
的一般规律，得出一般公式．
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例 3.32 用综合除法，将 f(x) = 2x2 − x− 2 展开成 x− 1 的幂的形式．

解：用 x− 1 去连续除 f(x), 由综合除法得

2− 1− 2

+2 + 1

2 + 1 − 1⋯⋯c0

+2

2 3⋯⋯c1

2⋯⋯c2

∴ f(x) = −1 + 3(x− 1) + 2(x− 1)2

或

f(1 + t) = −1 + 3t+ 2t2, (x− 1 = t)

例 3.33 已知 f(x) = a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0, 试求：

1. f(1 + t) 2. f(x0 + t)

解：

1. 这就是要求当 x = 1 + t, 即 t = x − 1 时 f(x) 的换元展开，可以用综合
除法

a3 a2 a1 a0

a3 a2 + a3 a1 + a2 + a3

a3 a2 + a3 a1 + a2 + a3 a0 + a1 + a2 + a3 · · · · · · c0
a3 a2 + 2a3

a3 a2 + 2a3 a1 + 2a2 + 3a3 · · · · · · c1
a3

a3 a2 + 3a3 · · · · · · c2
a3 · · · · · · c3
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因此：

f(x) = (a0 + a1 + a2 + a3) + (a1 + 2a2 + 3a3)(x− 1)

+ (a2 + 3a3)(x− 1)2 + a3(x− 1)3

f(1 + t) = (a0 + a1 + a2 + a3) + (a1 + 2a2 + 3a3)t

+ (a2 + 3a3)t
2 + a3t

3

2. 直接换元，令 x = x0 + t 代入 f(x), 并展开整理成 t 的升幂排列形式

f(x0 + t) = a3(x0 + t) + a2(x0 + t)2 + a1(x0 + t) + a0

= (a0 + a1x0 + a2x
2
0 + a3x

3
0) + (a1 + 2a2x0 + 3a3x

2
0)t

+ (a2 + 3a3x0)t
2 + a3t

3

为了找出换元展开式中待定系数 ci (i = 0, 1, . . . , n) 的一般规律，我们对
例 3.33(2) 分析并验证如下：
换元展开式中的常数项 a0 + a1x0 + a2x

2
0 + a3x

3
0 正好是 x = x0 时，多项

式 f(x) 的值 f(x0). 例 3.32 及例 3.33(1) 也是如此；c0 = f(x0)．
换元展开式中的一次项系数 a1 + 2a2x0 + 3a3x

2
0 正好是 x = x0 时多项式

f(x) 的导数 f ′(x) = 3a3x
2 + 2a2x+ a1 的值 f ′(x0) = a1 + 2a2x0 + 3a3x

2
0．例

3.32 及例 3.33(1) 也是如此；c1 = f ′(x0)．
换元展开式中的二次项系数 a2 + 3a3x0 正是 x = x0 时，f(x) 的二阶导数

f ′(x) = 6a3x+ 2a2 的值的一半：
1

2
f ′′(x0) = a2 + 3a3x0．例 3.32 及例 3.33(1)

也是如此；c2 =
1

2
f ′′(x0)．

换元展开式中的三次项系数 c3, 也容易分析出它正是当 x = x0 时，f(x)

的三阶导数 f ′′′(x) = 6a1 的值的六分之一，
1

6
f ′′′(x0) = a3, 可验证例 3.33(1)

也是如此；c3 =
1

6
f ′′′(x0)．

这样一来，利用导数概念，换元展开式就可以写成：

f(x0 + t) = f(x0) + f ′(x0)t+
1

2
f ′′(x0)t

2 +
1

6
f ′′′(x0)t

3

进而可写成更有规律、便于记忆的形式

f(x0 + t) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
t+

f ′′(x0)

2!
t2 +

f ′′′(x0)

3!
t3

同样，例 3.33(1) 的换元展开写成

f(1 + t) = f(1) +
f ′(1)

1!
t+

f ′′(1)

2!
t2 +

f ′′′(1)

3!
t3
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例 3.32 也可以写成

f(1 + t) = f(1) +
f ′(1)

1!
t+

f ′′(1)

2!
t2 = −1 + 3t− 2t2

实际上，这正是多项式换元展开式的一般规律，推广到 n 次多项式就得到
重要的泰勒定理．

定理（泰勒定理）

一元 n 次多项式 f(x) 在点 x0 的换元展开式为

f(x0 + t) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
t+

f ′′(x0)

2!
t2 + · · ·+ f ′′′(x0)

n!
tn (3.16)

定理的一般证明这里略去，但容易验证，这个定理的内容对于零多项式、零
次多项式都是适合的；对二、三次多项式我们从例 3.32 和例 3.33 也已验证过
是适合的，对于其它高次多项式以后再给出确切证明，现在可以应用．

例 3.34 已知 f(x) = x4 − 2x2 + 3x+ 5，试求 f(x) 在 x = 1 点的展开式．

解：

f(x) = x4 − 2x2 + 3x+ 5 f(1) = 7

f ′(x) = 4x3 + 4x+ 3 f ′(1) = 3

f ′′(x) = 12x2 − 4 f ′′(1) = 8
8

2
= 4

f ′′′(x) = 24x f ′′′(1) = 24
24

3!
= 4

f ′′′′(x) = 24 f ′′′′(1) = 24
24

4!
= 1

∴ f(1 + t) = 7 + 3t+ 4t2 + 4t3 + t4．又由于 x = a+ (x− a)，因此：

f(x) = f [a+ (x− a)]

= f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n

(3.17)

(3.17) 式叫做多项式 f(x) 在点 x = a 的换元展开式．
(3.16) 与 (3.17) 本质上是相同的，都叫做泰勒公式，只是 (3.16) 式中的 t

相当于 (3.17) 式中的 x− a 罢了，不过在今后应用更多的是 (3.17) 式．

例 3.35 已知 f(x) = x5 +2x4 − 2x3 +7x− 5, 试将 f(x) 展开成 x+1 的升幂
多项式．

解：
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f(x) = x5 + 2x4 − x3 + 7x− 5 f(−1) = −10
f ′(x) = 5x4 + 8x3 − 3x2 + 7 f ′(−1) = 1

f ′′(x) = 20x3 + 24x2 − 6x f ′′(−1) = 10
10

2!
= 5

f ′′′(x) = 60x2 + 48x− 6 f ′′′(−1) = 6
6

3!
= 1

f (4)(x) = 120x+ 48 f (4)(−1) = −72 −72
4!

= −3

f (5)(x) = 120 f (5)(−1) = 120
120

5!
= 1

∴ f(x) = −10 + (x− 1) + 5(x− 1)2 + (x− 1)3 − 3(x− 1)4 + (x− 1)5

还可以用连续作综合除法的方法，得出同样的结果．同学们可以验证一下．

练习

1. 试用秦勒公式将下列多项式在给定点展开成升幂形式：

(a) g(x) = 7x3 − 3x2 + 4x− 1，在 x = 2 点；

(b) f(x) = 9x5 − 188，在 x = −2 点；

(c) h(x) = x4 − x2 − 1，在 x = −1 点．

2. 试用泰勒公式将下列多项式展开成指定一次式的升幂形式：

(a) f(x) = 2x− 2x2 + x3, 展成 x− 1 的幂；

(b) g(x) = 2x3 + 24x2 + 34x+ 30, 展成 x+ 2 的幂；

(c) h(x) = 28x− 27 + x3 − 9x2 展成 x− 3 的幂．

三、余式定理的推广

泰勒公式，实际上就是通过多项式的恒等变形，把一个以 x 为元的多项式
变换为一个以 x− a 为元的升幂多项式．

有了泰勒公式，我们可以更深刻，更一般地去理解余式定理．

由泰勒公式

f(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n

可以直观看出：

1. 若用 x − a 去除 f(x), 所得余式为 r1(x) = f(a), 这正是我们在第二节所
学的余式定理的内容；
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2. 若用 (x− a)2 去除 f(x), 所得的余式为

r2(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a)

这就要比余式定理的内容进一步了；

3. 一般地，若用 (x− a)k (k ≤ n) 除 f(x), 所得的余式为

rk(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) + · · ·+ f (k−1)(a)

(k − 1)!
(x− a)k−1

这就是余式定理推广的结论．

例 3.36 试求 f(x) = x4− 2x2 +8x+5 除以 g(x) = (x− 1)3 所得的余式 r(x)．

解：

f(x) = x4 − 2x2 + 8x+ 5 f(1) = 12

f ′(x) = 4x3 − 4x+ 8 f ′(1) = 8

f ′′(x) = 12x2 − 4 f ′′(1) = 8
8

2!
= 4

∴ f(x) 除以 g(x) 所得的余式为

r(x) = f(1) +
f ′(1)

1!
(x− 1) +

f ′′(1)

2!
(x− 1)2

= 12 + 8(x− 1) + 4(x− 1)2

= 12− 8 + 8x+ 4x2 − 8x+ 4

= 4x2 + 8

例 3.37 已知一个首项系数是 2 的三次多项式 g(x) 除以 (x− 2)3 所得的余式
为 2x2 + x− 1, 试求这个多项式 g(x)．

解：设 g(x) = f(2) +
f ′(2)

1!
(x− 2) +

f ′′(2)

2!
(x− 2)2 +

f ′′′(2)

3!
(x− 2)3

由已知，g(x) 的首项（最高次项）系数为 2, 可得

f ′′′(2)

3!
= 2 ⇒ f ′′′(2) = 12

又由 g(x) 除以 (x− 2)3 所得余式为 2x2 + x− 1, 可以得

f(2) +
f ′(2)

1!
(x− 2) +

f ′′(2)

2!
(x− 2)2 = 2x2 + x− 1
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即：

1

2
f ′′(2)x2 + [f ′(2)− 2f ′′(2)]x+ [f(2)− 2f ′(2) + 2f ′′(2)] = 2x2 + x− 1

根据多项式恒等的定义，可得：
1

2
f ′′(2) = 2

f ′(2)− 2f ′′(2) = 1

f(2)− 2f ′(2) + 2f ′′(2) = −1

解出方程组，得：

f ′′(2) = 4, f ′(2) = 9, f(2) = 9

因此：

g(x) = 9 + 9(x− 2) +
4

2!
(x− 2)2 +

12

3!
(x− 2)3

= 9 + 9(x− 2) + 2(x− 2)2 + 2(x− 2)3

= 2x3 − 10x2 + 25x− 17

练习

1. 试求 f(x) = x4+x3+x+1 除以下列各式所得的余式分别是什么？

x− 1; (x− 1)2; (x− 1)3; (x− 1)4

2. 已知 f(x) 的首项系数为 3, degf(x) = 4, 而且 f(x) 分别除
以 (x + 2), (x + 2)2, (x + 2)3, (x + 2)4 所得余式的常数项各是
−5,−13,−25,−41, 试求 f(x)．

3. 多项式 x4 + ax3 − 3x2 + bx+3 除以 (x− 1)2 所得的余式为 x+1,
试求 a, b 的值．

习题 3.5

1. 求下列多项式的一、二、三阶导数：

(a) f(x) = 7x5 + 5x3 + 3x+ 1
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(b) g(x) = xn + xn−1 + xn−2 + xn−3 − 4, (n ≥ 3)

(c) h(x) = 4!x4 − 3!x3 − 2!x2 − 1!x− 0!

2. 已知 f(2) = (x− 2)2 + 1, g(x) = (x2 +
√
2)3. 试求下列各多项式的导数：

(a) f(x) + g(x)

(b) g(x)− f(x)

(c) f(x)g(x)

(d) gn(x)

3. 已知 f(x) = (x+ 1)3(2x− 1), 试求：

(a) f ′(x) (b)
(
f(x), f ′(x)

)
4. 已知 f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ ax + a0, g(x) = bxm, (a, b 6= 0)．

求证：[f(x)g(x)]′ = f ′(x)g(x) + g′(x)f(x)

5. 试求 f(x) = (x− a)(x− b)(x− c) 的一阶导数．

6. 将下列多项式展开成指定的一次式的幂的形式：

(a) f(x) = 10x4 − 12x3 − 9x2 − 2x− 1, 展成 x− 1 的幂；

(b) y(x) = 7x5 + 1, 展成 x+ 2 的幂．

7. 如果 f(x) 分别除以 x − 3, (x − 3)2, (x − 3)3 所得的余式各为 2, 2x − 4,
x2 − 4x+ 5, 且 f(x) 的首项系数为

1

2
, 试求 f(x)．

8. 求 f(x)：

(a) 已知 f ′(x) = 10x4 − 12x3 − 9x2 − 2x− 1, 且 f(1) = 2;

(b) 已知 f ′(x) = x3 + x2 + x+ 1, 且 f(0) = 7;

(c) 已知 f ′(x) = ax2 + bx+ c, 且 f(−1) = b

2
− c．

9. 试把 f(x) = x6 + 5x4 + 3x2 − 7 写成 x2 + 2 的幂的展开式．

(a) 用特定系数法 (b) 用泰勒公式法 (c) 用综合除法

10. 试求 f(x) = x6+5x4+3x2−7分别除以 x+3, (x+3)2, (x+3)3, (x+3)4,
(x+ 3)5 所得的余式．

11. 若多项式 f(x) = ax3 + bx2 + cx+ d 除以 (x− 1)2, 则得余式 9x− 10; 若
f(x) 除以 (x+ 1)2, 则得余式 −11x− 10，试求 a, b, c, d．

12. 已知 f(x) = (x+ 1)3(x− 2)2(3x+ 1), 试求：
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(a) f ′(x)

(b)
(
f(x), f ′(x)

) (c) f(x)(
f(x), f ′(x)

)
(d) f(x)[

f(x), f ′(x)
] 除以 (x− 2)2 所得的余式．

本章内容要点

一、本章的主要内容是一元多项式的基础理论，其中包括：

1. 形如 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, (an 6= 0) 的式子，叫做一
元 n 次多项式（简称多项式）．

一元 n 次多项式还可以按元的升幂排列，其标准式为 f(x) = a0 + a1x+

· · ·+ an−1x
n−1 + anx

n, (an 6= 0)．

2. 两个多项式当且仅当它们的同次项系数对应相等时，这两个多项式相等．
也可以说，当两个多项式在它们的元取任意允许值时，它们的值都对应相
等，这两个多项式就恒等（相等）．

3. 在多项式集合内（系数在同一个数系范围内），加、减、乘（乘方）运算
是封闭的，而且满足运算通性（满足运算律、0 与 1 的运算特性及指数运
算律）；一元多项式还有独特的带余除法运算，与整数除法类似，对于任
意多项式 f(x) 与非零多项式 g(x) 6= 0, 可以找到唯一的 q(x), r(x), 满足

f(x) = q(x)g(x) + r(x) 且 degr(x) < degg(x) 或 r(x) = 0

其中，f(x) 叫被除式，g(x) 叫除式，q(x) 叫商式，r(x) 叫余式．

4. 余式定理与因式定理是由带余除法直接推导出来的两个应用广泛的重要
内容，它们还有两个重要推论，必须牢固掌握，灵活应用．

5. 最高公因式与辗转相除法在理论和实用上都有重要作用，应该理解其原
理，掌握其方法．

6. 多项式 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 的导数是一种形式定义，
即

f ′(x) = nanx
n−1 + (n− 1)an−1x

n−2 + · · ·+ a1

它与微积分学中所定义的导数概念是一致的，但这种形式定义仅对多项
式适用．
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二、余式定理、因式定理及它们的推论，从内容上讲，它们沟通了两种观
点研究多项式，把多项式含有一次因式 x− a 与多项式在 x = a 这一点的值为
零看作一件事的两种说法．这样一来，在多项式的研讨中，以下几种说法就可
是互通，等价的了，即

f(x) 含有 x− a 的因式⇐⇒ f(x) 可被 x− a 整除

⇐⇒ f(a) = 0

⇐⇒ a 是 f(x) 的一个根

三、由余式定理及因式定理的推论，可以推导出插值公式——拉格朗日公
式：
若已知 f(αi) = bi, (i = 1, 2, . . . , n, n + 1), 则 n 次多项式 f(x) 的表达式

为

f(x) = b1
(x− α2)(x− α3) · · · (x− αn+1)

(α1 − α2)(α1 − α3) · · · (α1 − αn+1)

+ b2
(x− α1)(x− α3) · · · (x− αn+1)

(α2 − α1)(α2 − α3) · · · (α2 − αn+1)

+ · · ·+ bn
(x− α1)(x− α2) · · · (x− αn−1)(x− αn+1)

(αn − α1)(αn − α2) · · · (αn − αn−1)(αn − αn+1)

+ bn+1
(x− α1)(x− α2) · · · (x− αn)

(αn+1 − α1)(αn+1 − α2) · · · (αn+1 − αn)

或简记为：

f(x) =
n+1∑
i=1

bi
(x− α1) · · · (x− αi−1)(x− αi+1) · · · (x− αn+1)

(αi − α1) · · · (αi − αi−1)(αi − αi+1) · · · (αi − αn+1)

有了插值公式，就可以由多项式在 n+ 1 个点的 n+ 1 个值，确定 n 次多
项式的表达式，进而求出多项式在任何一点的值来．
四、应用多项式的导数概念及求法，结合初中学习过的综合除法，就可以

推导出多项式的换元展开式（泰勒公式）
泰勒公式有两种形式：

1. 多项式 f(x) 在 x0 点的展开式

f(x0 + t) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
t+

f ′′(x0)

2!
t2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
tn

2. 多项式 f(x) 在 x = a 点的展开式

f(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n
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两种形式，本质上是一样的，2 应用较多．
五、由泰勒公式 2, 可得到余式定理及推广，这就是：

1. f(x) 除以 x− a 时，余式为 f(a)——余式定理；

2. f(x) 除以 (x− a)2 时，余式为 f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a);

3. f(x) 除以 (x− a)k 时，得到的余式为

rk(x) = f(x) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (k−1)(a)

(k − 1)!
(x− a)k−1

六、作为多项式的基本内容，还应特别强调待定系数法的重要性，它的根
据就是多项式相等的定义，它的方法要点就是引进待定系数、列出方程组解出
来．

复习题三

1. 证明恒等式：(
x+

5

2
a

)4

− 10a

(
x+

5

2
a

)3

+ 35a2
(
x+

5

2
a

)2

− 50a3
(
x+

5

2
a

)
+ 24a2

=

(
x2 − 1

4
a2
)(

x2 − 9

4
a2
)

2. 若

(x− 1)(x− 2)(x− 3) = p(x− 1)(x+ 2)(x+ 3) + q(x+ 1)(x− 2)(x+ 3)

+ r(x+ 1)(x+ 2)(x− 3)

试求 p, q, r 的值．

3. 已知 f(x) = (x+ a)(x+ b)(x+ c) 中 x2 的系数为 0, g(x) = (x− a)(x+

b)(x+ c) 中 x 的系数为 0, 且 f(x) 中 x 的系数等于 g(x) 中 x2 的系数．

证明 a 等于 0 或 1.

4. 已知 s = a+ b+ c, 求证：

(as+ bc)(bs+ ac)(cs+ ab) = (b+ c)2(c+ a)2(a+ b)2

5. 已知 s =
1

2
(a+ b+ c), 求证：

(s− a)3 + (s− b)3 + (s− c)3 + 3abc = s3
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6. 分解因式：x3 + (m+ n+ 1)ax2 + (m+ n+mn)a2x+mna3

7. 若 f1(x) 除以 g(x) 所得余式为 r1(x)，f2(x) 除以 g(x) 所得余式为 r2(x)

求证：f1(x) · f2(x) 除以 g(x) 与 r1(x) · r2(x) 除以 g(x) 所得余式相同．

8. 若 x− a 能整除 x2 + 2ax− 3b2, 求证：a = ±b.

9. 若 f(x) = px3 + qx2 + qx+ p 能被 g(x) = x2 − 1 整除，试求 p, q 的关系．

10. 已知 f(x) = x4 + 3x3 + ax2 + bx+ c 除以 g(x) = (x2 − 1)(x+ 1) 所得的
余式为 0, 试求 a, b, c.

11. 若 ax2+ bx+ c 与 cx2+ bx+ a 只有一个一次公因式，求证：a± b+ c = 0

12. 已知 f(x) = x2 + (k + b)x+ 4k + 2 与 g(x) = x2 + (k + 2)x+ 2k 的最高
公因式是一次式，试求 k.

13. 求证：(y − z)2n+1 + (z − x)2n+1 + (x− y)2n+1 可被 (x− y)(y − z)(z − x)

整除．

14. 在下面等式中，求满足条件的 a, b, c．

(a) a(x− 2(x− 8) + b(x− 3)(x− 1) + c(x− 1)(x− 2) = 5x2 + 19x+ 18

(b) a(x− 3)(x− 5) + b(x− 5)(x− 7) + c(x− 7)(x− 3) = 8x− 32

15. f(x)是一个次数不大于 3的多项式，a, b, c, d是两两不等的数，已知 f(a) =

A, f(b) = B, f(c) = C, f(d) = D, 求 f(x).

16. 已知 (x− 1)2 整除 axn+1 + bxn + 1, 试求 a、b.

17. 已知 a1 = 1, a2 = x + y, a3 = x2 + xy + y2, . . . , an = xn−1 + xn−2y +

· · ·+ xyn−2 + yn−1, 试求 a1 + a2 + · · ·+ an (x 6= 1, y 6= 1, x 6= y).

18. 已知 f ′′(x) = ax2 + bx+ c, 且 f(0) = 0, f(1) = 1, 求 f(x)n.

19. 已知 f(x) = x2 + ax+ b 与 g(x) = x2 + cx+ d 的最高公因式是一个一次
多项式，求证：

[f(x), g(x)] = x3 +
ab− cd

b− d
x2 +

[
ac−

(
b− d

a− c

)2
]
x+ bd · a− c

b− d
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多项式的根是一个重要的概念，也是我们研究的主要问题之一，本章在复
习的基础上，将系统地研究多项式的整数根，有理数根，实数根的存在、判定
和计算方法．

第一节 多项式的根及求根公式

我们已经知道，如果当 x = a 时，多项式的值 f(a) = 0, 就把数值 a 叫做
多项式 f(x) 的一个根，或叫做多项式函数 f(x) 的一个零点．

显然，零次多项式 f(x) = b 6= 0, 没有任何根；零多项式 f(x) = 0 有无限
多个根（任意数都是它的根）．

因此，一元 n 次多项式

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 (an 6= 0)

的根，就是一元 n 次方程

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0

的根．求多项式的根，就是解相应的方程式．

要求多项式的根，首先应明确在那一个数系范围内，因为多项式和方程一
样，同一个多项式在不同的数系范围内，可能会有不同的根存在．

在此，我们主要讨论和计算多项式的实数根，对其中更容易研究的有理系
数多项式的有理根及整系数多项式的整数根更要特别讨论．

一、一元一、二次多项式的求根公式

一元一次、一元二次多项式的求根公式也就是一元一次、一元二次方程的
求根的公式，我们早已在初中代数中学习过，现就一般形式总结如下：

181
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1. 一元一次多项式 f(x) = ax+ b (a 6= 0) 有且只有一个实数根：

x = − b

a
(4.1)

2. 一元二次多项式 f(x) = ax2 + bx+ c (a 6= 0) 当且仅当 b2 − 4ac ≥ 0 时，
有两个（不同或相同）实根

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
(4.2)

当且仅当 b2 − 4ac < 0 时，没有实数根．

(4.1), (4.2) 就是一次和二次多项式的求根公式，也叫做多项式的公式解，
它显示了用多项式的各项系数通过加、减、乘（乘方）、除、开方运算，就可以
求得它的根．

由求根公式 (4.1) 可以知道，对于一次多项式来说，它的根仅仅是系数进
行减、除运算，因而，由有理数系对加、减、乘、除运算的封闭性就得出：

有理系数一次多项式，一定有一个有理数根，而由整数系对除法运算的不
封闭性就得出：整系数一次多项式，不一定有整数根．

例如，f(x) = 3x− 2，有一个有理根 x =
2

3
，但没有整数根．

还应指出，对于系数为参数的多项式 φ1(x) = ax+ b 的根，可进行一般性
的全面讨论：

1. 当 a 6= 0 时，不论 b 为任何数，φ1(x) 都有唯一实数根：x = − b

a
；

2. 当 a = 0, 但 b 6= 0 时，φ1(x) 为零次多项式，它没有任何根；

3. 当 a = b = 0 时，φ1(x) = 0 为零多项式，它有无限多个根．

例 4.1 试讨论 g(x) = 2(a+ b)x− (a+ b)2 的根的情形，如有根存在，求出根．

解：由多项式根的定义知，2(a+ b)a− (a+ b)2 = 0 即

2(a+ b)x = (a+ b)2

• 当 a+ b 6= 0 时，g(x) 有唯一实根：x =
a+ b

2
；

• 当 a+ b = 0, 即 a = −b 时，g(x) = 0, 它有无限多个根，即任意实数都是
它的根．
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由求根公式 (4.2) 同样可以知道，对于二次多项式来说，它的根要通过系
数的加、减、乘（乘方）、除法运算以及开平方运算而求出，因而，由有理数系
对开平方运算的不封闭性，就得出：

有理系数二次多项式，不一定有有理数根存在．更不一定有整数根存在．

事实上，即便是整系数二次多项式，也不一定有整数根或有理根，甚至没
有实数根．

讨论一元二次多项式的根，和一元二次方程根的讨论一样，可由判别式 b2−
4ac 的符号分为三种情形：

1. 当 b2 − 4ac > 0 时，f(x) 有两个不同实根；

2. 当 b2 − 4ac = 0 时，f(x) 有两个相同实根；

3. 当 b2 − 4ac < 0 时，f(x) 没有实根．

同样地对于系数为参数的多项式 φ2(x) = ax2 + bx + c 的根，也可以系统
全面的讨论如下：

1. 当 a 6= 0 时，φ2(x) 为二次多项式，它的根可由上述三种不同情形分别讨
论；

2. 当 a = 0, 但 b 6= 0 时，φ2(x) 为一次多项式，它有唯一实根；

3. 当 a = b = 0, 但 c 6= 0 时，φ2(x) 为零次多项式，它没有根；

4. 当 a = b = c = 0 时，φ2(x) = 0 为零多项式，它有无限多个根．

对于一元二次多项式 f(x) = ax2 + bx + c (a 6= 0) 如果有两个根 α1, α2

存在，同样也满足韦达定理．即

α1 + α2 = −
b

a
, α1 · α2 =

c

a

例 4.2 若已知二次多项式 f(x) 有两个实根

α1 = sin(α+ β), α2 = sin(α− β)

试求这个二次多项式 f(x).

解：由韦达定理可知

f(x) = x2 − [sin(α+ β) + sin(α− β)]x+ sin(α+ β) · sin(α− β)
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所以
f(x) = x2 − 2x sinα · cosβ + sin2 α− sin2 β

练习

1. 用配方法求 f(x) = x2 − (a− b)x+ ab− 2b 的根．

2. 若多项式 f(x) = x2 − (a+ 1)x+ 2a− 1 有两个相同的实根，试确
定 a 的值，并求出它的根来．

3. 全面讨论多项式 f(x) = (a+ 3)x2 − 4x+ a 的根的情形．

二、一元三次和一元高次多项式的根

我们已经知道对于一个非零常数 k 6= 0, 方程 f(x) = 0 与 k · f(x) = 0 具
有完全相同的根，因此，相应地就可以知道多项式 f(x) 与多项式 k · f(x) 也有
完全相同的根，这就是说，在求一个多项式 f(x)的根时，可以用求另一个多项
式 kf(x) 的根来代替．
应用这个道理，对于一元三次多项式

f(x) = ax3 + bx2 + cx+ d (a 6= 0) (4.3)

求根，就可以转化为对于三次多项式

φ(x) = x3 +
b

a
x2 +

c

a
x+

d

a

的求根问题，不妨把 φ(x) 简记为

φ(x) = x3 + rx2 + sx+ t (4.4)

这叫做一元三次多项式的标准形式，其主要特点是首项系数为 1.
为了求出一元三次多项式 (4.4) 的根，我们还可以用换元的方法，进一步

把它化简．令 x = y − r

3
, 代入 (4.4), 经展开整理后得

g(y) = y3 +

(
s− r2

3

)
y +

(
t− rs

3
+

2r3

27

)
我们再把它简记为

g(y) = y3 + py + q = 0 (p, q为实数) (4.5)
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并叫做一元三次多项式的简化形式．其主要特点是首项系数为 1, 而且不含有
二次项．
综上所述，只要求出三次多项式的简化形式 g(y) 的根 α, 就可求得三次多

项式的标准形式 φ(x) 的根 x = α − r

3
, 进而求得三次多项式的一般形式 f(x)

的根 x = α− b

3a
. 因此，一元三次多项式的求根问题，关键就在于求出简化形

式三次多项式的根．

例 4.3 试求多项式 f1(x) = x3 − 9x2 + 33x− 65 相应的简化式．

解：令 x = y + 3, 代入 f(x) 表达式，得

g1(y) = (y + 3)3 − 9(y + 3)2 + 33(y + 3)− 65

= y3 + 9y2 + 27y + 27− 9y2 − 54y − 81 + 33y + 99− 65

= y3 + 6y − 20

所以 g1(y) = y3 + 6y − 20．
对于简化一元三次多项式 g(y) = y3 + py + q 求根，我们可以采用以下方

法：
首先，设它的根 y0 = u+ v, 则可分别确定 u, v, 使得

(u+ v)3 + p(u+ v) + q = 0 (4.6)

即
u3 + v3 + q + (u+ v)(3uv + p) = 0

这是一个含有两个未知数的方程，为了确定 u 与 v 的值，我们可以选取一个条
件，在此条件下将方程 (4.6) 转化为一个二元方程组求解．
我们选择条件，使 3uv + p = 0, 即 3uv = −p, 就将方程 (4.6) 转化为方程

组  u3 + v3 + q = 0

3uv = −p

进一步变换方程组为  (u3 + v3)2 = q2

4u3 · v3 = −4
(p
3

)3
两式相减，得 (u3 − v3)2 = q2 + 4

(p
3

)3
，即：

u3 − v3 = ±
…

q2 + 4
(p
3

)3
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这样就得出方程组
u3 + v3 = −q

u3 − v3 = ±2
…(q

2

)2
+
(p
3

)3
解这个方程组，得

u3 = −q

2
±
…(q

2

)2
+
(p
3

)3
, v3 = −q

2
±
…(q

2

)2
+
(p
3

)3
其中，由于 u, v 在方程组中地位等同，所以我们仅取一组符号即可，所以

u =
3

 
−q

2
+

…(q
2

)2
+
(p
3

)3
, v =

3

 
−q

2
−
…(q

2

)2
+
(p
3

)3
这样，对于简化三次多项式 g(y) = y3 + py + q，就得出它的求根公式：

y0 = u+ v

=
3

 
−q

2
+

…(q
2

)2
+
(p
3

)3
+

3

 
−q

2
−
…(q

2

)2
+
(p
3

)3
这就是著名的卡尔丹公式．
运用这个公式，一般可以求出三次多项式的至少一个实根．

例 4.4 求 f(x) = x3 − 9x2 + 33x− 65 的实根．

解：由例 4.3 知，f(x) 相应的简化形式，可利用代换 x = y + 3 得出

g(y) = y3 + 6y − 20

代入卡尔丹公式，求得

y =
3

»
10 + 6

√
3 +

3

»
10− 6

√
3

∴ f(x) 的实根为

x =
3

»
10 + 6

√
3 +

3

»
10− 6

√
3 + 3

注意：在卡尔丹公式中，二次根号下的式子，记作

∆ =
(q
2

)2
+
(p
3

)3
叫做三次多项式根的判别式．
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1. 当 ∆ > 0 时，三次多项式有且只有一个实根；

2. 当 ∆ ≤ 0 时，三次多项式有三个实根．

详细讨论，需要学习复数后进行．

对于四次多项式的求根，也有一般的公式，然而它比三次多项式更要复杂
得多，因而实用价值更小，我们这里就略去．

这里不禁要问：是否任何高次多项式的根都可以有一个求根公式呢？回答
是否定的．经过许多数学家的多年努力，于十九世纪廿年代证明了：一般五次
以及更高次的多项式不存在求根公式（即不能用它的系数，经过加、减、乘（乘
方）、除、开方运算把它的根表达出来）．

练习

1. 求出 f(x) =
1

2
x3− 3x2 +

11

2
x− 3 的标准式，并通过造当代换，找

出它相应的简化式，求出 f(x) 的实根．

2. 用换元法求特殊四次多项式 f(x) = 4x4 − 5x2 + 1 的实根．

习题 4.1

1. 如果 f(x) = a2x2 − 2a(a − 1)x+ a− 1 有两个相同的实根，试求 a 和这
个实根．

2. 试全面讨论多项式 ax2 − 2(a+ b+ c)x+ 2(b+ c) 的根的情形．

3. 如果已知下列三个多项式中，至少有有一个实数根，试求出实数 a 的范
围：

x2 + 2ax− 2a; x2 + 4ax− 4x+ 3; x2 + (a− 1)x+ a2

4. 如果二次多项式 x2 − (m− 1)x+m 的两个根满足下列各关系，试分别求
出 m 的值：

(a) 两根之比为 2:3 (b) 两根之差为 1

5. 如果二次多项式 x2 − ax+ a2 − 4 有两个正根，试求 a 的取值范围；若只
有一个正根时，a 又在什么范围内取值呢？
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6. 如果两个多项式 f(x) = x2 + ax+ b, g(x) = x2 + bx+ a 只有一个共同的
根，试求这个根；并求它们另外的两个非共同根的和．

7. 用卡尔丹公式求出多项式 x3 − 12x+ 16 的一个实根，再用因式定理求出
另外两个实根．

8. 如果多项式 x3 − 3x2 − 12x+ 3ax+ 16 有一个正根 a, 试求 a 及另外两个
根．

9. 如果多项式 2x3 − 7x2 + (k + 5)x− k 有三个实根，其中两个根互为倒数，
试求 k 及三个根．

第二节 有理系数多项式的整数根和有理根

对于有理系数多项式

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 (an 6= 0) (4.7)

我们可以取系数 ai, (i = 0, 1, 2, . . . , n) 的分母的最小公倍数 m, 遍乘多项式
f(x) 各项，从而得到

mf(x) = bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x+ b0 (bn 6= 0) (4.8)

(4.8) 显然就是一个整系数多项式，而且 (4.7) 与 (4.8) 具有相同的根，因
而，我们只须讨论整系数多项式 mf(x)．

另一方面，对于整系数多项式 g(x) = bnx
n+bn−1x

n−1+· · ·+b1x+b0 (bn 6=
0) 我们还可以提取各系数 bi, (i = 0, 1, 2, . . . , n) 的公因式 d 6= 1, 从而得到，
g(x) = d · h(x), 其中

h(x) = cnx
n + cn−1x

n−1 + · · ·+ c1x+ c0 (cn 6= 0) (4.9)

(4.9) 显然仍是一个整系数多项式，但它的各系数是互质的，即

(cn, cn−1, . . . , c1, c0) = 1

而且 (4.9) 与 (4.8) 的根是相同的．因此，我们只须讨论简化了的整系数多项式
h(x).
在本节中，以下提到的整系数多项式，都是指 (4.9)式意义下的多项式，不

再声明了．
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一、整系数多项式的整数根和有理数根

设整系数多项式

h(x) = cnx
n + cn−1x

n−1 + · · ·+ c1x+ c0 (cn 6= 0)

其中，ci ∈ Z, (i = 0, 1, . . . , n), 且 (c0, c1, . . . , cn) = 1．我们有以下定理：

定理 1

整数 α 是多项式 h(x) = cnx
n + cn−1x

n−1 + · · ·+ c1x+ c0 的根的必要条
件是 α 能够整除 c0.

证明：由于 α 是 h(x) 的根，所以 h(α) = 0, 即

cnα
n + cn−1α

n−1 + · · ·+ c1α+ c0 = 0

∴ c0 = −α (cnα
n−1 + cn−1α

n−2 + · · ·+ c1)

上式右边括号内整数的和、差、积与方幂，由整数的运算性质知，它们是
整数，所以，整 α 除 c0.
这个定理告诉我们，多项式 h(x) 的整数根 α 要在 c0 的因数中寻求；但要

注意，定理仅是提供了 α 是整数根的必要条件，并不是充分条件．因此，可以
应用定理先确定 h(x) 的整数根的范围，再运用综合除法或余式定理在这个范
围内试除确定它的根．

例 4.5 试求 f(x) = x3 − 6x2 + 11x− 6 的整数根．

解：因为常数项 c0 = −6, 它的因数有 ±1,±2,±3,±6．所以 f(x) 的整数根可
能是 ±1,±2,±3,±6．
再用综合除法或余式定理逐个试除，得出只有取 1, 2, 3 时，余式为 0, 因

而 x = 1, 2, 3 都是多项式的根，共余的因数试除余式均不为零，因而都不是多
项式的根，所以 f(x) 的整数根为 1, 2, 3.

例 4.6 试求 f(x) = x3 + x2 + x+ 2 的整数根．

解：先判定整根的范围：由于常数项 c0 = 2, 它的因数有 ±1,±2．所以 f(x) 的
整根可能是 ±1,±2
再逐个试除求余，确定整数根：由直接计算，得

f(1) = 5, f(−1) = 1, f(2) = 16, f(−2) = −4.

所以 ±1,±2 都不是 f(x) 的根．
因此，多项式 f(x) 没有整数根．
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定理 2

既约分数
p

q
是整系数多项式 h(x) = cnx

n+ cn−1x
n−1+ · · ·+ c1x+ c0 的

根的必要条件是 p 能整除 co, q 能整除 cn.

证明：由于
p

q
是 h(x) 的根，所以 h

(
p

q

)
= 0, 即

cn

(
p

q

)n

+ cn−1

(
p

q

)n−1

+ · · ·+ c1

(
p

q

)
+ c0 = 0

因此，

c0q
n = −p

(
cnp

n−1 + cn−1p
n−2q + · · ·+ c1q

n−1
)

(4.10)

cnp
n = −q

(
cn−1p

n−1 + · · ·+ c1pq
n−2 + c0q

n−1
)

(4.11)

由 (4.10)得：p|c0qn（表示 p整除 c0q
n），但因为

p

q
为既约分数，(p, q) = 1,

所以 (p, qn) = 1, 因此就可有：p|c0
再由 (4.11) 可得 q|cnpn, 同样由于 (p, q) = 1, 因而 (pn, q) = 1. 因此就有：

q|cn
这里同样应注意，定理仅给出

p

q
是 h(x) 的既约分数（有理数）根的必要

条件，并不是充分条件．因而，运用这个定理也只能判定 h(x) 的根的范围，还
须要借助综合除法或余式定理才能确定它的根．

例 4.7 试判断 f(x) = 6x3 + x2 − 4x+ 1 可能有哪些有理数根？

解：因为 c3 = 6, 其因数为 ±1,±2,±3,±6; c0 = 1, 其因数有 ±1, 所以，f(x)

可能有的有理数根为 ±1, ±1

2
, ±1

3
, ±1

6
.

由定理 2, 不难得出以下推论：

推论

整系数多项式 f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 若有有理数根，则

有理数根为整数．

如例 4.5, f(x) 的有理根 1, 2, 3 都是整数；又如例 4.6, f(x) 没有整数根，
也就没有有理数根．

例 4.8 求 6x4 + 5x3 + 3x2 − 3x− 2 的有理根．
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解：先用定理 2 判定有理根的范围：因为 cn = 6, 它有因数 ±1,±2,±8,±6; 又
因 c0 = −2, 它有因数 ±1, ±2, 所以 f(x) 可能有的有理数根为

±1,±2,±1

2
,±1

3
,±2

3
,±1

6

再用余式定理或综合除法求余，从而确定有理根：由直接计算，得

f(1) 6= 0, f(−1) 6= 0, f(±2) 6= 0, f

(
1

2

)
6= 0

所以 ±1,±2,±1

2
都不是 f(x) 的根．

又用 −1

2
试除

6 + 5 + 3− 3− 2

−3− 1− 1 + 2

6 + 2 + 2− 4 + 0

−1

2

所以 −1

2
是 f(x) 的根，由因式定理可得

f(x) =

(
x+

1

2

)
(6x3 + 2x2 + 2x− 4)

令 f1(x) = 6x3 + 2x2 + 2x− 4，则 f(x) =

(
x+

1

2

)
· f1(x)

对 f1(x) 求有理根，试除后知 f

(
±1

3

)
6= 0，因而 ±1

3
不是 f1(x) 的根，

当然也不是 f(x) 的根，再用
2

3
试除：

6 + 2 + 2− 4

4 + 4 + 4

6 + 6 + 6 + 0

2

3

所以
2

3
是 f1(x) 的根，也就是 f(x) 的又一个根，因此

f(x) =

(
x+

1

2

)(
x− 2

3

)
(6x2 + 6x+ 6)

= 6

(
x+

1

2

)(
x− 2

3

)
(x2 + x+ 1)

这里由于 x2 + x + 1 的判别式 ∆ < 0, 因而它没有实数根，更不会有有理
根，所以 f(2) 的有理根为 −1

2
, 2

3
．
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练习

1. 求 f(x) = 6x5 + 19x4 + 22x3 + 23x2 + 16x+ 4 的有理根．

2. 证明：多项式 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 有根 1 的
必要充分条件是

an + an−1 + · · ·+ a1 + a0 = 0

二、多项式的正根与负根

对于实系数多项式

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, (an 6= 0)

的根，我们有以下判定有、无正根或负根的定理：

定理 3

如果实系数多项式

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, (an 6= 0)

的各项系数 ai, (i = n, n − 1, . . . , 1, 0) 都是非负数，那么这个多项式
f(x) 就没有正数根．

证明：（用反证法）若 α > 0 且 f(α) = 0, 则

anα
n + an−1α

n−1 + · · ·+ a1α+ a0 = 0

等号左边全是非负数，但由已知其中至少有首项系数不为零，所以它们的
和不可能为零，而等号右边为零．这是不可能的．所以 f(α) = 0 不成立，即
f(x) 没有正根．

由于 −f(x) 与 f(x) 有完全相同的根，所以把“an, an−1, . . . , a1, a0 全是非
负数”改为“an, an−1, . . . , a1, a0 全是非正数”，则结论不变．

这样一来，如果要求一个各项系数符号统一的多项式的根，就可以不考虑
正根了．如练习中的 1 肯定不会有正根．
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定理 4

如果实系数多项式

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, (an 6= 0)

偶次项系数都为非负（或非正）数，而奇次项系数又都为非正（或非负）
数．那么这个多项式 f(x) 就没有负根．

同学们可以自己用反证法证明这个定理．

有了这两个定理，配合定理 1, 2就可以进一步缩小求有理根时试除的范围．

例 4.9 求 f(x) = 5x6 − 7x5 − 8x4 − x3 + 7x2 + 8x+ 4 的有理根．

解： f(x) 可能有的有理数根是 ±1,±2,±4,±1

5
,±2

5
,±4

5
.

用 x− 1 试除得 f(1) = 0, 因而有

f(x) = (x− 1)(5x5 − 2x4 − 10x3 − 11x2 − 4x+ 4) = (x− 1)f1(x)

f1(x) 可能有的有理数根还是那几个，但再用 x − 1 试除 f1(x), 不能整除，用
x− 2 试除 f1(x), 得 f1(2) = 0, 因而有

f1(x) = (x− 2)(5x4 + 8x3 + 6x2 + x− 2) = (x− 2)f2(x)

f1(x) 所没有的根，f2(x) 当然也不会有．因此，f2(x) 可能有的有理数根是

−1,±2,±1

5
,±2

5
. 但再用 x− 2 试除 f2(x) 不能整除，说明 f2(x) 已没有正整数

根；用 5x− 1 试除 f2(x) 不能整除，再用 5x− 2 试除 f2(x), 得 f2

(
2

5

)
= 0,

因而又有

f2(x) = (5x− 2)(x3 + 2x2 + 2x+ 1) = (5x− 2)f3(x)

f3(x)已没有正根，可能有的负根只是 x = −1;用 x+1试除 f3(x)得 f1(−1) =
0, 因而有

f5(x) = (x+ 1)(x2 + x+ 1) = (x+ 1)f4(x)

f4(x) 已没有实数根，因而，说明 f(x) 不再有有理数根．所以 f(x) 的有理数

的是 1, 2,
2

5
,−1.
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练习

1. 求 f(x) = x3 − 4x2 + x+ 6 的有理根．

2. 解方程 2x4 + x3 + 12 = 7x2 + 16x（仅求有理根）．

习题 4.2

1. 求下列多项式的有理根：

(a) x3 − 7x+ 6

(b) x4 − 2x2 + 3x− 2

(c) x3 − 9x2 + 26x− 24

(d) 10x3 − 9x2 − 3x+ 2

(e) 2x5 − 5x2 − 2x+ 2

(f) 5x4 + 24x3 − 15x2 − 118x+ 24

(g) x4 − 4a3x+ 3a4 (a ∈ Q)

(h) x3−ax2−b2x+ab2 (a, b ∈ Q)

2. 分解因式：

(a) 6x4 + 5x3y + 3x2y2 − 3xy3 − 2y4

(b) x4 − (a2 + b2)x2 + a2b2

(c) x4 − 4x+ 3

3. 解下列方程：

(a) 4x3 − 3x− 1 = 0

(b) 8x4 − 6x3 − 7x2 + 6x− 1 = 0

4. 试证明：−1 为多项式 f(x) 的根的必要充分条件是 f(x) 的奇次项系数之
和等于 f(x) 的偶次项系数之和．

5. 证明：f(x) = 2x3 + 2x− 1 没有有理根．

6. 求 g(x) = 2x5 + 3x4 − 15x3 − 26x2 − 27x− 9 的有理根，并分解因式．

第三节 两个多项式的公根与多项式的重根

公根和重根的问题，也是多项式理论中的基本问题，特别是多项式的重根
问题，在下一节实根的讨论与计算中将起重要作用．
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一、两多项式的公根

设多项式 f(x) 与 g(x) 都有一个根 α, 即 f(α) = 0, g(α) = 0, 则 α 就叫做
多项式 f(x) 与 g(x) 的公根．

由因式定理可以知道，多项式 f(x) 有一个根 α 的充要条件是 f(x) 含有
一次因式 x− α.
因此，对于两个多项式 f(x), g(x) 的公根 α, 就有以下定理：

定理 1

两多项式 f(x), g(x) 有一个公根的必要充分条件是这两个多项式必有一
个一次公因式．

证明：必要性．设 f(x), g(x) 有一个公根 α, 则由因式定理得

f(x) = (x− α) · f1(x), g(x) = (x− α) · g(x)

显然，f(x), g(x) 有一次公因式 x− α．
充分性．设 f(x), g(x) 有一公因式 x− α, 则有

f(x) = (x− α) · f1(x), g(x) = (x− α) · g1(x)

显然就有 f(α) = 0, g(α) = 0. 所以，α 就是 f(x), g(x) 的一个公根．
又由于两个多项式的公因式都是它们的最高公因式的因式，因此，两多项

式的公根必定都是它们的最高公因式的根．反之，两多项式的最高公因式的根
也必定是这两个多项式的公根．
这样一来，要求两个多项式的公根，只要先求出它们的最高公因式，再求

这一公因式的根就可以了．

例 4.10 求 f(x) = 2x3 + x2 − 5x− 3 与 g(x) = 2x3 − 5x2�x+ 3 的公根．

解：先用辗转相除法求得
(
f(x), g(x)

)
= x2 − x − 1 这一多项式的根为 a =

1±
√
5

2
. 所以 f(x) 与 g(x) 的公根为

x1 = 1 +

√
5

2
, x2 = 1−

√
5

2

如果能通过确定每个多项式有理根的范围首先将多项式进行因式分解，那
么也一样可以求得两多项式的公根，这样也就省去辗转相除求最高公因式的繁
杂计算了．
还可以先求出一个多项式的根，再去逐个代入另一多项式进行检验，凡能

使第二个多项式的值为 0 的，就是公根；否则就不是．
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例 4.11 试求 f(x) = ax2 + bx+ c 与 g(x) = x2 − 1 有一个公根的必要条件．

解：因为 g(x) = x2− 1 = (x+1)(x− 1), 所以 g(x)有两个根 1,−1, 因此，f(x)
与 g(x) 有一个公根只可能是 1 或 −1．
若公根为 1, 则 a+ b+ c = 0；若公根为 −1, 则 a− b+ c = 0．所以 f(x)

与 g(x) 有一个公根的必要条件是

a+ b+ c = 0 或 a− b+ c = 0

练习

1. 试求 f(x) = 4x4 + 26x4 + 51x3 − 7x− 24 与 g(x) = 3x4 + 20x3 +

32x2 − 8x− 32 的公根．

2. 试求 f(x) = 4x5 − 5x4 + 1 与 g(x) = x4 − 4x+ 3 的公根．

3. 如果 f(x) = x2 + kx+ 1 与 g(x) = x2 + x+ k 且 k 6= 1, 并已知它
们只有一个公根．试求 k 的值及这一公根的值．

二、多项式的重根

对于多项式 f(x),如果有 f(x) = (x−α)m ·q(x)，且 q(α) 6= 0, (m > 1 ∈ Z)．
那么，我们就说 α 是 f(x) 的 m 重根．
重根的判定和排除，是计算多项式的实数根时很注重的问题．在此，我们

给出以下定理．

定理 2

如果 α 是多项式 f(x) 的 m 重根（m > 1），那么 α 必定是 f ′(x) 的
m− 1 重根．

证明：由定理条件知 f(x) = (x− α)m · q(x) 且 q(α) 6= 0, 又由多项式乘积的求
导数公式，得

f ′(x) = m(x− α)m−1 · q(x) + (x− α)m · q′(x)

= (x− α)m−1 · [mq(x) + (x− α)q′(x)]

其中由于 q(α) 6= 0, m > 1, 因而 m · q(α) 6= 0，所以 α 就是 f ′(x) 的 m− 1 重
根．
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定理 3

α 是多项式 f(x) 的二重根的必要充分条件是 α 为 f(x) 与 f ′(x) 的公
根，且 f ′′(α) 6= 0．

证明：必要性：由泰勒公式，得

f(x) = f(α) +
f ′(α)

1!
(x− α) +

f ′′(α)

2!
(x− α)2 + · · ·+ f (n)(α)

n!
(x− α)n (4.12)

由于 α 是 f(x) 的二重根，根据因式定理，得

(x− α)2|f(x)

因而有：f(α) +
f ′(α)

1!
(x− α) = 0．

所以，f(α) = f ′(α) = 0, 且 f ′′(α) 6= 0, α 是 f(x), f ′(x) 的公根，对任意
x 都成立．
充分性：由 f(x)，f ′(x) 有公根 α, 且 f ′′(α) 6= 0，则 f(α) = 0，f ′(α) = 0．

再从泰勒公式 (4.12) 不难得出

(x− α)2|f(x)

所以，α 是 f(x) 的二重根．
定理 3 完全可以类似地推广到 m 重根的情形，得到下述定理：

定理 4

α 是 f(x) 的 m 重根的必要充分条件是 α 是 f(x), f ′(x), . . . , f (m−1)(x)

的公根，且 f (m)(α) 6= 0．

如果再结合定理 1、2 的内容，我们就可以得出：要判定 f(x) 有没有重根，
只要看 f ′(x), f(x)的最高公因式就可以了，若最高公因式含有因式 (x−α)m−1,
则可以断定 f(x) 有 m 重根 α, 同时还可以断定 f ′(x) 有 m− 1 重根 α, f ′′(x)

有 m− 2 重根 α, . . .

例 4.12 试求 f(x) = x5 − 3x4 + 2x3 + 2x2 − 3x+ 1 的重根．

解：先求出导数 f ′(x) = 5x4 − 12x3 + 6x2 + 4x− 3, 再用辗转相除法求出(
f(x), f ′(x)

)
= x3 − 3x2 + 3x− 1 = (x− 1)3

所以，
(x− 1)3|f(x), (x− 1)|f ′(x)
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即 x = 1 是 f(x) 与 f ′(x) 的公根．因此，f(x) 有重根 1（而且是 f(x) 的 4 重
根，f ′(x) 的 3 重根）．

例 4.13 求证方程 x4 + 2x3 − 15x2 + 4x+ 20 = 0 有二重根，并求出这个方程
的根．

解：设 f(x) = x4 + 2x3 − 15x2 + 4x+ 20, f ′(x) = 4x3 + 6x2 − 30x+ 4，由
辗转相除法可求出

(
f(x), f ′(x)

)
= x− 2, 这是一次式．所以，f(x) 有二重根 2,

也就是原方程有二重根 2, 再用因式定理，得：

f(x) = (x− 2)2(x2 + 6x+ 5) = (x− 2)2(x+ 1)(x+ 5)

因此，原方程可变形为

(x− 2)2(x+ 1)(x+ 5) = 0

所以原方程的各根为：2, 2,−1,−5.

练习

1. 判定下列多项式是否有重根？若有，试求出重根来：

(a) f(x) = x4 − 4x3 + 8x+ 4

(b) g(x) = 4x3 + 8x2 − 8x+ 3

2. 举例说明定理 2 的逆命题是不正确的．

习题 4.3

1. 求下列各组多项式的公根：

(a) f(x) = x3 + 5x2 + 3x− 9, g(x) = x3 + 7x2 + 15x+ 9

(b) f(x) = x3 + 3x2 − 2x− 6, g(x) = x3 − 3x2 − 2x+ 6

(c) f(x) = x4 − 5x2 + 4, g(x) = x2 + x− 2

2. 已知 f(x) = 2x2 − (3m+ 2)x+ 12 与 g(x) = 4x2 − (9m− 2)x+ 36 有一
个公根，试求 m 的值．

3. 求下列多项式的重根：

(a) f(x) = 9x3 + 12x2 − 11x+ 2
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(b) f(x) = x4 + 4x2 − 4x− 3

(c) f(x) = x4 − 2x3 − x2 − 4x+ 12

(d) g(x) = x5 − 5x4 + 7x3 − 2x2 + 4x− 8

4. 若多项式 f(x) = x3 − 12x+ a 有重根，试求 a.

5. 试求多项式 g(x) = x4 − px2 + q 有重根的必要条件

6. 已知多项式 f(x) = x4 − x3 − 3x2 + 4x− 4 有两个互为相反数的根，试求
出这两个根．

7. 试一试，举例验证：如果多项式 f(x)有重根，那么多项式 g(x) =
f(x)(

f(x), f ′(x)
)

就没有重根，但 g(x) 与 f(x) 有相同的根．

第四节 实系数多项式的实数根

对于实系数多项式

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, (an 6= 0)

的根的讨论，要困难和复杂得多，因为多项式的根除了有理根之外，更多的是
存在无理数根，而且五次以上的多项式，求根公式根本没有．因此，如何求出
这些多项式的实根（如果存在的话）？特别是如何求出这些多项式的无理根的
近似值？就成为我们急需讨论的内容了．

一、计算实根近似值的基本思想

求实系数多项式的实根的近似值，主要采用逼近法，其理论根据就是今后
要详细学习的中间值定理，我们现在叙述和解释如下：

定理 1（中间值定理）

f(x) 是一个实系数的多项式，a < b．若 f(a) 与 f(b) 符号相反，则一定
存在一实数 c，a < c < b 使 f(c) = 0.

我们从图象上来解释中间值定理．如图 4.1, 由于 f(a) 与 f(b) 符号相反，
所以点

(
a, f(a)

)
及点

(
b, f(b)

)
分别在 x 轴的两侧，而曲线 y = f(x) 是连续

的．因此它从 x 轴的一侧运动到 x 轴的另一侧，至少要“穿过”x 轴一次．若
在 (c, 0) 点穿过，就有 f(c) = 0.
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x

y

a

f(a)

b

f(b)

O c
x

y

a

f(a)

b

f(b)

O c

图 4.1

这样的解释尽管是直观形象的，但还不能算是严格证明．因为：什么叫连
续？为什么多项式函数在 (−∞,+∞) 是连续的？这些问题还没有确切的交待
过．而且对于一般连续函数的这一中间值定理，我们也不满足于仅仅是几何解
释．不过我们目前只是直观承认这一条定理的内容并初步应用它．以后在微积
分学习中再详细证明．

例 4.14 判断多项式 f(x) = x3 − 3x+ 1 的实根介于哪些连续整数之间？

解：显然，当 x ≤ −3 时，f(x) < 0, 且有：

f(−2) = −1, f(−1) = +8, f(0) = +1, f(1)�− 1, f(2) = +3

x > 3 时，f(x) > 0．
所以 f(x) 在 (−2,−1), (0, 1) 及 (1, 2) 各有一实根．
例 4.14 说明了中间定理的作用，但并没有告诉我们多项式实根如何定位

的基本方法．因为尽管在这一题中，f(−2), f(−1), f(0), f(1), f(2)求出后，实
根的位置是显然的，但是怎样想到用 −2,−1, 0, 1, 2 的函数值作为试探的目标
呢？万一 f(x)的根是一个很大的数，例如 106 左右的数时，岂不要试上 106 个
函数值？万一 f(x)只有一个实数根，再找另两个根时不仅徒劳，而且不知到什
么时候才能明确另两个不是实根．何况还可能有一些多项式根本没有实根．
这样看来，要寻求求多项式实根近似值的更完善的途径，必须解决以下三

个问题：

1. 确定根的界限——求出一个区间，使多项式的实根在这一范围内；

2. 根的分离定位——判定多项式的实根的个数，并使每个实根只包含在一个
小区间内；

3. 根的计算——求出每一实根的近似值．
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本节将系统解决这些问题，在着手解决这些问题之前，我们首先要明确逼
近法的基本思想，即如何计算出 f(x) 在 (a�b) 中的一个实根的近似值？使它能
达到指定的精确度？

例 4.15 求 f(2) = x3− 3x+1 在 (1, 2) 中的实根的近似值．（要求误差不超过
0.001）

解：由中间值定理可知，在 (1, 2) 中 f(x) 有一个实根，设为 α, 为了求出要求
精度范围内的近似值，可以把区间 (1, 2) 十等分，将分点 1.1, 1.2, . . . , 1.8, 1.9

分别代入 f(x), 由于 f(1.5) = −0.125, f(1.6) = +0.296, 所以这个根 α 在
(1.5, 1.6) 中，即 α 精确到 0.1 的不足近似值为 1.5．

再把区间 (1.5, 1.6) 十等分，将分点 1.51, 1.52, . . . , 1.58, 1.59 分别代入
f(x), 因为 f(1.53) = −0.008423, f(1.54) = +0.03226，所以这个根 α 在
(1.53, 1.54) 中，即 α 精确到 0.01 的不足近似值为 1.53．

继续将 (1.53, 1.54) 十等分，计算各分点的多项式的值，因为 f(1.532) =

−0.00010, f(1.533) = +0.00369, 所以，根 α 在 (1.532, 1.533) 中，它的精确到
0.001 的不足近似值为 α ≈ 1.532.
如果继续这样做下去，只要细心、不嫌繁，就可以求出精确到任意水平的

根的近似值．
例 4.15说明是逼近法的基本思想，也是求实根的基本方法，它的主要依据

就是中间值定理．但方法繁，计算量大，现在已有不少更先进的算法，我们将
在后边介绍一种改进了的方法．

练习

1. 利用中间值定理，判定下列多项式的实根在哪些连续整数之间：

(a) f(x) = x4 − 6x3 + 5x2 + 12x− 6

(b) f(x) = 2x3 − 5x2 + 5x− 3

2. 利用逼近法，试求 f(x) = x3 − 8x + 1 在 (0, 1) 中的实根，（精确
到 0.001）

二、实系数多项式实根的界和定位

我们已经知道，根据中间值定理，可以经过耐心细致的计算，首先确定多
项式实根的位置在哪些连续整数之间，其次再用逼近法去求每一个实根的近似
值．但是，对某一些多项式，如果我们一开始就用一个整数进行试算，可能会
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发生困难，一则难在应从哪一个整数试起呢？二则难在有些多项式用整数试算
找不到实根存在的区间，中间值定理无能为力．

例 4.16 试判定下列多式项的实根在哪两个连续整数之间？

1. f(x) = x4 − 6x2 + 10 2. g(x) = 8x2 − 8x+ 1

解：

1. 由于 f(x) = (x2 − 3)2 + 1, 因此，无论用那一个整数 a 去试算，恒有
f(a) > 0, 中间值定理无法判断．

实际上，f(x) 确实没有实根．

2. 一方面当我们用一个个整数 a 试算 g(a) 的值时，会发现总有 g(a) > 0,
好像可以断言 g(x) 没有实根了；但另一方面，用求根公式可以求得 g(x)

的两个根：x =
2±
√
2

4
，显然都是实根．只不过这两个实根都在 (0, 1) 中

间，其图象如图 4.2 所示．

这样看来，尽管 g(0) > 0, g(1) > 0 是同号的，但在 (0, 1) 中不是没有实
根，而是有两个实根．

x

y

O

−1

1

2

1

1

图 4.2

这就提醒我们注意，中间值定理所述的内容中 f(a) 与 f(b) 符号相反只是
f(x) 在 (a, b) 中有实根的充分条件，但不是必要条件．
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依据中间值定理，运用逼近法求多项式的实根时，由于会遇到以上困难，因
而我们就不得不进一步来探求新的更有效的方法．史笃姆方法就是彻底解决实
根个数及定位的有效方法．

史笃姆方法只是对没有重根的多项式来说的，因此可设多项式 f(x) 没有
重根．

又因为当多项式的首项系数 an 6= 1 时，可用 an 去除这个多项式的每一
项，从而得到一个首项系数为 1 的实系数多项式，它的零点（实根）不发生变
化．因此，我们就可设 f(x) = xn + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 是一个没有重根
的实系数多项式．

（一）f(x) 的根界

可以证明，f(x) 的每一个根的绝对值都不会大于 f(x) 的各项系数绝对值
的和．因此，我们可取

M = 1 + |an−1|+ |an−2|+ · · ·+ |a1|+ |a0|

作为 f(x) 的根界．即 f(x) 的所有实根都在区间 [−M,M ] 中．这里我们不加
证明而引用这一结论．

例 4.17 写出多项式 φ(x) = x3 − 10x+ 2 的根界．

解： ∵ M = 1 + | − 10|+ 2 = 13

∴ φ(x) 的所有根都在区间 [−13, 13] 之内．

（二）史笃姆函数序列

设没有重根的多项式 f(x)和它的导数 f ′(x),则有 degf(x) = degf ′(x)+1,
把 f ′(x) 记为 f1(x), 并作带余除法，得

f(x) = q1(x) · f1(x) + r1(x)

其中 r1(x) = 0 或 r1(x) 6= 0，degr1(x) < degf1(x)．在这里只有 f(x) 是
一次多项式，从而 f1(x) 是零次多项式时，才能有 r1(x) = 0, 否则 r1(x) 不会
等于零．记 f2(x) = −r1(x),（注意，式中的一个负号十分重要）．
又以 f2(x) 除 f1(x), 得 f1(x) = q2(x)f2(x) + r2(x), 同样，只有 f2(x) 是

零次多项式时，才有 r2(x) = 0, 否则 r2(x) 6= 0, 记 f3(x) = −r2(x). 如此继续
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下来，直到可以整除为止．即得

f(x) = q1(x)f1(x)− f2(x)

f1(x) = q2(x)f2(x)− f3(x)

f2(x) = q3(x)f3(x)− f4(x)

· · · · · · · · · · · · · · ·

fk−1(x) = qk(x)fk(x)− fk+1(x)

· · · · · · · · · · · · · · ·

fs−1(x) = qs(x)fs(x)

容易看到，这些计算实际上是对两个多项式 f(x) 及 f ′(x) 进行辗转相除，
只不过每一次的余式改变一个符号而已．由于非零数因子不影响辗转相除的结
果，所以最后能整除的除式 fs(x) 就是 f(x) 与 f ′(x) 的最高公因式．但是我们
己给出 f(x)没有重根这样一个条件，所以 fs(x)只能是零次多项式，因而可记
为 fs.

f(x), f1(x), f2(x), . . . , fk(x), . . . , fs

叫做多项式 f(x) 的史笃姆函数序列．

例 4.18 试求 f(x) = x3 − 10x+ 2 的史笃姆函数序列．

解：
f1(x) = f ′(x) = 3x2 − 10

用 f1(x) 除 f(x)，得：

r1(x) = −
20

3
x+ 2

∴ f2(x) = −r1(x) =
20

3
x− 2 =

20

3

(
x− 3

10

)
用 f2(x) 除 f1(x)，得：r2(x) = −

973

100

∴ f3 =
973

100
因此，所求的史笃姆函数序列为：

x3 − 10x− 2, 3x2 − 10,
20

3

(
x− 3

10

)
,

973

100

由于以下讨论史笃姆函数序列时，只考虑 x取某一数值时，fk(x)为零，为
正还是为负，所以在任一个史笃姆函数列中，乘以一个正常数（注意必须是正
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的）不影响讨论结果．因此对于上述例题所得的史笃姆函数序列，可以写成：

f(x) = x3 − 10x+ 2

f1(x) = 3x2 − 10

f2(x) = 10x− 3

f3 = 1

对讨论结果不会有影响．

（三）实数列的变号数

在史笃姆函数序列中，以实数 a 代 x, 得到一系列实常数：

f(a), f1(a), f2(a), . . . , fk(a), . . . , fs

这些数有正、有负，也可能有零．丢开那些具体数字，只考查各项的符号，就
成为一系列符号的排列，例如

+ + + − − + − − + − + − − + (4.13)

如果在这个排列中，两个相邻的符号相反，我们就说这一排列有一个变号．
整个排列中变号的总数，就叫做它的变号数．(4.13) 的变号数是 6．
如果在实数列中含有零，那么，它的变号数就指去掉零以后，剩下的各数

组成的数列的变号数．例如

+ + − 0 + + 0 + − + − − (4.14)

的变号数，就是指

+ + − + + + − + − − (4.15)

的变号数，显然它们的变号数是 5.
给出一个多项式的史笃姆函数序列以后，用实数 a 代入，得实数列

f(a), f1(a), f2(a), . . . , fk(a), . . . , fs

我们把这一数列的变号的个数记为 W (a).

（四）史笃姆定理及其证明
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定理 2（史笃姆定理）

如果用 −M , M 代入没有重根的多项式 f(x)的史笃姆函数序列，所得实
数列的变号数分别为W (−M)与W (M),那么，多项式 f(x)在 [−M,M ]

内就有 W (−M)−W (M) 个实根．

例 4.19 求多项式 f(x) = x3 − 10x+ 2 的实根个数及各个根所在的位置．

解：由例 4.17 知 f(a) 的根都在 [−13, 13] 之内，又由例 4.18 知 f(x) 的史笃姆
函数序列为

f(x) = x3 − 10x+ 2, f1(x) = 3x2 − 10, f2(x) = 10x− 8, f3 = 1

在根界 [−13,+13] 内，取点计算变号数，变号的情况列表如下：

x f(x) f1(x) f2(x) f3 W (x)

−13 − + − + 3
−4 − + − + 3
−3 + + − + 2
−2 + + − + 2
−1 + − − + 2
0 + − − + 2
1 − − + + 1
2 − + + + 1
3 − + + + 1
4 + + + + 0

+13 + + + + 0

从中根据史笃姆定理就可以断定，多项式 f(x) = x3− 10x+2 共有 W (−13)−
W (13) = 8个实根；同时还可以进一步得出，这三个实根分别在 (−4,−3), (0, 1),
(3, 4) 三个区间之中．

以下我们分几个步骤来证明史笃姆定理．（以下供选学）

第一个问题：会不会出现类似以下的排列

+ + + 0 + + −

即中间有一个零，而其左右同号，如果有这种情况，这个零就不能随便算作正
的或负的了．我们来证明这种情况不会产生，即：
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史笃姆函数序列中以一个实常数代入，居中间出现一个零，则其左右必
为一正一负，既不会出现相邻的两个零，也不会在零的左右出现两个同
是正号或两个同是负号．

证明：若以 a 代入 fk(x), 得 fk(a) 为零，则 (x− a)|fk(x)．
此时如果又有 fk+1(x) = 0,即 (x−a)|fk+1(x)，则 x−a为 fk(x)与 fk+1(x)

的公因式，由此可知 x− a 也是 f(x) 与 f ′(x) 的公因式，因而 a 是 f(x) 的重
根，这与假设矛盾．所以 fk+1(a) 6= 0. 同理 fk−1(a) 6= 0．

又因为

fk−1(x) = qk(x)fk(x)− fk+1(x)

所以

fk−1(a) = qk(a)fk(a)− fk+1(a)

现在 fk(a) = 0，所以必然有

fk−1(a) = −fk+1(x)

如果在运算过程中，fk−1(x), fk+1(x) 乘过不同的正常数，可能使 fk+1(x) 与
fk−1(a)的绝对值不等，但符号总是相反的．可见一个零的左右的两个符号必相
反．

第二个问题：怎么会产生变号个数的变化？当 x 经过某一个 fk(x) 的根而
不是 f(x) 的根时，变号的个数会不会有变化？

变号数的变化来源于各个符号的变化．若 x 由 a 渐增到 b, 完全没有经过
f(x) 及 fk(x) 的任一个根（如例 4.19 中 x 由 −3 增加到 −2, 或由 −1 增加到
0, 或由 2 增加到 3），则所有的符号都没有变，因而变号个数也不会变．
关于 x 通过 fk(x) 的某一个根，但不是 f(x) 的根的情况，我们来证明：

若 x 通过 fk(x) 的某一个根，但不是 f(x) 的根时，史笃姆函数序列的
值只改变变号的位置，不改变变号的个数．

如在例 4.19 中：x 从 −2 到 −1 通过 f1(x) 的根，史笃姆函数序列的值的
符号，就从

+ + − +

改变为

+ − − +
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变号的位置从第 2 到第 3 改变为从第 1 到第 2; 但变号的个数仍是 2．

证明：fk(x)与 fk+1(x)没有公共的根，设 α是 fk(x)的一个根，则 fk−1(α) 6= 0,
fk+1(α) 6= 0. 我们考虑 x 从 α − ε 经过 α 变到 α + ε 的过程，ε 取得如此之
小，以至 fk−1(x), fk+1(x) 都没有一个根在 (α− ε, α+ ε) 内，由中间值定理这
总是可行的．

fk(α) = 0, 已证明 fk−1(α) 与 fk−2(α) 异号，因此可能有下列四种情况：

x fk−1(x) fk(x) fk+1(x)

α− ε − − +

α − 0 +

α+ ε − + +

x fk−1(x) fk(x) fk+1(x)

α− ε − + +

α − 0 +

α+ ε − − +

x fk−1(x) fk(x) fk+1(x)

α− ε + − −
α + 0 −

α+ ε + + −

x fk−1(x) fk(x) fk+1(x)

α− ε + + −
α + 0 −

α+ ε + − −

可以看到，在任何一种情况下，史笃姆函数序列只改变变号的位置，不改
变变号的个数．

第三个问题：至此产生变号个数起变化的其他可能都已排除，那就只有一
个可能会改变变号个数：x 经过 f(x) 的根．因此我们就问：x 从小到大渐增地
变化，每经过 f(x)的一个根时，变号的个数如何变化呢？以下就解决并证明这
一问题．

x从小到大渐地增变化，每通过 f(x)的一个根时，史笃姆函数序列的值
的变号就减少一个．

证明：我们只在 f(x) 的根 α 邻近的一个区域 (α − ε, α + ε) 内考虑 f(x) 及
f1(x)（即 f ′(x)）的局部性质．因为 f(x) = 0, 则 f ′(x) 6= 0. 我们取足够小的 ε,
使 f ′(x) 在 (α− ε, α+ ε) 内符号不变：f ′(x) > 0 时，f(x) 递增，这说明 f(x)

由负变正；反之，f ′(x) < 0 时，f(x) 递减，说明 f(x) 由正变负．情况列表如
下：
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x f(x) f1(x)

α− ε − +

α 0 +

α+ ε + +

x f(x) f1(x)

α− ε + −
α 0 −

α+ ε − −

可见在任何情况下，x从小做大每经过 f(x)的一个根，史笃姆函数序列的
值总是减少一个变号．
综合以上三条，史笃姆定理即获证．
我们在叙述求实多项式实根位置的史笃姆方法及证明史笃姆定理时都强调

这样一个假设：实多项式 f(x) 没有重根．对于这个条件的限制在应用上和理
论上都会使我们感到不满足．从应用上说，是否在使用史笃姆方法以前要验证
f(x) 有没有重根？从理论上说，如果 f(x) 有重根，史笃姆定理会受到些什么
损害？
我们来回答这两个问题．
第一，从应用上说，这个条件完全不会增加我们的计算量．因为求史笃姆

函数序列的过程实际是用辗转相除法求 f(x) 及 f ′(x) 的最高公因式过程．如
果 f(x) 有重根，在上述运算中必然会看出．发现重根以后，我们把有关因式
除掉（这些因式为零时的值就是 f(x) 的重根），再研究其没有重根部分的因式．
这时，多项式的次数至少降低二次，对运算更有利．
第二，从理论上讲，如果有重根，史笃姆定理的结论同样正确，不过这时

fs(x) 是一个次数不小于 1 的多项式，不可以写成 f ′
s 而计算根的个数的时候，

重根 α 不论是多少重根，只作为 1 个根计数．即史笃姆函数序列的值在 x 由
小到大经过 f(x) 的 m 重根 α 时，变号数不是减少 m 个，而是只减少 1 个．
我们不另作详细证明，只举以下一例说明．

例 4.20 求多项式

f(x) = x5 − x4 − 2x3 + 2x2 + x− 1 = (x− 1)3(x+ 1)2

的史笃姆函数序列中变号的变化情况．

解：先求 f(x) 的史笃姆序列及根界

f1(x) = 5x4 − 4x3 − 6x2 + 4x+ 1 = (x− 1)2(x+ 1)(5x+ 1)

f2(x) = x3 − x2 − x+ 1 = (x− 1)2(x+ 1)

f3(x) = 0

根界：M = 8， ∴ f(x) 的根在 [−8,+8] 中．变号情况列表如下：
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x f(x) f1(x) f2(x) W (x)

−8 − + − 2
−2 − + − 2
0 − + + 1
2 + + + 0
+8 + + + 0

可知 f(x) 在 (−2, 0) 有一个根．（实际是二重根 −1）；在 (0, 2) 有一个
根，（实际是三重根 1）．
综上所述，我们可以看到史笃姆定理可以彻底地解决实系数多项式的实根

的个数、定位等问题．因而，史笃姆定理也被称为实数范围内的代数基本定理．

练习

1. 试求多项式 f(x) = x3 + 3x2 − 4x+ 1 的实根界、实根个数及各个
实根的位置．

2. 用史笃姆定理证明：n 次多项式 f(x) 的实根个数不大于 n.

三、实系数多项式实根的计算

在前面我们已经根据中间值定理，运用逼近方法求过的实根的近似值，但
太繁，计算量也很大，以下我们将利用两种换元变形，改进计算过程，从而得
到多项式实根近似计算的秦九韶方法．

（一）多项式的两种换元变形

第一种变形：令 y = x− k, 则 x = y + k, 于是

f(x) = f(k) +
f ′(k)

1!
(x− k) +

f ′′(k)

2!
(x− k)2 + · · ·+ f (n)(k)

n!
(x− k)n

= f(k) +
f ′(k)

1!
y +

f ′′(k)

2!
y2 + · · ·+ f (n)(k)

n!
yn

= g(y) = g(x− k)

若 g(y) 的一个根是 α, 即 y = α 时，g(y) = 0. 也就是：x − k = α 时，
g(x− k) = 0. 但 g(x− k) = f(x), 所以 x = k + α 时，f(x) = 0．这说明在求
出 g(y) 的一个根后，加上 k 就是 f(x) 的根．由于 k 可以自由选择，常可以使
α 比之 k + α 更易于计算．
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利用这种变形，就可以把“求 f(a) 在 (a, b) 内的一个实根”问题，转化为
“求 g(y) 在 (a− k, b− k) 内的一个实根”问题．适当选择 k, 可以简化计算．

例如，求多项式 f(x) = x3− 3x+1 的位于 (1, 2) 的根时，可令 y = x− 1,
得

g(y) = −1 + 3y2 + y3

只须先求 g(y) 在 (0, 1) 的根．这时，只须计算 g(0.5), g(0.6) 等，比之计算
f(1.5), f(1.6) 等要简单一些．
为了把 f(x) 改写成 g(x− k), 可以应用泰勒公式；也可应用余式定理及其

推论，采用综合除法；还可以用直接代入法．
第二种变形：令 y = kx, (k 6= 0), 则 x =

y

k
, 于是

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

= an

(y
k

)n
+ an−1

(y
k

)n−1

+ · · · a1
(y
k

)
+ a0

=
1

kn

(
any

n + an−1ky
n−1 + · · ·+ a1k

n−1y + a0k
n
)

= g1(y) =
1

kn
· g(y) = 1

kn
g(kx)

显然 g1(y) 与 g(y) 有相同的根．
若 g(y) 的一个根是 α, 则 y = α 时，g(y) = 0．也就是 kx = α 时，

g1(kx) = 0, 但 g1(kx) = f(x), 所以 x =
α

k
时，f(x) = 0, 这说明在求出 g(y)

的一个根以后，除以 k 就是 f(x) 的根．由于 k 可以自由选择，就可以使 α 比
之

α

k
更易于计算．

例如，已知 f(x) = x3 + 3x2 − 1 一根在 (0, 1), 令 y = 10x, 则 x =
y

10
, 于

是
g(y) = y3 + 30y2 − 1000

对应的一根在 (0, 10). 为了求这个根，可以计算 g(5), g(6), . . .等，求出 g(y)的
误差不大于 1 的根的近似值后，除以 10 即得 f(x) 的误差不大于 0.1 的近似
根．这比之计算 f(0.5), f(0.6), . . . 等，可以避免小数的出现．
利用这种变形，就可以把“求 f(x) 在 (a, b) 内的一个实根”，转化为“求

g(y) 在 (ka, kb) 内的一个实根”．适当选择 k, 同样可以简化计算．

（二）秦九韶法

把以上两种变形交替使用，主要依靠中间值定理，我们就得到多项式实根
近似计算的秦九韶方法．
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例 4.21 求多项式 f(x) = x3 − 3x+ 1 在 (1, 2) 的实根近似值，要求误差不大
于 10−8.

解：第一步：令 y = x− 1, 并令 z = 10y, 得 z 的多项式 z3 + 30z2 − 1000.
由于后面还要变形，文字变化太多很不方便，我们仍用 x 作为变数，只要

是注意要求的是 f1(x) 在 (1, 2) 的根的小数点后第一位数字．
记 f1(x) = x3 + 30x − 1000, 计算得出 f1(0) < 0, f1(5) = −125 < 0,

f1(6) = +296 > 0, f1(10) > 0. 所以 f1(x) 的根在 (5, 6) 中，即 f(x) 根在
(1.5, 1.6) 中．
第二步：在 f1(x) 中，使 y = x− 5, z = 10y, 写成 z 的多项式后，仍以 x

为变数，得
f2(x) = x3 + 450x2 + 37500x− 125000

f2(x) 的根在 (0, 10) 中，因而 x3 的绝对值比之其他各项要小得多，x2 项也比
较小，对 f(x) 为正或为负主要决定于后两项，因而估计 x 在 (3, 4) 中，计算
结果确有 f2(3) < 0, f2(4) > 0. 所以 f2(x) 的根 (3, 4) 中，即 f(x) 的根在
(1.53, 1.54) 中．
第三步：在 f2(x) 中使 y = x− 3, z = 10y 仍写成 x 的多项式，得

f3(x) = x3 + 4590x2 + 4022700x− 8423000

由最后两项估计，根在 (2, 3) 中，试算结果确有 f3(2) < 0, f3(3) > 0, 所以
f3(x) 的根在 (2, 3) 中，即 f(x) 的根一定在 (1.532, 1.533) 中．

第四步：在 f(x) 中使，y = x− 2, z = 10y, 仍写成 x 的多项式，得

f4(x) = x3 + 45960x2 + 404103200x− 359236000

现在，前两项起的作用更小了，我们可以一次算出 x应取值的三位数字，然
后再加以验算，不必象前面那样一位数一位数地计算了，把后两项系数相除，得
x = 0.889,由此应得 f(x)的根在 (1.532888, 1.532889)中，验证得 x ≈ 1.532889,
误差小于 10−8.
注意：上述方法对多项式的正根与负根显然同样适用，但是计算负根时，出错
的可能性比计算正根要大些，为此，我们可以利用第二种变形，令 k = −1, 就
把计算负根改变为计算正根了．例如为求 f(x) = x3 − 3x + 1 在 (−2,−1) 的
根，可改为求 g(y) = y3 − 3y − 1 在 (1, 2) 的根，求出后改变符号即得 f(x) 在
(−2,−1) 的根．
在常数项的绝对值比其他各系数的绝对值大许多倍时，可以先把中间两项

略去，估计根有几位整数，然后从 n× 10, n× 100, 或开始试除．若特大的系数
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不是出现在常数项，而是出现在中间某一项，也可把除第一项与最大系数的那
项以外的所有项先略去，估计根有几位数，按照上述方法试除．

例 4.22 估计多项式 f(x) = x3 + x2 − 107 的正根有几位整数．

解：由方程 x3 − 107 = 0 可看到其正根是以百位数字为第一位数字．因此用
x = 100, x = 200, x = 300, . . . 来试算，得 f(200) = −1960000, f(300) =

+17090000. 因而有一个根在 (200, 300) 中，即正根有 3 位整数．
若需要求这个根的近似值，用前述方法，先减去 200,但不必乘 10,得 f1(x)

的根在 (0, 100) 中，然后以 n× 10 试算．以后再减去这个 n× 10, 得 f2(x), 它
的根在 (0, 10) 中，这样就与例 4.21 相类似了．

练习

1. 验证 f(x) = x3− 5x2 +9x− 11 在 (3, 4) 中有一个实根，并求一多
项式 g(y), 使 g(y) 的每一个根都等于 f(x) 的根减去 3.

2. 用秦九韶法求下列多项式在指定区间内的实根的近似值：

(a) f(x) = x3 + 4x2 + 6x− 2, 在 (0, 1) 内；（要求精确到 0.1）；

(b) f(x) = x3 − 5x2 + 9x− 11, 在 (3, 4) 内；（精确到 0.0001）；

(c) f(x) = x3 + 5x2 + 6x+ 9, 在 (−5,−4) 内；（精确到 0.01）．

习题 4.4

1. 用逼近法求多项式 f(x) = 2x3 − x2 − 9x + 1 在区间 (−2,−1) 中的实根
的近似值（精确到 0.01）．

2. 求下列多项式的实根的界和位置：

(a) f(x) = x3 − 6x2 + 5x+ 13

(b) f(x) = x4 − 4x3 − 5x2 + 18x+ 20

3. 求下列多项式实根的界和个数：

(a) f(x) = 4x3 − 2x− 5

(b) f(x) = xn + 1

4. 用秦九韶方法，求下列多项式在指定区间的实根的近似值（精确到 0.001）
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(a) f(x) = x3 + 2x− 20, 在 (2, 3) 中；

(b) f(x) = x3 + x2 − 2500, 在正数范围内．

5. 用秦九韶方法，求 3
√
17 的近似值（精确到 10−4）．

第五节 二元二次方程组

前面几节，我们较系统地学习了多项式的求根问题，实际上，也是系统地
学习一元方程的求解问题．我们还系统地学习了线性方程组的求解．归纳起来，
在学习过的方程、方程组求解过程中，基本思想和方法就是：消元和降次．
在本节，我们将继续遵循这个基本思想，专门研究二元二次方程组及其解

法．

一、二元二次方程与二元二次方程组

由二元二次多项式组成的方程，就叫做二元二次方程，其一般形式是

ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx+ 2ey + f = 0 (4.16)

其中 a, b, c 不全为零；d, e, f 为任意实数；x, y 为二元．
凡满足方程 (4.16) 的有序数对 (x, y), 都叫做方程 (4.16) 的一个解．
二元二次方程的实数解，可有三种情况存在，即有唯一解，无解和无限多

解，例如：

• 方程 2x2 + y2 = 0, 只有一个解 (0, 0);

• 方程 x2 + 2y2 + 1 = 0, 就没有实数解；

• 方程 x2 + 2y2 − 4 = 0, 就有无限多个解．

由一个二元一次方程和一个二元二次方程组成的方程组以及两个二元二次
方程组成的方程组，都称为二元二次方程组．因此，二元二次方程组的一般形
式有两种类型：

(I)

 ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx+ 2ey + f = 0

mx+ ny + ℓ = 0

(II)

 a1x
2 + 2b1xy + c1y

2 + 2d1x+ 2e1y + f1 = 0

a2x
2 + 2b2xy + c2y

2 + 2d2x+ 2e2y + f2 = 0
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组成一个方程组的两个方程的公共解，就叫做这个方程组的解．

例如，方程组

 3x2 − 11xy + 6y2 = 0

5x2 + y2 = 0
的解是 (x, y) = (0, 0)．

求出方程组的所有解或判定方程组无解的过程，叫做解方程组．

解二元二次方程组的基本思想方法，仍然是消元和降次．

我们已经学习过的消元方法有：加减消元法，代入消元法，公式消元法等，
其中最根本的是加减消元法．

已经学习过的降次方法有：开平方法，配方法，因式分解法，公式法，换
元法等，其中最根本的是因式分解和换元法．

练习

试用先消元，后降次和先降次，后消元两种办法，解方程组 x2 − y2 = a

x+ y = b

并讨论解的情况．

二、二元二次方程组类型 (I) 的解法

第 (I) 类型的二元二次方程组，指的是由一个二元一次方程和一个二元二
次方程所组成的方程组，这种类型的方程组一般都可以用代入法来解．但根据
方程组的特点还可以灵活应用其它解法．

例 4.23 解方程组 ®
5x− 2y = 7 (4.17)

x2 + y2 = 25 (4.18)

解：由 (4.17) 得
y =

1

2
(5x− 7) (4.19)

代入 (4.18), 整理后得：29x2 − 70x− 15 = 0, 解出

x1 = 3, x2 = −
17

29

代入 (4.19) 得
y1 = 4, y2 = −

144

29
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所以方程组的解集为

{(x, y)} =
ß
(3, 4),

(
−17

29
,−144

29

)™
通过例 4.23, 我们可以得到以下一般情况：
对于方程组 ®

ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx+ 2ey + f = 0 (4.20)

mx+ ny + ℓ = 0 (4.21)

可以这样解，若 n 6= 0，由 (4.21) 解出

y =
1

n
(−mx− ℓ) (4.22)

代入 (4.20)就可以消去 y 而得到 x的一元二次方程，求出 x后，再代入 (4.22)，
从而求出相应的 y．

若 m 6= 0, 由 (4.21) 解出

x =
1

m
(−ℓ− ny) (4.23)

代入 (4.20)也可以消去 x而得到 y 的一元二次方程，求出 y 后，再代入 (4.23)，
从而求出相应的 x．

这种解法就是代入消元法，它是解这种类型方程组的基本方法．

例 4.24 解方程组 ®
(3x− 2y − 5)(x− y + 1) = 0 (4.24)

x+ y = 7 (4.25)

分析：这个方程组可以像例 4.23 一样用代入法求解，但由于其中的方程 (4.24)
具有特点：方程左边的式子是两个一次因式的乘积，方程右边等于 0. 因此，原
方程组可以改写成以下两个二元一次方程组®

3x− 2y − 5 = 0 (4.26)

x+ y − 7 = 0 (4.27)

®
x− y + 1 = 0 (4.28)

x+ y − 7 = 0 (4.29)

显然由 (4.26), (4.27) 组成的方程组的解及由 (4.28), (4.29) 组成的方程组
的解都能满足由 (4.24), (4.25) 组成的方程组；反之，(4.24), (4.25) 的解至少能



第五节 二元二次方程组 217

满足 (4.26), (4.27) 及 (4.28), (4.29) 中的一个方程组，所以，只要分别出方程
组 (4.26), (4.27) 与 (4.28), (4.29) 就可以了．
解：将原方程组改写成为以下两个方程组 3x− 2y − 5 = 0

x+ y − 7 = 0
及

 x− y + 1 = 0

x+ y − 7 = 0

解得： 
x =

19

5

y =
16

5

 x = 3

y = 4

所以，原方程组的解集为

{(x, y)} =
ß(

19

5
,−16

5

)
, (3, 4)

™
一般地，方程组 (a1x+ b1y + c1)(a2x+ b2y + c2) = 0

mx+ ny + ℓ = 0

可以转化为两个二元一次方程组 a1x+ b1y + c1 = 0

mx+ ny + ℓ = 0
与

 a2x+ b2y + c2 = 0

mx+ ny + ℓ = 0

求解．

例 4.25 解方程组

 x+ y = 15

xy = 56

分析：这个方程组除可以用代入法求解外，还可以应用韦达定理，以 x, y 为两
根，先做一个一元二次方程，再来求解．
解：由已知方程可知，若设 x, y 为某一个一元二次方程的两个根，则由韦达定
理可得出这一元二次方程为

z2 − 15z + 56 = 0

解出这个方程，得：z1 = 7, z2 = 8，所以原方程组的解集为：

{(x, y)} = {(7, 8), (8, 7)}



218 第四章 多项式的根

一般地，方程组

 x+ y = a

xy = b
的解，可以建立一个一元二次方程

z2 − az + b = 0

解出两根 z1 = α, z2 = β，从而得出方程组的解集：

{(x, y)} = {(α, β), (β, α)}

综合例 4.23—4.25 的一般结论，我们还可以给出这种类型方程组解的几何
意义如下：
一次方程表示直线，二次方程表示二次曲线，因此，这种类型方程组的一

个解，就表示直线与二次曲线的一个交点．
显然，直线与二次曲线最多有两个交点，也可能有两个重合的交点，也可

能没有交点．相应地说明这种类型的二元二次方程组最多有两个解，也可能有
两个相同的解，也可能没有解．

练习

解下列方程组

1.

 y2 = 4x+ 4

3x− y = 1

2.

 (x+ y + 1)(x+ y − 3) = β

x− y = −1

3.


1

x
+

1

y
= 0

xy = −5

4.

 2x+ 3y = 1

6xy = 1

三、二元二次方程组类型 (II) 的解法

第 (II) 类型的二元二次方程组指的是由两个二元二次方程组成的方程组，
这种类型的方程组求解是比较复杂的，若用代入法，都要解四次方程，这里我
们只讲一些特殊的方程组的解法，其要领仍是降次、消元．

（一）可转化为第 (II) 类型的方程组

例 4.26 解方程组 ®
x2 + y2 = 20 (4.30)

x2 − 5xy + 6y2 = 0 (4.31)
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分析：这个方程组的特点是：其中有一个方程 (4.31) 的左边可以分解为两个一
次因式的乘积，右边等于 0. 因此，方程 (4.31) 可化为两个二元一次方程，从
而原方程组就可以化为两个第 (I) 类型的二元二次方程组．
解：由 (4.31) 得：(x− 2y)(x− 3y) = 0，所以

x− 2y = 0 或 x− 3y = 0

因此，原方程组可化为以下两个方程组： x2 + y2 = 20

x− 2y = 0

 x2 + y2 = 20

x− 3y = 0

解这两个方程组，即得到原方程组的解集为：

{(x, y)} =
{
(4, 2), (−4,−2),

(
3
√
2,
√
2
)
,
(
−3
√
2,−
√
2
)}

例 4.27 解方程组

 x2 − y2 + 2y − 1 = 0

2x2 − 3xy − 2y2 + 2x+ 6y − 4 = 0

分析：这个方程组的特点是：两个方程的左边都可以分解为一次式的乘积，右
边都等于 0. 因此，原方程组就可以化为四个二元一次方程组来解．
解：用待定系数法分别将两个方程左边进行因式分解，可得®

(x+ y − 1)(x− y + 1) = 0 (4.32)

(2x+ y − 2)(x− 2y + 2) = 0 (4.33)

原方程组可化为以下四个线性方程组： x+ y − 1 = 0

2x+ y − 2 = 0

 x+ y − 1 = 0

x− 2y + 2 = 0 x− y + 1 = 0

2x+ y − 2 = 0

 x− y + 1 = 0

x− 2y + 2 = 0

解出这几个方程组，即可得原方程组的解集为：

{(x, y)} =
ß
(1, 0), (0, 1),

(
1

3
,
4

3

)
, (0, 1)

™
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例 4.28 解方程组 ®
x2 + 5xy − 2x+ 3y + 1 = 0 (4.34)

3x2 + 15xy − 7x+ 8y + 4 = 0 (4.35)

分析：这个方程组的特点是：两个方程中对应二次项系数成比例，这样，我们
可以运用方程的变换，消去二次项得到一个二元一次方程，将原方程组转化为
第 (I) 类型方程组求解．
解：由 (4.35)− (4.34)× 3, 得

− x− y + 1 = 0 (4.36)

将原方程组化为 (4.34), (4.36) 组成的（或 (4.35), (4.36)）第 (I) 类型方程组 x2 + 5xy − 2x+ 3y + 1 = 0

−x− y + 1 = 0

用代入法可以解出  x1 = 1

y1 = 0

 x2 = −1

y2 = 2

所以，原方程组的解集为

{(x, y)} = {(1, 0), (−1, 2)}

注意：解由 (4.35), (4.36) 组成的方程组，可得同样结果，但相比之下，计算要
繁一些．

例 4.29 解方程组： ®
2x2 + xy + x− 3y + 3 = 0 (4.37)

3xy + y2 − 2x+ 6y − 6 = 0 (4.38)

分析：这一方程组的特点是：两方程的左边虽不能分解因式，但这两个方程的
非二次项系数是成比例的，因而，我们可以通过方程的变换，消去非二次项得
到一个二元二次齐次式的方程，而这一方程的左边一般是可以分解因式的．从
而可以将方程组化为第 (I) 类型求解．
解：由 (4.37)× 2 + (4.38), 得 4x2 + 5xy + y2 = 0, 即：

(4x+ y)(x+ y) = 0 (4.39)
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这样，原方程组可转化为 (4.37), (4.39) 所组成的方程组，（或者 (4.38),
(4.39) 所组成的方程组）再由例 4.24 的分析即可化为以下两个方程组求解： 2x2 + xy + x− 3y + 3 = 0

4x+ y = 0

 2x2 + xy + x− 3y + 3 = 0

x+ y = 0

分别解出，得 x1 =
13 +

√
193

4

y1 = −13−
√
193

 x2 =
13−

√
193

4

y2 = −13 +
√
193 x3 = −1

y3 = 1

 x4 = −3

y4 = 3

所以，原方程组的解集为

{(x, y)} =

{(
13 +

√
193

4
,−13−

√
193

)
,

(
13−

√
193

4
,−13 +

√
193

)
,

(−1, 1), (−3, 3)

}
综合例 4.26—4.29 的分析可以得出：对一些具有一定特点（如其中一或两

个方程的一边可分解因式，另一边为 0; 两个方程相应的二次项系数成比例；两
方程相应的非二次项系数戌比例）的第 (II) 类型二元二次方程组，我们可以利
用分解因式或方程的变换等方法，降低方程的次数，转化为第 (I) 类型方程组
求解．

练习

解方程组：

1.

 x2 + 2xy + y2 + 2x+ 2y − 3 = 0

2x2 − y2 + x− y + 1 = 0

2.

 (x− 2y)2 − 1 = 0

(3x− 2y + 1)(2x+ y − 3) = 0

3.

 x2 + y2 + 7x+ 2y − 11 = 0

x2 + y2 + 3x+ 4y − 9 = 0
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4.

 xy − 3y + 1 = 0

2y − 1

3
x2 − 2

3
= 0

5.

 xy + 2xy + y2 = 25

9x2 − 12xy + 4y2 = 9

（二）可转化为含一元方程的方程组

例 4.30 解方程组 ®
2x2 − xy + y2 − 3y + 2 = 0 (4.40)

6x2 − 3xy − y2 − y + 6 = 0 (4.41)

分析：这一方程组的特点是：两方程的左边不能分解因式，二次项或非二次项
系数都无法消去，但其中含有同一个元 x 或 y 的相应各项系数是成比例的．本
题中含 a的项有：

2

6
=
−1
−3
．因而，我们可以利用方程的变换首先消去一元，得

到一个一元方程，从而原方程组即可化为含有此一元方程的方程组求解．

解：由 (4.41)− (4.40)× 3, 得 −4y2 + 8y = 0, 即：

4y(y − 2) = 0 (4.42)

这样，原方程组就可转化为由 (4.40), (4.42) 组成或由 (4.41), (4.42) 组成的方
程组求解．再由象例 4.26 的分析，原方程组就化为 2x2 − xy + y2 − 3y + 2 = 0

y = 0

 2x2 − xy + y2 − 3y + 2 = 0

y − 2 = 0

直接用代入法即可解出： x1 = 0

y1 = 2

 x2 = 1

y2 = 2

所以原方程组的解集为：

{(x, y)} = {(0, 2), (1, 2)}
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练习

解方程组

1.

−2xy + y2 + x+ y + 3 = 0

4xy − 6y2 − 2x+ y + 4 = 0

2.

 2x2 + 3xy + y2 + 3x+ 4y − 1 = 0

x2 + 6xy + 2y2 + 2x+ 8y − 3 = 0

（三）可用换元法解的方程组

例 4.31 解方程组 ®
x2 − 2xy + y2 + 3x+ 3y − 2 = 0 (4.43)

2x2 − 2xy + 2y2 − 2x− 2y + 15 = 0 (4.44)

分析：这个方程组的特点是：在两个方程中若 x，y将位置互换，方程式不变，这
种方程我们叫做轮换对称方程，这种方程组一般可用换元的办法，设 x+y = s,
x · y = t, 将方程组转化为关于 s, t 的方程组，解出 s, t 再进而解出 x, y．
解：设  x+ y = s

xy = t
(4.45)

代入原方程组，得 ®
s2 − 4t+ 3s− 2 = 0 (4.46)

2s2 − 6t− 2f + 15 = 0 (4.47)

象例 4.30 一样，在 (4.46), (4.47) 中消去 t, 由 (4.46) × 3 − (4.47) × 2 得：
−s2 + 13s− 36 = 0，即：

(s− 4)(s− 9) = 0

因此就有： s2 − 4t+ 3s− 2 = 0

s− 4 = 0

 s2 − 4t+ 3s− 2 = 0

s− 9 = 0

解得  s = 4
13

2

 s = 9

t =
53

2
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将上述两解代回 (4.45) 中，得 x+ y = 4

xy =
13

2

 x+ y = 9

xy =
53

2

这两方程组都无实数解．
所以，原方程组无实数解．
综合以上的解法讨论，我们同样可以给出这种类型方程组解的几何意义如

下：
第 (II) 类型的二元二次方程组的解，就是它们两个方程所代表的两条二次

曲线的交点．
两条二次曲线的交点最多有四个，也可能有两个，还可能没有交点．相应

地，第 (II) 类型的二元二次方程组最多四个解，也可能有两个解，还可能没有
解．

练习

解下列方程组

1.


√
x+
√
y = a

x · y = b
(a > 0, b > 0)

2.

 x+ y = 12
√
x+ 2 +

√
y − 1 = 5

3.

 x2 + y2 + 2(x+ y) = 3(xy + 1)

2(x2 + y2)− xy = 6(x+ y)− 4

习题 4.5

1. 解下列方程组：

(a)

 xy + 36 = 0

x+ y = 5
(b)

 x− y = 7

x2 + y2 = 85
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(c)

 x2 − y2 − 3x+ 2y = 10

x+ y = 7

(d)

 (x− 2)2 + (y + 3)2 = 9

3x− 2y = 6

(e)

 4x2 − 9y2 = 15

2x− 3y = 5

(f)


√
x+ 1 +

√
y − 1 = 5

x+ y = 13

(g)


4

x2
+

25

y2
= 25

2

x
+

5

y
= 1

(h)


y

x
+

2x

y
= 3

2x+ 3y = 4

2. (a) m取什么值时，方程组

 y2 = 4x

y = 2x+m
有两个相等的实数解？并求

出这个解．

(b) 在什么情况下，关于 x, y 的方程组

 x+ y = a

xy = b
有实数解？没有

实数解？

3. 解方程组：

(a)

 x2 + y2 = 5

y2 = 4x

(b)

 x2 + y2 = 101

xy = −10

(c)

 x2 − y2 + (x− y)− 6 = 0

x2 + 2xy + y2 − 25 = 0

(d)

 x2 + xy + y2 = 7

6x2 − 5xy + y2 = 0

(e)

 x2 − 5xy + 6y2 = 0

(x− 4)(y − 1) + (x− 3)(y − 2) = 0

(f)

 2x2 + 27xy + 6y2 − 6x− 21y − 14 = 0

2x2 − 9xy − 3y2 − 6x+ 6y + 4 = 0

4. 解方程组：

(a)

 (x− 2)2 + (y − 1)2 = 25

2(x− 2)2 − 3(y − 1)2 = 5
(b)

 (x+ 3)2 + y2 = 9

9(x− 2)2 + 4y2 = 36
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(c)

 x2 + y2 = 8

(x+ 1)2 = (y − 1)2

(d)

 x2 − xy − 2y2 + y = 0

x2 − xy − 2y2 − 3x+ 6y = 0

(e)

 x2 + y2 = x+ y + 20

xy + 10 = 2(x+ y)

(f)

 (x+ y + 1)2 + (x+ y)2 = 25

x2 − y2 = 8

(g)

 2x2 − 4xy + 3y2 = 36

3x2 − 4xy + 2y2 = 36

(h)

 4x2 + 9y2 = 10

2xy = 1

5. 解下列方程组：

(a)

 2x2 − xy − y2 + 3x+ 2y = 3

x2 − 3x+ 2 = 0

(b)

 x2 − 15xy − 3y2 + 2x+ 9y − 98 = 0

5xy + y2 − 3y + 21 = 0

(c)

 x2 + y2 + 3xy − 4x− 4y + 3 = 0

xy + 2x+ 2y − 5 = 0

(d)


xy = 3

yz = 6

xz = 2

(e)


…

x

y
+

…
y

z
=

5

2

x+ y = 10

(f)

 5x2 − 6xy + 5y2 = 29

7x2 − 8xy + 7y2 = 43

本章内容要点

一、本章主要内容是讨论实系数多项式的根，若 α 满足 f(α) = 0, 则 α 叫
多项式 f(x) 的根，多项式 f(x) 的根就是方程 f(x) = 0 的根．

二、多项式 f(x) 的求根，就是解方程 f(x) = 0. 对于一元多项式 f(x): 一
次、二次、三次、四次多项式都有求根公式（也称为根式解），而五次以上的一
元多项式没有求根公式（不存在根式解）．

三、有理系数多项式 f(x) 若有有理根
p

q
, (p, q) = 1 则必定有 p 能整除常

数项 a0, q 能整除首项系数 an. 特别地，若 f(x) 有整数根 α, 则 α|a0.
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因此，求有理系数多项式 f(x) 的有理根时，就可以首先找出 an 与 a0 的
因数，配成以 an 的因数为分母，以 a0 的因数为分子的各种应有形式的有理分
数就是所求有理根的范围；其次再用余式定理与综合除法逐个试算，确定所求
多项式的有理根，特别地，有理系数多项式的整数根，只要在 a0 的所有因数中
试算，即可确定．

四、同时满足 f(α) = 0, g(α) = 0 的数 α, 叫做多项式 f(x) 与 g(x) 的公
根．

两多项式 f(x) 与 g(x) 有公根的充要条件是它们有一次公因式；求两多项
式的公根，一般只要求它们的最高公因式的根就可以；也可以先求其中一个多
项式的根，再逐个代入另一多项式去试算，凡满足的，就是公根，否则就不是
公根．

五、如果 α 满足 f(x) = (x − α)m · q(x), 且 q(α) 6= 0．那么，α 就叫做
f(x) 的 m 重根．

α 是 f(x) 的二重根的充要条件是 α 为 f(x), f ′(x) 的公根．

若 (f(x), f ′(x)) 含有 (x− α)m−1 的因式，则 α 就是 f(x) 的 m 重根，也
是 f ′(x) 的 m− 1 重根．

对于一个多项式 f(x), 如果它有重根，那么，(f(x), f ′(x)) 就是非零次多

项式，且不为零多项式．因而．
f(x)

(f(x), f ′(x))
= φ(x) 就是一个没有重根的多项

式，而且 φ(x) 与 f(x) 有相同的根．

六、实系数多项式的实根，一般是用有理数近似值表示，求实根的近似值
主要依据多项式函数的中间值定理，采用逼近的方法．一般地要顺序解决以下
几个问题：

1. 确定根界

多项式 f(x) = xn�an−1x
n−1 + · · · + a1x+ a0 的所有根在 [−M,M ] 之中，

M = 1 + |an−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0|;

2. 确定根的个数，根的定位

计算史笃姆函数序列及变号数W (−M), W (M),由克笃姆定理可确定：没
有重根的多项式 f(x) 在 [−M,M ] 中有 (W (−M) −W (M)) 个实根，并
可将每个根限定在一个确定的区间中．

3. 计算每一实根的近似值

运用秦九韶法，可以计算出在 (a, b) 中的实根的任意精确度的近似值．在
具体计算过程中，主要使用了两种变换，方便和简化了运算．
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七、二元二次方程组分为两种类型，第 (I) 类型是基础，它的求解主要是
采用代入消元法；第 (II) 类型，我们仅讨论了一些具有特点的特殊方程组的解
法，其中主要是：

1. 可转化为第 (I) 类型求解的方程组，其转化的主要方法是因式分解；消去
二次项，消去非二次项、再分解因式，总之是降次．

2. 可转化为含有一元方程的方程组，其转化的主要方法是消去含有某一元
的各项．实际就是消元．

3. 可用换元法解的轮换对称方程组．

至于一般的由两个二元二次方程组的方程组，如果不具有以上这些特点，
其解法繁难，我们先不予讨论．以后可以使用几何法解决．

复习题四

1. 求下列多项式的有理根：

(a) x3 − x2 − 8x+ 12

(b) x3 − 11x2 + 18x− 8

(c) x4 − 7x3 − 7x2 + 43x+ 42

(d) x5 + 4x3 + 8x2 + 32

(e) x4 − x2 + 2x− 1

(f) 4x4 − 9x2 + 6x− 1

2. 如果多项式 f(x) = ax2 + bx+ c 的二根之比为
2

3
, 求证：6b2 = 25ac．

3. 判别下列多项式有没有重根，若有，求出其重根．

(a) x4 − 24x2 + 64x− 48

(b) x5 − 5x4 + 7x3 − 2x2 + 4x− 8

(c) x4 + 4x2 − 4x− 3

4. 证明：f(x) = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
没有重根．

5. 求 f(x) = x4 + x3 − 2x− 4 与 g(x) = x4 − x3 + 2x− 4 的公根．

6. 求多项式 x3 + px+ q 有重根的条件．

7. (a) 若 a 为整数，但 |a| 6= 2, 试证：多项式 f(x) = x2 + ax+1 没有有理
根．
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(b) 若 a, b, c 都是奇数，试证明 f(x) = ax2 + bx+ c 没有整数根．

8. a 6= 0, 求证多项式 f(x) = xn − an 没有重根．

9. 已知 f(x) = 2x4 − 8x3 + 19x2 − 12x + 24 有两个根分别是 g(x) = x4 −
2x3 + 3x2 − 2x+ 2 的两个根的 2 倍，求这两个根．

10. 求多项式 p(x) = x3 + 2x2 − 5x− 7 的正根的近似值，使误差小于 10−8.

11. 求 98 的 5 次方根，使误差小于 10−6（允许应用四位对数表求出前若干
位数字）．

12. 求多项式 f(x) = x3 + x2 + x− 1010 的正根的近似值，使误差小于 1.

13. 将 x5 − 243 写成以 x− 3 为元的多项式，将 x3 + x2 + 1 写成以 x+ 1 为
元的多项式．

14. 应用中间值定理，写出下列各多项式的实根在哪些连续整数之间．

(a) x4 − 2x3 − x2 + 6x+ 2

(b) x3 + x2 − 2x+ 1

(c) x4 − 8x3 + 14x2 + 4x− 6

15. 若三次多项式 f(x) = x3 − 2x2 − x + 3 有三个根 α, β, γ，试求下列各式
的值：

(a) α2 + β2 + γ2

(b) α3 + β3 + γ3

(c) (α+ 1)(β + 1)(γ + 1)

(d) α2(β + γ) + β2(α+ γ) + γ2(α+ β)

16. 应用多项式的第一种换元变形，使 f(x) = x3 − 6x2 + 5x+ 7 变形为 g(y)

后，g(y) 中 y 的系数为零．

17. 应用多项式的第一种换元变形，使 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+

a0 (a, 6= 0) 变形为 g(y) 后，g(y) 中 yn−1 的系数为零．

18. 解方程组：
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(a)

 x2 − xy + y2 = 48

x− y − 8 = 0

(b)

 x2 + 3xy + y2 = 1

3x2 + xy + 3y2 = 13

(c)

 x2 + y2 + 4x− 2y + 3 = 0

x2 + 4xy − y2 + 10y − 9 = 0

(d)

 x2 − xy = 12

xy − 2y2 = 1

(e)


1

x2
+

1

xy
=

1

a2
1

y2
+

1

xy
=

1

b2

(f)

 x4 + y4 = 97

x+ y = 5

(g) 2(x−y)+xy = 3xy−(x−y) = 7



第五章 数列和数列求和

第一节 数列的概念

一、数列的定义

首先让我们再来看一看人类最先认识的数——自然数：1, 2, 3, 4, . . . , n, n+

1, . . ., 它们是一串依次排列的数，从 1 开始，逐次加 1 至无穷，这就是本节要
讲的数列的一个原始的例子．下面再举几个数列的例子：

例 5.1 在自然数里，把被 3 整除，被 3 除余 1, 被 3 除余 2 的那些数，分别
由小到大排列成数列．

解：被 3 整除的数：3, 3× 2, 3× 3, 3× 4, . . . , 3n, 3(n+ 1), . . .

被 3除余 1的数：3+1, 3×2+1, 3×3+1, 3×4+1, . . . , 3n+1, 3(n+1)+1, . . .

被 3除余 2的数：3+2, 3×2+2, 3×3+2, 3×4+2, . . . , 3n+2, 3(n+1)+2, . . .

例 5.2 某人考察，一对兔子经过一年的繁殖，总共可以有多少对兔子，假设兔
子的生殖力是这样的：每一对兔子每一个月可以生一对兔子，并且兔子在生出
两个月以后就具有生殖后代的能力，在各月份里观察到的兔子的对数如下表所
示：

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
un 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377

设 n代表月份，un 代表该月内兔子对数．在第一个月里，第一对兔子生了
一对后代，因此 u1 = 2, 在这两对中，只有第一对能够在下一个月里生一对兔
子，所以 u2 = 3, 以后各月的兔子总对数除了上一个月的兔子总对数外，再加
上其中 1 能够在这个月产生后代的兔子对数，即前一个月的兔子的总对数，因
此以后各月的兔子总对数可以由公式：

un = un−1 + un−2, (2 < n ≤ 12)

231
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计算出来．

例 5.3 试将
1

7
准确到

1

10
,

1

102
,

1

103
, . . . 的不足近似值和过剩近似值分别排成

数列．

解：将
1

7
化成无限循环小数得到

1

7
= 0.1̇42857̇. 如果分别按去尾法和进一法

舍取近似数，就是说，取 0.1̇42857̇ 前 n 个数位上的数码而把它后面尾部数码
都舍去，这样得到的有限小数 u−

n 叫做
1

7
的准确到

1

10n
的不足近似值，而把

u+
n = u−

n +
1

10n
叫做

1

7
的准确到

1

10n
的过剩近似值．

由
1

7
的准确到

1

10n
的不足近似值组成的数列是

0.1, 0.14, 0.142, 0.1428, 0.14285, . . .

由
1

7
的准确到

1

10n
的过剩近似值组成的数列是

0.2, 0.15, 0.143, 0.1429, 0.14286, . . .

显然有：

0.1 < 0.14 < 0.142 < 0.1428 < 0.14285 < · · · < 1

7

< · · · < 0.14286 < 0.1429 < 0.143 < 0.15 < 0.2

并且 ∣∣∣∣u−
n −

1

7

∣∣∣∣ < 1

10n
,

∣∣∣∣u+
n −

1

7

∣∣∣∣ < 1

10n

现在我们可以给数列下个定义如下：

定义

一串依次排列的数 a1, a2, . . . , an, . . . 叫做数列．
数列中的数，叫做数列的项，用 an 表示，每一项的位置序数 n 叫做该
项的指标，通常写在 a 的右下角，故也叫下标．数列用符号 {an, n =

1, 2, 3, . . .} 表示，或简写为 {an}．

依定义，数列就是对每一个自然数 n 指定一项 an, 换言之，数列就是自然
数的函数．

通过前面的例子知道，我们可以用以下几种方式给出一个数列：
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1. 给出一个以指标 n表示数列的任意一项 an 的公式，这公式叫做数列的通
项公式．例如在例 5.1 中，数列的通项公式分别是

an = 3n, bn = 3n+ 1, cn = 3n+ 2 (n = 1, 2, 3, . . .)

2. 有的数列从某一项开始能够用在它前面的 k 个项表示出来．这个表达式，
叫做递归方程．例如例 5.2 中的数列，由两个初始值 u1 = 2, u2 = 3 和一
个递归方程给出：

un = un−1 + un−2, (n = 3, 4, 5, . . . , 12)

3. 有的数列直接用语言描述它的 an 项，用来作一般性的讨论，如例 5.3 中
的数列．

二、数列的种类及其定义

（一）有穷数列和无穷数列

有末项的数列叫做有穷数列，无末项的数列叫做无穷数列．如例 5.2 的数
列是有穷数列，例 5.1, 例 5.3 的数列是无穷数列．

（二）单调数列和摆动数列

数列 {an} 中的项，若满足不等式

• an+1 ≥ an, (n = 1, 2, 3, 4, . . . , n, . . .), 那么数列叫做不减的；

• 如果 an+1 > an, (n = 1, 2, 3, 4, . . . , n, . . .)，那么数列叫做递增的；

• 如果 an+1 = an, (n = 1, 2, 3, 4, . . . , n, . . .)，那么数列叫做常数列；

• 如果 an+1 ≤ an, (n = 1, 2, 3, 4, . . . , n, . . .)，那么数列叫做不增的；

• 如果 an+1 < an, (n = 1, 2, 3, 4, . . . , n, . . .)，那么数列叫递减的．

以上各种数列统称为单调数列．
数列 {an} 中的项，如果总有一些项大于前面的项，又总有一些项小于前

面的项，那么数列叫做摆动数列．
例如：以下数列都是摆动数列

• 数列 {(−1)n+1}：1,−1, 1,−1, . . .
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• 数列 an =


1

n
, n 是奇数
n

n+ 1
, n 是偶数

：1,
2

3
,
1

3
,
4

5
,
1

5
,
6

7
, . . .

• 数列 {(−1)nn}：−1, 2,−3, 4, . . .

（三）有界数列和无界数列

有穷数列一定有最大项和最小项，无穷数列就不一定有此性质．无穷数列
可分成有界数列和无界数列．

定义

任何一项的绝对值都小于某一正数，即 |an| < M, (M > 0) 的数列叫
做有界数列；没有这样正数存在的数列叫做无界数列．

例如，数列 {(−1)n} 和 {n+ (−1)nn} 都是无界数列．

数列
ß
(−1)n+1

(
1 +

1

n

)™
是有界数列，因为

|an| =
∣∣∣∣(−1)n+1

(
1 +

1

n

)∣∣∣∣ = 1 +
1

n
≤ 2, (n = 1, 2, 3, 4, . . .)

若数列递增，并且所有 an ≤M（定数），则称数列有上界 M．

推论 1
递增有上界数列一定是有界数列．

若数列递减，并且所有 an ≥M（定数），则称数列有下界 M．

推论 2
递减有下界数列一定是有界数列．

推论 3
有穷数列一定是有界数列．

图示数列的最简单的方法是直接把点 a1, a2, a3, . . . 标在数轴上，这种图象
可以清楚地表示数列变化的状态和趋势．图 5.1 是几个数列的图象．
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n

n+ 1

™
a1 a2 a3a4

0 1 ß(
1

2

)n™
a1a2a3a4a5

0 1

2
{sinnπ}

0

a1 = a2 = a3 = · · ·

{(−1)nn}a5 a3 a1 a2 a4

−1 0

{n+ (−1)nn}a1 = a3 = a5 = · · ·

0 a2 a4 a6

图 5.1

习题 5.1

1. 自然数里的质数由小到大排成一个数列，试依次写出它的前 10 个质数．

2. 分别用通项公式表示由小到大排列着的偶数数列和奇数数列．

3. 试写出下列各数列的通项公式

(a) 12, 22, 32, 42, . . .

(b) 1, −1

2
,
1

2
− 1

3
,
1

3
− 1

4
, . . .

(c) 3

2
,
4

3
,
5

4
,
6

5
, . . .

(d) 1 · 3
2 · 4

,
3 · 5
4 · 6

,
5 · 7
6 · 8

,
7 · 9
8 · 10

, . . .

(e) 10

3
,
20

9
,
30

27
,
40

81
, . . .

(f) 1, 1 · 2, 1 · 2 · 3, 1 · 2 · 3 · 4, . . .

(g) −1, 1, −1, 1, −1, . . .

(h) 1, −1

2
,
1

3
, −1

4
,
1

5
, . . .

(i) 1

1 · 2
, − 1

3 · 4
,

1

5 · 6
, − 1

7 · 8
, . . .

4. 根据下列各数列的通项公式，写出它的前 10 项．

(a) an = cosnπ, (n = 1, 2, 3, . . .)

(b) an =
2 + (−1)n

n
, (n = 1, 2, 3, . . .)
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(c) f(n) =


1

n
, n 为奇数
n

n+ 1
, n 为偶数

5. 试将所有整数排成一个数列，并且用通项公式表示出来．

6. 数列的通项公式是

f(n) =
5 + 3

√
5

10

(
1 +
√
5

2

)n

+
5− 3

√
5

10

(
1−
√
5

2

)n

, (n = 1, 2, 3, . . .)

(a) 求 f(1), f(2);

(b) 求证 f(n) = f(n− 1) + f(n− 2).

7. 判断下列各数列的类型并图示它前 5 项．

(a) an = 1− 2n, (n = 1, 2, 3, . . . , 10)；

(b) an =
2n+ 1

n
, (n = 1, 2, 3, . . .)；

(c) an =
(−1)n2n

4
, (n = 1, 2, . . . , 5)；

(d) an =
(−1)n+1n

n+ 1
, (n = 1, 2, 3, . . .);

(e)
√
2 的准确到 1, 0.1, 0.01, . . . 的过剩近似值．

(f) an =
2 + (−1)n

n
, (n = 1, 2, 3, . . .)；

(g) an = (1)n
(
n− 1

n+ 1

)2

, (n = 1, 2, 3, . . .)；

(h) an =
2n2 − 3

n
, (n = 1, 2, 3, . . .)；

(i) an =
−2n2 − 3

n
, (n = 1, 2, 3, . . .)；

(j) an = tan nπ

3
, (n = 1, 2, 3, . . .)．

8. 数列的通项公式是

an = 2n2 − 3, (n = 1, 2, 3, . . .)

求数列的第 5 项，下面三个数：84788、32352 和 72197 中，哪个数是数
列中的项，是第几项？
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第二节 数列求和举例

在本节，我们要复习第一册已经学习过的两个简单而重要的数列，即等差
数列和等比数列，同时通过例题来说明几种常用的求数列前 n 项和的方法．

如果一个数列，从第二项起，每一项减去它的前面的一项所得的差都等于
同一个常数，那么这个数列叫做等差数列，这个常数叫做等差数列的公差，用
符号 d 表示．等差数列的通项公式是

an = a1 + (n− 1)d, (n = 1, 2, 3, . . .)

它的前 n 项求和公式是

Sn =
n(a1 + an)

2

或

Sn = na1 +
n(n− 1)

2
d

我们已在第一册给出上面求和公式的推导过程，现在建议读者独立地把它们推
导出来，在通项公式与求和公式中共包含了五个数量：a1, d, n, an 和 Sn．如
果问题给出了其中三个数量，那么其余两个数量便可由它们解出来．

例 5.4 在数轴上有两个点 A(4.5)和 B(12.5),在其间插入四个等间隔的点，求
这些点的坐标．

解：在 A 和 B 两点之间插入四个等间隔的点后，这六个点的对应坐标成等差
数列，

∵ a1 = 4.5, a6 = 12.5, n = 6

∴ 12.5 = 4.5 + (6− 1)d，解得：d = 1.6．

所求四个点的坐标分别是 6.1, 7.7, 9.3, 10.9．

定义

给出两个数，其间插入一个数，使成等差数列，被插入的数叫做这二数
的等差中项．

推论

若 a, b, c 三个数成等差数列，则等差中项

b =
a+ c

2
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事实上，依定义有

b− a = c− b

移项，得

2b = a+ c

即

b =
a+ c

2

例 5.5 在甲地有 48 根电杆，从离甲地 1000 米的地方树立第一根电杆，以后
每隔 15 米树立一根电杆，载重汽车每次只能拖运三根电杆，问由一辆汽车去
完成任务至少需要行驶多少公里？

解：汽车需运电杆 48÷ 3 = 16 次才能完成任务，所以，n = 16．设 an 为第 n

次拖运电杆再返回原地所行驶的路程，依题意 {an} 是等差数列，且知

a1 = 2060, d = 90, n = 16

因此：

Sn = na1 +
n(n− 1)

2
d

= 16× 2060 +
16× 15

2
× 90

= 43760(米) = 43.76(公里)

答：汽车需行驶 43.76 公里，才能完成任务．
如果一个数列，从第二项起，每一项和前面一项的比都等于一个常数，那

么，这个数列叫做等比数列．这个常数叫做等比数列的公比，通常用字母 q 表
示．换言之，等比数列是满足递归关系 an+1 = qan, (n = 1, 2, . . .) 的数列．

显然，当 q > 0 时，等比数列是单调的．若 q > 1，等比数列是递增的；若
0 < q < 1，等比数列是递减的；若 q = 1，等比数列是常数列．

当 q < 0 时，等比数列是摆动的．

又当 |q| ≤ 1 时，等比数列是有界的，当 |q| > 1 时，等比数列是无界的．

我们已经知道等比数列的通项公式是

an = a1q
n−1 (n = 1, 2, . . .)

它前 n 项和公式是

Sn =
anq − a1
q − 1
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若 q < 1, 上式改写为
Sn =

a1 − anq

1− q

显然，若 q = 1, 则 Sn = na1．
将 an = a1q

n−1 代入求和公式中，得到

Sn =
a1(q

n − 1)

q − 1

定义

任给两个数，在其间插入一个数，使成等比数列，则所插入的数叫做所
给两数的等比中项．

推论

若 a, b, c 三个数成等比数列，则等比中项 b = ±
√
ac，（或 b2 = ac）．

事实上，依定义有
b

a
=

c

b

因此：b2 = ac，或者 b = ±
√
ac．

例 5.6 在 81 和 1 之间，插入三个实数，使它们和这两个数成等比数列．

解：在 81 和 1 之间，插入三个数后，1 就成为等比数列的第 5 项，因此

a5 = 81q4 = 1

(9q2 + 1)(9q2 − 1) = 0

∵ q 为实数，∴ 9q2 + 1 6= 0，由此得：

9q2 − 1 = 0 ⇒ q = ±1

3

故所求三个实数为 27, 9, 3 或 −27, 9,−3．

例 5.7 已知一个正三角形，边长为 a，以此正三角形的高线为边做第二个三角
形，依此类推，求前 10 个正三角形的面积的和．

解：如图 5.2,设第 k 个这样的正三角形的边长为 ak,高为 hk,面积为 Ak, (k =

1, 2, . . . , 10), 于是

a1 = a, h1 =

√
3

2
a, A1 =

1

2
a1h1 =

√
3

4
a2
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a1

a2
a3

a4

图 5.2

因为所有正三角形都相似，故对应边与对应高线成比例，即

ak+1

ak
=

hk+1

hk

又依三角形的作法，知

ak+1 = hk, (k = 1, 2, 3, . . . , 10)

∴ ak+1

ak
=

hk+1

ak+1

=
h1

a1
=

√
3

2
，

根据相似三角形面积之比等于对应边平方之比，故

q =
Ak+1

Ak

=
a2k+1

a2k
=

(
ak+1

ak

)2

=

(√
3

2

)2

=
3

4

因此，前 10 个正三角形面积之和

S10 =

√
3

4
a2

[
1−

(
3

4

)10
]

1− 3

4

=
√
3a2

[
1−

(
3

4

)10
]

为书写简便起见，我们用符号
n∑

i=m

ai 表示数列 {ai} 的相邻的一些项的和．

整数 i在确定了的界限内变动，在 Σ的下面和上面的数字分别表示求和的起止
项的序号，符号“Σ”读作 sigma．例如

n∑
i=1

ai = a1 + a2 + · · ·+ an

n∑
i=k

ai = ak + ak+1 + · · ·+ an
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在许多数学问题里，我们需要求出以下标 i 的 k 次多项式 f(i) 为通项的
前 n 项和的公式：

Sk(n) =
n−1∑
i=0

f(i) = f(0) + f(1) + · · ·+ f(n− 1)

这里的指标集是非负整数集．
数列 {Sk(n)} 称为数列 {f(n)} 的和数列，即

Sk(1) = f(0)

Sk(2) = f(0) + f(1)

Sk(3) = f(0) + f(1) + f(2)

· · · · · · · · ·

为讨论方便起见，规定 Sk(0) = 0, 于是和数列 {Sk(n)} 满足下面两个性
质：

1. Sk(0) = 0

2. Sk(n+ 1)− Sk(n) = f(n), n = 0, 1, 2, . . .

我们来考虑这样一个多项式，它在 k 个点 0, 1, 2, . . . , k − 1 处与横坐标轴
相交，又通过 (k, 1) 点，显然这个关于 n 的多项式为

qk(n) =
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!

下面来求数列 {qk(n)}, n = 0, 1, 2, . . . 的前 n 项和的公式．

例 5.8 设 qk(n) =
1

k!
n(n− 1) · · · (n− k + 1)，则前 n 项的和

Sk(n) =
n−1∑
i=0

qk(i) = qk(0) + qk(1) + · · ·+ qk(n− 1)

=
1

(k + 1)!
n(n− 1) · · · (n− k)

换言之，其和是这样一个多项式，它在 0, 1, 2, . . . , (k − 1)，共 k 个点处与坐标
轴相交且通过 ((k + 1), 1) 点．

解：设 Sk(n) 是一个 n 的 k + 1 次多项式，且让 Sk(n) 满足条件：

Sk(0) = 0 (5.1)

Sk(n+ 1)− Sk(n) = qk(n) (5.2)
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由于 qk(0) = qk(1) = · · · = qk(k − 1) = 0, 且 qk(k) = 1, 于是

Sk(n) = qk(0) + qk(1) + · · ·+ qk(n− 1)

= 0 + 0 + · · ·+ 0︸ ︷︷ ︸
k 项

+1 + (k + 1)+

· · ·+ 1

k!
(n− 1)(n− 2) · · · (n− k)

(5.3)

由等式 (5.1) 和 (5.3) 得到

Sk(0) = Sk(1) = · · · = Sk(k) = 0 (5.4)

Sk(k + 1) = 1 (5.5)

从而知道 Sk(n) 有下面 k + 1 个因式，即

Sk(n) = Cn(n− 1)(n− 2) · · · (n− k)

这里 C 是未定的常数因子．

常数因子 C 可由 (5.5) 确定，

Sk(k + 1) = C(k + 1)k(k − 1) · · · 2 · 1 = 1

∴ C =
1

(k + 1)!
此处记 (k + 1)! = 1 · 2 · 3 · · · k(k + 1)．

因此，

Sk(n) =
n−1∑
i=0

qk(i) =
n−1∑
i=0

1

k!
i(i− 1) · · · (i− k + 1)

=
1

(k + 1)!
n(n− 1) · · · (n− k)

我们也常用这样一种想法来求数列前 n项和的公式，即如果数列的通项能
分解成另一个数列相邻两项的差：

f(n) = F (n+ 1)− F (n), n = 0, 1, 2, . . . 时，那么前 n 项的和

S(n) =
n−1∑
i=0

f(i) =
n−1∑
i=0

[F (i+ 1)− F (i)]

= [F (1)− F (0)] + [F (2)− F (1)] + · · ·+ [F (n)− F (n− 1)]

= F (n)− F (0)
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例 5.9 求 S(n) =
1

1 · 4
+

1

4 · 7
+

1

7 · 10
+ · · ·+ 1

(3n− 2)(3n+ 1)
的和．

解： ∵ 1

(3i− 2)(3i+ 1)
=

1

3

(
1

3i− 2
− 1

3i+ 1

)
当 i = 1, 2, 3, . . . , n 时，有

1

1 · 4
=

1

3

(
1

1
− 1

4

)
1

4 · 7
=

1

3

(
1

4
− 1

7

)
· · · · · ·

1

(3n− 2)(3n+ 1)
=

1

3

(
1

3n− 2
− 1

3n+ 1

)
因此：

S(n) =

n∑
i=1

1

(3i− 2)(3i+ 1)

=
1

3

(
1

1
− 1

3n+ 1

)
=

n

3n+ 1

如果数列的通项是以其它形式的 k 次多项式给出的，我们可以用待定系数
法把它变形为例 5.8 的形式．

例 5.10 求 S2(n+ 1) = 02 + 12 + 22 + · · ·+ n2 的和．

解：设 i2 = λ
i(i− 1)

2!
+ µi, (i = 0, 1, 2, . . . , n)，由待定系数法求得：

λ = 2, µ = 1

于是：

S2(n+ 1) =
n∑

i=0

i2 = 2
n∑

i=0

i(i− 1)

2!
+

n∑
i=0

i

应用例 5.8 的结果，得到：

S2(n+ 1) = 2
(n+ 1)n(n− 1)

3!
+

n(n+ 1)

2

=
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
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例 5.11 设 a0, a1, a2, . . . , an 成等差数列，求 Sn = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 +

· · ·+ anx
n 的和．

解：

Sn = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + · · ·+ anx
n (5.6)

由于 (5.6) 式中的系数成等差数列，文字 1, x, x2, . . . , xn 成等比数列，利用等
差数列的任意相邻的三项有递归关系：

an − 2an−1 + an−2 = 0, n ≥ 2 (5.7)

知道 (5.6) 相邻的三项下面等式成立：

anx
n − 2x(an−1x

n−1) + x2(an−2x
n−2) = 0, n ≥ 2 (5.8)

让 (5.6) 的两边分别乘以 1, 2x, x2, 然后相加，得

Sn = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + · · ·+ an−1x
n−1 + anx

n

−2xSn = −2a0x− 2a1x
2 − 2a2x

3 − · · · − 2an−1x
n − 2anx

n+1

x2Sn = a0x
2 + a1x

3 + a2x
4 + · · ·+ an−1x

n+1 + anx
n+2

所以：

(1− x)2Sn = a0 + (a1 − 2a0)x+ 0 + · · ·+ 0 + (an−1 − 2an)x
n+1 + anx

n+2

由 (5.8) 可知在上面等式中，其余各项为 0, 若 x = 1, 两边除以 (1− x)2, 得

Sn =
a0 + (a1 − 2a0)x+ 0 + · · ·+ 0 + (an−1 − 2an)x

n+1 + anx
n+2

(1− x)2

若 x = 1，原题就变成求等差数列前 n 项的和，这时，

Sn =
n(a1 + an)

2

例 5.12 数列 {vn} 由下面递归定义给出：

vn+1 = 3vn − 2vn−1, v0 = 2, v1 = 3, n = 1, 2, 3, . . .

求：vn，Sn =
∑n−1

i=0 vi．
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解：由 vn+1 = 3vn − 2vn−1 容易看出

vn+1 − vn = 2(vn − vn−1)

设 qn = vn+1 − vn, qn−1 = vn − vn−1, 则 qn = 2qn−1, (n = 1, 2, . . .), 换言之，
{qn} 是公比为 2 的等比数列，

∴ qn = 2qn−1 = 22qn−2 = · · · = 2n(v1 − v0) = 2n(3− 2) = 2n

从而：

qn−1 = vn − vn−1 = 2n−1

vn = (vn − vn−1) + (vn−1 − vn−2) + · · ·+ (v1 − v0) + v0

= 2n−1 + 2n−2 + · · ·+ 2 + 1 + 2

= (2n − 1) + 2 = 2n + 1

Sn =
n−1∑
i=0

vi =
n−1∑
i=0

(2i + 1)

=
n−1∑
i=0

2i +
n−1∑
i=0

1

= (2n − 1) + n = 2n + (n− 1)

习题 5.2

1. 在等差数列中

(a) 若 a5 = 100, d =
1

2
, 求 a100；

(b) 若 a3 = −4, a5 = 2, 求 a10；

(c) 若 ap = q, aq = p, 求 ap+q；

(d) 用 as, a1, d 表示 an．

2. 在 7 和 35 之间插入 6 个数使它们和已给两数组成等差数列．

3. 在 8 和 32 之间应插入多少个等差中项，可使等差中项中的前两个数的和
与后两个数的和之比为 7 : 25．

4. 求证含有奇数个项的等差数列里，第一项，中间项，最后项也成等差数列．

5. 在三位数里有几个是 6 的倍数，求它们的和．
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6. 求 Sn = 1− 2 + 3− 4 + 5− · · ·+ (−1)n+1n 的和．

7. 一等差数列前 n 项之和为 Sn = 5n2 + 3n, 求 an．

8. 在等差数列中

(a) 已知 d = 2, n = 15, a15 = −10, 求 S15；

(b) 已知 an, Sn 和 a1，求 d；

(c) 已知 d, Sn 和 a1，求 n；

(d) 已知 an, Sn 和 d, 求 a1．

9. 求等差数列 2
1

2
, 1

5

6
, 1

1

6
, . . . 的第 n 项，并求这个等差级数的最大和．

10. 在等差数列中，若 S1 = a1 + a3 + · · ·+ a2n−1 = 44, S2 = a2 + a4 + · · ·+
a2n−2 = 33, 求 an．

11. 某化工厂为了加固烟囱，要在烟囱上打 32 道铁箍，且使每两道铁箍之间
的距离相等，已知最上面一道铁箍处烟囱的外直径为 1.5m，最下面一道
箍处烟囱的外直径为 3.5m．求全部铁箍用料的总长．

12. 若 a1, a2, . . . , an 成等差数列，求证：

1
√
a1 +

√
a2

+
1

√
a2 +

√
a3

+ · · ·+ 1
√
an−1 +

√
an

=
n− 1

√
a1 +

√
an

13. 求下列各等比数列的通项公式

(a) −1, −2, −4, . . .

(b) 2

3
,
1

2
,
3

8
, . . .

(c)
√
2, 1,

√
2

2
, . . .

(d) −1, 1, −1, . . .

(e) 1, −
…

1

3
,
1

3
, . . .

14. 在等比数列里

(a) a1 = 36, a5 = 2
1

4
，求 q 和 S5；

(b) an = 1296, q = 6, Sn = 625，求 a0 和 a1；

(c) a1 = 3, q =
1

3
, n = 8，求 S8；

(d) S5 = 242, q = 3，求 a5．

15. 在等比数列里，若 a7 − a5 = a6 + a5 = 48, 求 a1, q 和 S10．
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16. 在 160 和 5 之间插入 4 个数，使这 6 个数成等比数列，求这 4 个数．

17. 求证若 a1, a2, . . . , an, . . . (ai > 0, i = 1, 2, 3, . . .) 成等比数列，则以下数
列均成等比数列：

(a) a1, a3, . . . , a2n−1, . . .；

(b) ka1, ka3, . . . , ka2n−1, . . .；

(c) 1

a1
,

1

a2
, . . . ,

1

an
, . . .；

(d) a21, a
2
2, . . . , a

2
n, . . .；

(e) √a1,
√
a2, . . . ,

√
an, . . .．

18. 从盛满 20 升纯酒精的容器里倒出一升，然后用水填满，再倒出一升混合
溶液，用水填满，这样继续进行，一共倒三次，这时容器里有纯酒精多少？

19. 甲厂产量是乙厂产量的 40.96%, 甲厂产品每年增长的百分率比乙厂产品
每年增长的百分率多 30%, 若第四年甲厂产量和乙厂产量相同，求甲厂每
年产品平均增长的百分率是多少？

20. 一个机器制造厂的原订的三年计划，每年比上一年增产的机器台数相同，
但到了第三年，由于实际需要，须比原计划多生产 1000台，那么每年比上
一年的增长百分数就相同，而且第三年的台数恰为原计划总台数的一半，
问实际上每年生产了多少台？每年比上一年增长的百分数是多少？

21. 某农机厂去年十月份生产拖拉机 1000 台，这样连同一月至九月的产量恰
好完成全年生产任务，为加速农业机械化，全厂在年底前又生产了 2310
台，于是就超额完成全年计划的 21%．求

(a) 今年十一，十二月份每月平均增长率；

(b) 今年原计划生产量．

22. 若一个三角形的三个角成等差数列，而它的边成等比数列，求这个三角形
的形状．

23. 已知一个正三角形边长为 a, 以此正三角形的高线为边做第二个三角形，
依此类推，求前 10 个正三角形的周长的和．

24. 求 (x+ y) + (x2 + xy + y2) + (x3 + x2y + xy2 + y3) + · · · 的前 n 项的和．

25. 求 7 + 77 + 777 + · · · 的前 n 项的和．

26. 设等比数列 a1, a2, . . . , an, . . . 的公比是 q．

求证：a1a2 · · · an = an1 q
n(n−1)

2
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27. 求下列各数列的和

(a)
n−1∑
i=0

i3

(b)
n−1∑
i=0

i4

(c)
n−1∑
i=0

(i− 1)i

(d)
n−1∑
i=0

(2i− 1)2

(e)
n−1∑
i=0

2i+ 1

i2 · (i+ 1)2

28. 数列 a0, a1, . . . , an, . . . 中的 a0, a1 为已知，且 an =
an−1 + an−2

2
, n =

2, 3, 4, . . ., 求 an．

29. 数列 a1, a2, . . . , an, . . . 中，a1 = 2, 且 an = 3an−1 +1 (n = 2, 3, 4, . . .), 求
a1 + a2 + · · ·+ an．

30. 已知数列 a1, a2, . . . , an, . . . 的相邻两项 an, an+1 是方程 x2 + 3nx+ cn =

0, (n = 1, 2, . . .) 的两根，当 a1 = 1 时，求
∑2p

n=1 cn．

31. n是非负的整数，试问同时满足下面三个不等式的整数对 (x, y)共有多少
组？

y ≥ x, y ≤ 3x, y ≤ n

32. 三角形三条边的长分别是 ℓ, m 和 n，这里 ℓ，m, n 都是正整数，且 ℓ ≤
m ≤ n，对于每一个给定的 n（取 n = 1, 2, 3, . . .），所说的不同形状的三
角形有多少个？求出三角形的个数用 n 表示的一般公式．

33. 数列 {an} 是：

a1 =
1

3
,

1

an+1

− 1

an
= 2n+ 3 (n = 1, 2, 3, 4, . . .)

(a) 用 3 的式子表示一般项；

(b) 用 n 的式子表示前 n 项的和
n∑

k=1

ak

34. 若数列 {an} 是等差数列，求证：

1

a1a2
+

1

a2a3
+ · · ·+ 1

an−1an
=

n− 1

a1an
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第三节 数学归纳法

现在我们研究在数学中常用的一种证明方法——数学归纳法．
我们常常从一些特殊事实归纳出一般结论，这种推理方法就是通常说的归

纳法，用归纳法可以帮助我们从特殊情况发现一般规律，但如果归纳时所根据
的特殊事实没有完全包括结论中所涉及到的所有情况，结论可能不正确，这就
是说：命题可能对于一系列的特别情形是对的，但是一般并不正确．
例如，已知函数 f(n) = (n2 − 5n+ 5)2，则

f(1) = 1, f(2) = 1, f(3) = 1, f(4) = 1

如果我们由此得出结论 f(n) = (n2 − 5n + 5)2 = 1 （n 是任何自然数），那就
是错误的，事实上，f(5) = 25, 不等于 1．
为了克服这种归纳法的不完全性，我们常采用下述的数学归纳法来证明一

个关于自然数 n 的命题．
数学归纳法的证明逻辑是：
对于一个依赖于自然数 n = 1, 2, 3, . . . 的命题 p(n), 如果

1. 当 n = 1 时，命题 p(1) 正确；

2. 假设 n = k, (k ≥ 1) 时，命题 p(k) 正确，可以推出 n = k + 1 时，命题
p(k + 1) 正确，那么，命题 p(n) 对于一切自然数 n = 1, 2, 3, . . . 都正确．

这个方法的根据，就是自然数的基本性质：

自然数的基本性质

令 A 是自然数集 N 中具有下面性质的子集：

1. 1 ∈ A；

2. 若 n ∈ A，则 n+ 1 ∈ A

那么：A = N．

现在，我们来证明数学归纳法的正确性，设使命题 p(n) 成立的自然数是
自然数集 N 中的子集 A, 即 A ⊆ N．

根据数学归纳法中的 1, 1 ∈ A; 再根据数学归纳法中的 2，若 n ∈ A，则
n+ 1 ∈ A．于是，根据自然数的基本性质，得到

A = N
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因此，命题 p(n) 对于一切自然数成立．
下面举一些例子说明这个方法的应用．

例 5.13 求证：

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
(5.9)

分析：我们注意到和式：1 + 2 + 3 + · · ·+ n 可以递归地定义为 S(1) = 1

S(n) = S(n− 1) + n, n = 2, 3, . . .

上面的等式为应用数学归纳法去证明打下了基础．
证明：

1. 当 n = 1 时，∵ S(1) = 1,
1(1 + 1)

2
= 1,

∴ 等式 (5.9) 成立．

2. 假设 n = k, (k ≥ 1) 时，等式 (5.9) 成立，即有

S(k) = 1 + 2 + 3 + · · ·+ k =
k(k + 1)

2

那么，当 n = k + 1 时，

S(k + 1) = 1 + 2 + 3 + · · ·+ k + (k + 1) = S(k) + (k + 1)

应用数学归纳法假设于上面的等式，得到

S(k + 1) =
k(k + 1)

2
+ (k + 1) = (k + 1)

(
k

2
+ 1

)
=

(k + 1)(k + 2)

2

=
(k + 1)[(k + 1) + 1]

2

即等式 (5.9) 仍成立．

由所证 1 和 2 两步知：

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2

对于一切自然数 n 都成立．

从上例明显地看出，用数学归纳法证明一个命题的步骤是：
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1. 验证命题 p(n), 当 n 取第一个值 n = 1 时，p(1) 正确．这一条是数学归
纳法的基础．

2. 假设当 n = k, (k ≥ 1) 时，命题 p(k) 正确，证明当 n = k + 1 时，命题
p(k + 1) 也正确．这一条是说性质 p(n) 具有遗传性，可以一代一代地传
下去．完成了这两步以后，就可以断定命题 p(n) 对于一切自然数 n 都正
确．因为首先证明 p(1) 正确，另外由 p(1) 正确推出 p(2) 正确，由 p(2)

正确推出了 p(3) 正确，依次下去，便可知对于一切自然数 n, p(n) 正确．

有时不一定从 1 开始，也就是数学归纳法里两句话，可以改成

1. 当 n = k0 时，命题 p(k0) 正确．

2. 从假设 n = k, (k ≥ k0) 时，这个命题 p(k) 正确，可以推出当 n = k + 1

时，这个命题 p(k + 1) 也正确，那么 p(n) 对于 n ≥ k0 都正确．

例 5.14 假设我们只有面额是 3分和 5分的两种邮票，试证明可以用面额是 3
分和 5 分的两种邮票去付多于 7 分的任意一笔邮资．

如果我们对于每一种情形逐一地去证明，譬如，用 3 分和 5 分的邮票各一
张可以付 8 分的邮资；用 3 分的邮票 3 张可以付 9 分的邮资，用 5 分的邮票
2 张可以付 10 分的邮资等等，照这样一个一个地验证下去，不是有成效的，因
为有无数多种的情况需要去验证，让我们用数学归纳法来证明．

证明：

1. 我们对于 8 分的邮资，可以用 3 分和 5 分的邮票各一张去付，因此，当
n = 8 时，命题正确．

2. 假设用 3 分邮票和 5 分的邮票可以付 k 分的邮资，我们要证明这两种邮
票也可以用来付 k + 1 分的邮资．

因为 k ≥ 8, 有两种可能的情形：k 分的邮资至少要用一张 5 分的邮票去
付；k 分的邮资完全可以用 3 分的邮票去付．

在第一种情形下，要付 k+1 分的邮资，只要原来的某一张 5 分的邮票换
以两张 3 分的邮票就可以了；

在第二种情形下，3 分的邮票至少要有 3 张．要付 k+ 1 分的邮资，只要
把原来的三张 3 分邮票换以两张 5 分的邮票就可以了．

根据 1 和 2，可以断定 n 为任何大于 7 的自然数，命题正确．
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数学归纳法这两步骤，是缺一不可的，从求函数 f(n) = (n2 − 5n+ 5)2 的
值可知，缺少了步骤 2 就得出不正确的结论，同样缺少了步骤 1 也可能得出不
正确的结论．例如，由于没有验证数学归纳法中的第一条，而得出下面荒谬的
结论：

2 + 4 + 6 + · · ·+ 2n = n2 + n+ 1

我们在下面只证明数学归纳法中的 2．
假设 n = k, (k > 1), 等式 2 + 4 + 6 + · · · + 2k = k2 + k + 1 成立，那么，

当 n = k + 1 时，

2 + 4 + 6 + · · ·+ 2k + 2(k + 1) = (2 + 4 + 6 + · · ·+ 2k) + 2(k + 1)

= k2 + k + 1 + 2(k + 1) (数学归纳法假设)

= (k + 1)2 + (k + 1) + 1

由此知，当 n = k + 1 时，等式仍成立．如果仅从数学归纳法中的 2 就得出等
式对于任何自然数都成立，那是错误的．
事实上，当 n = 1 时，等式左边 = 2, 右边 = 12 + 1 + 1 = 3，因此，上面

的等式是错误的．

例 5.15 证明：

S(n) = 1− 22 + 32 − 42 + · · ·+ (−1)n−1n2 = (−1)n−1n(n+ 1)

2

证明：

1. 当 n = 1 时，S(1) = 1，又 (−1)0 1(1 + 1)

2
= 1，所以等式成立．

2. 假设 n = k 时，有

S(k) = 1− 22 + 32 − 42 + · · ·+ (−1)k−1k2 = (−1)k−1 k(k + 1)

2

那么，当 n = k + 1 时，有

S(k + 1) = S(k) + (−1)k(k + 1)2 = (−1)k−1 k(k + 1)

2
+ (−1)k(k + 1)2

= (−1)k(k + 1)

[
−k

2
+ (k + 1)

]
= (−1)k (k + 1)(k + 2)

2

= (−1)k (k + 1)[(k + 1) + 1]

2
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由 1 和 2 知，等式对于一切自然数 n 都成立．

例 5.16 证明：

S(n) = sinα+ sin(α+ β) + sin(α+ 2β) + · · ·+ sin(a+ (n− 1)β)

=
sin nβ

2

sin β

2

sin
(
α+

n− 1

2
β

)

证明：

1. 当 n = 1 时，

∵ 左边 = S(1) = sinα, 右边 =
sin β

2

sin β

2

sin(α+ 0 · β) = sinα

∴ 等式成立．

2. 假设 n = k 时,

S(k) = sinα+ sin(α+ β) + sin(α+ 2β) + · · ·+ sin(α+ (k − 1)β)

=
sin kβ

2

sin β

2

sin
(
a+

k − 1

2
β

)

成立，那么：

S(k + 1) = S(k) + sin(α+ kβ)

=
sin kβ

2

sin β

2

sin
(
a+

k − 1

2
β

)
+ sin(α+ kβ)

=
1

sin β

2

[
sin
(
α+

k − 1

2
β

)
sin kβ

2
+ sin(α+ kβ) sin β

2

]

=
1

2 sin β

2

[
cos
(
α− β

2

)
− cos

(
α+ kβ − β

2

)

+ cos
(
α+ kβ − β

2

)
− cos

(
α+ kβ +

β

2

)]
=

1

2 sin β

2

[
cos
(
α− β

2

)
− cos

(
α+ kβ +

β

2

)]
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S(k + 1) =
(−2)

2 sin β

2

sin
(
2α+ kβ

2

)
sin
(
−kβ − β

2

)

=
1

sin β

2

· sin
(
α+

k

2
β

)
· sin (k + 1)β

2

=
sin (k + 1)β

2

sin β

2

sin
[
α+

(k + 1)− 1

2
β

]

即当 n = k + 1 时，等式仍成立．由 1 和 2 可知，等式对任何自然数 n

都成立．

例 5.17 用数学归纳法证明，如果 n是一个正整数，那么 x2n−y2n 能被 x+y

整除．

证明：

1. 当 n = 1 时，x2 − y2 = (x+ y)(x− y) 能被 x+ y 整除．

2. 假设当 n = k，（k 是自然数），x2k−y2k 能被 x+y 整除，那么当 n = k+1

时，

x2(k+1) − y2(k+1) = x2 · x2k − y2 · y2k

= x2 · x2k − x2y2k + x2y2k − y2 · y2k

= x2(x2k − y2k) + (x2 − y2) · y2k

因为 x2k−y2k与 x2−y2都能被 x+y整除，所以 x2(x2k−y2k)+(x2−y2)y2k

也能被 x+ y 整除，这就是说，x2k+1 − y2k+1 能被 x+ y 整除．

根据 1 和 2, 命题成立．

例 5.18 平面上有 n 条直线，其中任何两条不平行，任何三条不过同一点，证
明这 n 条直线把平面分成 f(n) =

1

2
(n2 + n+ 2) 个部分．

证明：

1. 当 n = 1时，直线把平面分成两部分（为了简单起见，也说分成两块），又

f(1) =
1

2
(12 + 1 + 2) = 2

因此，n = 1 时命题成立．



第三节 数学归纳法 255

2. 假设 n = k 时命题成立，就是

f(k) =
1

2
(k2 + k + 2)

我们要设法找出 f(k + 1) 与 f(k) 的递归关系，即由 f(k) 求得 f(k + 1)

的关系．为此，我们在平面上再增加一条直线 ℓ（图 5.3），因为已知任何
两条直线不平行，所以直线 ℓ 与平面上的原 k 条直线都相交，而且这 k

个交点互不相同，否则与任何三条直线不过同一点的已知条件矛盾，这 k

个交点将直线 ℓ 分成 k + 1 段，因此直线 ℓ 越过原来的 k + 1 块平面部
分，直线上的每段将它所在的原平面块分成两块，因此要给原来的平面部
分的总数 f(k) 增加 k + 1 块新的平面部分，就是

f(k + 1) = f(k) + (k + 1)

将 f(k) =
1

2
(k2 + k + 2) 代入上式，得到

f(k + 1) =
1

2
(k2 + k + 2) + (k + 1)

=
1

2
(k2 + 3k + 4)

=
1

2
[(k + 1)2 + (k + 1) + 2]

这就是说，当 n = k + 1 时，命题也成立．

A1

A2

Ak
ℓ

图 5.3

根据 1 和 2，可知命题成立．

同学也许会问：例 5.18的结果是怎样发现的？数学归纳法能解决这个问题
吗？其实此题的证明已经解决了这个问题，因为我们证明了 f(n) 可以递归地
定义为  f(1) = 2

f(k + 1) = f(k) + (k + 1), k = 1, 2, . . . , (n− 1)
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首先 f(1) 有定义，其次如果知道了 f(1), 就知道 f(2), 依次推下去，就知道
f(n)．所以

f(n) = [f(n)− f(n− 1)] + [f(n− 1)− f(n− 2)] + · · ·+ [f(2)− f(1)] + f(1)

= n+ (n− 1) + · · ·+ 2 + 2

= [n+ (n− 1) + (n− 2) + · · ·+ 2 + 1] + 1

=
n(n+ 1)

2
+ 1 =

n2 + n+ 2

2

习题 5.3

1. 用数学归纳法证明下列各等式：

(a)
n∑

k=1

3k−1 =
3n − 1

2

(b)
n∑

k=1

k(k + 1) =
1

3
n(n+ 1)(n+ 2)

(c)
n∑

k=1

1

k(k + 1)
=

n

n+ 1

(d)

cosα+ cos(α+ β) + cos(α+ 2β) + · · ·+ cos[α+ (n− 1)β]

=
sin nβ

2

sin β

2

cos
(
α+

n− 1

2
β

)

2. 用数学归纳法证明：

(a) 当 n 是正整数时，xn − yn 能被 x− y 整除．

(b) 当 n 是正奇数时，xn + yn 能被 x+ y 整除．

(c) (3n+ 1)7n − 1 能被 9 整除．

(d) 连接的三个自然数的立方和，必定能被 9 整除．

(e) 当 n 是正整数时，(11)n+2 + (12)2n+1 能被 133 整除．

(f) 当 n 是正整数时，32n+2 − 8n− 9 能被 64 整除．

3. 数列 {an} 是这样确定的：

a1 = 1, 4akak+1 = (ak + ak+1 − 1)2, ak < ak+1 (k = 1, 2, 3, . . .)
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(a) 求 a2, a3, a4, 并由此推断 an；

(b) 用数学归纳法证明 (a) 中推断出的 an 的正确性．

4. 空间有 n 个平面，其中没有两个平面平行，没有三个平面相交于同一条
直线，也没有四个平面过同一个点．

求证：它们把空间分成 f(n) =
1

6
(n3 + 5n+ 6) 份．

5. 有 n 个圆，其中每两个圆都相交于两点，并且每三个圆不相交于同一点．

求证：这 n 个圆把平面分成 n2 − n+ 2 部分．

6. 若数列 {an}，当 n ≥ 3 时，满足条件

1

a1a2
+

1

a2a3
+

1

a3a4
+ · · ·+ 1

an−1an
=

n− 1

a1an

用数学归纳法证明数列 {an} 是等差数列．
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实数是现实世界中最基本的数系，我们采用逼近法来研究实数，逼近法是
一种原理简朴但是应用广泛的方法，它将贯穿于本书的微积分学部分，是一支
主力军．

第一节 度量与实数

一般说来，常见的量可以归纳成两类：比如一堆蛋，一群牛，它们都具有
天然的个别单元，对它们的处理方法是数一数它们的个数，用来数个数的数学
体系就是“自然数系”．另一类量如长度、重量、温度、压力这种量不具有天然
不可分割的单元！我们处理这类量的办法是度量，由度量产生的数系就是“实
数系”，换句话说，实数系乃是将常见的长度、重量等这一类量的通性加以抽象
化、组织化所得出来的数学体系，它是用来表达、计算这一类连续变化的量的
简洁、有效工具．

下面将以长度为例，说明度量和实数的起源．

一、长度的度量

因为长度这种量并不是有天然不可分割的单位，所以我们只好选用人为的
单位长，设线段 u 是所选用的单位长，当我们要度量一个线段 a 时，我们所要
去求的乃是 a与 u之间的“比值”，这个比值是一个实数 k, 我们就说线段 a的
长度是 k 单位，现在让我们耐心地分析一下，在实践中这个“比值”是怎样求
得的？

我们先拿一根尺 u, 用它去逐段比量线段 a, 假如 a 恰好是 n 个和 u 等长
的线段首尾连接而成，我们说 u 恰好整量 a, a 的长度是 n 单位，但是假如 u

不能整量 a，例如在图 6.1 中的线段，a 比 4u 要长些，却比 5u 要短些．

试着去解决上述不能整量的矛盾的一个简朴想法是：把单位长 u适当地加

258
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u

a

图 6.1

以等分，希望分后的“分单位”能够整量 a（比如上面的例子中，
1

4
u 就可以整

量 a, 即 a = 4
3

4
u =

19

4
u），一般地，假如 a 能用

1

m
u 这个分单位整量，譬如

a =
n

m
u，则 a, u 之间的比值是个有理数（也称为比数）．在这儿，就自然地产

生下述基本问题．
度量基本问题 任给两个量 a, b 之间的比值是否一定是个有理数（比数）？

换句话说，对于任给两个量 a, b 是否存在一个同时整量 a, b 的 u？
上面这个问题的重要性可以分别从正、反两面来分析：假如任何两个量的

比值总是有理数，那么有理数全体就足够处理度量问题，这样度量问题就变得
十分简单了．从另一方面来看，假如两个量之间的比值不一定是有理数，则有
理数全体（简称有理数系或比数系）就不足以处理度量问题，换句话说，我们
就得学会一个不只包含有理数系的实数系，才能充分处理度量问题．总之，上
述基本问题是必须实事求是地弄明白的！

二、无理数（非比实数）的存在

不难给出，两个线段的比值不可能是有理数的一个简单例子，如图 6.2 所
示，各边为单位长度的正方形的对角线 ℓ 与边长之比就不能是个有理数．

A

1
B

CD

ℓ

图 6.2

因为根据勾股定理，ℓ2 = 2, 所以，如果 ℓ 是个有理数，设其等于
p

q
，这里

q 和 p 是两个互质的正整数，我们将有

p2 = 2q2

根据上述方程，p 是偶数，因此 p 本身也必定是偶数，譬如说，p = 2p′, 用 2p′
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代替 p, 我们得到
4(p′

2
) = 2q2

或者，
q2 = 2(p′)2

因而 q2 是偶数，于是 q 也是偶数，然而这同我们所作的 p 和 q 没有公因子的
约定相矛盾，这一矛盾是由假设对角线长能够表示为既约分数

p

q
引起的，所以

这一假设是错误的．
这一用反证法推导的例子，表明符号

√
2 不能对应于任何有理数．另一例

子是 π——圆的周长与直径的比，证明 π 不是有理数要复杂得多，并且直到近
代才做到．不属于有理数系的实数有很多，所以在某种意义上远比有理数更为
普遍，因此，从几何度量的客观实际需要出发，我们不得不增添一类新数，这
一类新数叫无理数．有理数和无理数的全体统称为实数系．当我们面对着实数
系中还存在着许多“无理数”这一事实时，怎样去有系统地学习实数系的性质
并充分掌握其用法，这便成为我们的一个迫切的基本课题．下面所要谈的逼近
法，就是一种有效地利用熟知的有理数系作为桥梁，向实数系进军的捷径．

三、逼近法

通过已知的有理数系去了解实数系的可能性基于下述基本事实，那就是：
任何无理数都可以用有理数去逼近它！现在我们用数轴来图解有理数系与实数
系间的关系．如图 6.3 所示．

ℓ
0 1

q

2

q

p

q
p+ 1

q

x

图 6.3

在上面坐标系中，所有以整数为坐标的点，在直线 ℓ 上成一均匀分布的点
集，其相邻两点间的距离都是 1单位；同样的，所有坐标是 p

2
, (p = 0,±1,±2, . . .)

的点，在直线上成一均匀分布的点集，其相邻两点间的距离都是
1

2
单位；设 q

为一指定的自然数，则所有坐标是
p

q
, p ∈ Z 的点在直线上成一均匀分布的点

集，其相邻两点间的距离是
1

q
单位．只要将 q 取成足够大的自然数，则能使数

1

q
想要多么小就可以多么小．这个现象说明在直线上任何一段很短的线段中，

都有坐标是有理数的点，也就是任何两个有理数点之间都有有理数点，这就是
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有理数点集稠密性，但是这个现象并不表示有理点就可以填满整个直线，例如
长度为

√
2,
√
3 的线段，若将它的一个端点放在数轴的原点，则另一端点在直

线的坐标就不是有理数．现在我们的问题是如何说明实数同原来熟悉的有理数，
因而最终同整数的关系．让我们再回到图 6.3 的数轴 ℓ 上，显然 ℓ 上面的每一
个点或者是坐标为

p

q
的有理点，或者处于两个相邻的有理点

p

q
和

p+ 1

q
之间，

换言之，给了任何自然数 q 之后，对于每一个实数 x, 一定有一整数 p, 使得
p

q
≤ x <

p+ 1

q

即
p

q
≤ x <

p

q
+

1

q

从这三个数各减去
p

q
，得到

0 ≤ x− p

q
<

1

q

于是 ∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ < 1

q

这个不等式说明，只要将 q 取成足够大的自然数，每一个实数 x 与有理数
p

q
的误差想要多么小就可以多么小．
下面我们来说明每一个无理数如何通过越来越逼近它的有理数数列来描述

它．

（一）二分逼近法

现在让我们用二分逼近法来说明任何无理数都可以用有理数数列去逼近
它，使得误差小到任意小．
设某无理数 x 位于线段 A0B0 = [a0, b0] 内（亦即 a0 < x < b0, a0, b0 均为

有理数），见图 6.4．

a0 b1 = b0b2b3

A1 = A2 = A3 B3 B2A0 B1 = B0

a1 = a2 = a3
x

图 6.4

我们将线段A0B0 = [a0, b0]等分为两段，亦即
[
a0,

a0 + b0
2

]
和
[
a0 + b0

2
, b0

]
；

而把 x 所在的那一段叫做 A1B1 = [a1, b1], 换句话说，当 a0 < x <
a0 + b0

2
时，
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a1 = a0, b1 =
a0 + b0

2
；当

a0 + b0
2

< x < b0，a1 =
a0 + b0

2
，b1 = b0．这样逐

次二等分，由 A1B1 求得 A2B2,⋯⋯, 由 An−1Bn−1 求得 AnBn, 永远无休止地
二等分下去，因为每次二等分后，分段长度减半，所以 x 所在的线段就可以小
到任何需要的程度．现在把上面的二分逼近过程写下来，就得到 an, bn, x 的下
列关系：

1. A0B0 = [a0, b0] ⊇ A1B1 = [a1, b1] ⊇ · · · ⊇ AnBn = [an, bn] ⊇ An+1Bn+1 =

[an+1, bn+1] ⊇ · · · ⊇ {x}，即：

a0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an ≤ · · · < x < · · · ≤ bn ≤ · · · ≤ b2 ≤ b1 ≤ b0

2. bn − an =
1

2
(bn−1 − an−1) = · · · =

1

2n
(b0 − a0)，这就保证了 an 或 bn 和

x 之间的误差小于
1

2n
(b0 − a0), 即 |x − an| <

1

2n
(b0 − a0) 或 |x − bn| <

1

2n
(b0 − a0), 只要 n 够大，上述误差就可以小到任意小．

3. 实数 x 由它的夹逼数列：

a0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an ≤ · · · < x < · · · ≤ bn ≤ · · · ≤ b2 ≤ b1 ≤ b0

其中：bn − an =
1

2n
(b0 − a0) 唯一确定，即没有另一点能够处在所有的线

段 AnBn 之中．

要证明这个数的唯一性，我们假定另有第二个数 y 也属于一切线段 AnBn

之中，于是这些线段的每一个长 bn − an 都应不小于 |x − y|, 但是，因为线段
AnBn 可以任意小，只要 n 足够大，AnBn 的长就会小于 x 和 y 之间的距离，
这就得出矛盾．所以实数 x 能由它的夹逼数列唯一确定．
现在以 x =

√
2, a0 = 1, b0 = 2 为例来说明如何用二分逼近法求

√
2 的近

似值，如图 6.5 所示．

a0 = a1 = 1 b0 = 2a2 a3 = a4

√
2

b1 = b2 = b3b4

图 6.5

1. 1

2
(a0 + b0) =

3

2
,

(
−3

2

)2

=
9

4
> 2 ⇒ 3

2
>
√
2

故 a0 = a1 = 1, b1 =
3

2
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2. 1

2
(a1 + b1) =

5

4
,

(
5

4

)2

=
25

16
< 2 ⇒ 5

4
<
√
2

故 a2 =
5

4
, b2 = b1 =

3

2

3. 1

2
(a2 + b2) =

11

8
,

(
11

8

)2

=
121

64
< 2 ⇒ 11

8
<
√
2

故 a3 =
11

8
, b3 = b2 =

3

2

4. 1

2
(a3 + b3) =

23

16
,

(
23

16

)2

=
529

256
> 2 ⇒ 23

16
>
√
2

故 a4 = a3 =
11

8
, b4 =

23

16

5. 1

2
(a4 + b4) =

45

32
,

(
45

32

)2

=
2025

1024
< 2 ⇒ 45

32
<
√
2

故 a5 =
45

32
, b5 = b4 =

23

16

6. 1

2
(a5 + b5) =

91

64
,

(
91

64

)2

=
8281

4096
> 2 ⇒ 91

64
>
√
2

故 a6 = a5 =
45

32
, b6 =

91

64

7. 1

2
(a6 + b6) =

181

128
,

(
181

128

)2

=
32761

16314
< 2 ⇒ 181

128
<
√
2

故 a7 =
181

128
, b7 = b6 =

91

64
，这时，

181

128
<
√
2 <

91

64
，把

181

128
作为

√
2 的不足近似值，其误差小于

1

27
=

1

128
．

照这样逐步计算，每次只要检验
1

2
(an−1+ bn−1)的平方和 2之间的大小次

序关系，就能确定
1

2
(an−1 + bn−1) 应该是 an 还是 bn, 显然的，这样所求得的

an, bn 和
√
2 有下列关系：

an <
√
2 < bn, bn − an =

1

2n
, (n = 1, 2, 3, . . .)

我们可以把 an 叫做
√
2 的一个“n 阶不足近似值”．bn 叫做

√
2 的一个

“n 阶过剩近似值”，它们和
√
2 的差的绝对值小于

1

2n
．
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（二）十分逼近法

上面所讨论的二分逼近法只不过是逼近法的一种，譬如，对于任何大于 1
的整数 q, 我们可以仿照上法用逐次 q 等分而得到“q 分逼近法”，但是实用起
来，q 愈大则每次要去确定 x属于 q 个分段中的哪一段时所需做计算也就愈繁，
所以二分逼近法比较简便，再者，在 q 分逼近法中，用来逼近的数 an, bn 都是
那些分母是 q 的方幂的分数；而常用的“十进小数”也就是分母是 10 的方幂
的分数，例如，

1.4 =
14

10
, 1.41 =

141

100
=

141

102
, . . .

所以十分逼近法也就是用小数去逼近的方法，现在再以
√
2 为例，简要地说明

十分逼近法如下：

将线段 [1, 2] 十等分，其分点分别是 1.1, 1.2, . . . , 1.9, 看看哪些分点的平方
小于 2, 哪些大于 2, 算一下就得出：

(1.1)2, (1.2)2, (1.3)2, (1.4)2 = 1.96 < 2 < 2.25 = (1.5)2, (1.6)2, . . . , (1.9)2.
所以 1.4 <

√
2 < 1.5,

√
2 属于分段 [1.4, 1.5]；

再把 [1.4, 1.5]十等分，分点分别是 1.41, 1.42, . . . , 1.49,再算一下，由 (1.41)2 =

1.9891 < 2 < 2.0164 = (1.42)2, (1.43)2, . . . , (1.49)2, 就得出
√
2 属于分段

[1.41, 1.42], 再一次十等分，然后再由计算可以确定
√
2属于分段 [1.414, 1.415],

这样逐次十等分，就可以求得一个 n 位小数 an 使得

an <
√
2 < bn = an +

(
1

10

)n

在实用时，我们按照实际问题所需要的精确度，求到足够位数（即
(

1

10

)n

小于许可误差）．这里我们用普通的算术法则对 2 作开方运算将得到一个足够
精确的小数．例如，求

√
2 的不足近似值和过剩近似值，精确到

1

104
．计算如

下：
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38 36

5 65 64

6 04 00

1 12 96

1 19 00

2 81

4 00

96

1 00

1

2.00, 00, 00, 00, · · ·
1.4 1 4 2 · · ·

24

281

2824

28282

从计算中知道

1.4142 <
√
2 < 1.4143

|
√
2− 1.4142| < 1

104
, |

√
2− 1.4143| < 1

104

因此，1.4142, 1.4143 分别是
√
2 的精确到

1

104
的不足近似值与过剩近似

值．

总结上面对于逼近法的讨论，我们得到了下列几点简要的初步认识：

1. 实数系，有理数系，整数系，自然数系的包含关系是这样的：

R ⊃ Q ⊃ Z ⊃ N

实数系 有理数系 整数系 自然数系

实数系还包括无理数，任何无理数都可以用有理数去逼近它！二分逼近法
和 q 分逼近法是各种逼近法中最常用的几种．

2. 一般说来，逼近法就是对于某一给定实数 x 逐步地去求它的近似值 an,
使得误差 |x− an| 可以小到任意小．在 q 分法中，使得误差小到任意小的
办法是用逐次 q 等分同时求出一个“不足近似值”an 和一个“过剩近似
值”bn, 它们把所要逼近的实数 x 夹逼在当中，即 an < x < bn. 因为当
n 逐步增大时，bn − an =

b0 − a0
qn

是显然可以小到任意小！这也就是说，

给定实数 x 由它的不足近似值数列 {a1, a2, . . . , an, . . .} 和过剩近似值数
列 {b1, b2, b3, . . . , bn, . . .} 唯一确定．
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3. 更普遍地，对给定的实数 x,用某种方法得到两个无穷数列 {a1, a2, . . . , an, . . .}
和 {b1, b2, b3, . . . , bn, . . .}, 它们和 x 之间满足下列关系：

a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an ≤ · · · < x < · · · ≤ bn ≤ · · · ≤ b2 ≤ b1

而且在 n 不断增大时，(bn − an) 可以小到任意小，则 {an} 就叫做 x 的
一个“左逼近数列”，{bn} 就叫做 x 的一个“右逼近数列”，它们分别从
左、右夹逼 x, 这样，x 也就由这两组数列唯一确定．

四、实数系的基本性质

实数系是计算长度、面积、重量、时间等等这一类量不可缺少的工具．实数
系具有四则运和大小次序这两种基本结构．现在我们先以线段的长度为例，从
几何上定义实数系的四则运算和大小次序，这样，同学就容易从几何上验证实
数（线段长度）满足有理数系的四则运算和大小次序的基本性质．然后，我们
将在第七章利用数列极限的概念再给出实数的算术运算的定义．
将两个线段 AB, CD 互相叠置，使 A 点与 C 点重合，如果 D 点不与 B

点重合，落在线段 AB 上，那么线段 AB 的长度 k 个单位就大于线段 CD 的
长度 ℓ 个单位，记作 k > ℓ; 如果 D 点落在线段 AB 的延长线上，那么线段
AB 的长度就小于线段 CD 的长度，记作 k < ℓ; 如果 D 点与 B 点重合则说
线段 AB 与 CD 有相等长度，记作 k = ℓ．

我们定义，和 k + ℓ 与差 k − ℓ (k > ℓ) 分别是线段的几何和与差的长度．
例如线段 AB 的长度是 k 单位，BC 的长度是 ℓ 单位，则线段 AC 的长

度就是 (k + ℓ) 单位，如图 6.6 所示．

k + ℓ

k ℓ
B

A C

图 6.6

现在我们定义积 ab, 如图 6.7(1), 画了一个任意角，在它的一边上，从顶点
开始顺次截取长度为 1 和 b 的线段 OA 和 AC, 在另一边上截取长度为 a 的线
段 OB, 此外，作直线 CD 平行于直线 AB, CD 截得的线段 BD 的长度，定义
为积 ab. 这个定义是合理的，因为如果我们在另一个角 O′ 上类似地作图（图
2.7(2)），那么得到的线段 B′D′ 的长度和线段 BD 的长度相等．

除法运算定义为乘法的逆运算．如图 6.8, 在角的一边上从顶点开始，顺次
截取长度为 b 和 a 的线段，而在另一边上截取单位线段，作 CD 平行于 AB,
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O
B D

A

C

(1)

1

a

b

ab O′ B′

A′

D′

C ′

a

b

ab

1

(2)

图 6.7

于是 AC 的长度定义为
a

b
这个定义也是合理的，并且 b

(a
b

)
= a．

最后，我们来规定负长度和零长度．在数轴上，原点 O 右边的点和这点与
点 O 的连接线段的长度成一一对应，我们把这种长度称为正的长度．我们把直
线上关于原点 O 和点 A （即对应长度为 a 的点）对称的点 A′ 的相应线段的
长度，形式地规定为负的长度 −a, 规定点 O 对应于长度零．结果在整个直线
上的点和实数之间建立了一一对应．

现在从几何上容易验证实数在四则运算和大小次序这两种结构上满足下面
的基本性质，例如，用图 6.9 可以验证分配律 a(b+ c) = ab+ ac．

O
B D

A

C

1

b

a

b

a

图 6.8

O

1

c
ac bc

a

b

(a+ b)c

a+ b

图 6.9

（一）加法和乘法的运算性质

1. 交换律：a+ b = b+ a; ab = ba

2. 结合律：(a+ b) + c = a+ (b+ c); (a · b) · c = a · (b · c)

3. 分配律：a · (b+ c) = a · b+ a · c

4. 可逆性：a+ x = b; a · x = b (a 6= 0) 都是唯一可解的，第一式的解是
b− a; 第二式的解是 b/a．
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（二）顺序性

1. 对于任意实数 a, b, 下列关系中有一种且仅有一种成立：

a > b, a = b 或 a < b

2. 由 a < b 和 b < c 推出 a < c(符号“<”的传递性）．

3. 设 a < b 则 a+ c < b+ c

4. 符号定则 
a > 0, b > 0

a > 0, b < 0

a < 0, b < 0

⇒


a · b > 0

a · b < 0

a · b > 0

5. 对于任意两个正实数，a, b > 0,恒存有一够大的正整数 n,使得 na < b．（通
常称之为阿基米德性质）

（三） 实数集连续性（完备性）

我们已经知道实数系与有理数系在加、乘及不等式的运算上有完全相同的
性质，但是实数系还具有一个有理数系所没有的优良性质，那就是下面讨论的
实数系连续性（完备性）．
在前面，我们用二分法和十分法为例，说明了任何给定的实数 x 都可以用

有理数去逼近它．我们所用的是两个有理数列 {an} 和 {bn} 从左、右夹逼 x，
{an}, {bn} 和 x 之间的关系可以用下面这一串次序关系来表达：

a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an ≤ · · · < x < · · · ≤ bn ≤ · · · ≤ b2 ≤ b1

(bn − an) 可以任意小，记作 (bn − an)→ 0．上面是实数 x 已经先给定了的情
况，去求出两串数列 {an} 和 {bn} 来左、右夹逼实数 x, 也就是说，数轴 ℓ 上
的每一点，即每一个实数，能够由上述的两个有理数列来唯一确定．反过来问，
假如先给定了满足下述这样一串大小次序关系的 {an} 和 {bn}, 即

a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an ≤ · · · ≤ bn ≤ · · · ≤ b2 ≤ b1

且 (bn− an) 可以任意小，是不是会有那么一个实数 x 去被 {an}、{bn} 左、右
夹逼呢？上述问题的答案是肯定的！因为从实数系在长度度量的直观上看，这
个实数 x 的存在也就是说实数轴上没有空隙存在，即直线是连续不断的，换言
之，实数系也是连续不断的，因此我们称实数系为实数连续统；它说明实数系
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包含着度量时所有应该包含的数，所以也叫做实数系的完备性．下面是直线连
续不断的直观概念的解析描述．

实数系完备性

对于任给满足下述大小次序关系的两个数列 {an} 和 {bn}, 即

a1 ≤ a2 ≤ · · · an ≤ · · · ≤ bn ≤ · · · ≤ b2 ≤ b1

且 (bn − an)→ 0，则必定存在一个介于所有 an, bn 之间的实数 x．

实数系的完备性是非常基本而且重要的！在以后的章节中，我们将用这个
性质来证明极限的存在，从而可进行一切极限运算，而这些运算乃是微积分的
基础．在每次用到时，我们将详细解说其用法．这样逐步渐近，同学不难学会
它的种种用法．

习题 6.1

1. 证明
√
3 是无理数．

2. 设
√
5 = a, a 的小数部分用 b 表示，求 a− 1

b
．

3. 若 a +
√
b = c +

√
d, 这里 a, b, c, d 是有理数而

√
b 是无理数，则 a = c,

b = d, 试证之．

4. 利用“整系数方程 a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an = 0 的任何有理根，
如果写成既约分数时为

p

q
，那么分子 p 是 an 的约数，分母 q 是 a0 的约

数”，这一准则使我们能够得到一切有理实根，从而证明任何其它根都是
无理数．

试证明：3+ 2
√
2, 1+ 3

√
3, 3
√
2+ 3
√
4 都是某一整系数方程的无理根，从而

证明这些数都是无理数．

5. (a) 如果 a是有理数，x是无理数，试证明 a+x是无理数；又如果 a 6= 0,
试证明 ax 是无理数．

(b) 试证明任何两个有理数之间至少存在着一个无理数，因而存在着无
穷多个无理数．

6. 试证明：任给无理数 a和正整数m,我们可以找到分数 n

m
，使得

∣∣∣a− n

m

∣∣∣ <
1

2m
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7. 若等腰三角形的顶角为 36◦, 底边长为 1, 试证它的腰长不能用有理数表
示．

8. 用二分逼近法求下列无理数的有理近似值，使得误差小于 1

100
：

(a)
√
7 (b) 3

√
2

第二节 不等式与绝对值

不等式在高等数学中所起的作用要比在初等数学中大得多，一个量 x的精
确值往往难以确定，不过，对 x 进行估值，即指明 x 大于某个已知量 a 而小
于另一个已知量 b, 却是容易做到的．在许多应用中，重要的只是知道 x 的这
种估值．为以后学习方便起见，我们要在这一节比较详细地回顾一下不等式的
一些重要性质．

一、不等式的性质

a 和 b 是实数，如果 a − b > 0, 那么就称 a 大于 b, 记作 a > b; 如果
a − b < 0, 那么就称 a 小于 b, 记作 a < b; 如果 a − b = 0 那么就称 a 等于 b,
记作 a = b. 注意若 a < b 有时也说成 b > a, 因此 a < b 和 b > a 是等价的．

应用两个正实数之和或积仍然是正数这个基本事实，即如果 a > 0和 b > 0

则有 a + b > 0 和 ab > 0, 而且依据不等式 a > b 等价于 a − b > 0, 我们容易
推导出下面的性质．

性质 1

若 a > b 和 c > d, 则 a+ c > b+ d．换言之，同向的两个不等式可以相
加．

性质 2

若 a > b 且 c > 0, 则 ac > bc．

性质 3

若 a > b 且 c < 0, 则 ac < bc．

上面的性质 2 和性质 3 也可以表达为不等式若乘以正数得到同向不等式；
若乘以负数则得到异向的不等式．更一般地可以得到：
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若 a > b > 0 和 c > d > 0 则 ac > bd．也就是两个同向的正数不等式可以
相乘．

性质 4

• 若 a > b > 0, 则 1

a
<

1

b
；

• 若 a > 0 > b, 则 1

a
> 0 >

1

b
；

• 若 a < b < 0, 则 1

a
>

1

b
．

性质 5

若 a > b 而 b > c, 则 a > c．

这就是说不等式具有传递性，在几何上这是显然的，也可由 (a−b)+(b−c) =
a− c 为正直接推出，在上述推演中，如果我们处处都用符号 ≥ 代替 >，则各
项法则仍然成立．

性质 6

若 a > b > 0, 则 a2 > b2．

我们注意到 a2 − b2 = (a+ b)(a− b), 因为 a+ b 是正数，由 a > b 可以推
出，a2 > b2. 这样正数之间不等式可以进行平方运算．

性质 7

若 a > b > 0, 则
√
a >
√
b，即在正实数之间的不等式两端能取平方根．

事实上，
√
a−
√
b =

a− b
√
a+
√
b
，因为

√
a+
√
b 是正数，从而由 a > b 就

可推出
√
a−
√
b > 0, 即

√
a >
√
b．

更一般地，若 a > b > 0 且 n 是自然数，那么 an > bn．

这个结论可以用数学归纳法来证明．这个证明留给同学作为练习．

反过来，若 a > b > 0, 且 n 是一个正整数，则 a
1
n > b

1
n．

证明：假设 a
1
n = b

1
n , 那么

(
a

1
n

)n

>

(
b
1
n

)n

，因而，a = b, 这就与已知 a > b

矛盾．
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假设 a
1
n < b

1
n , 于是

(
a

1
n

)n

<

(
b
1
n

)n

，即 a < b, 这又与已知条件 a >

b > 0 矛盾，故我们得出结论 a
1
n > b

1
n．

二、绝对值不等式

我们回想到 |x| 的定义是这样的：

定义

x 是一个实数，当 x 是一个非负数时，x 的绝对值 |x| 是它本身；当 x

是一个负数时，x 的绝对值 |x| 是 x 的相反数．

|x| =

 x, x ≥ 0

−x, x < 0
(6.1)

我们也可以说，当 x 不为零时，|x| 是 x 和 −x 两数之中的较大者；当 x

为零时，|x| 则等于二者之中任何一个．即

|x| = max{x,−x}, (x 6= 0)

|x| = x = −x, (x = 0)
(6.2)

例 6.1

|5| = max{5,−5} = 5, | − 5| = max{5,−5} = 5, |0| = 0

（一）|x| 的几何意义

在 Oxy 平面内，P (x, 0) 和原点 O(0, 0) 之间的距离是

d =
»

(x− 0)2 + (0− 0)2 =
√
x2 = |x|

因此我们可以说 |x| 是 P (x, 0) 点离开原点有 x 单位的 距离．

图 6.10 说明 |x2| = |P2O|, |x1| = |OP1|, 其中 x2 < 0, x1 > 0．

x
x2 0 x1

P2 |x2|
P1|x1|

图 6.10
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如果我们要在 x轴上描述距离原点不超过 2个单位的点集，我们把这个条
件可以直接写成

|x| ≤ 2 (6.3)

这个不等式的解集是位于以原点 O 为中心，长度等于 4的线段上的一切点．下
图说明这些点的位置．

x
−2 0 2

图 6.11

从上面看出这些点的坐标满足不等式

− 2 ≤ x ≤ 2 (6.4)

这就是说 (6.3)和 (6.4)是等价的不等式．今后我们将经常遇到的不等式具有下
面的形式

|x− a| < 3 (6.5)

|x − a| =
√
(x− a)2 的几何意义是 x 轴上的 P (x, 0) 点离开 A(a, 0) 点的

距离．因此已给的不等式是描述在 x 轴上距离 A(a, 0) 点小于 3 个单位的点集，
根据上面的例题的结论，(6.5) 等价于 −3 < x− a < 3．

不等式的各端加 a, 得到

a− 3 < x < a+ 3 (6.6)

因此满足不等式 (6.5) 的点的坐标是在 a− 3 与 a+ 3 之间（不包括 a− 3

和 a+ 3）．

例 6.2 在 x 轴上哪些点满足不等式 |x− 3| ≤ 5．

解： |x− 3| ≤ 5, 即 −5 ≤ x− 3 ≤ 5, 也即

−5 + 3 ≤ x ≤ 5 + 3

∴ −2 ≤ x ≤ 8

这些点位于以 3 为中心，长度等于 10 个单位的线段上，见下图（图 6.12）．
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x
−2 0 2 4 6 8

图 6.12

x
−3 0 1 3

图 6.13

同样地，我们也可以解释 x > 3 的几何意义，不等式 |x| > 3 是描述在 x

轴上距离原点大于 3 个单位的点集，图 6.13 说明了这些点的位置，图中的圆
圈表示去掉 ±3, 因此这些点的坐标小于 −3 或大于 3, 即

x < −3, 或 x > 3

这就是说，不等式 |x| > a (a > 0)等价于不等式 x < −a或 x > a (a > 0)．

例 6.3 求满足不等式 (x+ 2)2 − 16 > 0 的点集．

解：移项
(x+ 2)2 > 16

两边开平方，等价于
|x+ 2| > 4

即

x+ 2 < −4 或 x+ 2 > 4

x < −6 或 x > 2

因此，满足不等式的解集是 {x|x < −6} ∪ {x|x > 2}．
利用二次函数 y = (x+2)2−16的草图，如图 6.14,就更直接地得到 x < −6

或 x > 2．

（二）和、积、商的绝对值

若 a 和 b 是实数，则 a ≤ |a| 和 b ≤ |b|, 相加得到

a+ b ≤ |a|+ |b|

同样
−a ≤ |a| 和 − b ≤ |b|
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x

y

2−6 O

−16

图 6.14

于是
−a− b ≤ |a|+ |b|

因为 a + b 和 −(a + b) 都不大于 |a| + |b|, 所以这两个数中最大者也不大于
|a|+ |b|, 于是

|a+ b| = max{a+ b,−(a+ b)} ≤ |a|+ |b|

这个结果
|a+ b| ≤ |a|+ |b| (6.7)

常叫做三角不等式，因为它类似于三角形中任何一边小于其它两边之和这个定
理．
有时，我们需要 |a+ b| 的下限估值，注意到

|a| = |(a+ b)− b ≤ |a+ b|+ | − b| = |a+ b|+ |b|

因此下面不等式成立
|a+ b| ≥ |a| − |b| (6.8)

若 a, b 是任何实数，则

|ab| =
»
(ab)2 =

√
a2b2 =

√
a2 ·
√
b2 = |a| · |b|
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即

|ab| = |a| · |b| (6.9)∣∣∣a
b

∣∣∣ =…(a
b

)2
=

 
a2

b2
=

√
a2√
b2

=
|a|
|b|

即 ∣∣∣a
b

∣∣∣ = |a||b| (6.10)

习题 6.2

1. 解不等式组： 
x

2
− x

3
> −1

2(x− 3)− 3(x− 2) < 0

2. 解不等式：

(a) |2x− 1| < 2|1− 2x| − 3

(b)
∣∣∣∣ 3x

x+ 1
− 3

∣∣∣∣ < 0.01

(c) |x+ 1|+ |x− 5| > 3

(d) 3x− 1

x− 5
< 2

3. 图示满足下面不等式组的点 (x, y) 的区域 R. |x− 1|+ |y − 5| < 1

y > 5 + |x− 1|

4. 试证明若 ax2 + bx + c > 0 对于任何 x 都成立的充要条件是 a > 0 且
b2 − 4ac < 0．

5. 等差数列与等比数列的首项相等且第 2n+ 1 项也相等，问第 n+ 1 项如
何？

6. 若 x+ 2y = 1, 求 xy 的最大值．

7. 平移 y = −1

3
x2 使其顶点在抛物线 y = x2 上，试求这样得到任何一条抛

物线都不能经过的范围，并画图表示．

8. 求证

(a) |a+ b+ c| ≤ |a|+ |b|+ |c|
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(b) |a− b− c| ≥ |a| − |b| − |c|

(c)
∣∣∣|a| − |b|∣∣∣ ≤ |a+ b|

9. (a) 若 |h| < ε

4
, |k| < ε

6
，求证 |2h− 3k| < ε．

(b) 若 |an − r| < ε，|an − a′n| < ε，求证 |a′n − r| < ε．

(c) 若 |bn| < ε，|an − bn| < ε，求证 |an| < 2ε．

10. 试用 a 表出从点 (0, a) 到曲线 y =

∣∣∣∣x2

2
− 1

∣∣∣∣ 上的点 (x, y) 的距离的最小

值 (a > 1)．

11. 解不等式
√
2x2 − 3x− 2 > x− 1．

三、几个重要的不等式

下面我们来推导几个常用的著名不等式．

例 6.4 贝努里不等式．若 n ∈ N 且 n ≥ 2, a > −1 且 a 6= 0 （即 a > 0 或
−1 < a < 0），则

(1 + a)n > 1 + na

证明：

1. 对于 n = 2, 因为 (1 + a)2 = 1 + 2a+ a2, 又 a2 > 0, 故不等式成立．

2. 假设不等式对于 n = k 成立，即

(1 + a)k > 1 + ka

我们来证明不等式对于 n = k + 1 也成立，就是说

(1 + a)k+1 > 1 + (k + 1)a

事实上，由假设 1 + a > 0, 故不等式

(1 + a)k(1 + a) > (1 + ka)(1 + a)

成立，即
(1 + a)k+1 > 1 + (k + 1)a+ ka2

将上面不等式右边舍去正项 ka2, 就知道

(1 + a)k+1 > 1 + (k + 1)a

成立，因此命题对于 n ≥ 2 的自然数成立．
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例 6.5 无论多少个正数的几何平均数不大于其算术平均数，即

a1 + a2 + · · ·+ an
n

≥ n
√
a1a2 · · · an

证明：令 A =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
，则题意是说，

An ≥ a1a2 · · · an (6.11)

当 a1 = a2 = · · · = an 时，则 (6.11) 显然成立．如果 a1, a2, . . . , an 这 n 个数
有不相等的，由于

nA = a1 + a2 + · · ·+ an

即：
(a1 −A) + (a2 −A) + · · ·+ (an −A) = 0

则必有一大于 A, 也必有一小于 A, 不妨设 a1 > A > a2, 于是，A − a1 < 0,
A− a > 0, 把 a1, a2, . . . , an 改换成

a′1 = A, a′2 = a2 + a1 −A, a′3 = a3, . . . , a
′
n = an (6.12)

由此可见我们新得之 n 个数，其和不变，即

a′1 + a′2 + · · ·+ a′n = A+ (a2 + a1 −A) + a3 + · · ·+ an

= a1 + a2 + · · ·+ an

= nA

但其积增大，因为

A(a2 + a1 −A)− a1a2 = Aa2 +Aa1 −A2 − a1a2

= A(a2 −A) + a1(A− a2)

= (A− a2)(a1 −A) > 0

从而
A(a2 + a1 −A)a3 · · · an > a1a2 · · · an

若 (6.12) 中还有不等于 A 的，比如，as > A > am, 我们用同法即用 A 取代其
中较大的一个 ac, 用 am + as −A 代换 am, 又可另得 n 个正数，其和同前，而
其积更大．由此以往，不过 n− 1 次，便可得 n 个相等之正数 A,A, · · ·A︸ ︷︷ ︸

n 个

, 此时

积最大，故有
An ≥ a1a2 · · · an

且当 a1 = a2 = · · · = an 时，等式成立．
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例 6.6 柯西不等式，若 ai, bi, i = 1, 2, · · · , n 是实数，则

(a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn) ≤ (a21 + a22 + · · ·+ a2n)(b
2
1 + b22 + · · ·+ b2n)

当且仅当
a1
b1

=
a2
b2

= · · · = an
bn
时，等式成立．

证明：对于任何实数 t, 不等式

(a1 + tb1)
2 + (a2 + tb2)

2 + · · ·+ (an + tbn)
2 ≥ 0 (6.13)

成立，将 (6.13) 的左端改写成按 t 的降幂排列，得

(b21+ b22+ · · ·+ b2n)t
2+2(a1b1+ · · ·+anbn)t+(a21+a22++ · · ·+a2n) ≥ 0 (6.14)

设 A = a21 + · · ·+ a2n, B = a1b1 + · · ·+ anbn, C = b21 + · · ·+ b2n, 于是 (6.14) 写
成 Ct2 + 2Bt+A > 0, 其中 C ≥ 0．

• 若 C = 0, 于是 b1 = b2 = · · · = bn = 0, 显然，柯西不等式成立．

• 若 C > 0, 因而

C

(
t+

B

C

)2

+

(
A− B2

C

)
≥ 0

对于任意实数 t 成立．故令 t = −B

C
代入，得到

A− B2

C
≥ 0, 即

AC −B2

C
≥ 0

∵ C > 0, ∴ B2 ≤ AC, 即

(a1b1 + · · ·+ anbn)
2 ≤ (a21 + · · ·+ a2n)(b

2
1 + · · ·+ b2n)

再由 (6.13) 推知当且仅当 t =
a1
b1

=
a2
b2

= · · · = an
bn
时，等式成立．

例 6.7 设 a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn 是实数，则Ã
n∑

i=1

(ai + bi)2 ≤

Ã
n∑

i=1

a2i +

Ã
n∑

i=1

b2i

证明：
n∑

i=1

(ai + bi)
2 =

n∑
i=1

a2i + 2
n∑

i=1

aibi +
n∑

i=1

b2i
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由例 6.6 柯西不等式知

n∑
i=1

aibi ≤
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

aibi

∣∣∣∣∣ ≤
Ã

n∑
i=1

a2i

Ã
n∑

i=1

b2i

因此：

n∑
i=1

(ai + bi)
2 ≤

n∑
i=1

a2i + 2

Ã
n∑

i=1

a2i

Ã
n∑

i=1

b2i +
n∑

i=1

b2i

=

Ã n∑
i=1

a2i +

Ã
n∑

i=1

b2i

2

两边开平方，取算术根即得所证．

习题 6.3

1. 若 a, b, c, d 是不相等正数，求证：

(a) b

a
+

c

b
+

d

c
+

a

d
> 4

(b) b√
a
+

a√
b
>
√
a+
√
b

2. 若 a1, a2 表示正数，p, q 表示正整数，求证：

(a) ap+q
1 + ap+q

2 ≥ ap1a
q
2 + aq1a

q
2

(b) ap+q
1 + ap+q

2

2
≥
(
ap1 + ap2

2

)(
aq1 + aq2

2

)
3. 用数学归纳法证明：若 a1 > 0, a2 > 0, n 是正整数，则

an1 + an2
2

≥
(
a1 + a2

2

)n

4. 求证，当 n 是 1 或不小于 5 的自然数时，总有 2n > n2．

5. 设 0 < a < 1, 0 < x0 < 1, xn = a(1 − xn−1) + +(1 − a)xn−1, (n =

1, 2, 3, . . .),

(a) 用 a 与 x0 表示 xn；

(b) 证明 0 < xn < 1．



第二节 不等式与绝对值 281

6. 设 a > 2, 给定数列 {xn}, 其中 x1 = a, xn+1 =
x2
n

2(xn − 1)
, (n =

1, 2, 3, . . .)，求证：

(a) xn > 2, 且 xn+1

xn

< 1

(b) 如果 a < 3, 那么 xn ≤ 2 +
1

2n−1

7. 若长方形的体积是定值，求全面积的最小值．

8. 求证球内接长方体中，以正方体的体积为最大．

9. 求证在周长都为 2L 的所有三角形中，面积最大的必是等边三角形．

10. 若 a, b, c 是正数且 abc = 8．

求证：
√
a2 + b2 +

√
b2 + c2 +

√
c2 + a2 ≥ 3

√
2(abc)

1
3 = 6

√
2

11. 若 a > 0, b > 0, 且 a+ b = 1, 求证：(
a+

1

a

)(
b+

1

b

)
≥ 25

4

12. 若 a+ b+ c = 1, 且 a > 0, b > 0, c > 0, 求证：

(a)
(
1

a
− 1

)(
1

b
− 1

)(
1

c
− 1

)
≥ 8

(b) 1

a
+

1

b
+

1

c
≥ 9

13. 若 x, y 是实数，且 x2 + y2 ≤ 1, 求证：|x2 + 2xy − y2| ≤
√
2

14. 对于任何实数，求证： 
a21 + a22 + · · ·+ a2n

n
≥ a1 + a2 + · · ·+ an

n

当且仅当诸数相等时，等式成立．

15. a+ b = 1, a > 0, b > 0, 求证
√
2a+ 1 +

√
2b+ 1 ≤ 2sqrt2．

16. 求证 |x1 + x2|
|4 + x2

1||4 + x2
2|

<
1

8

17. 对于 n ≥ 2 的自然数 n, 证明不等式

2n > 1 + n
√
2n−1
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18. 对于任何正整数 k ≤ n, 求证：

1 +
k

n
≤
(
1 +

1

n

)k

≤ 1 +
k

n
+

k2

n2

19. 已知 a, b, c, d, e 是实数，满足

a+ b+ c+ d+ e = 8, a2 + b2 + c2 + d2 + e2 = 16

试确定 e 的最大值．

20. 半径为 1 的圆内接三角形面积等于 1

4
, 设此三角形三边长为 a, b, c, 求证：

(a) abc = 13

(b)
√
a+
√
b+
√
c <

1

a
+

1

b
+

1

c

21. 直角三角形斜边长等于 10, 内切圆半径为 a．求何时内切圆的半径最大，
最大值是多少？

22. 若 n > 2, 求证 (n!)2 > nn．

23. 有 n 个实数 a1, a2, . . . , an 且 a1 + a2 + · · ·+ an = n

(a) 求证：
√
|a1|+

√
|a2|+ · · ·+

√
|an| ≥

√
n

(b) 又 a21 + a22 + · · ·+ a2n = n, 求 a1, a2, . . . , an 的值．

24. 若 a, b, c 是正实数，求证：
c

a+ b
+

a

b+ c
+

b

c+ a
≥ 3

2
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第一节 数列的极限概念

在前一章中，我们已经看到任何一个实数都可以用有理数来左、右夹逼，即
对于任何实数 x 我们总可以用逼近法求得两个有理数列 {an}, {bn} 使得

a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an ≤ · · · ≤ x ≤ · · · ≤ bn ≤ · · · ≤ b2 ≤ b1

并且 bn − an 可以小到任意小．
数列中的项 an 和 bn 就是 x 的第 n 次不足近似值和过剩近似值，它们的

误差可以用不等式

|x− an| < bn − an, |x− bn| < bn − an

来估计．这里所说的逼近的要点在于误差可以小到任意小，下面用例子从另一
个角度来说明这一点．
今以

2

3
为例，作上述分析：

1. 以 3 去除 2，得：

3 2.000
0.666

1.8
20
18
20
18
2

因为每次 20 除以 3 都余 2, 所以商数 6 重复出现，这个除法可以无止境
地作下去．

283
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2. 上述除式的意义是

2 = 0.6× 3 + 0.2⇐⇒ 0.6 <
2

3
< 0.7,

= 0.66× 3 + 0.02⇐⇒ 0.66 <
2

3
< 0.67,

= 0.666× 3 + 0.002⇐⇒ 0.666 <
2

3
< 0.667,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

从上面的分析，同学们可以看出
2

3
显然不能用有限位小数表示出，但是存

在着由有限位小数所成的无穷数列 {an} 和 {bn}

{an} : a1 = 0.6, a2 = 0.66, a3 = 0.666, . . . , an = 0. 66 · · · 66︸ ︷︷ ︸
n 位小数

, . . .

{bn} : b1 = 0.7, b2 = 0.67, b3 = 0.667, . . . , bn = 0. 66 · · · 67︸ ︷︷ ︸
n 位小数

, . . .

满足
an = 0. 66 · · · 66︸ ︷︷ ︸

n 位小数

<
2

3
< 0. 66 · · · 67︸ ︷︷ ︸

n 位小数

= an +
1

10n

并且 an 与
2

3
之间的误差

∣∣∣∣an − 2

3

∣∣∣∣ < bn − an =
1

10n
, 同样 bn 与

2

3
之间误差∣∣∣∣bn − 2

3

∣∣∣∣ < 1

10n
，只要 n 充分大，误差可以小到任意小．上面的逼近过程，表

明无穷数列 {an}, {bn} 从左、右两方面趋近
2

3
，可以使其误差任意小，

2

3
就是

数列 {an} 的极限，也是数列 {bn} 的极限，用符号表示就是

lim
n→∞

an =
2

3
, lim

n→∞
bn =

2

3

或者用
an →

2

3
, bn →

2

3
, an →

2

3
← bn

来生动地表述上述事实．
从这里我们看到逼近与极限是密切相关的，极限只是把逼近过程推进到无

穷 (n→∞)的结果，逼近只要误差小到所要求的精确度后就可以停止．lim
n→∞

an =

2

3
表示数列 {an} 当 n 无限增大的极限值是

2

3
．

我们再用极限的观点对
√
2 进行分析如下．

√
2 是一个什么数？要回答这

个问题，我们只须找出有理数
a

b
在什么时候大于

√
2, 什么时候小于

√
2, 也就

是说，如果
(a
b

)2
< 2, 那么正数 a

b
<
√
2；如果

(a
b

)2
> 2, 那么 a

b
>
√
2. 根
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据有理数是有序的，稠密的，因此有理数的平方总能和 2 比较大小，这就保证
我们可以用逼近法（譬如十分逼近法）决定左、右夹逼

√
2 的两个由十进位小

数组成的数列 {an}、{bn} 如下：

{an} : a1 = 1, a2 = 1.4, a3 = 1.41, a4 = 1.414, . . .

{bn} : b1 = 2, b2 = 1.5, b3 = 1.42, b4 = 1.415, . . .

使得 an <
√
2 < bn, 而且 bn − an =

1

10n
, 于是

|an −
√
2| < 1

10n
, |bn −

√
2| < 1

10n

这就是说，第 n次的有限小数近似值 an 和 bn 与
√
2的误差分别小于

1

10n
，因

此，只要 n 充分大，误差就可以小到任意小，当我们让这个计算过程，无穷地
进行下去时，我们就说

√
2 是数列 {an} 或 {bn} 的极限，记做

lim
n→∞

an =
√
2, lim

n→∞
bn =

√
2

从上面两个例子看到，实数是具有 n 位数字的普通十进位小数数列，当 n

无限增大时的极限．
如今我们说明了逼近与极限概念密切相关的一面，但是极限与逼近也有

观点不同，概念层次也不同的方面，上面所说用十分逼近法求
√
2 的近似值

1, 1.4, 1.41, . . .等是逼近的观点，它是先有
√
2 ,即我们先知道

√
2是方程 x2 = 2

的根，然后用小数去逐步逼近．极限的观点恰恰相反，它是先有一个无穷数列
{an}，然后要去看一下，它们是否恰好无限逼近某一个常数 A. 假如是这样，就
叫 A 是数列 {an} 的极限值．

下面介绍几个逼近某一常数的无穷数列的例子．

例 7.1 仔细观察数列：

1,
1

2
,
1

3
,
1

4
, . . . ,

1

n
, . . .

我们马上看出

1. 上述数列的每一项都是正数．

2. 上述数列逐项递减：

1 >
1

2
>

1

3
> · · · > 1

n
>

1

n+ 1
> · · · > 0

因而是一个递减有界数列．



286 第七章 数列的极限

3. 当 n 愈来愈大时，an =
1

n
愈来愈接近 0, 它们的误差 |an − 0| = 1

n
, 只要

充分大，就可以小到任意小．

对于情形 3，我们就说：数列
ß
1

n

™
趋近于 0或收敛到 0,或 0是数列

ß
1

n

™
的极限，并记作

1

n
→ 0 或 lim

n→∞

1

n
= 0．

现在，让我们再用数轴把上述事实图解说明如下：

1

nA1A2A3A4A5A60

1

1

2

1

3

1

4

1

5

1

60
( )
−ε ε· · ·An

· · · 1
n

图 7.1

在数轴上取以数列：

1,
1

2
,
1

3
,
1

4
, . . . ,

1

n
, . . .

的各项为坐标的各点，就得到一个点列：

A1, A2, A3, A4, . . . , An, . . . ,

上述点列 {An} 从原点 O 的右边逐步向原点逼近，而且点 An 到原点的距离

|an − 0| = 1

n
，只要 n 充分大，就可以小到任意小．上面的事实也可以这样来

说明：通常我们把 A 点为中心的开区间 (A− ε,A+ ε) 叫做这点 A 的 ε 邻域．

我们看到，原点 O 的任意 ε 邻域，包含
ß
1

n

™
的除有限个点以外的全部点．这

也就是说数列
ß
1

n

™
是收敛的，并且收敛到 0．

例 7.2 观察数列
ß

n

n+ 1

™
:
1

2
,
2

3
, . . . ,

n

n+ 1
, . . . 同学们容易看出，这个数列

逐项递增，其各项 an =
n

n+ 1
永远小于 1, an 和 1 之间的误差 |an − 1| =∣∣∣∣ −1n+ 1

∣∣∣∣ = 1

n+ 1
，只要 n 充分大就可以到任意小．这也就是说，这个数列在数

轴上的对应点列，除有限个点外全部点都在点 1 的任意 ε 邻域内（图 3.2），因
此，这个数列

ß
n

n+ 1

™
的极限是 1, 或者变量 an =

n

n+ 1
的极限是 1, 用符号

表示就是：
n

n+ 1
→ 1, 或者 lim

n→∞

n

n+ 1
= 1
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n

n+ 10 1

2

2

3

3

4

4

5

1

1− ε 1 + ε
( )

图 7.2

例 7.3 观察数列
(
−1

2

)
,

(
−1

2

)2

,

(
−1

2

)3

, . . . ,

(
−1

2

)n

, . . .，这个数列逐

项正负相间，是摆动数列，显然，各项的绝对值 |an| ≤
1

2
, n = 1, 2, 3, . . .，因

此，它又是有界的．其第 n 项与数 0 之间的误差 |an − 0| =
(
1

2

)n

，当 n 充分

大时，可以小到任意小．再从数轴上看，其对应点列从原点的左、右两侧向原
点逼近，而且当 n 充分大时，an 全部都在原点的任意 ε 邻域内（图 7.3），因

此，这个数列
ß(
−1

2

)n™
的极限是 0．

(
−1

2

)n

0−1 −1

2

1

4

1

A1 A2A3 A4

−ε ε
( )

图 7.3

从以上三个数列，我们看到它们的共性是在项数 n 无限增大的过程中，参

与在这个过程的变量 an =
1

n
, an =

n

n+ 1
, an =

(
−1

2

)n

所取的值与某一个常

数 A 的差的绝对值 |an − A|（或者说它们之间的绝对误差），只要 n 充分大，
就可以小到任意小．它们在数轴上对应的点列，只要 n 充分大，除有限个点外
全部点都在点 A 的任意 ε 邻域内．

让我们把只要 n 充分大，误差可以任意小的含义说得更精确些．为此，再
以例 7.3 说明之，我们来看它的第 n 项与 0 的误差：

|an − 0| =
∣∣∣∣(−1

2

)n

− 0

∣∣∣∣ = (1

2

)n

当 n 为何值时，
(
1

2

)n

< 0.0001．解之，得

n lg
(
1

2

)
< −4, 即 (−0.3010)n < −4

∴ n > 13.289



288 第七章 数列的极限

因此，只须 n ≥ 14, 就有

|an − 0| =
(
1

2

)n

≤
(
1

2

)14

= 0.000061 < 0.0001

这也就是说，对于给定的 0.0001, 总能找到这样一个项数，N = 14, 使得当
n ≥ 14 时，其误差

|an − 0| =
(
1

2

)14

< 0.0001

当 n 为何值时，
(
1

2

)n

<
1

108
只须，

n lg
(
1

2

)
< −8

即
n >

−8
−0.3010

= 26.578

因此，只须 n ≥ 27 时，就有(
1

2

)n

<

(
1

2

)27

= 0.000000007 = 7× 10−9 < 10−8

一般地，任给 ε > 0, 当 n 为何值时，
(
1

2

)n

< ε．只须

n lg 1

2
< lg ε

即
n >

lg ε
−0.3010

由于 ε 是任意小的正数，当 ε < 1 时，lg ε < 0．于是
lg ε

−0.3010
是正数，因此，

我们总能找到这样项数 N =

(
lg ε

−0.3010
的整数部分

)
+ 1 ，使得当 n ≥ N ,

|an − 0| =
(
1

2

)n

<

(
1

2

)N

< ε

现在，我们可以给数列 {an} 的极限是 A 以精确定义如下：

定义

任给正数 ε,总可以定出一个正整数 N ,使得只要 n ≥ N 时，|an−A| < ε

都成立，我们就说数列 {an} 的极限是 A, 或者说数列 {an} 收敛到 A．

让我们再对上述定义作几点说明：
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1. ε (读成 Epsilon)是希腊字母，相当于英文字母的 e, 它是 error（误差）的
头一个字母，误差任意小的数量提法就是“小于任给正数 ε”．

2. an 是逐步逼近 A 的，要使误差 |an −A| 愈小（或者说够小）那就要让数
列的项数 n 变得够大，所以“只要 n ≥ N 时，|an − A| < ε ”的意义也
就是：“只要 n 够大，误差 |an −A| 就会小到所要求的那么小！”

3. ε 是任给的正数，是变量，但是当误差范围 ε 一经给定之后，就为常数，
我们对于这个指定的 ε 检验是否存在具有上述性质的 N , 在求 N 的过程
中，ε 的值不能变动，一般说来，给的 ε 愈小，那么求得的 N 愈大．

4. 定义中的当 n ≥ N 时，|an−A| < ε等价于当 n ≥ N 时，A−ε < an < A+ε

或 an ∈ (A− ε,A+ ε), 这就是说，如果数列 {an} 收敛于 A 则在点 A 的
任何 ε 邻域内必包含这个数列的除有限个项以外的一切项．

为了帮助同学熟悉极限定义，我们在下面再举几个例子，说明 N 的大小
和 ε 之间的关联，并给出证明某数是已知数列的极限的方法．

例 7.4 证明数列
ß

n

n+ 1

™
的极限是 1．

解：对于任给 ε > 0，要使∣∣∣∣ n

n+ 1
− 1

∣∣∣∣ = 1

n+ 1
< ε

只须 n + 1 >
1

ε
，即 n >

1

ε
− 1，取 N =

(
1

ε
− 1

)
的整数部分 +1，所以当

n ≥ N 时，可使 ∣∣∣∣ n

n+ 1
− 1

∣∣∣∣ = 1

n+ 1
≤ 1

N + 1
< ε

这就是说 lim
n→∞

n

n+ 1
= 1．

例 7.5 证明数列：1, 0,
1

2
, 0,

1

3
, 0, . . . , 0,

1

n
, 0, . . . 的极限是 0．

证明：这个数列的通项公式可以写成

an =

 0, 当 n 为偶数时；
2

n+ 1
, 当 n 为奇数时．

对于任给 ε > 0, 因为数列 {an} 的所有偶数项为 0, 所以从第二项开始以
后的所有偶数项都小于给定的 ε. 现在须从奇数项中确定从哪一项开始以后的
一切项与 0 的误差小于 ε.
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令奇数项与 0 的误差： 2

n+ 1
< ε，即

n+ 1 >
2

ε
, n >

2

ε
− 1

取 N =

(
2

ε
− 1

)
的整数部分加 1，于是，当 n ≥ N，可使

2

n+ 1
< ε．所以

对于任给 ε > 0, 从第 N 项开始以后的一切项都能使 |an − 0| < ε 成立．即
lim
n→∞

an = 0．

例 7.6 证明数列
ß

n2 − 1

n2 + n+ 1

™
的极限是 1．

证明：对于任给 ε > 0, 要使

|an − 1| =
∣∣∣∣ n2 − 1

n2 + n+ 1
− 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ −n− 2

n2 + n+ 1

∣∣∣∣ = n+ 2

n2 + n+ 1
< ε

看看是否存在这样的 N , 使得当 n ≥ N 时，永远有 |an − 1| < ε，可是直接从
上面的不等式解出 N 是不容易的，但我们注意到，当 n 充分大时，在分子中
起主导作用的是 n, 而在分母中起主导作用 n2. 如果把分子扩大为 2n (n > 2),
又把分母缩小为 n2, 这样有

|an − 1| = n+ 2

n2 + n+ 1
<

2n

n2
=

2

n

现在令 |an − 1| < 2

n
< ε，即 n >

2

ε
，取 N 为

2

ε
的整数部分加 1, 于是，

当 n ≥ N 时，可使

|an − 1| > 2

n
< ε

这就是说 lim
n→∞

n2 − 1

n2 + n+ 1
= 1．

在上面的证明中，所取得的 N 比实际所需要的要大一些，这样并不影响
我们所要说明的问题：“N 是根据预先给定的 ε 来确定的，而且这个 N 满足极
限定义中的条件”，事实上，N 不是由 ε 唯一确定的，对于给定的 ε > 0, 如果
某数，譬如 10000 可以充当极限定义中的 N , 则大于 10000 的任何一个自然数
也都可以充当 N , 自然 N 愈小愈好，但是，有时候为了便于证明，不妨把 N

取得大些．问题的关键是是否存在这样的 N , 至于这个 N 是否是最小的，那是
第二位的问题．

例 7.7 说明数列
{

sin2n nπ

2

}
没有极限．
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证明：这个数列各项的数值为 1, 0, 1, 0, . . .．显然，1 和 0 都不是这个数列的
极限，因为在点 1 的小于 1 的任何邻域之外，有此数列无穷多个数值为 0 的
偶数项，同样，在点 0 的小于 1 的任何邻域之外，有此数列无穷多个值为 1
的奇数项．假设数 A 6= 0, 1 并且是此数列的极限，则在点 A 的任何 ε 邻域
(A− ε,A+ ε) 内都包含数 0 和 1, 于是

2ε = (A+ ε)− (A− ε)| > |1− 0| = 1

即：ε >
1

2
．这和 ε 是任意小的正数矛盾，因此，这个数列没有极限．

现在我们再来说明趋近于 0 的变量与收敛于某一个不等于 0 的常数的变
量之间的关系．从前面的例 7.2 和例 7.6, 我们看到当一个给定数列 {an} 的极
限看出来等于 A (A 6= 0) 时，我们需要验证的是 (an −A)→ 0. 这个事实就是
变量 an → A 6= 0 的必要充分条件是 (an − A) → 0. 再者 an → 0 的必要充分
条件是 |an| → 0．

前面所举的数列的例子，除例 7.7 之外，都有极限，我们已经把这样的数
列叫做收敛数列．如果数列不收敛就叫做发散数列．显然无界数列是发散数列．
下面给出一些发散数列的例子．

对于一个数列 {an}, 无论给出多么大的正数 M , 都能找到正整数 N , 使得
当 n ≥ N 时，常有 |an| > M , 我们说数列是无限增大的．
例如，{n2}, {−n2}, {(−n)} 等数列都是无限增大的．
如果数列 {an} 是无限增大的，并且从某项以后的一切项为正数时，我们

说数列 {an} 趋于正无穷大，记作 lim
n→∞

an = +∞，例如 lim
n→∞

n2 = +∞．
如果数列 {an} 是无限增大的，并且从某项以后的一切项为负数时，我们

说数列 {an} 趋于负无穷大，记作 lim
n→∞

an = −∞. 例如 lim
n→∞

(−n2) = −∞．
在无界数列中，也有不是无限增大的，例如，数列(

n sin nπ

2

)
: 1, 0,−3, 0, 5, 0,−7, 0, . . .

是无界的，但不是无限增大的，因为它的偶数项永远等于 0．
有界数列中也有发散的，例如前面例 7.7的数列在两个数值 0和 1上摆动．

命题

如果各项不为 0 的数列 {an} 是无限增大的，那么它的倒数 bn =
1

an
就

组成以 0 为极限的数列；反过来，如果各项不为 0 的数列 {an} 收敛到
0, 那么它的倒数 bn =

1

an
就组成无限增大的数列．
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事实上，对于任意给出的无论多么小的正数 ε,令 M =
1

ε
，根据数列 {an}

是无限增大的，一定可以找到正整数 N , 使得当 n ≥ N 时，有 |an| > M 成立，
从而

|bn| =
∣∣∣∣ 1an

∣∣∣∣ = 1

|an|
<

1

M
= ε

这就是说， lim
n→∞

bn = lim
n→∞

1

an
= 0．同样也可以证明逆命题．

习题 7.1

1. 数列的通项公式是

an =
1000[1 + (−1)n]

n
, n = 1, 2, 3, . . . , n, . . .

(a) 计算这个数列的前 5 项，在数轴上图示这些数值；

(b) 对于 ε = 1, 0.1, 0.01, 0.0001, 0.0000001, 求出项数 N , 使得当
n ≥ N 时，|ax| < 1, |an| < 0.1, |an| < 0.01, |an| < 0.0001, |an| <
0.0000001；

(c) 证明这个数列的极限为 0．

2. 按定义证明下面数列的极限为 0．

(a)
ß

n+ 1

n2 + 1

™
(b)
ßsinn

n

™
(c)
ß
1 + 2 + 3 + · · ·+ n

n3

™
(d)
ß

1

2
√
n

™
(e)
ß
1

n
+

(−1)n

n2

™
3. 证明数列：0.9, 0.99, 0.999, . . . 的极限是 1.

4. 证明 3n5

n5 − n2 + 1
→ 3.

5. 说出下面数列的变化趋向：

(a)
ß
100− 3n

100

™
(b)
®
(−1)n

(
n− 1

n+ 1

)2
´ (c)

ß
(−1)nn

2 + 1

n

™
(d)
ß
1− (−1)n

2
n

™
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(e) {3(−1)n + 5} (f) {n− (−1)n}

第二节 具有极限的数列的性质

数列趋向于它们的极限时，有种种不同方式，例如在例 7.1 中，数列
ß
1

n

™
趋向于它的极限时，不断地减小；在例 7.2 中，数列

ß
n

n+ 1

™
趋向它的极限

时，不断地增大，在例 7.3中，数列
ß(
−1

2

)n™
趋向于它的极限时，时而增大，

时而减小，从极限值的两侧趋向于极限值 0．
虽然数列趋向于它们各自的极限时，有各种不同的状态，但是所有这些数

列都具有一系列的共同的性质，我们现在就来研究其中若干重要性质．

定理 1

若 lim
n→∞

an = A, 而 A > p(或 A < p), 则存在数 N , 当 n ≥ N 时，永远
有 an > p(或 an < p)．

证明： ∵ lim
n→∞

an = A 让我们取定正数 ε < A− p (或 p−A), 从而

A− ε > p

根据数列极限定义，可以找到这样的 N , 使得当 n ≥ N 时，有

A− ε < an < A+ ε

于是，当 n ≥ N 时，就有 an > p (或 an < p)．
定理 1 说明如果数列的极限大于（或小于）某一个实数，那么收敛到此极

限的数列从某一项起也大于（或小于）这个实数．这个性质反映了收敛的数列
和极限之间的密切关系．

定理 2

若 lim
n→∞

an = A, 而且当 n ≥ N 时，an ≤ p（或 an ≥ p），则 A ≤ p（或
A ≥ p）．

证明：假设 A > p, 根据定理 1, 当 n ≥ N 时，可使 an > p, 这与 an ≤ p 矛盾．
∴ A ≤ p．
从例 7.2 看到 an =

n

n+ 1
< 1, 而 lim

n→∞

n

n+ 1
= 1. 这个例子说明从严格

的不等式 an < p 和 lim
n→∞

an = A, 不能推出严格的不等式 A < p. 而定理 2 是
说取极限过程使不大于或不小于关系保持不变．
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定理 3

若 lim
n→∞

an = A, 则 A 是唯一的．

证明：用反证法，假设 an → A 和 an → B 且 A < B, 在 A 与 B 之间任取
一数 R, 设 A < R < B, 因为 an → A, 且 A < R, 所以可以找到 N1, 使得当
n ≥ N1 时，有 an < R．

另一方面，an → B, 且 B > R, 所以可以找到 N2, 使得当 n ≥ N2 时，有
an > R．
取 N 为 N1 和 N2 中较大者，即 N = max(N1, N2), 则当 n ≥ N 时，就

有 an < R, 同时又有 an > R, 这是不可能的，因此，数列的极限是唯一的．

定理 4

若 lim
n→∞

an = A, 则数列 {an} 是有界的．

证明：由极限定义知，对于任意小正数 ε, 可以找到 N , 使得当 n ≥ N 时，有
A− ε < an < A+ ε．
设 A − ε, a1, a2, . . . , aN , A + ε 中最大的绝对值为 M , 则有 |an| ≤ M，即

数列 {an} 是有界的．

定理 5

若三个数列 {an}, {bn}, {cn} 的对应项满足不等式 an < bn < cn, 对于一
切 n = 1, 2, 3, . . . 并且 lim

n→∞
an = lim

n→∞
cn = A，则 lim

n→∞
bn = A．

证明：
∵ lim

n→∞
an = A, lim

n→∞
cn = A

根据数列极限定义知，对于任意给定 ε > 0, 存在正整数 N1, 使得当 n ≥ N1

时，有
A− ε < an < A+ ε

并且也存在一个正整数 N2, 使得当 n ≥ N2, 有

A− ε < cn < A+ ε

令 N = max(N1, N2), 于是当 n ≥ N 时，就同时有

A− ε < an < A+ ε, A− ε < cn < A+ ε
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∵ an ≤ bn ≤ cn, n = 1, 2, 3, . . .

∴ 当 n ≥ N 时，就有

A− ε < an ≤ bn ≤ cn < A+ ε

这就是说， lim
n→∞

bn = A．

定理 5 不仅告诉我们判断 {bn} 的极限存在的一种方法，而且也可用这方
法来求极限．用这个方法，我们可以不去直接求 {bn}的极限，而是把它和另外
两个我们熟悉的有相同极限的数列作比较．

例 7.8 求 lim
n→∞

1

n

(
cos2 1

2
nπ + n sin2 1

2
nπ

)
解：

分母 = n

(
cos2 1

2
nπ + n sin2 1

2
nπ

)
= n

[
1 + (n− 1) sin2 1

2
nπ

]

又因为 0 ≤ sin2 1

2
nπ ≤ 1，所以

0 < n ≤ n

(
cos2 1

2
nπ + n sin2 1

2
nπ

)
≤ n2

即
1

n2
≤ 1

n

(
cos2 1

2
nπ + n sin2 1

2
nπ

) ≤ 1

n

此外， lim
n→∞

1

n2
= 0, lim

n→∞

1

n
= 0，根据定理 5，

lim
n→∞

1

n

(
cos2 1

2
nπ + n sin2 1

2
nπ

) = 0

例 7.9 若 |q| > 1, n → ∞, 则变量 |q|n 是发散的；若 0 < q < 1, n → ∞, 则
qn → 0, 试证明之．

证明：在证明这个问题之前，回忆第二章例 2.1,贝努里不等式：若 n ≥ 2, a > −1
且 a 6= 0, 则 (1 + a)n > 1 + na.
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若 |q| > 1, 则 |q| = 1 + a, (a > 0), 于是

|q| = (1 + a)n > 1 + na

当 n→∞ 时，变量 1 + na 无限增大，是发散的，因此，|q|n 也是发散的．
若 0 < |q| < 1, 设 q =

1

q1
, 于是 |q1| > 1, 因而 |q1|n > 1 + na > 0, 根据不

等式的性质，得：

0 <
1

|qn1 |
<

1

1 + na

又 lim
n→∞

1

1 + na
= 0, lim 0 = 0，根据定理 5，得：

lim
n→∞

1

|qn1 |
= 0, lim

n→∞
|q|n = lim

n→∞
|qn| = 0

从而， lim
n→∞

qn = 0, 0 < |q| < 1．

例 7.10 证明 lim
n→∞

rn

n!
= 0

证明：设 an =
rn

n!
，因 r 是常数且 n 在无限增大过程中必有一自然数 k, 使得

k ≤ |r| < k + 1，于是
|r|

k + 1
< 1

又：

|an| =
∣∣∣∣rnn!
∣∣∣∣ = |r|kk!

(
|r|

k + 1
· |r|
k + 2

· · · |r|
n

)
<
|r|k

k!
·
∣∣∣∣ r

k + 1

∣∣∣∣n−k

=
|k + 1|k

k!
·
∣∣∣∣ r

k + 1

∣∣∣∣n
∵

∣∣∣∣ r

k + 1

∣∣∣∣ < 1

∴ 当 n→∞ 时，
∣∣∣∣ r

k + 1

∣∣∣∣n → 0

∴ 0 ≤ limn→∞

∣∣∣∣rnn!
∣∣∣∣ ≤ limn→∞

|k + 1|k

k!

∣∣∣∣ r

k + 1

∣∣∣∣n = 0

∴ limn→∞
rn

n!
= 0

例 7.11 构造一个收敛于
√
a 的数列，然后证明构造的数列的极限是

√
a．
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解：可以这样构造收敛于
√
a 的数列：取 x 是

√
a 的足够接近的有理近似值，

使得误差 |α1| < 1．于是
√
a = x1 + α1

为估计 α1 的值，两边平方得

a = x2
1 + 2x1α1 + α2

1

因为 |α1| < 1, 故 |α1|2 更小，可忽略不计，于是

a ≈ x2
1 + 2x1α1

α1 ≈
a− x2

1

2x1

把 x1 +
a− x2

1

2x1

=
x2
1 + a

2x1

作为
√
a 的第二个近似值 x2，即：

x2 =
x2
1 + a

2x1

为得到更精确的近似值，重复上面的过程，用 x2 替换上面的 x1, 同样得
到
√
a 的第三个近似值

x3 =
x2
2 + a

2x2

一般地，若求得
√
a 的第 n 个近似值 xn, 则下一近似值可由公式

xn+1 =
x2
n + a

2xn

(7.1)

求得．

现在我们来证明，这样求得的
√
a 近似值数列 (7.1) 收敛到

√
a. 这也就是

要证明误差 |xn+1 −
√
a| 可以任意地小．为此，比较相邻的两个近似值的误差：

αn = xn −
√
a, αn+1 = xn+1 −

√
a

αn+1 = xn+1 −
√
a =

x2
n + a

2xn

−
√
a =

(xn −
√
a)

2

2xn

(7.2)

因为
√
a 是算术根，其近似值 xn 均为正值．因此，αn+1 > 0, 即 α2, α3, . . . 均

为正数．换言之，从第二个近似值开始以后所有近似值均为过剩近似值，而第
一个近似值是可以是过剩的也可以是不足的．由 (7.2) 得

xn+1 −
√
a =

(
xn −

√
a

2xn

)(
xn −

√
a
)
=

(
1

2
−
√
a

2xn

)(
xn −

√
a
)
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∵ xn >
√
a, ∴ 0 <

1

2
−
√
a

2xn

<
1

2
，由此得

∣∣xn+1 −
√
a
∣∣ < 1

2

∣∣xn −
√
a
∣∣ < (1

2

)2 ∣∣xn−1 −
√
a
∣∣ < · · · < (1

2

)n ∣∣x1 −
√
a
∣∣

∴ 0 ≤ lim
n→∞

∣∣xn+1 −
√
a
∣∣ ≤ lim

n→∞

(
1

2

)n ∣∣x1 −
√
a
∣∣

因为 lim
n→∞

(
1

2

)n ∣∣x1 −
√
a
∣∣ = 0，所以

lim
n→∞

∣∣xn+1 −
√
a
∣∣ = 0

即： lim
n→∞

xn+1 =
√
a．

现在看看这个方法逐次逼近
√
a, 应用起来有多好！下面以

√
2 为例：

设 x1 = 1，则：

x2 =
2 + x2

1

2x1

=
3

2
= 1.5

x3 =
2 + 1.52

2× 1.5
=

5.25

3
= 1.4166666

x4 =
2 + 1.41666662

2× 1.4166666
= 1.4142157

其误差 α4 的近似值为

|α4| ≈
∣∣∣∣2− x2

4

2x4

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣2− 1.41421572

2× 1.4142157

∣∣∣∣ = 0.000002

故 x4 是
√
2 的具有 6 个有效数字的近似值，因此，

√
2 ≈ 1.41421（准确到

2× 10−6）．

习题 7.2

1. 求 lim
n→∞

sin nπ

2√
n2 + n

2. 若 |ϕ(n+ 1)| ≤ k|ϕ(n)|, 0 < k < 1，求证 lim
n→∞

ϕ(n) = 0．

3. 若 lim
n→∞

ϕ(n+ 1)

ϕ(n)
= ℓ, −1 < ℓ < 1，求证 lim

n→∞
ϕ(n) = 0．

4. 应用上题，求 lim
n→∞

rn

n!
．
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5. 求 lim
n→∞

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!

(
1

2

)n

．

6. 设数列
ß
pn
qn

™
是一个逐步定义的有理分数数列：

a1 =
p1
q1

=
1

1
, a2 =

p2
q2

=
p1 + 2q1
p1 + q1

=
1 + 2× 1

1 + 1
=

3

2

a3 =
p3
q3

=
p2 + 2q2
p2 + q2

=
3 + 2× 2

3 + 2
=

7

5
, . . .

由 an =
pn
qn
，我们定义 an+1 =

pn+1

qn+1

=
pn + 2qn
pn + qn

．

试证明：

(a) 当 an <
√
2 时，那么 an+1 >

√
2, 反之，当 an >

√
2 时，那么

an+1 <
√
2．

(b) 若 an 是
√
2 的有理近似值，那么 an+1 =

pn + 2qn
pn + qn

是
√
2 的更好的

有理近似值．

(c) 试证数列
ß
pn
qn

™
收敛到

√
2．

7. 试用例 7.11 的方法求
√
28, 准确到 10−4．

8. 求证 lim
n→∞

nβ

an
= 0, 这里 a 为大于 1 的定值，β 为一整数．

第三节 数列极限的四则运算

定义

给定两个变量 an 和 bn, 它们各自取数列 {an} 和 {bn} 的值，如果变量
cn 取数列 {an + bn} 的数值，即两个数列对应项的和，那么就称变量 cn

为这两个变量 an 与 bn 的和，记作 cn = an + bn．

用同样的方法，我们可以定义两个变量的差 cn = an − bn, 两个变量的积
cn = an · bn, 两个变量的商 cn =

an
bn

, (bn 6= 0)．

例 7.12 已知 an = 6 +
4

n
, bn = 3 +

1

n
, (n = 1, 2, 3, . . .), 求这两个变量的和、

差、积、商的变量．



300 第七章 数列的极限

解：依定义

an + bn = 9 +
5

n

an − bn = 3 +
3

n

an · bn =

(
6 +

4

n

)(
3 +

1

n

)
= 18 +

18

n
+

4

n2

an
bn

=
6 +

4

n

3 +
1

n

=
6n+ 4

3n+ 1
= 2 +

2

3n+ 1

现在我们对这些变量求它们各自的极限值，显然有下面的等式

1. lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn = 6 + 3 = 9

2. lim
n→∞

(an − bn) = lim
n→∞

an − lim
n→∞

bn = 6− 3 = 3

3. lim
n→∞

an · bn = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn = 6 · 3 = 18

4. lim
n→∞

an
bn

=
lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn
=

6

3
= 2

上面这些等式，对于求变量的极限很方便，以后经常用到，于是我们得到
关于极限算法定理如下：

定理

设 lim
n→∞

an = A, lim
n→∞

bn = B，则

1. lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn

2. lim
n→∞

(an − bn) = lim
n→∞

an − lim
n→∞

bn

3. lim
n→∞

an · bn = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn

4. lim
n→∞

an
bn

=
lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn
，只要 bn 6= 0， lim

n→∞
bn 6= 0

证明：设 lim
n→∞

an = A, lim
n→∞

bn = B，对于任给
ε

2
> 0，存在 N1 使得当 n ≥ N1

时，有

|an −A| < ε

2
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同样存在 N2 使得当 n ≥ N2 时，有

|bn −B| < ε

2

取 N = max(N1, N2), 于是当 n ≥ N 时，便同时有

|an −A| < ε

2
, |bn −B| < ε

2

因此，当 n ≥ N 时，有

|(an+ bn)− (A+B)| = |(an−A)+ (bn−B)| ≤ |an−A|+ |bn−B| < ε

2
+

ε

2
= ε

因此， lim
n→∞

(an + bn) = A+B = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn 同样地，可以证明等式 2．
为了证明等式 3，我们要用到加、减同一个量的方法，

|anbn −AB| = |anbn −Abn +Abn −AB|

= |bn(an −A) +A(bn −B)|

≤ |bn| · |an −A|+ |A| · |bn −B|

因此，如果 |bn| · |an−A|+ |A| · |bn−B| < ε (n ≥ N)，等式 3 就一定成立．因
为变量 bn 有极限，所以变量 bn 一定有界，即存在正数 M , 使得 |bn| < M . 由
于这样的 M 不只一个，凡比 M 大的数都满足上面不等式，故我们选取 M 时
可以要求它也满足 |A| < M , 于是，我们这样选取自然数 N , 使得当 n ≥ N 时，
同时成立

|an −A| < ε

2M
, |bn −B| < ε

2M

这样，

|anbn −AB| < M · ε

2M
+
|A|ε
2M

<
ε

2
+

ε

2
= ε

因此，等式 3 成立．
最后来证明 4．其实只证明 lim

n→∞

1

bn
=

1

B
就够了，为了证明，当 n ≥ N ,

有 ∣∣∣∣ 1bn − 1

B

∣∣∣∣ = |B − bn|
|Bbn|

= |B − bn|
∣∣∣∣ 1

Bbn

∣∣∣∣ < ε

只要能证明数列
ß

1

Bbn

™
是有界的就可以了．因为 lim

n→∞
Bbn = B lim

n→∞
bn =

B2 > 0, 所以当给定 ε′ =
B2

2
, 就一定存在自然数 N , 使得当 n ≥ N 时，有

−B2

2
< Bbn −B2 <

B2

2
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即
B2

2
< Bbn <

3B2

2

从而
2

3B2
<

1

Bbn
<

2

B2
，

取 M = max
(∣∣∣∣ 2

3B2

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ 1

Bb1

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ 1

Bb2

∣∣∣∣ , . . . , ∣∣∣∣ 1

BbN−1

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ 2B2

∣∣∣∣)
于是，对于一切自然数 n, 有：

∣∣∣∣ 1

Bbn

∣∣∣∣ ≤M．因此，

∣∣∣∣ 1bn − 1

B

∣∣∣∣ = |B − bn|
∣∣∣∣ 1

Bbn

∣∣∣∣ ≤ |B − bn|M

由于 lim
n→∞

bn = B, 我们选出自然数 N1, 使得当 n ≥ N1 时，有

|B − bn| <
ε

M

从而当 n ≥ N1 时，有 ∣∣∣∣ 1bn − 1

B

∣∣∣∣ < ε

M
·M = ε

因此， lim
n→∞

1

bn
=

1

B
，最后根据等式 3，得到：

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

an · lim
n→∞

1

bn
=

A

B
=

lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn
, (bn 6= 0, B 6= 0)

对于这个定理的应用，我们提醒几点注意：

1. 等式 1 和 3 可以推广到有限多个变量的情形，但对无穷多个变量一般不
成立．

2. 定理的求极限法则是在事先假定了变量 an, bn 的极限都存在的情形下得
到的（在除的时候，还需分母的极限不为零），这些条件仅仅是变量 an±bn,
an · bn, an

bn
的极限存在的充分条件而不是必要条件，例如变量 an = n+

1

n
和 bn = −n 都是发散的，而 an + bn → 0；又例如 an = (−1)n，bn =

(−1)n−1

(
1 +

1

n

)
,而 an+bn =

(−1)n−1

n
→ 0, anbn = −

(
1 +

1

n

)
→ −1,

an
bn

=
−n
n+ 1

→ −1．

3. 等式 1—4 使我们可以将有理运算同求极限过程交换先后次序，所得结果
相同，这样就给求极限过程带来很大方便．
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4. 在 an →∞, bn →∞ 的情形下，求 an± bn, an
bn
的极限，需要先对式子变

形使满足定理的条件．

例 7.13 求 lim
n→∞

3n2 + 4n− 1

4n2 − n+ 3

解：

lim
n→∞

3n2 + 4n− 1

4n2 − n+ 3
= lim

n→∞

3 +
4

n
− 1

n2

4− 1

n
+

3

n2

=

lim
n→∞

(
3 +

4

n
− 1

n2

)
lim
n→∞

(
4− 1

n
+

3

n2

)
=

3 + 0− 0

4− 0 + 0
=

3

4

例 7.14 求 lim
n→∞

(
1 +

1

n

)P+1

− 1

1

n

解：(
1 +

1

n

)P+1

− 1 =
1

n

[(
1 +

1

n

)P

+

(
1 +

1

n

)P−1

+ · · ·+
(
1 +

1

n

)
+ 1

]

显然：

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)P+1

− 1

1

n

= lim
n→∞

[(
1 +

1

n

)P

+

(
1 +

1

n

)P−1

+ · · ·+
(
1 +

1

n

)
+ 1

]

中括号内共有 P+1项，首项是 P 个
(
1 +

1

n

)
的乘积，应用定理知 lim

n→∞

(
1 +

1

n

)P

=

1, 同理知其它各项的极限为 1, 故

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)P+1

− 1

1

n

= 1 + 1 + · · ·+ 1 = P + 1
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例 7.15 讨论正整数 n 的有理分式

s(n) =
a0n

p + a1n
p−1 + · · ·+ ap

b0nq + b1nq−1 + · · ·+ bq

当 n→∞ 时的变化情形．

解：我们对 s(n) 作变形，将它改写成下面的形式

np−q

a0 + a1
n

+ · · ·+ ap
np

b0 +
b1
n

+ · · ·+ bq
nq


在花括内的分式，其分子和分母都是以

1

n
为变量的多项式，因此，

lim
n→∞

a0 +
a1
n

+ · · ·+ ap
np

b0 +
b1
n

+ · · ·+ bq
nq

=
a0
b0

现在，

• 如果 p < q, 那么 lim
n→∞

np−q = lim
n→∞

1

nq−p
= 0；

• 如果 p = q, 那么 np−q = n0 = 1 且 lim
n→∞

np−q = 1；

• 如果 p > q, 那么 lim
n→∞

np−q = +∞．

因此，

lim
n→∞

s(n) =


0 p < q
a0
b0

p = q

+∞ p > q,
a0
b0

> 0

上面的例子说明我们只了解分子，分母的变化性态或它们的极限值，还不
能判断它们比的性态，它们比的性态要由分式本身的性质来决定．因此：如果
an →∞, bn →∞ 或 an → 0, bn → 0 我们就说

an
bn
表示

∞
∞
或

0

0
的未定式．

习题 7.3

求下列各变量的极限：
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1. lim
n→∞

(
1

n
+ 3

)
2. lim

n→∞

5− 1(n+ 1)

n

3. lim
n→∞

(
2

n
+

4n− 1

n

)
4. lim

n→∞

(
5n+ 1

2n− 1
− 3

2n

)
5. lim

n→∞

3n2 + 1

4n3 − n− 2

6. lim
n→∞

n2 + 4

2n2 − 3n− 4

7. lim
n→∞

1000n

n2 + 1

8. lim
n→∞

(
√
n+ 1−

√
n)

9. lim
n→∞

sin
(
n · π

2

)
n

10. lim
n→∞

n2 sinn!

n3

11. lim
n→∞

3n − 1

2n

12. lim
n→∞

(−2)n + 3n

(−2)n+1 + 3n+1

13. lim
n→∞

3n2 − 5c+ sinn

4n2 + 7n+ 6

14. lim
n→∞

n√
n2 + n

第四节 无穷级数和无限小数

一、无穷级数概念

有穷级数是有限个数的和，如

u1 + u2 + · · ·+ un, 或者
n∑

i=1

ui

显然，每一个有穷级数都有确定的和．
无穷级数指无穷多个数：u1, u2, . . . , un, . . . 连加的式子

u1 + u2 + · · ·+ un + · · · , 或者
∞∑
i=1

ui

由于这个式子包含无穷个加数，一般地说，我们不能指望得到最后的结果．
例如，求所有的自然数的和：

1 + 2 + 3 + · · ·+ n+ (n+ 1) + · · ·

是不能得到最后结果的．
但是对于一些特殊的无穷级数，我们可以求和．
例如：一个单位正方形，每次取它面积的一半，累加起来，得到无穷级数，（如

图 7.4）
1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
+

1

32
+ · · ·
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1

2

1

4

1

8 1

16

1

32
1

64

图 7.4

从这个无穷级数里，依次取出前 n 项的部分和 Sn, 得到数列 {sn}：

s1 =
1

2
, s2 =

1

2
+

1

4
=

3

4
, s3 =

1

2
+

1

4
+

1

8
=

7

8
, . . .

sn =
1

2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n
=

1

2

[
1−

(
1

2

)n]
1− 1

2

= 1−
(
1

2

)n

, . . .

我们看到，这个数列 {sn} 和原正方形的关系是：

1. 前 n 项部分和 sn 小于 1；

2. sn 与 1 的误差 |sn − 1|, 只要 n 充分大，就可以小到任意小．

因此，前 n 项部分和 sn 的极限是 1, 即

lim
n→∞

sn = 1

我们可以这样理解无穷级数
∞∑

n=1

1

2n
的意义，它就是前 n 项部分和 sn 的

极限值，于是
1

2
+

1

4
+

1

8
+ · · ·+ 1

2n
+ · · · = 1

我们说，这个无穷级数收敛到 1, 而前 n 项的部分和 sn 是这个极限的近似值．

现在，我们可以赋予这一类收敛的无穷级数以和的意义．
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定义

如果无穷级数 u1 + u2 + · · ·+ un + · · · 的前 n 项部分和 sn 所组成的数
列 {sn} 有极限值，即 lim

n→∞
sn = s, 那么，这个无穷级数就叫做收敛的，

并把这个确定的数 lim
n→∞

sn = s 叫做这个无穷级数的和，即

∞∑
n=1

un = lim
n→∞

sn = s

下面我们用收敛的数列来构造收敛的无穷级数．假设数列 {an} 是收敛的，
即 lim

n→∞
an = A, 令 bi = ai − ai−1, i = 1, 2, . . .，即得一个新数列 {bn}．无穷级

数 b1 + b2 + · · ·+ bn + bn+1 + · · · 是收敛的．
事实上，这个级数的部分和是：

s1 = b1 = a1 − a0

s2 = b1 + b2 = (a1 − a0) + (a2 − a1) = a2 − a0

s3 = b1 + b2 + b3 = (a1 − a0) + (a2 − a1) + (a3 − a2) = a3 − a0

· · · · · · · · · · · · · · ·

sn = b1 + b2 + · · ·+ bn = (a1 − a0) + (a2 − a1) + · · ·+ (an − an−1) = an − a0

· · · · · · · · · · · · · · ·

因此：

∞∑
i=1

bi = lim
n→∞

n∑
i=1

bi = lim
n→∞

(an − a0)

= lim
n→∞

an − a0

(7.3)

因此，无穷级数
∑∞

i=1 bi 是收敛的．

例 7.16 令 an = 1− 1

n+ 1
，n = 0, 1, 2, . . .，显然 {an}是收敛的，并且 lim

n→∞
an =

1．

令

bi = ai − ai−1 =

(
1− 1

i+ 1

)
−
(
1− 1

i

)
=

1

i
− 1

i+ 1
=

1

i(i+ 1)
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于是，

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ · · ·+ 1

n(n+ 1)
= lim

n→∞
an − a0

= lim
n→∞

(
1− 1

n− 1

)
− 0 = 1

上面 (7.3) 式也表示，要求一个无穷级数的和
∑∞

i=1 bi, 常将 bi 分解，使
bi = ai − ai−1, 于是求无穷级数的和就转化为求数列 {an} 的极限．

例 7.17 求以下无穷等比级数的和．

a1 + aq + a1q
2 + · · ·+ aqn−1 + · · · (|q| < 1)

解：我们在本章中，已经证明，若 |q| < 1, 则 lim
n→∞

qn = 0．因为：

sn =
a1(1− qn)

1− q
=

a1
1− q

− a1q
n

1− q

所以，

lim
n→∞

sn =
a1

1− q
− a1

1− q
lim
n→∞

qn =
a1

1− q

因此：

a1 + aq + a1q
2 + · · ·+ aqn−1 + · · · = a1

1− q
(|q| < 1)

为了讨论循环小数及以后的需要，让我们用下面两个定理作为本节的总结．

定理 1

无穷等比级数，
∑∞

n=1 a1q
n−1 收敛的充分必要条件是公比 q 的绝对值

|q| < 1, 此时，它的和是 a1
1− q

, （注意这里 q 6= 1）．

证明：上面的例 7.17 已证明了 |q| < 1 是
∑∞

n=1 a1q
n−1 =

a1
1− q

的充分条件．

要证必要性，我们只须注意到，如果 |q| ≥ 1, 那么 an = a1q
n−1 是发散的，于

是，
∑∞

n=1 a1q
n−1 也是发散的（见下面的定理 2）．

定理 2

无穷级数
∑∞

i=1 ai 收敛的必要条件是 lim
n→∞

an = 0.

证明：因为 an = (a1 + a2 + · · ·+ an)− (a1 + a2 + · · ·+ an−1) = sn − sn−1
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由于
∑∞

i=1 ai 是收敛的，故有

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

sn−1 = s

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(sn − sn−1) = lim
n→∞

sn − lim
n→∞

sn−1 = s− s = 0

下面的例题说明这个条件不是充分的．

例 7.18 1

1
+

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
+ · · · 是发散级数，为什么呢？

解：我们首先注意到这是正项级数，因此，部分和会越来越大，而且

s1 = 1

s2 = 1 +
1

2

s4 = 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
> 1 +

1

2
+

1

4
+

1

4
= 1 +

1

2
+

1

2

s8 = 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

9

> 1 +
1

2
+

1

4
+

1

4
+

1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8
= 1 +

1

2
+

1

2
+

1

2

· · · · · · · · · · · · · · ·

一般地，

s2m = 1 +

m 个︷ ︸︸ ︷
1

2
+

1

2
+ · · ·+ 1

2
=

m+ 2

2

因为，当 m 无限增大时，
m+ 2

2
越来越大毫无止境，故 s2m 也发散到无穷大，

又总有这样的 n满足 2m < n,故当 m→∞时，也使 m→∞, sn > s2m →∞,
即 sn 也发散到无穷大．

注意到：an → 0,但如果数列 {sn}中的子数列 {s2m}是发散的，那么 {sn}
也是发散的．

二、无限小数与十分逼近

在这一节，我们要用无限十进小数来描述实数，要说明无限小数的意义，证
明每一个循环小数都等于一个分数，而每一个分数都等于一个循环小数．

现在我们借助十分逼近法去规定实数的无限十进小数表示．考察某实数 x.
将数轴分为单位线段，各分点均为整数．点 x 在某一线段内，或者本身就是一
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个分点．如果 x是相邻两个单位线段的分点，约定 x属于线段的左端点．于是，
存在一个整数 α0，使得

α0 ≤ x < α0 + 1, 即 x ∈ A0B0 = (α0, α0 + 1)

α0 +
1

10
, α0 +

2

10
, α0 +

3

10
, . . . , α0 +

9

10
这些点将 A0B0 = (α0, α0 + 1)

分为十等份，点 x 必在某一个分段内，或者 x 本身是一个分点，如果是分点，
约定 x 属于分段的左端点，在这两种情况下，存在一个整数 α1, (0 ≤ α1 ≤ 9),
使得

α0 +
α1

10
≤ x < α0 +

α1 + 1

10

即：x ∈ A1B1 =

[
α0 +

α1

10
, α0 +

α1 + 1

10

)
．

再将线段 A1B1 十等分，我们可以找到一个整数 α2（0 ≤ α2 ≤ 9），使得

α0 +
α1

10
+

α2

102
≤ x < α0 +

α1 + 1

10
+

α2 + 1

102

即：x ∈ A2B2 =

[
α0 +

α1

10
+

α2

102
, α0 +

α1 + 1

10
+

α2 + 1

102

)
．

经过 n 步以后，x 必在线段 AnBn 之中，即

α0 +
α1

10
+

α2

102
+ · · ·+ αn

10n
≤ x < α0 +

α1

10
+

α2

102
+ · · ·+ αn + 1

10n

这里 α1, α2, . . . , αn 都是 0 到 9 之间的整数，线段 AnBn 之长度等于
1

10n
，而

有限十进小数 α0.α1α2 · · ·αn 和 α0, α1α2 · · · (αn + 1) 分别是 x 的准确到
1

10n
的不足近似值和过剩近似值．
让这个十分逼近过程无限地进行下去，那么实数 x就完全可以由无限小数

α0.α1α2 · · ·αn · · · 来表示，同时由于 x 与有限小数近似值的误差

|α0.α1α2 · · ·αn − x| < 1

10n
, |α0.α1α2 · · · (αn + 1)− x| < 1

10n

当 n充分大时，可以小到任意小，所以无限小数 x = α0.α1α2 · · ·αn · · · 是由有
限十进小数组成的两个数列：

α0, α0.α1, α0.α1α2, . . . , α0.α1α2 · · ·αn, . . .

与

(α0 + 1), α0.(α1 + 1), α0.α1(α2 + 1), . . . , α0.α1α2 · · · (αn + 1), . . .

的共同的极限值．
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无限小数的定义是这样的，我们取实数的小数点以下第 n位为止的有限小
数 α0.α1α2 · · ·αn，记作 xn, 即 xn = α0.α1α2 · · ·αn，那么数列 {xn} 的极限值
是这个无限小数，用式子表示就是

lim
n→∞

xn = x = α0.α1α2 · · ·αn · · ·

例 7.19 2

3
= 0.6̇ 表示数列 {xn} 的极限：

x1 = 0.6, x2 = 0.66, x3 = 0.666, . . . , xn = 0. 66 · · · 66︸ ︷︷ ︸
n 位小数

, . . .

例 7.20 无限小数 π = 3.1415926 · · · 的意思是，令

x1 = 3.1, x2 = 3.14, x3 = 3.141, . . .

那么 xn → π．

注意，在上面我们用十分逼近得到实数 x的无限十进小数表示时，在 x是
十等分的一个分点的情形，如果不限定 x 属于两相邻线段的左端点，那么对于
同一个整数或有限小数，可能有两类不同的无限十进小数表示法．例如

1 = 1.0000 · · · = 0.999 · · · , 2.35 = 2.35000 · · · = 2.34999 · · ·

为排除这种不确定性，按照我们的约定，就可以去掉那些从某一位以后有
数字都是 9 的十进小数表达式．
把实数写成小数形式，便于比较它们的大小．在比较时，遇到以 9 为循环

节结尾的无限小数都用以 0 为循环节结尾的无限小数代替．
今有两个实数 x = α0.α1α2 · · ·αn · · · 和 y = β0.β1β2 · · ·βn · · ·，比较这两

个实数 x 和 y 的大小，只须比较两个数的各数位上的数字，并且注意在哪一个
数位上的数字不同，从而告诉我们哪个实数大．

例如：
17

20
= 0.850000 · · · , 45

53
= 0.84905000 · · ·，看一眼就能发觉，它们有

相同的第一位小数，
17

20
的第二位小数大于

45

53
的第二位小数，因此，

17

20
>

45

53
．

一般地，我们说 x > y, 如果下面的条件中有一个成立

1. α > β

2. α = β，而 α1 > β1

3. α = β, α1 = β1, . . . , αℓ = βℓ，而 αℓ+1 > βℓ+1
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根据前面的讨论，我们知道任何一个实数都是两个有限十进小数的夹逼数
列的极限．

设 limxn = x = limx′
n, lim yn = y = lim y′n, 或者

xn → x← x′
n, yn → y ← y′n

x′
n − xn → 0, y′n − yn → 0

则对应数列的相加，我们有实数的相加，对应于数列相乘，我们有实数的相乘，
也就是说：

lim(xn + yn) = x+ y = lim(x′
n + y′n)

lim(xn · yn) = x · y = lim(x′
n · y′n)

例如
√
2 = 1.4142135 · · · ,

√
3 = 1.7320508 · · · , xn + yn

x′
n + y′n

 1.4 + 1.7 = 3.1

1.5 + 1.8 = 3.3 1.41 + 1.73 = 3.14

1.42 + 1.74 = 3.16

 1.414 + 1.732 = 3.146

1.415 + 1.733 = 3.148 1.4142 + 1.7320 = 3.1462

1.4143 + 1.7321 = 3.1464

 1.41421 + 1.73205 = 3.14626

1.41422 + 1.73206 = 3.14628
· · ·

即：3.1 < 3.14 < 3.146 < 3.1462 < 3.14626 < · · · <
√
2+
√
3 < · · · < 3.14628 <

3.1464 < 3.148 < 3.16 < 3.3

∴
√
2 +
√
3 = 3.1462 · · ·．只要把

√
2,
√
3 的夹逼小数求到足够多的数

位，我们用上面的方法就可以把
√
2 +
√
3 的小数表示求到任意的数位上．

同样地得到 xn · yn

x′
n · y′n

 1.4× 1.7 = 2.38

1.5× 1.8 = 2.70

 1.41× 1.73 = 2.4393

1.42× 1.74 = 2.4708 1.414× 1.732 = 2.449048

1.415× 1.733 = 2.452195

 1.4142× 1.7320 = 2.4493944

1.4143× 1.7321 = 2.449709
· · ·

∴
√
6 = 2.449 · · ·．
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在无限小数中，除了有一类无限循环小数，还有一类无限不循环小数，譬
如，0.1001000100001 · · · , 就是一个无限不循环小数．
现在我们要来证明每一个循环小数都等于一个分数，而每一个分数都等于

一个循环小数．先举几个将无限循环小数化为分数的例子，再给出一般的证明．

例 7.21 怎样将循环小数 0.621 化成分数？

解：我们可以将无限小数 0.621 表示成一个无穷级数

0.621 = 0.621 + 0.000621 + 0.000000621 + · · ·

=
621

103
+

621

106
+

621

109
+ · · ·

显然，这个无穷级数是无穷等比级数，它的首项 a1 =
621

103
, 公比 q =

1

103
根据

4.1 中的定理，这个无穷等比级数的和是 a1
1− q

，因此：

0.621 =
621

103
+

621

106
+

621

109
+ · · ·

=
621

103
· 1

1− 1

103

=
621

103
· 103

103 − 1

=
621

999
=

23

37

例 7.22 试将 0.312 化成分数．

解：

0.312 = 0.3 + 0.012 = 0.3 + (0.012 + 0.00012 + · · · )

=
3

10
+

(
12

103
+

12

105
+ · · ·

)
=

3

10
+

12

103
· 1

1− 1

102

=
3

10
+

12

103
· 102

102 − 1

=
3

10
+

12

10
· 1
99

=
309

990
=

103

330

下面，我们来证明任何一个循环小数一定是一个分数．
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如果 a 是个循环小数，它的循环节是由第 k + 1 位开始到 k + ℓ 位，平常
我们写作

a = a0.c1c2 · · · ckck+1ck+2 · · · ck+ℓ

它的意思是

a = a0 +
c1
10

+
c2
102

+ · · ·+ ck
10k

+
ck+1

10k+1
+ · · ·+ ck+ℓ

10k+ℓ

+
ck+1

10k+ℓ+1
+ · · ·+ ck+ℓ

10k+2ℓ
+

ck+1

10k+2ℓ+1
+ · · ·+ ck+ℓ

10k+3ℓ
+ · · ·

虽然，这不是无穷等比级数，现在用结合律来构造这个无穷级数的部分和
的子数列：
设 S1 = a0 +

c1
10

, S2 = a0 +
c1
10

+
c2
102

, . . . 于是第 k 个部分和是

Sk = a0 +
c1
10

+
c2
102

+ · · ·+ ck
10k

再令
d =

ck+1

10k+1
+

ck+2

10k+2
+ · · ·+ ck+ℓ

10k+ℓ

所以，d 是分数，而且 0 ≤ d < 1

那么，第 k +mℓ 个部分和是

Sk+mℓ = Sk + d+
d

10ℓ
+

d

102ℓ
+ · · · d

10(m−1)ℓ

= Sk + d

(
1 +

1

10ℓ
+

1

102ℓ
+ · · ·+ 1

10(m−1)ℓ

)

= Sk +

d

(
1− 1

10mℓ

)
1− 1

10ℓ

当 m = 1, 2, 3, . . . 时，部分和 Sk+mℓ 就构成无穷级数的部分和数列 {Sn} 的子
数列 {Sk+mℓ}, 并且

lim
m→∞

Sk+mℓ = lim
m→∞

Sk +

d

(
1− 1

10mℓ

)
1− 1

10ℓ


= Sk +

d

1− 1

10ℓ

= Sk +
10ℓ · d
10ℓ − 1

= a′

这里 a′ 表示分数．我们只证明了部分和数列的子数列 {Sk+mℓ} 收敛到分数 a′,
还需要证明部分和数列 {Sn} 也收敛到 a′.
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我们只须注意到原来的循环小数所代表的无穷级数也都是正项的，这就是
说，部分和数列 {Sn} 是递增数列，特别地，如果 k+mℓ ≤ n < k+ (m+ 1)ℓ，
那么 Sk+mℓ ≤ Sn ≤ Sk+(m+1)ℓ，因此，如果“子数列”{Sk+mℓ, m = 1, 2, 3, . . .}
收敛到 a′, 原数列 {Sn} 也收敛到 a′.
我们已证明了，每个循环小数都可以化为分数，现在证明分数可以化为循

环小数．

设
a

b
为一任意给定的不可约真分数（亦即 a, b 互质且 a < b）．

1. b 只含有 2 或 5 的质因子，则容易看出可以化 a

b
成有限位小数．

事实上，设 b = 2α5β, d = 5α−βa, 若 α ≥ β，则

a

b
=

a

2α5β
=

5α−βa

10α
=

d

10α

为 α 位小数．我们可以把有限位小数看成循环小数的特例．如：

1237

2× 53
=

1237× 22

103
= 4.948 = 4.9480

2. 设 b 与 10 互质，即：(b, 10) = 1, 根据整数分解的唯一性而知 a

b
不可能

写成
m

10k
的形式，这里 m 为正整数，故

a

b
不可能化为有限小数．做除

法，我们得到

10a = bq1 + r1, 0 < r1 < b

两边再除以 b, 得

10a

b
= q1 +

r1
b
, 0 <

r1
b

< 1

这里 q 是 0, 1, 2, . . . , 9 这十个整数中的某个．用和上面同样的方法，逐步
得到

10r1
b

= q2 +
r2
b
, 0 <

r2
b

< 1,

10r2
b

= q3 +
r3
b
, 0 <

r3
b

< 1,

· · · · · · · · · · · · · · ·
10rn−1

b
= qn +

rn
b
, 0 <

rn
b

< 1
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这里每个 qn 是 0, 1, 2, . . . , 9 这十个整数中的某个，于是

a

b
=

q1
10

+
r1
10b

=
q1
10

+
q2
102

+
r2
102b

=
q1
10

+
q2
102

+
q3
103

+
r3
103b

· · · · · · · · · · · · · · ·

=
q1
10

+
q2
102

+ · · ·+ qn
10n

+
rn
10nb

再设

xn =
q1
10

+
q2
102

+ · · ·+ qn
10n

yn =
q1
10

+
q2
102

+ · · ·+ qn + 1

10n

dn =
rn
10nb

<
1

10n

则：
a

b
= xn + dn, 0 < dn <

1

10n

再有 x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn < · · · < yn < yn−1 < · · · < y2 < y1，且
yn − xn → 0．

当 n 无限增大时，根据实数完备性，无限小数

∞∑
n=1

qn
10n

= 0.q1q2 · · · qn · · ·

表示一实数，又因为，dn → 0, 故我们确定了一个其值为 a

b
的无限小数

0.q1q2 · · · qn · · ·．

再说明这个无限小数一定是纯循环小数，设 a = r0,因为 r0, r1, r2, . . . , rn, . . .

是一串大于 0而小于 b的正整数，这种正整数只有 b−1个不同的，所以，
这一串数 r0 = a, r1, r2, . . . rn, . . .必然有二者会相同，就假定 rk 为首先出
现的重见余数，假定这两个相同的余数是 rk 和 ri, 即有 rk = ri. 现在我
们要证明 ri 只能是 a = r0,用反证法，若 i > 0则由等式

10rk−1

b
= qk+rk

和
10ri−1

b
= qi + ri 两边作减法，得到

10(rk−1 − ri−1)

b
= qk − qi
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因为 qk − qi 是整数，所以 b 能整除 10(rk−1 − ri−1), 由于 b 与 10 互质，
故 b 能整除 rk−1 − ri−1，但是 rk−1 − ri−1 < b, 所以 rk−1 − ri−1 = 0, 即
rk−1 = ri−1 重见更早，与原设 rk 为首先出现的重见余数不合，故 i = 0．

∴ rk = r0 = a, 这样
a

b
= 0.q1q2 · · · qk−1qk

3. 设 b = 2α5βb1, 而 b1 > 1 且与 10 互质，又 α 与 β 均不为 0, 若 α ≥ β,

a

b
=

a

2α5βb1
=

5α−βa

10αb1

做 5α−βa 除以 b1, 得

5α−βa = Mb1 + r, 0 < r < b

M 是一个正整数，两边再除以 b1, 得

5α−β a

b1
= M +

r

b1
, 0 <

r

b1
< 1

由前段证明 2 的结果
r

b1
= 0.c1c2 · · · cs

故，

a

b
=

5α−βa

10αb1
=

1

10α
(M + 0.c1c2 · · · cs)

=
1

10α
(M.c1c2 · · · cs)

当以 10α 除以 M.c1c2 · · · cs 时，也就是将小数点左移 α 位，我们得到
a

b
= 0.m1m2 · · ·mαc1c2 · · · cs

为混循环小数．

若 α ≤ β, 可以用同样的方法说明 a

b
为一混循环小数，因此有

定理

任何一个分数都等于某一个循环小数，任何一个循环小数必然是个分数．

如果采用无限十进小数来描述实数，我们按照下表来对实数分类：

实数——无限十进小数

有理数—无限十进循环小数无理数—无限十进不循环小数



318 第七章 数列的极限

习题 7.4

1. 求下列无穷等比数列的和：

(a) 1

2
+

1

3
+

2

9
+ · · ·

(b) 1− 2

5
+

4

25
− · · ·

(c)
…

3

2
+

…
2

3
+

2

3

…
2

3
+ · · ·

(d)
√
3 + 1√
3− 1

+ 1 +

√
3− 1√
3 + 1

+ · · ·

2. 若 a, b是实数且
∣∣∣∣a+ 2b+ 3

b+ 3

∣∣∣∣+3(a+3b)2 = 0,求等比级数 ab+b+
b

a
+ · · ·

的和．

3. 已知
√
3 sinα− cosα = 0, α 为锐角，求

∑∞
n=0(− sinα)n

4. 求下列无穷级数的和：

(a) 1

1× 4
+

1

2× 5
+

1

3× 6
+

1

4× 7
+ · · ·

(b) 6

2× 7
+

6

7× 12
+

6

12× 17
+

6

17× 22
+ · · ·

(c) 1

1× 2× 3
+

1

2× 3× 4
+

1

3× 4× 5
+

1

4× 5× 6
+ · · ·

(d) 1

1× 2× 3× 4
+

1

2× 3× 4× 5
+

1

3× 4× 5× 6
+

1

4× 5× 6× 7
+ · · ·

(e) 1

7
+

2

72
+

3

73
+

1

74
+

2

76
+

3

76
+

1

77
+

2

78
+

3

79
+ · · ·

5. 求下列各式的极限值：

(a) lim
n→∞

1 + a+ a2 + · · ·+ an

1 + b+ b2 + · · ·+ bn
(|a| < 1, |b| < 1)

(b) lim
n→∞

(
1

n
− 2

n
+

3

n
− · · ·+ (−1)n−1n

n

)
(c) lim

n→∞

(
12

n3
+

22

n3
+ · · ·+ (n− 1)2

n3

)
(d) lim

n→∞

(
1

2
+

3

22
+

5

23
+ · · ·+ 2n− 1

2n

)
6. lim

n→∞

(
1− 1

22

)(
1− 1

32

)(
1− 1

42

)
· · ·
(
1− 1

n2

)
7. 数列 xn (n = 1, 2, 3, . . .) 是由下列各式所确定：

x0 = a, x1 = b, xn =
xn−2 + xn−1

2
(n ≥ 2)

求 lim
n→∞

xn.
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8. 将下列循环小数化为分数：

0.47, 2.234, 0.47, 3.231, 0.1108, 5.3890

9. 求出下列各式的值：

(a) 0.48× 0.48

(b) 0.12 + 0.83 + 0.34 + · · ·+ 0.89

(c) 0.15 + 0.015 + 0.0015 + · · ·

第五节 数列极限在几何上的应用

在平面几何中，我们知道了什么是相似形，而且知道研究相似形的基本定
理是“设 4ABC 和 4A′B′C ′ 的三个内角对应相等，则其对应边长成比例”．
在初中时，我们证明了当比值是有理数时，定理是对的，现在要补充推证，在
比值是无理数时，定理也是对的，这样这个定理的证明才是完整的．

证明：设 AB = kA′B′, 这里 k 是无理数，我们要证明

AC

A′C ′ =
BC

B′C ′ = k

我们知道任何一个无理数可以用有理数来逼近，于是可以找到两串有理数 k′
n, k

′′
n

从左、右夹逼无理数 k 使得

k′
n → k ← k′′

n, 或者 lim
n→∞

k′
n = lim

n→∞
k′′
n = k

比如，k 是特殊的情形，k =
√
2，则可取

k′
1 = 1, k′

2 = 1.4, k′
3 = 1.41, . . .

k′′
1 = 1, k′′

2 = 1.5, k′′
3 = 1.42, . . .

如图 7.5, 在直线 AB 上取点列 {Bn} 和 {B̄n} 使得

ABn = k′
nA

′B′, AB̄n = k′′
nA

′B′

再由 Bn, B̄n 点分别作 BC 边平行线交 AC 线于 Cn, C̄n 点，则因为相似三角
形定理对有理数比值是对的，所以

4ABnCn ∽ 4AB̄nC̄n ∽ 4A′B′C ′
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A B̄n

C̄n

B

C

Bn

Cn

A′ B′

C ′

图 7.5

ABn

A′B′ =
ACn

A′C ′ =
BnCn

B′C ′ = k′
n

AB̄n

A′B′ =
AC̄n

A′C ′ =
B̄nC̄n

B′C ′ = k′′
n

由作图知
k′
nA

′B′ = ABn < AB < AB̄n = k′′
nA

′B′

并可得

k′
nA

′C ′ = ACn < AC < AC̄n = k′′
nA

′C ′

k′
nB

′C ′ = BnCn < BC < B̄nC̄n = k′′
nB

′C ′

对上面不等式各端取极限，得到

lim
n→∞

k′
nA

′C ′ = lim
n→∞

k′′
nA

′C ′ = kA′C ′

另一方面又可得到

lim
n→∞

k′
nA

′C ′ = lim
n→∞

k′′
nA

′C ′ = AC

根据数列的极限值是唯一的，因此 AC = kA′C ′, 同理可得 BC = kB′C ′．
总结上面的证明可以归纳成下面两点：

1. 先有一个数 k, 因为它是无理数，比较复杂，往往我们要用简单的有理数
逐步逼近它；

2. 在求极限过程中，要点是要用极限值的唯一性保证所要的结论．

在几何上，π 表示单位圆的面积，这个面积显然能用一个有理数或无理数
来表示，可是，如果我们想要以任何精确度计算出数元，这个定义对于我们来
说并没有什么帮助．这时，我们必须借助于求极限的过程，把数 π 表示为已知
并且不难算出的数列的极限，除此外别无它法．
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假如我们把单位圆等分成 2n 个小扇形，然后一上一下间插排列起来，如
图 7.6.

图 7.6

当 n 愈大时，上图就愈接近一个高为 1, 面积为 π 的矩形．这也就说明了
单位圆的圆周长等于 2π．
早在三国时代，我国古代数学家刘徽于公元 263 年在《九章算术》中，对

古率 π = 3 极为不满，就提出了用折线逐步地来逼近曲线，用正多边形的面积
来逐步地逼近圆的面积的思想，他说如果圆内接正六边形，正十二边形，二十
四边形⋯⋯依次递求它的面积，边数愈增多则其面积与圆面积愈加接近，如果
边数增加到无限则多边形面积的极限就与圆面积相等．
设 π 为单位圆面积，Sn 为单位圆的内接正 n 边形的面积，S 为单位圆的

外切正 n 边形的面积，如图 7.7, 对于每一个 n, 从几何直观上作如下估计

O

sin π

nπ/n
tan π

n
1

图 7.7

Sn < S2n < π < S′
2n < S′

n，刘徽的计算理论基础是，|Sn − π| < S′
n − Sn,

在 n 无限增大时，(S′
n − Sn)→ 0. 从图 7.7 看出：

S′
n = 2n直角三角形的面积 = 2n · 1

2
tan π

n
= n tan π

n

Sn = 2n直角三角形的面积 = 2n · 1
2

cos π
n
· sin π

n
= n sin π

n
· cos π

n
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S′
n − Sn = n

(
tan π

n
− sin π

n
· cos π

n

)
= n sin π

n

 1

cos π
n

− cos π
n


=

1

2
(圆内接 n 边形周长)

 1

cos π
n

− cos π
n


<

1

2
(圆外切六边形周长)

 1

cos π
n

− cos π
n

→ 0

这就说明了由圆内接正多边形的面积所组成的数列 {S6·2n−1} 的极限是 π.
让我们计算这个数列中的前面几个面积．面积的通项是

S6·2n−1 = 6 · 2n−1

(
1

2
sin π

3 · 2n−1

)
= 3 · 2n−1 sin π

3 · 2n−1
(n = 1, 2, 3, . . .)

为由 sin π

n
求出 sin π

2n
, 我们需要导出它们之间的递推关系：

sin π

2n
=

Ã
1− cos π

n
2

=
1

2

…
2− 2 cos π

n

=
1

2

 
2− 2

…
1− sin2 π

n

于是：

• 当 n = 1, S6 = 3 · sin π

3
= 2.5980762,

• 当 n = 2, S12 = 6 · sin π

6
= 3,

• 当 n = 3,

S24 = 12 · sin π

12
= 12

1

2

Ã
2− 2

√
1−

(
1

2

)2


= 12 ·

(
1

2

»
2−
√
3

)
= 12× 0.258819 = 3.1058285
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• 当 n = 4,

S48 = 24 · sin π

24
= 24

(
1

2

»
2− 2

√
1− 0.2588192

)
= 24× 0.1305266 = 3.132639

• 当 n = 5,

S96 = 48 · sin π

48
= 48

(
1

2

»
2− 2

√
1− 0.13052662

)
= 48× 0.0654031 = 3.1393515

• 当 n = 6,

S192 = 96 · sin π

96
= 96

(
1

2

»
2− 2

√
1− 0.06540312

)
= 96× 0.032719 = 3.1410307

现在我们对 π 的近似值 S192 ≈ 3.1410307 的误差作如下估计

|S192 − π| < 192

(
tan π

192
− 1

2
sin π

96

)
= 192

(
0.0163639− 1

2
× 0.032719

)
= 0.000845

刘徽定 π ≈ 3.14, 后世称之为徽率，在刘徽以后重新推算圆周率贡献最大的是
南朝祖冲之（公元 429—500 年）．祖冲之的著名结果为

3.1415926 < π < 3.1415927

密率π =
355

113
, 约率π =

22

7

全世界定圆周率值准确到
1

107
的，当推祖冲之为第一人．

习题 7.5

1. 联结三角形 ABC 三边的中点 D,E, F , 作三角形 DEF , 再联结 4DEF

各边之中点，作 4GHI,如此下去，求所得一切三角形面积之总和与原三
角形面积之比．
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2. 从 ∠BAC 边上一点 B 起，作 BC⊥AC, 从 C 作 CD⊥AB, 从 D 再作
DE⊥AC, 这样无限继续下去，设 BC = 7cm, CD = 6cm, 求这些垂线的
和（图 7.8）．

3. 有一束射线，每相邻两条射线间的夹角为 α，从一条射线上任一点对其紧
邻的一射线作垂线 S0, 从它的垂足再对下一射线作垂线 S1, 依此类推（图
7.9）．问： lim

n→∞
(S0 + S1 + S2 + · · ·+ Sn + · · · )

A C

B

D

E

图 7.8

α

图 7.9

4. 直角三角形三边之长分别为 3,4,5,作一圆内切于此三角形，再作一圆外切
于此圆，并切于三角形的斜边和边长为 4的直角边，如此继续作下去，则
得到一个切圆的序列，求这些圆的面积之和．

第六节 数列极限存在定理

前面在引进数列极限的定义时，所考虑的许多数列的极限都是已经知道的，
然后再用数列极限的定义来验证，如果数列极限的概念仅能给出这样的认识，即
一些已知数能够用另一些已知数的某些数列来逼近，那么我们从极限概念所得
到的东西太少了．但是数列的一个最为重要的应用在于，有些问题所要确定的
数值往往不能用别的方法直接得知或表示，却能用数列极限方式来表示．例如
我们用有理数逼近无理数，又在上一节用圆内接正多边形的面积来逼近圆面积，
求出 π 的数值等，这样的例子就是数列极限重要应用的典型例子．因此我们构
造的数列是否收敛就成为第一位重要问题了．对于一个数列 {an} 的极限，事
实上应该分成两个层次来讨论．

1. 存在性．即数列 {an} 是否有极限存在？
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2. 求值问题．假如已经确定了给定数列 {an} 的极限存在，我们再设法求它
的极限值，其实只要确定了 {an} 的极限存在，那么这个极限值就是一个
实数，而数列 {an} 就是它的逐次逼近的近似数值，要点是去了解数列的
性质，总之求值问题是个比较次要的问题了．

下面给出一个比较简单的极限存在定理．

定理

递增有上界的数列 {an} 极限存在（同样递减，有下界数列 {an} 的极限
也存在）．

例如：数列
ß
n2 − 1

n2

™
符合定理的条件，因为 0,

3

4
,
8

9
,
15

16
,
24

25
, . . . 显然

是递增的，同时 an =
n2 − 1

n2
= 1− 1

n2
< 1, 也就是说，它是有界的，而且容易

看出数列的极限值是 1, 事实上

lim
n→∞

n2 − 1

n2
= lim

n→∞

(
1− 1

n2

)
= 1− 0 = 1

下面的证明可以说是将二分逼近和实数完备性配合运用的典型例子，在这
儿是初次用到，往后还会遇到相似的配合用法．其实，只要能基本上理解命题
意义和证明大意，就可以先去学习它的应用，往往用了几次后再回头看第二遍，
也就更加明白了．

证明：一个使得 an ≤ K 恒成立的常数 K 叫做 {an} 的一个 上界．下面我们将
用二分逼近法和完备性来说明 {an} 的极限等于它的最小上界（因为 {an} 是
递增的）．

令 A1 = a1, B1 = K, 由假设 A1 = a1 ≤ an ≤ K = B1, 即所有 an 都在
线段 [A1, B1] 之内，将线段 [A1, B1] 二等分，假如分点

1

2
(A1 + B1) 还是一个

上界（即 an ≤
A1 +B1

2
恒成立），则取前半段为 [A2, B2], 不然则取后半段为

[A2, B2]. 这样逐次二等分，每次当分点
1

2
(Am +Bm) 是一个上界时，取其前半

段，不然则取其后半段，继续不断地按照上述办法二等分而选取其半段，就得
到满足下列性质的两个夹逼数列 {An} 和 {Bn}：

1. A1 ≤ A2 ≤ A3 ≤ · · · ≤ Am ≤ · · · ≤ Bm ≤ · · · ≤ B3 ≤ B2 ≤ B1,
(Bm −Am)→ 0

2. 所有 Bm 都是数列 {an} 的上界．
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3. 对于任何 Am, 都至少有一个 aN 使得 Am < aN , 换言之，线段 [Am, Bm]

至少包含一个点，比如 aN（由 {an} 的递增性，所有 n ≥ N 也满足
Am < an）．

因此，由性质 1 和实数完备性就得到唯一的实数 k, 介于一切 Am 和 Bm

之间，换言之，存在唯一实数 k 使得 lim
m→∞

Am = k = lim
m→∞

Bm

现在让我们来说明 k 也就是 {an} 的极限！设 ε 是一个任给的正数，因为
lim

m→∞
Am = k = lim

m→∞
Bm 所以存在足够大的 M , 使得（如图 7.10）

kk − ε k + εAM BM

aN

图 7.10

k − ε < AM ≤ k ≤ BM < k + ε (7.4)

由性质 3 知道，存在一个够大的 N , 使得

AM < aN (7.5)

由性质 2 知道，BM 是一个上界，即恒有

aN ≤ BM (7.6)

由 {an} 的递增性，当 n ≥ N 时，有

aN ≤ an (7.7)

综合上述四点，就说明了当 n ≥ N 时，有

k − ε < AM ≤ aN ≤ an < BM < k + ε

亦即 |an − k| < ε, 这也就说明了 lim
n→∞

an = k．

例 7.23 应用本节存在定理，求 lim
n→∞

rn

n!
．

解：设 xn =
rn

n!
，则

xn+1 =
|r|

n+ 1
|xn|

所以只在 n > |r| − 1 时，数列 {|xn|} 才是递减的，同时，由于 |xn| > 0, 所以
它是有下界的，因此数列 {|xn|} 收敛于 ℓ, 在上面等式两边取极限

lim
n→∞

|xn+1| = lim
n→∞

|r|
n+ 1

· |xn|
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即

lim
n→∞

|xx+1| = lim
n→∞

|r|
n+ 1

· lim
n→∞

|xn|

因为变量 |xn+1| 和 |xn| 取同一个数列的数值（除第一个数值外）．因此有同一
个极限 ℓ，即：ℓ = 0 · ℓ，所以

lim
n→∞

|xn| = ℓ = 0

最后有
lim
n→∞

xn = lim
n→∞

rn

n!
= 0

例 7.24 求下面数列 {an}：

a1 =
√
2, a2 =

»
2 +
√
2, a3 =

√
2 +

»
2 +
√
2,

. . . , an =

√
2 +

»
2 + · · ·+

√
2︸ ︷︷ ︸

n 个根号

, . . .

的极限．

解：显然，a1 =
√
2, a2 =

√
2 + a1, . . . , an =

√
2 + an−1, . . .

∵ 2 +
√
2 > 2, ∴ a2 =

√
2 +
√
2 >
√
2 = a1

又假设 an > an−1 成立，则 2 + an > 2 + an−1

∴ an+1 =
√
2 + an >

√
2 + an−1 = an

因此，对于一切 n ∈ N, 有 an+1 > an, 则此数列是递增的．
∵
√
2 < 2, ∴ a1 < 2, a2 <

√
2 + 2 = 2

假设 an−1 < 2, 那么，

an =
√
2 + an−1 <

√
2 + 2 = 2

所以对于一切 n ∈ N, 有 an < 2．
根据极限存在定理知数列 {an} 有极限，设它为 x，于是， lim

n→∞
an = x．由

于
an =

√
2 + an−1

两边平方得
a2n = 2 + an−1

取极限有
lim
n→∞

a2n = lim
n→∞

(2 + an−1)
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或者：x2 = 2 + x，解得：

x1 = 2, x2 = −1

然而因为 an > 0 =⇒ lim
n→∞

an = x ≥ 0,
∴ x2 = −1 不合要求，因此，

lim
n→∞

an = 2

由上面的极限存在定理可以引出下面的结论：

1. 预先证明极限存在是很重要的，它也给实际计算这个极限提供了基础．

2. 在极限定义中，要求我们预先猜到 {an} 的极限值 A, 然后再用数列极限
定义来验证这个极限 A 是存在的，这就和前面所说的在数列极限的重要
应用中出现的层次有些本末倒置，本节的极限存在定理就纠正了这种本
末倒置的局面．

习题 7.6

1. 试利用关于单调而有界的数列的极限存在定理检验下面数列极限存在性．

(a) an = 1 +
1

1 · 2
+

1

1 · 2 · 3
+ · · ·+ 1

1 · 2 · 3 · · · (n− 1)
, n = 1, 2, 3, . . .

(b) an =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n
, n = 1, 2, 3, . . .

(c) xn = p0 +
p1
10

+ · · ·+ pn
10n
，式中 pi, (i = 0, 1, 2, . . .) 是非负数，且从

p1 起不大于 9.

2. 已知 a1 =
√
2, a2 =

√
2
√
2, a3 =

»
2
√
2
√
2, . . . , an+1 =

√
2an, . . ., 求

lim
n→∞

an.

3. 设 an+1 =
√
k + an, 这里 k > 0, a1 > 0, 求证数列 {an} 递增，并以方程

x2 = x+ k 的正根为极限．

4. 已知 x1 = 1, x2 = 1 +
x1

1 + x1

, . . . , xn = 1 +
xn−1

1 + xn−1

, . . ., 求 lim
n→∞

xn.

5. 数列 {xn} 由下面递归方程定义

x1 = h, xn+1 = x2
n + k
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这里 0 < k <
1

4
，h在方程 x2−x+k = 0的二根 a, b之间，即 a < h < b．

求证：a < xn+1 < xn < b, 并求 lim
n→∞

xn.

6. 设 0 < a1 < b1 是两个给定正数，令

a2 =
√
a1b1, b2 =

1

2
(a1 + b1), (a2 < b2)

a3 =
√
a2b2, b3 =

1

2
(a2 + b2), (a3 < b3)

· · · · · · · · · · · · · · ·

an+1 =
√
anbn, bn+1 =

1

2
(an + bn), (an+1 < bn+1)

求证：

(a) {an} 递增和 {bn} 递减；

(b) {an} 和 {bn} 的极限相同．
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前面中我们已经说明了如何由量的度量而产生实数系．在这一章中我们要
进一步说明如何用变数符号去表达变量，用变数之间的函数关系去表达变量之
间的关联．变数是变量的抽象，函数是变量相互关系的抽象．在这一章里我们
还要运用极限来分析和确立连续函数的概念．

第一节 函数的概念

一、变数和变域

在研究自然现象时，人们会遇到许多不同的物理量，如时间、长度、体积、
速度、质量、力等等．按照给定条件，能取许多不同数值的量叫做变量；而只
取一个数值的量叫做 常量，用来表达变量的符号叫做变数．习惯上常用 x, y, z

等字母表示变数，从纯数学的观点来说，一个变数就是一个“能取许多不同数
值”的符号，它所能取的所有数值构成一个集合，叫做它的变域．如果变数 x

的变域已经给出，我们就认为变数 x 是已知的．一般说来，任何数集可以当作
变数的变域．常会遇到取所有自然数的变数 n, 譬如数列中的项数．可是在现实
生活中，我们通常研究的是连续变化的变数，如动点所经过的路程及所花的时
间等物理量，就是这种变数的原形，数的区间就是这一类变数的变域，最常用
的区间是以两个实数 a 与 b (a < b)——它的两个端点——为界限的有限区间，
两个端点本身可以包含在区间内，也可以不包含在内．因此我们可以把区间分
为：

• 开区间 (a, b) 就是 {x|a < x < b}；

• 闭区间 [a, b] 就是 {x|a ≤ x ≤ b}；

• 半开区间 (a, b] 就是 {x|a < x ≤ b}；[a, b) 就是 {x|a ≤ x < b}．

在上述各种情形，数 b− a 为区间的长度．

330
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常量可以看作变量的特殊情形，它的变域是由一个数组成的集合 {x|x =

a}．

数轴上的线段是数的区间的几何表示，图示开区间如图 8.1 或 8.2．

在点 a, b 处的圆圈或圆括号表示从区间去掉这两个数．在两个圆圈之间的
粗线段表示在 a, b 之间的一切数 x．图示闭区间如图 8.3．图示半开区间如图
8.4、8.5, 每一种情形都只包含出现有方括号的数，以及在 a, b 之间的一切实数．

a b

图 8.1
a b

( )

图 8.2

a b

[ ]

图 8.3
a b

( ]

图 8.4

a b

[ )

图 8.5
a b

( )
c

图 8.6

有时也要考虑无穷区间，用符号 −∞,+∞ 作为一端或两端，它们的记号
和上面所引进的相类似，例如 (−∞,+∞) 是全体实数集合 {x|x ∈ R}, 区间
(a,+∞) 表示集合 {x|x > a}, 区间 (−∞, b] 表示集合 {x|x ≤ b}. 无穷区间在
几何上可用两端无限伸延的直线或一端无限伸延的射线来表示．

以后我们要常用到一点的邻域的概念．c 点的邻域是包含 c 点的任何开区
间 (a, b), 而 c 点的去心邻域指去掉 c 点的任何 c 点的邻域．它的图象如图 8.6．

c 点的去心邻域可写成 (a, c) ∪ (c, b). 我们常把 c 点的邻域写成对称的形
式：(c− r, c+ r), 对任何 r > 0, 并且称它为 c 点的对称邻域．

例 8.1 试写出含于区间 (1, 5)中 π 的对称邻域．
(
π − 1

2
, π +

1

2

)
是含于 (1, 5)

的 π 对称邻域．此外 (π− 1, π+1),
(
π − 3

2
, π +

3

2

)
, (π− 0.01, π+0.01) 等都

是含于 (1, 5) 中的对称邻域．
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二、函数的定义

我们已经在第三册研究过许多函数，例如多项式函数、三角函数，由于函
数这个概念的重要性，并且它将是我们的主要研究对象，因此需要回忆一般的
函数的定义，下面我们从数集之间的多对一（包括一对一）的关系重新给出函
数定义．

定义

设有数集 A,B, 如果有一对应关系或法则 f 存在，对于 A 的任何一个
数 x, 有数集 B 中唯一的一个数 y 与之对应，我们就称给出了一个从数
集 A 到数集 B 内的函数 f , 用

f : A 7→ B

表示，并写成 y = f(x), (x ∈ A), 此时称 f(x) 为函数 f 在 x 的函数值，
并称 A 为函数 f 的定义域．又当 x 取遍 A 中的数时，函数值 f(x) 全
体也构成一个数集，称为函数 f 的值域，记作

f(A) = {f(x)|x ∈ A}

要注意的是在构造一个函数 f : A 7→ B 的时候，f(A)不一定等于 B, 而
是 B 的一个真子集，即 f(A) ⊂ B．

例 8.2 设 R 是实数集，函数 f : R 7→ R 定义为

f(x) =
2x

x2 + 1
, x ∈ (−∞,+∞)

求它的值域．

解：方程 f(x) =
2x

x2 + 1
等价于

yx2 − 2x+ y = 0 (8.1)

根据函数的值域定义，任给 y ∈ f(R), 方程 (8.1) 必有实数解，而方程 (8.1) 有
实数解的充要条件是

∆ = 1− y2 ≥ 0

即：−1 ≤ y ≤ 1，所以

f(R) = {f(x)| − 1 ≤ f(x) ≤ 1} ⊂ R
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在函数的定义中包含三个要素，即定义域，多对一的对应法则和函数值所
在的数集．应养成一个习惯，当给定一个函数时，必须指明它的定义域．在实
际问题中，函数的定义域是根据实际意义来确定的，例如温度计刻有华氏温标
度数 F 和摄氏温标度数 c，因为不存在低于绝对零度的温度，因此，这两个度
数之间的函数 φ 是

F = φ(c) =
9

5
c+ 32, c ∈ (−273,+∞)

以后，当我们只在数学上，一般地研究一个具体解析式子规定的函数关系
时，如果定义域 A没有被指明，那么函数的定义域是使解析式子具有数值意义
的所有 x 的数值组成的自然定义域，函数 y 的值域通常是不指出的，因为由对
应的规律本身就可以确定函数的值域．

例 8.3 求下列函数定义域：

1. f(x) =

√
1− x

x

2. g(x) =
√
x2 − 1

解：

1.

函数 f 有意义⇔

 1− x ≥ 0

x 6= 0
⇒ x ≤ 1, x 6= 0

∴ 函数 f 的定义域为 (−∞, 0) ∪ (0, 1]．

2.
函数 g 有意义⇔ x2 − 1 ≥ 0⇒ x ≤ 1, 或x ≥ 1

∴ 函数 g 的定义域为 (−∞,−1] ∪ [1,+∞)．

三、相等的函数

怎样的两个函数是相等的函数？在数学中，有些函数可以用不同的方式来
定义，例如，函数 f : R 7→ R+ ∪ {0} 是由 f(x) = |x| 规定的，而函数 g : R 7→
R+ ∪ {0} 是由 g(x) =

√
x2 规定的，这里表示 f(x) 与 g(x) 的式子全不同，但

是对于它们的相同的定义域中的任一 x 值，经过不同规则的计算，它们的结果
是相同的，即 f(x) = g(x), 所以对于这个例子来说，尽管函数 f(x), g(x) 的表
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达式不同，我们说 f(x) 和 g(x) 表示相同的函数．此外，解析式子相同，但定
义域不同的函数是不相同的函数．例如：

f1(x) =
1

x
, x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞)

f2(x) =
1

x
, x ∈ (0,+∞)

f3(x) =
1

x
, x ∈ (0, 1)

是不相同的函数，因为对于 x = −2, f1 有意义而 f2, f3 都无意义；对于 x = 2,
f1 和 f2 都有意义而 f3 无意义．

下面给出相等（同）的两个函数的条件．

定义

两个函数 f : A 7→ B, g : C 7→ D 称为相等的当且仅当 A = C, B = D,
且对于每个 a ∈ A（或 C），有 f(a) = g(a)．

读者可能会不同意上面 B = D 这个条件，提出下面这个例子来反驳：

“由 f(n) = g(n) = n 给出的两个函数 f : N 7→ N, g : N 7→ Q 是相等的函
数”我们须指出两个函数不同的地方，就函数值所在数集上看，g 可以除以 2,
因此，对于 g 我们可以构造一个新函数，

1

2
g : N 7→ Q, 这里

(
1

2
g

)
(n) =

1

2
n

但是对于 f , 不能做这种构造．

四、函数的几个类型——满射、单射和双射

现在，我们来讨论函数的三个重要类型，先给出定义，然后再举例说明．

定义

如果在函数 f : A 7→ B 的 B 中的每一个数 b 在函数 f 的作用下都是
A 中一个数或某些数的对应数，也就是说：对于任意 b ∈ B, 存在一个
a ∈ A, 使得 b = f(a), 这样我们就说 f 是由 A 到 B 的满射．

显然，如果 f : A 7→ B 是满射，那么 f(A) = B．

第二类函数和满射同样地重要，叫做单射，定义如下：
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定义

如果对于 A 中的任何两个不同的数 a1 和 a2, 就在 B 中有两个不同的
函数值 f(a1) 和 f(a2), 即任何 a1, a2 ∈ A, a1 6= a2⇒ f(a1) 6= f(a2), 那
么我们就说 f : A 7→ B 是单射（或一对一）．

它的逆否命题“如果在 B 中有 f(a1) = f(a2) 就在 A 中有 a1 = a2, 那么
函数 f : A 7→ B 叫做单射（或一对一）．”和上面的定义等价，也常用来说明函
数是一对一的．
还有一类很重要的函数叫做双射．

定义

函数 f : A 7→ B, 如果是满射又是单射，就叫做 双射．

例 8.4 函数 f : R 7→ [−1, 1], 这里 f(x) = sinx, x ∈ R 是满射，但不是单射，
因为对于 sinx =

1

2
∈ [−1, 1]，就有无穷多个 x =

π

6
+2kπ 或

5π

6
+2kπ (k ∈ Z)

的值和它对应．

例 8.5 函数 f : N 7→ N, 这里 f(n) = 2n 是单射，但不是满射．

例 8.6 设 2N 代表偶数集，函数 f : N 7→ 2N, 这里 f(n) = 2n 就是一双射．

第二节 函数的运算与复合函数

一、函数的四则运算

设 f(x), g(x) 是两个 x 的函数，它们的定义域分别为 Df 和 Dg, 我们可以
用通常对于“数”的四则运算得到它们的和函数 (f + g)(x), 差函数 (f − g)(x),
积函数 (f · g)(x) 与商函数 f

g
(x), g(x) 6= 0．它们的定义域为 Df ∩Dg．

由 f(x), g(x) 的四则运算所得出来的新函数的定义如下：

• (f + g)(x) = f(x) + g(x) （即 (f + g) 在 x 点的值是 f , g 的值的和）；

• (f − g)(x) = f(x)− g(x) （即 (f − g) 在 x 点的值是 f, g 的值的差）；

• (f · g)(x) = f(x) · g(x) （即 (f · g) 在 x 点的值是 f, g 的值的积）；

• (f/g)(x) = f(x)/g(x) （即 f/g 在 x 点的值是 f, g 的值的商，但只有在
g(x) 6= 0 时才有意义）．
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f + g, f − g 和 f · g 的定义域是 f 的定义域和 g 的定义域的交集．而 f/g

的定义域要从 f 和 g 的定义域的交集中去掉使 g(x) = 0 的值．

例 8.7 已知 f(x) =
√
x, g(x) =

√
1− x, 求 f + g, f − g, f · g, f

g
, g

f
．

解： f 和 g 的自然定义域是 Df = {x|x ≥ 0}, Dg = {x|x ≤ 1}，Df 和 Dg 的
交集是 Df ∩Dg = [0, 1]．

• 和：(f + g)(x) =
√
x+
√
1− x

• 差：(f − g)(x) =
√
x−
√
1− x

• 积：(f · g)(x) =
√
x(1− x)

• 商：f

g
(x) =

…
x

1− x
,

g

f
(x) =

…
1− x

x

f + g, f − g, f · g 的定义域是 [0, 1]．因为当 x = 1 时，g(x) = 0, 所以 f

g

的定义域是 [0, 1), 同样得到 g

f
的定义域 (0, 1]．

例 8.8 设 f(x) = sinx, g(x) = cosx，Df = (−∞,+∞)，Dg = (−∞,+∞)，
则：

(f + g)(x) = sinx+ cosx =
√
2

(
1√
2

sinx+
1√
2

cosx
)

=
√
2
(

sinx cos π
4
+ cosx sin π

4

)
=
√
2 sin

(
x+

π

4

)
(f − g)(x) = sinx− cosx =

√
2 sin

(
x− π

4

)
(f · g)(x) = sinx · cosx =

1

2
sin 2x(

f

g

)
(x) =

sinx

cosx = tanx

这里 f + g, f − g, f · g 的定义域是 (−∞,+∞), f

g
的定义域是

{
x
∣∣x ∈ R, x 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z

}
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二、复合函数

上面我们是用四则运算来组合已知函数为一个新函数的，但是构成新的函
数的方法，还有一个更重要的运算叫做组成函数的函数或复合函数法．
我们先从一个简单的例子说起，火箭从地面上的 L 点垂直向上发射，火箭

R 在 t 秒后离开发射点的距离是 h(t), 这个函数是已知的．在离发射座 1 公里
远的地方有一个观测站 O，我们要求把火箭与观测站的距离 d确定为时间 t的
函数（图 8.7）．

L 1 O

d

R

h

图 8.7

我们已经知道火箭的垂直高度 h 是 t 的函数 h(t), 又火箭到观测站的距离
d 又是火箭的高度 h 的函数

d =
√
1 + h2

因此在时刻 t, R 到 O 的距离是

d(t) =
»
1 + h2(t)

上面函数 d(t) 是由 h = h(t) 和 d = f(h) =
√
1 + h2 两个函数构成的，

把其中一个函数 h(t) 代入另一个函数 f(h) 的运算叫做复合运算，得到的函数
d(t) = f

(
h(t)

)
叫做 t 的复合函数．

一般说来，若 z = f(y), y = g(x), 且 g(x) 的值域含于 f(y) 的定义域中，
那么对于 g(x)定义域内的每一个 x值经过中间变数 y, 相应地得到唯一确定的
一个值 z, 变数 z 经过中间变数 y 而成变数 x 的函数，记为 z = f

(
g(x)

)
, 这个

函数称为前两个函数的复合函数．应该指出，函数 y = g(x) 的值域不能超出函
数 f(y) 的定义域，这是极重要的．

例 8.9 设 z =
√
1 + y, 它的定义域 Dy = [−1,+∞), 再设 y = x2 − 5, 它的定

义域 Dx = (−∞,+∞), 值域 R = [−5,+∞).
作为复合函数 z =

√
1 + (x2 − 5) =

√
x2 − 4, 其定义域只能是 (−∞,−2]

和 [2,+∞), 这时，y = x2− 5 的值域是 [−1,+∞), 它没有超过 Dy = [−1,+∞)
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的范围，这就是说复合函数 z = f
(
g(x)

)
的定义域只能由 y = g(x) 的定义域中

那些使 g(x) 属于 z = f(y) 的定义域的 x 组成．

例 8.10 已知 f(g) =
1

g + 1
，g = g(x) = x2．

求 f
(
g(x)

)
和 g

(
f(x)

)
．

解：

f
(
g(x)

)
=

1

x2 + 1

g
(
f(x)

)
=

(
1

x+ 1

)2

=
1

x2 + 2x+ 1

显然，f
(
g(x)

)
6= g
(
f(x)

)
, 这表明函数的复合运算是不满足交换律的．

例 8.11 已知 f
(

sin x

2

)
= cosx+ 1，求 f

(
cos x

2

)
．

解：复合函数 f
(

sin x

2

)
= cosx + 1 = 2 − 2 sin2 x

2
是把函数 y = sin x

2
代入

f(y) = 2− 2y2 中复合而成．现在令 y = cos x
2
代入 f(y)，得到

f
(

cos x
2

)
= 2− 2 cos2 x

2
= 2− (1 + cosx) = 1− cosx

在函数的运算中，我们介绍了函数的加、减、乘、除和函数的复合五种运
算，从定义来看，我们可以用上述五种运算，由某一简单而基本的函数去造出
多种多样的新函数来，譬如从常数函数 y = c 和恒等函数 y = x, 用加、减、乘
运算就可以得出多项式函数．其实我们常常要用到的，并不是把所给的函数组
合成更复杂的函数；而是要把所给的函数分解成更简单的函数的组合，把要解
的问题归于比较简单的问题去解决．

例 8.12 将函数 y = x sin 1

x
分解成比较简单的函数的组合（引进新的中间变

数符号）．

解： y = x sin 1

x
可分解为 f(x) = x 与 g(x) = sin 1

x
之积，又 g(x) = sin 1

x
可

以看作是 g(h) = sinh 和 h = h(x) =
1

x
的复合函数，于是原来的函数可以看

作下面简单函数的组合

F (x) = f(x) · g
(
h(x)

)
这里 f(x) = x, g(h) = sinh, h = h(x) =

1

x
．
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例 8.13 求函数
√
x−
√
x+ 1− 2 的定义域．

解：设 F (x) =
√

x−
√
x+ 1− 2 =

»
(x+ 1)−

√
x+ 1− 3，则 F (x) 可以看

作 f(y) =
√
y2 − y − 3与 y = g(x) =

√
x+ 1的复合函数，即 F (x) = f

(
g(x)

)
且知：

f(y) 的定义域 Df =

(
−∞,

1−
√
13

2

]⋃[1 +√13
2

,+∞

)
g(x) 的定义域 Dg = [−1,+∞), 它的值域 Rx = [0,+∞)

复合函数 F (x) = f
(
g(x)

)
有意义⇐⇒


g(x)有意义

g(x) ∈

[
1 +
√
13

2
,+∞

)

⇐⇒


x+ 1 ≥ 0

√
x+ 1 ≥ 1 +

√
13

2

⇐⇒


x ≥ −1

x+ 1 ≥

(
1 +
√
13

2

)2

=
7 +
√
13

2

⇐⇒ x ≥ 5 +
√
13

2

∴ 函数
√

x−
√
x+ 1− 2 的定义域是

[
5 +
√
13

2
,+∞

)
．

如果直接求 F (x) =
√
x−
√
x+ 1− 2 的定义域，那么只须：

x−
√
x+ 1− 2 ≥ 0⇐⇒ x− 2 ≥

√
x+ 1⇐⇒


x− 2 ≥ 0

x+ 1 ≥ 0

(x− 2)2 ≥ (x+ 1)

⇐⇒


x ≥ 2

x ≥ −1

x ≥ 5 +
√
13

2

⇐⇒ x ≥ 5 +
√
13

2

∴ 函数
√

x−
√
x+ 1− 2 的定义域是

[
5 +
√
13

2
,+∞

)
．

习题 8.1

试确定下面 1—5 里每一对函数 f 和 g 的自然定义域，并求 f + g, f − g,
f · g, f/g 和 g/f 的相应的定义域．
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1. f(x) = x, g(x) =
√
x− 1

2. f(x) =
1

x− 2
, g(x) =

1√
x− 1

3. f(x) =
√
x, g(x) = 4

√
x+ 1

4. f(x) = sinx, g(x) = cosx

5. f(x) = tanx, g(x) = tanx

6. 证明函数 f(x) =
1

1 + x
在它的定义域上是单射的．又 x 为何值时，下列

各式才有意义？

(a) f
(
f(x)

)
(b) f

(
1

x

) (c) f(cx)

(d) 对于哪些数 c, 有一数 x 能使
f(cx) = f(x)

7. 下列函数能否构成复合函数 y = f
(
φ(x)

)
, 如果能够构成，则指出复合函

数的定义域和值域：

(a) y = f(u) = 2u+ 1, u = φ(x) = x2

(b) y = f(u) =
√
u, u = φ(x) = 1− x2

(c) y = f(u) = u2 + u3, u = φ(x) =

 1, 当 x 为有理数

2, 当 x 为无理数

(d) y = f(u) = 2, 定义域为 U1, u = φ(x), 定义域为 X, 值域为 U2．

8. 设 f(x) = ax2 + bx+ c, 证明 f(x+3)− 3f(x+2)+3f(x+1)− f(x) = 0．

9. (a) 设 y = f(x) = a+ bx+
c

x
, 求 f

(
2

x

)
．

(b) 设 y = f(x) =
√
1 + x+ x2, 求 f(x2), f(−x2)．

10. 若 φ(x) = x3 + 1, 求 φ(x2),
(
φ(x)

)2, φ(φ(x))．
11. 求下列函数定义域：

(a) y =
√
x+
√
−x (b) y =

4

…
(x− 2)(x− 3)

x2
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12. a, b, c, d 取什么值，才能使函数

f(x) =
ax+ b

cx+ d

对所有 x 满足 f
(
f(x)

)
= x？

第三节 函数的图象

从平面上一条曲线（对这条曲线应该要求：与纵轴平行的直线与它的交点
不能多于一个）可以引出一个函数，反过来，给了一个函数 y = f(x), 那么通
常采用直角坐标系，就可以用图形来表示 y 是 x 的函数．

定义在某一变域 D 上的函数的图象就是让 x 取遍 D 中所有值，所有点
(x, f(x)) 的集合便形成平面上的一个图形，这个图形称为函数 y = f(x) 的图
象，而这个方程 y = f(x) 称为图象的方程．

利用函数图象的几何直观可以更清楚地看出函数的一些性质，下面我们把
函数的解析性质和它的图象上相应的几何性质对照着列出来：

解析性质 几何性质

1 f 是 x的增函数，即对于任意的 a ∈
D, b ∈ D,当 a < b时，恒有 f(a) <

f(b)

f 的图象随着 x 向右移动而上升

2 f 是 x的减函数，即对于任意的 a ∈
D, b ∈ D,当 a < b时，恒有 f(a) >

f(b)

f 的图象随着向右移动而下降

3 f 是偶函数，即对于任意的 x ∈ D,
恒有 f(−x) = f(x)

函数 f 的图象关于 y 轴对称

4 f 是奇函数，即对于任意的 x ∈ D,
恒有 f(−x) = −f(x)

函数 f 的图象关于原点对称

5 f 是周期函数，即对于任意的 x ∈
R, 恒有 f(x+ p) = f(x), 这里 p 是
一个正的常数

函数 f 在区间 [0, p] 或
[
−p

2
,
p

2

]
上

的图象可以沿 x轴左、右连续推移，
重复出现

下面我们给出几个常见的函数的图象．



342 第八章 单变量函数

（一）常值函数

常值函数 f(x) = c的图象是一条平行 x轴的直线，它至 x轴的距离为 |c|,
如图 8.8．

（二）取整函数

函数 f(x) = [x] 代表不超过 x 的最大整数，即：若 n ≤ x < n+1, n ∈ Z,
则 f(x) = [x] = n. 它的图象如图 8.9．

x

y

f(x) = c

c

O

图 8.8

x

y

−2 −1 1 2 3

1

2

−1

−2

O

图 8.9

（三）一次函数

我们已经在第三册中知道，一次函数 f(x) = kx+ b (k 6= 0) 的图象是不平
行于 x 轴和 y 轴的直线．k 称为直线的斜率，b 称为直线的 y 截距．若知一次
函数图象上的两个点，我们用直线方程的两点式：

y − y1 =
y2 − y1
x2 − x1

(x− x1)

就可以写出一次函数的关系式．

下面给出的函数的图象是有间断点的直线：

函数 f(x) =
3

4
· x

2 − 1

x− 1
, x ∈ (−∞, 1) ∪ (1,+∞) 的图象是一条有间断点(

1, 1
1

2

)
的直线，除去点

(
1, 1

1

2

)
外，它与直线 y =

3

4
(x + 1) 一致．（见图

8.10）
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x

y

−1 1

1
1

2

(
1, 1 1

2

)y =
3

4
(x+ 1)

O

图 8.10

（四）阶梯函数

设点列 {xi}, i = 0, 1, . . . , n 是闭区间 [a, b] 中的递增点列，使得 x0 = a,
xn = b, 即 a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b，且当 xi−1 < x < xi 时，
f(x) = ki, i = 1, 2, . . . , n．而 x在分点，xi, i = 0, 1, . . . , n的值 f(xi)可以任意
给定，这样一个在 [a, b]上有定义的，而在每个子区间 (xi−1, xi), i = 1, 2, . . . , n

都是常数的函数叫做阶梯函数．
例如，定义在 [0, 6] 上的阶梯函数 f :

f(0) = 2.5,

f(x) = 2, 0 < x ≤ 1,

f(x) = 0, 1 < x ≤ 2,

f(x) = −1, 2 < x ≤ 4,

f(x) = 2, 4 < x ≤ 6.

的图象如图 4.11 所示．

（五）折线函数

我们定义 g：

g(x) =



1

2
(x− 1), x ∈ [1, 2]

−3

2
(x− 2) +

1

2
(2− 1), x ∈ [2, 3]

(x− 3)− 3

2
(3− 2) +

1

2
(2− 1), x ∈ [3, 4]

−2(x− 4) + (4− 3)− 3

2
(3− 2) +

1

2
(2− 1), x ∈ [4, 6]

它的图象是一条折线 ABCDE, 如图 4.12．
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x

y

1 2 3 4 5 6O

−1

1

2
2.5

图 8.11

x

y

1 2 3 4 5 6O

1

−1

−2

−3

−4

A
B

C

D

E

图 8.12

（六）幂函数

函数 f(x) = xn，其中 n 为任意自然数，称为正整指数幂函数．

为了了解正整指数幂函数的一般性质，我们在同一个坐标系内，绘出几个
这样的函数，如图 4.13．
显然，当 n 为奇数时，因为 f(−x) = (−x)n = −xn = −f(x), 所以函数是

奇函数．又所有正整指数幂函数，当 x = 0 时，f(0) = 0．故每个奇次幂函数
的图象通过原点，位于第一和第三象限内且关于原点对称．所有这样的函数都
是增函数．

当 n 为偶数时，因为 f(−x) = (−x)n = xn = f(x)，所以函数是偶函数，
每个图象通过原点，位于第一和第二象限内且关于 y 轴对称．

由于当 x = 1 时，f(1) = 1n = 1, 每个正整指数幂函数的图象都通过点
(1, 1)．

现在让指数 n 逐次增大，看看图象的变化，从图 8.14, 8.15 可以清楚地看
出每个图象的平坦部分和陡峭部分，曲线最终以图 8.14 和 8.15 中的粗黑线为
极限位置．

函数 f(x) = x−n（x 6= 0, n 为自然数）称为负整指数幂函数．在同一坐标
系内，绘出 y = x−1, y = x−2, y = x−3, y = x−4 的图象如图 8.16 所示．当
x = 0 时，这些函数都无意义，函数的图象在此点断开，它的二支以 y 轴为渐
近线．

当指数为负奇数时，这些函数是奇函数．图象的二支分别位于第一和第三
象限内，随 x向右移动下降，且关于原点对称．因此，函数在 (−∞, 0)或 (0,+∞)

内是减函数．

当指数是负偶数时，这些函数是偶函数，每个函数的图象在原点处断开，分
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x

y

−1 1O

1 (1, 1)

y = x

y = x3

y = x2

y = x4

图 8.13

为二支，位于第一和第二象限内，都以 y 轴为渐近线，且关于 y 轴对称．从图
象明显地看出，当 x < 0 时，函数是增函数，当 x > 0 时，函数是减函数．
下面我们来说明一些函数的图象如何由另一些函数的已知图象经过某些几

何变换得到．
若对于任意的 x ∈ D, 函数 f 和 g 满足 g(x) = f(x − c), 这里 c 是常数，

则若 c > 0 (c < 0)，y = g(x) 的图象可以由 y = f(x) 的图象，平行 x 轴右移
（或左移）|c| 个单位得到．

若函数 f 和 g 满足等式 g(x) = f(kx), 这里 k 是常数，则若 k > 1 (0 <

k < 1), y = g(x) 的图象可以由 y = f(x) 的图象经过把它上面的所有点的横坐
标垂直于 y 轴压缩（或拉长）倍而纵坐标不变的几何变换得到．
若函数 f 和 g 满足等式，g(x) = kf(x), 这里 k 是常数，则若 k > 1 (0 <

k < 1), y = g(x) 的图象可以由 y = f(x) 的图象经过把它上面的所有点的纵坐
标垂直 x 轴拉长（或压缩）k 倍而使横坐标不变的几何变换得到．

下面我们用例子说明图象的几何变换．

例 8.14 说明 y = f(x) = sinx 和 y = g(x) = cosx 的图象的关系．

解：这两个函数的定义域都是 (−∞,+∞)，根据 f(x) = sinx 和 g(x) = cosx
是周期等于 2π 的函数，因此我们可以先在长度等于 2π 的区间上来讨论这两
个函数．
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x

y

−1 1O

y = x2

y = x4

图 8.14

x

y

−1 1O

1
y = x

y = x3

图 8.15

x

y

O

(1, 1)(−1, 1)

(−1,−1) y = x−1

y = x−2

y = x−3

y = x−4

图 8.16
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设 f(x) = sinx 的定义域 Dy = [0, 2π], 因为余弦函数 g(x) = cosx 可以看
作正弦函数 sinx 与 x′ = x +

π

2
的复合函数，即 g(x) = cosx = sin

(
x+

π

2

)
,

所以复合函数 sin
(
x+

π

2

)
有意义，必须且只须 0 ≤ x +

π

2
≤ 2π，由此得到

−π

2
≤ x ≤ 3π

2
．

这就是说 y = g(x) = cosx 的定义域是 Dg =

[
−π

2
,
3π

2

]
．因为区间 Dg 是

把区间 Df 左移了
π

2
个单位的结果，并且对于 Dg =

[
−π

2
,
3π

2

]
中的每一个

x 都可以在 Df = [0, 2π] 中找到相应的 x +
π

2
使得 cosx = sin

(
x+

π

2

)
, 所以

y = sinx 在区间 Df = [0, 2π] 上的一段图象左移
π

2
个单位就得到 y = cosx 在

区间 Dg =

[
−π

2
,
3π

2

]
上的一段，因此，将 y = sinx 的整个图象左移

π

2
个单

位就得到整个 y = cosx 的图象了，如图 8.17 所示．

x

y

− 3π
2

−π
2

π
2

3π
2

5π
2

−π π 2π

O

y = cosx

y = sinx

图 8.17

∵ sin(−x) = − sinx, ∴ y = sinx 的图象关于原点对称．
∵ cos(−x) = cosx, ∴ y = cosx 的图象关于 y 轴对称．

例 8.15 说明函数 y = f(x) =
√
1− x2, Df = [−1, 1] 和 y = g(x) =

√
1− 4x2

的图象的关系．

解：我们已经知道 f 的定义域是Df = [−1, 1]且 g(x)可以看作 f(x′)与 x′ = 2x

的复合函数，即
g(x) = f(2x) =

»
1− (2x)2

复合函数 f(2x) 有意义必须且只须 −1 ≤ 2x ≤ 1, 即：

−1

2
≤ x ≤ 1

2

因此，g(x) 的定义域是 Dg =

[
−1

2
,
1

2

]
．因为对于 Dg =

[
−1

2
,
1

2

]
中的每一

个 x, 在 Df 中一定有一个相应的 2x 使得 g(x) = f(2x) 成立，这就说明了将
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y = f(x) 的图象上所有点的横坐标垂直 y 轴压缩一半而使点的纵坐标不变便
得 g(x) =

√
1− 4x2 的图象，如图 4.18 所示．

x

y

−1 −1

2

1

2

1O

y = g(x) =
√
1− 4x2

y = f(x) =
√
1− x2

图 8.18

练习

1. 试由函数增减性的定义，说明下面函数的增减性：

(a) y = x3

(b) y = x−2

(c) f(x) =
√
x

(d) g(x) = 3
√
x

(e) h(x) =
1√
x

2. 作下列函数的图象：

(a) y =
√
x

(b) y = x− [x]

(c) y =
√
x− [x]

(d) y = [x] +
√
x− [x]

3. 若一折线函数的图象 ABCDE 的顶点坐标是

A

(
−1,−11

2

)
, B(1, 1), C(3,−1), D(6, 2.5), E(7, 2.5)

写出这个函数的解析式．

4. 作下列函数的图象：

(a) f(x) = |2x|

(b) f(x) =
|x|
x

(c) y = |4− x2|, −3 ≤ x ≤ 3

(d) y = |x2 − 2x− 3|
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5. 已知点 P (α, β) 和一水平线 L 即 g(x) = γ 的图象．证明至 P 与
L 等距离的所有点 (x, y) 的集合，是具有 f(x) = ax2 + bx + c 形
式的函数的图象．

第四节 函数的连续性

在初中一年级讨论平方根时，我们曾用下面的想法初步地肯定
√
2 的“存

在性”：边长是 1 米的正方形面积是 1 平方米；边长是 2 米的正方形面积是 4
平方米，所以，当一个正方形的边长逐渐增加时，它的面积逐渐由 1 平方米增
加到 4 平方米，中间应该会有那么一个 2 平方米的正方形．
上面这段话只是一个粗略的想法，用数学语言来表达如下：

y = f(x) = x2, 这个幂函数的函数值，在 x = 1 时，f(1) = 12 = 1；x = 2

时，f(2) = 22 = 4; 当 x 由 1 变到 2 时，x 的值应该由 1“连续地”变到 4, 所
以 x 应该能取一个值 x0 使 f(x0) = x2

0 = 2．

上面说的“连续地”这个术语究竟是什么意思呢？在这一节中，我们就是
要把“连续性”的涵意加以分析、确立．并且，把上面这个粗略的想法体现成
一个明确有用的定理——中间值定理．

一、连续函数的概念

从几何的直观来看，连续与间断的意思是一目了然的，一条曲线是连续的，
指这条曲线没有间断点，在上一节考察的函数，展示了函数图象有间断点的情
形，函数 f 在点 x0 是否连续只依赖于它在 x0 的一个（任意小的）邻域内的变
化情况．直观地看来，如果

1. f 在其定义域的点 x0 的邻域 (x0 − δ, x0 + δ) 内有定义；

2. 当 x 充分接近 x0 时，函数值 f(x) 同 f(x0) 相差任意小，即自变量 x 的
微小变化只能引起函数值的微小变化，从而排除了函数值的跳跃，就函数
的图象来看，在这一点 x0 的邻近，函数图象是由一条曲线组成的，而没
有在这一点断开成为两个分支，那么称函数 f 在点 x0 连续．

“充分接近”和“相差任意小”这两句话是不够明确的，而必须用定量的术
语给以严格的表述．现在我们可以用数列极限的概念把“当 x 充分接近 x0 时，
f(x) 与 f(x0) 相差任意小”这句话定量地描述如下：
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如果在函数定义域 I 中，自变量 x取任何一个收敛于 x0 ∈ I（即 lim
i→∞

xi =

x0）的数列 {xi} 的项 xi (i = 1, 2, . . .), 那么对应的函数数列：

f(x1), f(x2), . . . , f(xi), . . .

总有极限值 f(x0), 即
lim
i→∞

f(xi) = f(x0)

于是我们得到下述连续性的严格定义：

定义

定义在区间 I 上的一个函数 f 在点 a ∈ I 称做连续，如果

1. f(a) 有一个确定值，

2. 对于 I 中每一个收敛于 a的数列 {xi},对应的函数数列 {f(xi)}总
以 f(a) 为极限，即有关系式： lim

i→∞
f(xi) = f(a) = f

(
lim
i→∞

xi

)
成

立．

这个定义表明对于一个连续函数 f , 记号 lim 可以和记号 f 互换．
我们举几个例子说明如何用这个定义来验证函数 f 在点 a 处连续或间断．

例 8.16 函数 f(x) =
3

4
· x

2 − 1

x− 1
在点 x = 1 处不连续，因为 f(1) 没有意义．

例 8.17 函数 f(x) = [x] 在整数点 n 处不连续，因为当 x = n, (n ∈ Z) 时，
函数 f(x) = [x] 有确定值 f(n) = [n] = n．虽然当 x 取的数列 {xi} 的值，从
x = n 的右边趋于 n 时，有 lim

i→∞
f(xi) = lim

i→∞
[xi] = n = f(n), 但是当 x 取的

数列 {x′
n} 从 x = n 的左边趋于 n 时，即当 x′

i 满足条件：n − 1 ≤ x′
i < m,

lim
i→∞

x′
i = n 时，那么

lim
i→∞

f(x′
i) = lim

i→∞
[x′

n] = n− 1 6= f(n) = n

这就是说 f(x) = [x] 的图象是在整数点具有跳跃性间断的曲线．

现在我们来考虑另一种间断性的曲线．

例 8.18 函数 f(x) =
1

x
在点 x = 0 处不连续，因为 f(0) 不存在，并且任何

数列 {xi} 收敛于 0 时，例如：
当 xi > 0, xi → 0 时，即 xi 从右边趋近于原点时，有 lim

i→∞

1

xi

= +∞；

当 xi < 0, xi → 0 时，即 xi 从左边趋近于原点时，有 lim
i→∞

1

xi

= −∞；
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当 {xi} 是任意一个趋于 0 的数列时，则 lim
i→∞

∣∣∣∣ 1xi

∣∣∣∣ =∞．
无论哪种情形，数列

ß
1

xi

™
趋向无穷大．

注意：例 8.16 和例 8.18 的分母的零点都是函数的不连续点，但是例 8.16 中的
分式：f(x) =

3

4
· x

2 − 1

x− 1
，当 x = 1 时，代数恒等式

3

4
· x

2 − 1

x− 1
=

3

4
(x+ 1)

是成立的．因此任何数列 xi ( 6= 1) 趋于 1 时，由于 xi 6= 1，

lim
i→∞

f(xi) = lim
i→∞

3

4
· x

2
i − 1

xi − 1
= lim

i→∞

3

4
(xi + 1)

=
3

4
(1 + 1) =

3

2

这就是说，对于任何收敛于 1 的数列 {xi}, 对应的函数数列 {f(xi)} 都以
3

2
为极限．
如果我们定义一个新函数 F：

F (x) =


3

4
· x

2 − 1

x− 1
, x 6= 1

3

2
, x = 1

那么 F (x) 在点 x = 1 处就连续了．

定义

如果对于任何收敛于 a的数列 {xi}, lim
i→∞

f(xi)存在，并且彼此相等，但
不等于 f(a), 或者 f(a) 没有定义，则称 f 在 a 处有可去间断点．

例 8.16 中的 x = 1 就是 f 的可去间断点．

定义

如果函数 f 在定义域 I 中每一点都连续，就说 f 是 I 上的一个连续函
数，或简称为连续函数．

二、连续函数的运算

由连续函数定义知道，函数 f 在 a ∈ I 连续当且仅当：若 I 里的每个数列
{xi} 收敛于 a 时，数列 {f(xi)} 也收敛于 f(a)．
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我们可以把上述条件：

lim
i→∞

xi = a =⇒ lim
i→∞

f(xi) = f(a)

简写成：

lim
x→a

f(x) = f(a) = f
(

lim
x→a

x
)

由数列极限运算定理直接得出下面定理．

定理 1

设 f 和 g 在 a 处连续，即

lim
x→a

f(x) = f(a), lim
x→a

g(x) = g(a)

则

1. lim
x→a

[f(x)± g(x)] = f(a)± g(a)，（即 f ± g 在 a 处连续）．

2. lim
x→a

f(x) · g(x) = f(a) · g(a)，（即 f · g 在 a 处连续）．

3. 若 g(a) 6= 0， lim
x→a

1

g(x)
=

1

g(a)
，（即 1/g 在 a 处连续）．

例 8.19 函数 f(x) = xk (k 是一个正整数，x ∈ R) 到处连续，即 lim
x→a

xk =

ak, (a ∈ R)．

证明：对 k 用数学归纳法来证明，设 a 是 f 的定义域 R 中任何一点．
当 k = 1 时，显然， lim

x→a
x = a, 命题成立．

假设当 k = i (i ∈ N) 时，有

lim
x→a

xi = ai (i ∈ N)

那么，当 k = i+ 1 时，有

lim
x→a

xi+1 = lim
x→a

xi · x = lim
x→a

xi · lim
x→a

x = ai · a = ai+1

于是，对于所有正整数 k, f(x) = x 在任何一点 a 连续，也即 f(x) = x 到处连
续．

由定理 1 和 f(x) = xk (k ∈ N), 及常数函数 g(x) = c (c 是常数）的到处
连续性，我们可以证明下面的命题成立．
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命题 1

任何多项式函数到处连续．

进一步推得下面命题：

命题 2

若 f 和 g 是两个多项式，g 6= 0, 那么有理函数 r = f/g，除去 g 的零点
集合，函数 r 是有定义的而且是连续的．

命题 3

f(x) = n
√
x 在区间 (0,+∞) 上连续，即

lim
x→x0

n
√
x = n

√
x0 (x ∈ [0,+∞))

证明：设 x0 是一个任给正数，数列 {xi}是在 [0,+∞)内任何一个收敛到 x0 的
数列，即 lim

i→∞
xi = x0．我们要证明，当 lim

i→∞
xi = x0 时，lim

i→∞
( n
√
xi− n

√
x0) = 0．

在代数恒等式：

(A−B)
(
An−1 +An−2B + · · ·+ABn−2 +Bn−1

)
= An −Bn

中，以 A = x
1
n
i , B = x

1
n
0 代入，即得：

n
√
xi − n

√
x0 =

xi − x0

x
n−1
n

i + x
n−2
n

i · x
1
n
0 + · · ·+ x

1
n
i · x

n−2
n

0 + x
n−1
n

0

(8.2)

由于 lim
i→∞

xi = x0, 根据数列极限定义，取 ε =
x0

2
，则存在正整数 N , 使得当

i > N 时，有
xi > x0 −

x0

2
=

x0

2

从而，当 i > N 时，有

(xi)
1
n =

(x0

2

) 1
n (8.3)

此外，显然有

(x0)
1
n =

(x0

2

) 1
n (8.4)

由 (8.2)—(8.4) 立即得

| n
√
xi − n

√
x0| <

|xi − x0|

n

(
n

…
x0

2

)n−1
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当 i→∞时，|xi−x0| → 0, 又因为 n

(
n

…
x0

2

)n−1

是一个和 i无关的常数，所

以

| n
√
xi − n

√
x0| → 0

即

lim
x→x0

n
√
x = n

√
x0

这也就证明了 f(x) = n
√
x 在区间 [0,∞) 上到处连续．

我们在这里介绍了函数连续性的严格定义，对于初学者只要能够正确理解
这一分析定义的涵义就可以了，以后在第六册微积分中，我们还要对它进行研
究．

三、连续函数的中间值定理

平面上一个一目了然的性质是：一条直线把平面分割成两半，例如，在
(x, y) 坐标平面上，直线 y = c 就把平面分成 y < c 和 y > c 这两半，从
上半平面走到下半平面的连续通路，必须和分界线 y = c 相交，下述中间值定
理也就是上述直观现象的代数化：

（一）中间值定理

设 y = f(x) 是一个在闭区间 [a, b] 上到处连续的函数，设 c 是一个介于
f(a)和 f(b)之间的常数，则必存在一个介于 a, b之间的实数 x0,使得 f(x0) = c．
用几何术语来说：y = f(x), a ≤ x ≤ b 的图象是一条还结 P (a, f(a)) 点和
Q(b, f(b)) 点的连续曲线，而 P,Q 分居于直线 y = c 的两侧，则曲线 y =

f(x), a ≤ x ≤ b 至少和直线 y = c 有一个交点 (x0, f(x0) = c)，（图 8.19）．

x

y

y = c

O

P (a, f(a))

Q(b, f(b))

x0

图 8.19
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在给出这个定理的证明之前，我们先讨论一个特例，让 f(x) = x3 + x− 3,
a = 1, b = 2. 由于 f(1) = −1 与 f(2) = 7 异号，我们将说明在 1, 2 之间一定
存在 f(x) = x3 + x− 3 的根 k, 使 f(k) = 0．

从 y = x3 + x− 3 的图象（图 8.20）上看，这个命题是一目了然的，现在
我们要把二分逼近法与实数完备性，函数连续性配合一起来说明它的根的存在
和根的求法．

x

y

−8
−7
−6
−5
−4
−3
−2
−1

1

2

3

4

5

6

7

O

y = x3 + x− 3

图 8.20

首先，我们容易验证这个方程没有整数根 ±1 和 ±3, 因此所求的根一定是
一个无理数，由于闭区间 [a, b] = [1, 2] 具有性质 P : f(a) · f(b) < 0, 即 f(a) 与
f(b) 异号．当我们把它二等分时，至少会有一个分段保有这个性质 P , 照这样，
不断地二等分保有性质 P 的分段，我们就可以得到保有性质 P 的两串左、右
夹逼数列如下：

令 x =
1 + 2

2
=

3

2
, 显然 f

(
3

2

)
6= 0, 否则 f(x) 就会有有理数根

3

2
，无论

f

(
3

2

)
是正还是负，在

[
1,

3

2

]
和
[
3

2
, 2

]
这两个分段中一定有一段具有性质 P ,
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算出

f

(
3

2

)
=

3

8
> 0

取 a1 = 1, b1 =
3

2
, 闭区间 [a1, b1] =

[
1,

3

2

]
保有性质 P , 照这样进行有

限次后，由于 f(x) 没有有理根，所以 f

(
am + bm

2

)
6= 0, 这就使我们每次由

[am, bm] 选取保有性质 P 的一个分段 [am+1, bm+1] 之后，还可以细分下去，因
此，这个过程是无终止的．

• 令 x =
a1 + b1

2
=

1 +
3

2
2

=
5

4
,算出 f

(
5

4

)
=

13

64
> 0，取 [a2, b2] =

[
1,

5

4

]
；

• 令 x =
a2 + b2

2
=

1 + 1.25

2
= 1.125, 算出 f (1.125) = −0.4512 < 0，取

[a3, b3] = [1.125, 1.25]；

• 令 x =
a3 + b3

2
=

1.125 + 1.25

2
= 1.1875, 算出 f (1.1875) = −0.1379 < 0，

取 [a3, b3] = [1.1875, 1.25]；

• 令 x =
1.1875 + 1.25

2
= 1.2188,算出 f (1.2188) = 0.029 > 0，取 [a4, b4] =

[1.1875, 1.2188]；

• 令 x =
1.1875 + 1.2188

2
= 1.203, 算出 f (1.203) = −0.0552 < 0，取

[a5, b5] = [1.203, 1.2188]；

• 令 x =
1.203 + 1.2188

2
= 1.211, 算出 f (1.211) = −0.0132 < 0，取

[a6, b6] = [1.211, 1.2188]；

• 令 x =
1.211 + 1.2188

2
= 1.215, 算出 f (1.215) = 0.008 > 0，取 [a7, b7] =

[1.211, 1.215]；

• 令 x =
1.211 + 1.215

2
= 1.213,算出 f (1.213) = −0.0025 < 0，取 [a8, b8] =

[1.213, 1.215]；

这样继续下去，我们得到无穷个闭区间满足下面的条件：

1. [a, b] = [1, 2] ⊇ [a1, b1] =

[
1,

3

2

]
⊇ [a2, b2] =

[
1,

5

4

]
⊇ [a3, b3] = [1.1875, 1.25] ⊇

[a4, b4] = [1.1875, 1.2188] ⊇ [a5, b5] = [1.203, 1.2188] ⊇ [a6, b6] = [1.211, 1.2188] ⊇
[a7, b7] = [1.211, 1.215] ⊇ [a8, b8] = [1.213, 1.215] ⊇ · · · ⊇ [an, bn] =⊇ · · ·
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2. [an, bn] =
1

2
[an−1, bn−1] =

1

22
[an−2, bn−2] = · · · =

1

2n
[a, b]

因此，闭区间 [an, bn] 的长 =
1

2n
→ 0．

3. f(an) < 0, f(bn) > 0 恒成立．

换言之，得到满足下面性质的夹逼数列 {an}, {bn}:

1. a = 1 ≤ a1 = 1 ≤ a2 = 1 ≤ a3 = 1.1875 ≤ a4 = 1.1875 ≤ a5 = 1.203 ≤
a6 = 1.211 ≤ a7 = 1.211 ≤ a8 = 1.213 ≤ · · · ≤ an ≤ · · · ≤ bn ≤ · · · ≤
b8 = 1.215 ≤ b7 = 1.215 ≤ b6 = 1.2188 ≤ b5 = 1.2188 ≤ b4 = 1.2188 ≤
b3 = 1.25 ≤ b2 = 1.25 ≤ b1 = 1.5 ≤ b = 2

并且 (bn − an) =
1

2n
→ 0．

2. f(an) < 0, f(bn) > 0 恒成立．

由 1 和实数完备性，就得到唯一实数 k 满足

an → k ← bn, 即 lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = k

再由函数 f(x) = x3 + x− 3 的到处连续性，即有

lim
n→∞

f(an) = f(k) lim
n→∞

f(bn) = f(k)

• 由 f(an) < 0 得知 f(k) ≤ 0,

• 由 f(bn) > 0 得知 f(k) ≥ 0．

所以只有 f(k) = 0 才能同时满足上述两种条件．
仿照上面的推理，我们得到了连续函数中间值定理的证明如下：
为了叙述方便，我们不妨设 f(a) < f(b)．[当 f(a) > f(b) 时，我们可以对

−f(x) 和 −c 来作同样的讨论]．由图 8.19 所示，交点可能有好几个，但是我们
所要证的是至少有一个交点，我们将用二分法去逼近其中一个交点的坐标 x0．
取 a1 = a, b1 = b, 把闭区间 [a, b] 二等分．

• 若 f

(
a1 + b1

2

)
= c, 则就是一个所求的 x0, 自然不必再费任何手脚了；

• 若 f

(
a1 + b1

2

)
< c, 则取后半段为 [a2, b2]；

• 若 f

(
a1 + b1

2

)
> c, 则取前半段为 [a2, b2]．
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照这样逐次地由 [am, bm] 去求出它的半段为 [am+1, bm+1]. 因为 f(am) < c,
f(bm) > c, 取 x0 =

am + bm
2

• 若 f

(
am + bm

2

)
< c 则取后半段为 [am+1, bm+1]；

• 若 f

(
am + bm

2

)
> c 则取前半段为 [am+1, bm+1]；

• 若 f

(
am + bm

2

)
= c 则

am + bm
2

也就是所求的 x0, 而定理得证．

总结上述逐步二等分过程，就只有两种可能：一种可能是经过有限次二等

分后，有这样的分点
am + bm

2
使 f

(
am + bm

2

)
= c, 于是定理得证，另一种可

能是没有这样的分点
am + bm

2
使 f

(
am + bm

2

)
= c 成立，在这种情形下，继

续不断二等分，我们得到无限多个退缩闭区间套 [an, bn] 满足下列条件：

1. 闭区间的端点形成夹逼数列 {an}, {bn}, 适合

a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an ≤ · · · ≤ bn ≤ · · · ≤ b2 ≤ b1

并且 (bn − an)→ 0．

2. f(an) < c, f(bn) > c 恒成立．

由条件 1 和数完备性就得到唯一实数 x0

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = x0 即 an → x← bn

再由函数 f(x) 在 x0 连续性即有

lim
n→∞

f(an) = f(x0), lim
n→∞

f(bn) = f(x0)

由 f(an) < c, 得知它的极限值 f(x0) ≤ c, 同样地，由 f(bn) > c, 得知它的
极限值 f(x0) ≥ c．

所以，只有 f(x0) = c 才能同时满足上述两个条件，定理得证．

命题 1

当 a > 0 时，f(x) = xn − a = 0 存在唯一的正实数根，叫做 a 的 n 次
算术方根，用符号 n

√
a 表示．
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证明：先证存在性．f(0) = −a < 0, 而

f(1 + a) = (1 + a)n − a > 0

所以，由中间值定理 f(x) = xn − a 在 0 和 (1 + a) 之间至少有一个根 x0, 使
得 f(x0) = xn

0 − a = 0 成立．
再证唯一性．因在 x > 0时，x愈大则它的 n次方幂 xn 也愈大，所以 f(x)

在 x > 0 时是严格递增的，当然不可能有两个不同的正实数满足 f(x) = 0．
上面的命题给常用的“n次方根函数 y = n

√
x, x ≥ 0”提供了理论基础．为

了进一步把中间值定理应用到一般的多项式函数上，我们给出下面的命题．

命题 2

对于实系数的多项式 f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an, (a0 6= 0), 总可
以求出一个正数 P , 使得当 x > P 时，f(x) 的值与 a0x

n 的值有相同的
符号．

证明： f(x) = xn[a0 + φ(x)], 这里 φ(x) =
a1
x

+
a2
x2

+ · · · + an
xn

, (x 6= 0) 是一

个
1

x
的实系数多项式．显然，

lim
x→∞

φ(x) = 0

这也就是说，对于给定的 ε = |a0|, 存在一个正数 P , 使得当 x > P 时，从而

0 <
1

x
<

1

P
时，有

|φ(x)| < |a0|

于是 a0 + φ(x), (x > P ) 与 a0 同号，因此 f(x) 与 a0x
n 同号．

但是要具体地求出 P 的值，还得用一些技巧．令 g = max(|a1|, |a2|, . . . , |an|),
并且先设 x > P > 1, 于是 0 <

1

x
<

1

P
< 1, 从而

|φ(x)| =
∣∣∣a1
x

+
a2
x2

+ · · ·+ an
xn

∣∣∣
≤ g

(
1

x
+

1

x2
+ · · ·+ 1

xn

)
< g ·

1

x

1− 1

x

要使

|φ(x)| < g ·

1

x

1− 1

x

< |a0|
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只须
1

x
<

|a0|
g + |a0|

，即 x > 1 +
g

|a0|
．

取 P = 1+
g

|a0|
，因此，当 x > 1 +

g

|a0|
时，就可以使 f(x) 与 a0x

n 有相

同符号．
如果令 x = −X (X > 0), 前面的情形说明当 X 是一个充分大的正数时，

f(−X) 的值的符号就与 (−1)na0Xn 的值有相同符号．因此我们得到下面的推
论：

推论

对于实系数多项式 f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an (a0 6= 0)

• 当 x 充分大时，f(x) 与 a0 同号；

• 当 x取负值而 |x|充分大时，若 n是偶数，则 f(x)与 a0 同号；若
n 是奇数，则 f(x) 与 a0 异号．

由上面的推论直接得到下面的命题：

命题 2

若 n 为奇数，则实系数方程 xn + a1x
n−1 + a2x

n−2 + · · ·+ a0 = 0 有一
个根．

习题 8.2

1. 证明下列各函数是到处连续的函数：

(a) f(x) = |x|

(b) g(x) =
x2

1 + x2

(c) h(x) = x|x| − 1

2

(d) φ(x) =
√
x

2. 设函数 f(x) =
x2 + 1

2x− 1
, 则 f(0) = −1, f(1) = 2 符号相反，讨论方程式

f(x) = 0 在 0 ≤ x ≤ 1 中是否有解？

3. 下列函数各在哪些点不连续：

(a) f(x) =
x+ 2

x2 − 1
(b) f(x) =

x− 1

(x2 + 1)(2x+ 3)
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(c) g(x) =

…
x− 2

x2 − 4

(d) h(x) =
2

|x| − 1

(e) φ(x) =
|x| − 1

|x− 1| − 4

(f) F (x) =
1

x− [x]

4. 试证下列多项式有唯一的正实根．

(a) x3 + x2 − 1 = 0; (b) x3 − 3x2 + 3x− 4 = 0.

5. 证明 8x3− 4x2− 18x+9 = 0 的一根在 0 和 1 之间，一根在 1 和 2 之间，
一根在 −2 和 −1 之间．

6. 对于下列各多项式函数 f , 求一整数 n 使在 n 和 n + 1 之间的某一 x 满
足 f(x) = 0:

(a) f(x) = x3 − x+ 3; (b) f(x) = x5 + x+ 1.

7. 设 f(x), g(x) 是两个连续函数而且 f(a) > g(a), f(b) < g(b), 求证在 a, b

之间存在一个适当 x0, 使得 f(x0) = g(x0)．

8. 设 a < b < c, 证明方程 1

x− a
+

1

x− b
+

1

x− c
= 2 有三个实根，且一个

根在 a, b 之间，另一个根在 b, c 之间．

9. 用二分逼近法求 x3 + 2x− 7 = 0 的正根，使得误差小于 0.01．

第五节 反函数和它的图象

在研究一个问题的时候，不只是把两个变量之间的函数关系表示成 y 是 x

的函数，有时也需要把 x 表示为 y 的函数，例如，在自由落体运动中，如果想
从已知的时间 t 来确定路程 s, 则 s 是 t 的函数

s =
1

2
gt2 (8.5)

如果反过来，想从已知的路程 s来确定下落的时间 t, 则应从 (8.5)式将 t解出：

t =

 
2s

g
(8.6)

这时，t 是 s 的函数．

从这里看出，这两个函数 s = f(t) =
1

2
gt2 和 t = g(s) =

 
2s

g
，其实是同

一种关系的两种表示法，我们把这样的两个函数 f 和 g 叫做互为反函数．
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例 8.20 若 x ∈ R, y ∈ R, 那么，函数

f : y = f(x) = 2x+ 3, g : x = g(y) =
y − 3

2

互为反函数．

例 8.21 若 x ∈ X = {x|0 ≤ x ≤ 1}, y ∈ Y = {y|0 ≤ y ≤ 1}，而 x, y 之间的
关系是 x2 + y2 = 1, 则函数

f : y = f(x) =
√
1− x2

g : x = g(y) =
√
1− y2

互为反函数，因为在上述关系 x2 + y2 = 1 中，x, y 是对称的，所以 f 和 g 是
同一形式的函数．在一般情况下 f 和 g 是不同形式的函数．

必须注意，不能认为从每一个函数 y = f(x)都能解得一个反函数 x = g(y).
例如，如果两个变数 x, y 之间的关系是 y = x, 定义域 X = {x|x ∈ R}, 值域
Y = {y|y ≥ 0}, 那么：f : y = x, x ∈ (−∞,+∞) 是 X 7→ Y 的函数．但是，如
果不对自变数 x加以限制，这个函数 f 是不可逆的，也就是由它不能得到一个
新函数 g : Y 7→ X. 因为，对于每个 y( 6= 0) ∈ Y , 将有 X 中两个数值 x =

√
y

和 x = −√y 和 y 对应，如下图所示：

f

f

f

f

2

−2

a

−a

4

2

图 8.21

下面我们来说明具有怎样性质的函数才有反函数．

假如函数 y = f(x) 具有这样的性质：“若 x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2), 也
就是说对于定义域 X 中任意不同的 x1, x2, 它们在值域 Y = f(X) 中的对应
值 f(x1), f(x2) 也不相同”．那么对于 Y = f(X) 内任何一个 y, 通过函数 f ,
可以逆对应出一个且只有一个 x, 使得 y 和这个 x 对应，这样一个函数叫做由
X 到 Y = f(X) 的一一对应函数，或双射（满射且单射），简称这个函数是可
逆的．对于一个可逆函数 f : x 7→ f(x), 我们可以交换自变数与因变数的地位，
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于是对于 Y = f(X) 的每一个 y 就有 X 内唯一一个逆象 x, 这就是说我们得
到了一个新函数：

g : Y = f(X) 7→ X, 使得 y 7→ x = g(y)

假如 y = f(x)．
新函数和原来函数的这种关系可以用下图来说明：

x f y = f(x) g x

根据上面的分析，我们得到反函数的一般定义如下：

定义

设给了一个函数 y = f(x), 其定义域为 X, 值域为 Y = f(X), 如果对于
Y = f(X) 中每一个 y 值，都可以从关系式 y = f(x) 确定唯一的一个 x

值，则得到一个定义在 Y = f(X) 上而且把 f(X) = Y 映射到 X 上的
以 y 为自变数的新函数 x = g(y), 这个函数称为函数 y = f(x) 的反函
数．

不难理解 f 也是 g 的反函数，并且函数 y = f(x) 与它的反函数 x = g(y)

组成的复合函数一定是一个恒等函数，即

g
(
f(x)

)
= x, f

(
g(y)

)
= y

有时用符号 f−1 表示反函数比较方便，如

f−1
(
f(x)

)
= x, f

(
f−1(y)

)
= y

按照函数 y = f(x) 的图象容易判断函数 y = f(x) 是否有反函数存在，就
是在值域 Y = f(X) 内，任意给一个值 y0, 作和 x 轴平行的直线 y = y0．如果
函数 y = f(x), x ∈ X 的图象和直线 y = y0 的交点多于一个，那么这个函数
的反函数就不存在．如果只有一个交点，那么这个函数就有反函数．如图 8.22
所示．
现在我们来研究互为反函数的图象的关系，因为互为反函数的两个函数

y = f(x) 和 x = g(y) 事实上就是同一个关系，在几何上就是同一条曲线．例

如函数 y = 2x + 3 的图象和它的反函数 x =
1

2
(y − 3) 的图象就是通过两个点(

−3

2
, 0

)
, (0, 3) 的同一条直线 2x − y + 3 = 0, 只是就函数 y = f(x) = 2x + 3

的图象去看，横轴是自变量轴，而就反函数 x = g(y) =
1

2
(y − 3) 的图象来看，
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x

y

y = y0

O

y = f(x) 是不可逆的

x

y

y = y0

O

y = f(x) 是可逆的

图 8.22

纵轴是自变量轴，但是在同一个坐标系内，一般我们总规定用横坐标 x 表示自
变数，纵坐标 y 表示因变数，所以我们还需要把反函数关系式 x = g(y) 的 x, y

对调一下，得到习惯上的反函数 y = g(x)．我们也称 y = g(x) 是 y = f(x) 的
反函数，当然反过来 y = f(x) 也是 y = g(x) 的反函数，例如函数 y = 2x+ 3

和 y =
1

2
(x− 3) 互为反函数．

函数 y = f(x) 和它的反函数 y = f−1(x) 的图象之间有如下关系：

若点 (a, b) 在曲线 y = f(x) 上，那么点 (b, a) 就在曲线 y = f−1(x) 上．

事实上，因为点 (a, b) 在曲线 y = f(x) 上，所以 b = f(a) 成立，此等式也
可以写成 a = f−1(b), 这表示点 (b, a) 在曲线 y = f−1(x) 上，于是当点 (a, b)

走遍曲线 y = f(x) 时，点 (b, a) 就走遍曲线 y = f−1(x). 通过初等几何的方法
可以证明点 (a, b) 和 (b, a) 关于第一象限角和第三象限角的平分线 y = x 对称．
因此，为了得到反函数 y = f−1(x) 的图象，我们只要把 y = f(x) 的图象关于
直线 y = x 反射过来就可以．如图 8.23 所示．
最后，我们给出一个反函数定理：

定理

设 y = f(x) 在闭区间 [a, b] 上严格递增（递减）且连续，又 f(a) = α,
f(b) = β, 则在闭区间 [α, β] 上存在着 y = f(x) 的反函数 x = f−1(y),
又 x = f−1(y) 在 [α, β] （或 [β, α]）上也是严格递增（或递减）且连续
的．
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x

y

y = x

(b, a)

(a, b)

O

y = f−1(x)

y = f(x)

图 8.23

证明：

1. 先证 y = f(x) 的值域是闭区间 [α, β], 设 y 是 [α, β] 中任意一点，如果
y = α 或 β, 那么相应的 x = a 或 b, 即有 f(a) = α 或 f(b) = β, 换言之，
α, β 在 f(x) 的值域中．又如果 α = f(a) < y0 < f(b) = β, 由连续函数
中间值定理，在 [a, b] 之间必存在一点 x0 满足 f(x0) = y0, 即 [α, β] 内任
一点都属于值域 f([a, b]), 又如果 y0 /∈ [α, β], 那么由严格递增性得出，它
不可能是任一点 x ∈ [a, b] 的象，这就证明了 f(x) 的值域是 [α, β], 因此，
连续递增函数 f : [a, b] 7→ [α, β] 是满射的．

2. 再证 f 是单射的，因为一个严格递增函数 f 满足条件：

x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2)

即自变数的值与函数值是一对一的，所以 f 是单射的．

由上可知函数 f 是可逆的，因此存在一个反函数 f−1 : [α, β] 7→ [a, b], 其
中 x = f−1(y).

3. 证明 f−1 的递增性．

假设 y1, y2 是 [α, β] 内的两个数，并且 y1 < y2, 又设 x = f−1(y1), x2 =

f−1(y2), 对于这两数 x1 和 x2 只有三种可能：x1 < x2, x1 = x2, x1 > x2．

如果 x1 ≥ x2, 由于 f 的递增性质，知道

y1 = f(x1) ≥ f(x2) = y2
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这与 y1 < y2 的假设矛盾，因此，x1 < x2, 即

y1 < y2 ⇒ f−1(y1) = x1 < x2 = f−1(y2)

这就证明了 x = f−1(y) 是 [α, β] 上的递增函数．

4. 最后还应证明 x = f−1(y) 在 [α, β] 上连续，但是在高中阶段，我们不深
究，同学只要知道结论就可以了．

一般来说，一个函数可以分成分段单调的几支，对于每一支得一反函数．
例如，函数 y = f(x) = x2, x ∈ R 在区间 [0,+∞) 或 (−∞, 0] 上连续

和严格单调．因为 [0, b] ⊂ [0,+∞) 和 [−b, 0] ⊂ (−∞, 0]，这个 b 是任意大
的正数，因此 y = x2, x ∈ R 的两个分段 y = f1(x) = x2, x ∈ [0, b] 和
y = f2(x) = x2, x ∈ [−b, 0) 根据反函数存在定理，分别有反函数：

x = f−1
1 (y) =

√
y, y ∈ [0, b2]

x = f−1
2 (y) = −√y, y ∈ [0, b2]

但是当 b→ +∞ 时，b2 → +∞, 所以，

• 连续和递增的一段 y = f1(x) = x2, x ∈ [0,+∞) 的反函数是 x =

f−1
1 (y) =

√
y, y ∈ [0,+∞), 它是连续的和严格递增的；

• 连续和递减的一段 y = f2(x) = x2, x ∈ (−∞, 0] 的反函数是 x =

f−1
2 (y) = −√y, y ∈ [0,+∞), 它是连续的和严格递减的．

将 f−1
1 和 f−1

2 中的 x 和 y 对调后，便得到 f1 和 f2 的矫形的反函数，（见
图 8.24）．

y = f−1
1 (x) =

√
x, y ∈ [0,+∞)

y = f−1
2 (x) = −

√
x, y ∈ [0,+∞)

一般地，函数 y = f(x) = xn, (n ∈ N) 在半开区间 [0,+∞) 上连续和严格
递增，函数 f 有反函数

x = f−1(y) = n
√
y = y

1
n , y ∈ [0,+∞)

它是连续的和严格递增的．
在图 8.25 中，我们画出几个幂函数和它们的反函数的图象：

习题 8.3

1. 下列函数在哪些范围内是严格单调的？
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x

y

O

y = x

f2(x) = x2 f1(x) = x2

f−1
2 (x) = −

√
x

f−1
1 (x) =

√
x

图 8.24

x

y

1

1

2

2

3

3

O

y = x

(1, 1)

y = x2

y = x3

y = x4

y = x
1
2

y = x
1
3

y = x
1
4

图 8.25
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(a) f(x) = x3

(b) φ(x) = x4

(c) y =
√
x

(d) y = 3
√
x

(e) f(x) = |x+ 1|

2. 对于下列各函数分别找出它们的最大定义域和值域使得它们有反函数，并
分别写出它们的变数 x 表出的反函数．

(a) y =
√
2x+ 1

(b) y = x
3
2

(c) y = x2 − 1

(d) y =
√
1− x2

(e) f(x) =
x

1− x2
, −1 < x < 1

3. 作出下列各函数和它的反函数的图象：

(a) y = x
1
2 (x ≥ 0)

(b) y =
x+ 1

x
(x 6= 0)

(c) y =
x

x+ 1
(x 6= −1)

4. 证明，当且仅当 ad − bc 6= 0 时，f(x) =
ax+ b

cx+ d
,

(
x 6= −d

c

)
是单射的，

并求它的反函数．又在什么条件下，f(x) 的反函数等于原来函数．

5. (a) 求 f(x) =
2x− 5

x− 3
的反函数 f−1(x)．

(b) 已知函数 f(x) =
2x− 5

x− 3
的值域是 {f(x)|f(x) ≤ 0, f(x) ≥ 4}, 求

f(x) 的定义域．

(c) 设函数 g(x) =
ax− 4

x+ b
的反函数是 g−1(x) =

3x+ c

−x+ 2
，求实数 a, b, c

的值．

6. f(x) =

−x, x ≥ 0

x2 x < 0
给出由实数集 R 到 R 的一个函数 f．

(a) 设 q(x) 是 f 和 f 的复合函数，用 x 的式子表示 q(x).

(b) 设 q(x) 的反函数是 q−1(x), 用 x 的式子表示 q−1(x).



第九章 反三角函数与简单三角方程
的解法

第一节 反正弦函数

我们知道，正弦函数 y = sinx 是一个周期等于 2π 的振动函数，它的定义
域是 (−∞,+∞), 而值域是闭区间 [−1, 1], 它的图象如图 9.1．

x

y

y = c

−3π

2
−π

2

π

2
3π

2
O

图 9.1

每取一数 y = c, −1 ≤ c ≤ 1, 作直线 y = c, 可与正弦曲线 y = sinx 交于
无穷多个点，这些交点的横坐标是

x = x0 + 2kπ 和 x = (π − x0) + 2kπ (k ∈ Z)

因此有无数多个 x的值满足方程 sinx = c,而和那个 y = c对应．可见对于变数
x的一切可能实数值来说，我们不能由函数 f : R→ [−1, 1], f(x) = sinx得出它
的反函数来．把定义域分成无数个单调区间，则在各区间

[
−π

2
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ

]
上，y = sinx由 −1上升到 1，而在各区间

[
π

2
+ 2kπ,

3π

2
+ 2kπ

]
上，y = sinx

由 1 下降到 −1，于是由前一章中的反函数定理知道，对于上述每一个单调区
间存在一个反函数．

如果我们强调的是在闭区间
[
−π

2
,
π

2

]
上来考虑正弦函数的反函数，我们

369
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就说它是反正弦函数的主值，并把这个函数记作 x = arcsin y，使得

x = arcsin y ⇐⇒ y = sinx

这里 x ∈
[
−π

2
,
π

2

]
, y ∈ [−1,+1]．

对于使得 y = sinx 是单调的另一区间，例如 x ∈
[
π

2
,
3π

2

]
，我们就得到另

一个反正弦函数．假如我们没有明确地指出反正弦函数的值域所在的区间，我
们就不能由函数 y = sinx 得出它的反函数．为了明确起见，现在我们规定

定义 1

函数 y = sinx在闭区间
[
−π

2
,
π

2

]
上的反函数叫做反正弦函数或反正弦，

这个函数用记号写作 x = arcsin y (即 x 是一角或弧，其相应的正弦值
为 y)，它的定义域是闭区间 −1 ≤ y ≤ 1, 值域是闭区间 −π

2
≤ x ≤ π

2
．

用习惯上的写法，将字母 x 与 y 互换而写成 y = arcsinx, 现在，我们将
反正弦函数（主值）的定义用几何名词叙述如下：
在闭区间 −1 ≤ x ≤ 1上，数 x的反正弦 y = arcsinx是在闭区间

[
−π

2
,
π

2

]
上的一个角或弧，它的正弦值等于 x, 即 sin y = x.
由反正弦函数的定义和前一章的反函数定理可得到它的一些性质如下：

• arcsin(sin y) = y, −π

2
≤ y ≤ π

2
sin(arcsinx) = x, −1 ≤ x ≤ 1

• 函数 f(x) = arcsinx 在闭区间 [−1, 1] 上单调递增，并且连续．

• y = arcsinx, −1 ≤ x ≤ 1 的图象与 y = sinx, −π

2
≤ y ≤ π

2
的图象关于

直线 y = x 对称（图 5.2）．

我们已知正弦函数是奇函数，它的图象关于原点对称，现在我们要证明
f(x) = arcsinx 是奇函数，即 arcsin(−x) = − arcsinx．
证明：因为 −π

2
≤ arcsinx ≤ π

2
，角 − arcsinx 也被限制在由 −π

2
到

π

2
的区间

内：
−π

2
≤ − arcsinx ≤ π

2

又，角 − arcsinx 的正弦等于 −x

sin(− arcsinx) = − sin(arcsinx) = −x

因此：arcsin(−x) = − arcsinx．
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x

y
y = x

π

2

y = arcsinx

−π

2

O

y = sinx

−1 1

1

−1

图 9.2

例 9.1 求下列各式的值（口答）：

1. arcsin 1

2

2. arcsin
(
−1

2

)
3. arcsin 1

解：

1. arcsin 1

2
=

π

6
，因为 sin π

6
=

1

2
，且 −π

2
<

π

6
<

π

2

2. arcsin
(
−1

2

)
= −π

6
，因为 sin

(
−π

6

)
= −1

2
，且 −π

2
< −π

6
<

π

2

3. arcsin 1 =
π

2
，因为 sin π

2
= 1，而且

π

2
不超出

[
−π

2
,
π

2

]
的界限．

例 9.2 求下列各式的值：

arcsin
(
−
√
3

2

)
, arcsin(−0.2672)

解：

1. arcsin
(
−
√
3

2

)
= − arcsin

√
3

2
= −π

3

2. arcsin(−0.2672) = − arcsin 0.2672 = −15◦30′ ≈ −0.2705

例 9.3 求下列各式的值：
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1. sin
(

arcsin 1

3

)

2. tan
(

arcsin
√
2

2

)
3. cos

(
arcsin 3

5

)

4. sin
[
2 arcsin

(
−3

5

)]

5. arcsin
(

sin 7π

6

)
解：

1. sin
(

arcsin 1

3

)
=

1

3

2. tan
(

arcsin
√
2

2

)
= tan π

4
= 1

3. 设 arcsin 3

5
= α，其中 −π

2
≤ α ≤ π

2
，那么 sinα =

3

5
．由于 −π

2
≤ α ≤ π

2
，

sinα > 0，可以知道，α 是第一象限的角，所以

cos
(

arcsin 3

5

)
=

√
1−

(
3

5

)2

=
4

5

4. 设 arcsin
(
−3

5

)
= α，其中 −π

2
≤ α ≤ π

2
，那么

sinα = sin
[
arcsin

(
−3

5

)]
= −3

5

由于 −π

2
≤ α ≤ π

2
和 sinα < 0，可以知道 α 是第四象限的角，所以

cosα =

√
1−

(
−3

5

)2

=
4

5

即：sin
[
2 arcsin

(
−3

5

)]
= sin 2α = 2 sinα·cosα = 2

(
−3

5

)
·
(
4

5

)
= −24

25

5.

arcsin
(

sin 7π

6

)
= arcsin

[
sin
(
π +

π

6

)]
= arcsin

(
− sin π

6

)
= − arcsin

(
sin π

6

)
= −π

6

关于 y = sinx, 只要知道了它在闭区间 −π

2
≤ x ≤ π

2
上的反函数 x =

arcsin y, 我们便能求出 y = sinx 在其它单调区间上的反函数．
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命题

1. y = sinx在闭区间
[
−π

2
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ

]
上，由 −1上升到 1，它

们相应的反函数是

x = arcsin y + 2kπ, k ∈ Z

因为
sinx = sin(arcsin y + 2kπ) = sin(arcsin y) = y

而且

−π

2
+ 2kπ ≤ arcsin y + 2kπ ≤ π

2
+ 2kπ, k ∈ Z

2. y = sinx 在闭区间
[
π

2
,
3π

2

]
上，由 1 下降到 −1，它的反函数是

x = π − arcsin y

因为
sinx = sin(π − arcsin y) = sin(arcsin y) = y

而且
π

2
= π − π

2
≤ π − arcsin y ≤ π +

π

2
=

3π

2

我们也可以在单位圆上作图来说明 2，如图 9.3 所示．

3. y = sinx 在闭区间
[
π

2
+ 2kπ,

3π

2
+ 2kπ

]
上，由 1 下降到 −1, 相

仿地证得它在相应区间上的反函数是

x = (π − arcsin y) + 2kπ, k ∈ Z

例 9.4 讨论函数 y = arcsin(sinx) 的图象．

解：由于正弦的周期性，函数 arcsin(sinx), x ∈ R 也以 2π 为周期，因此，只
研究它在长度为 2π 的区间内情形即可．由于

sin y = sin[arcsin(sinx)] = sinx

这里 −π

2
≤ y ≤ π

2
，而 x ∈ R，故

• 当 x ∈
[
−π

2
,
π

2

]
时，则 y = x．
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x

y

O A(1, 0)

arcsin yπ − arcsin y
y

x

y

O
A(1, 0)y

arcsin yπ − arcsin y

− arcsin y

图 9.3

• 当 x ∈
[
π

2
,
3π

2

]
时，则由上面的命题 2 知

x = π − y ⇒ y = π − x ∈
(
−π

2
,
π

2

)
因之，在此区间内函数的图象与直线 y = π − x 一致，总之，由上面的命题中
的 1 和 3 的结果：

1. 当 x ∈
[
−π

2
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ

]
时，则 x = y + 2kπ，则 y = x− 2kπ；

2. 当 x ∈
[
π

2
+ 2kπ,

3π

2
+ 2kπ

]
时，则 x = π−y+2kπ，则 y = (π−x)−2kπ．

由上面讨论的结果，得到函数 y = arcsin(sinx)的图象是折线的形状，如图 5.4
所示．

x

y

−2π −π π 2ππ

2−3π

2

3π

2
−π

2

O

图 9.4

习题 9.1

1. 用反三角函数表示下面等式中的角．
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(a) sin π

4
=

√
2

2

(b) sin 5π

3
= −
√
3

3

(c) sin 7π

3
=

√
3

2

(d) sin(−2.314) = −0.04038

2. 当 1

2
≤ x ≤

√
3

2
时，求函数 y = x arcsinx 的最大值和最小值．

3. 不求值，确定下面差的符号：

(a) arcsin 0.7− arcsin 0.5

(b) arcsin
(
−3

5

)
− arcsin

(
−3

4

)
(c) arcsin

(√
2− 1

)
− arcsin

(√
5− 2

)
4. 求下列各式的值：

(a) arcsin
√
3

2

(b) arcsin
(
−
√
2

2

)
(c) arcsin 0

(d) arcsin(−1)

(e) arcsin
(
−1

4

)
(f) arcsin 0.7841

5. 计算下列各式的值：

(a) tan
(

arcsin
√
2

2

)

(b) cos
(

arcsin 3

5

)
(c) arcsin

[
sin
(
−π

7

)]
(d) arcsin

(
sin 5π

6

)
(e) arcsin(cos 1)

6. 计算下列各式的值：

(a) cot
(
2 arcsin

√
2

2

)

(b) cos
(
2 arcsin 1

3

) (c) sin
(
3 arcsin

(
−
√
3

2

))

(d) tan
(
1

2
arcsin 2

3

)

7. 讨论函数 y = x arcsin(sinx) 的图象，并作草图．

8. 画出 f(x) = sin(3 arcsinx) 的图象．
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第二节 反余弦函数

由余弦函数 y = cosx 的图象（图 9.5）看出，函数 y = cosx 在闭区间
[2kπ, (2k + 1)π] 上，由 1 下降到 −1, 而在闭区间 [(2k − 1)π, 2kπ] 上，由 −1
上升到 1; 因此，对于上述每一个单调区间，函数 y = cosx 都带来一个反函数．

x

y

−3π

2
−π

2

π

2
3π

2

5π

2

7π

2

−π π 2π 3π

O

图 9.5

定义 2

函数 y = cosx在闭区间 [0, π]上的反函数叫做反余弦函数或反余弦，记
作

x = arccos y

它的定义域是闭区间 [−1, 1]．

用几何名词来叙述这个定义，便是（互换字母 x、y 的位置）：在闭区间
−1 ≤ x ≤ 1 上，数 x 的反余弦 y = arccosx 是在闭区间 [0, π] 的一个角或弧，
它的余弦值等于 x, 即 cos y = x．

例 9.5 求下列各式的值（口答）：

1. arccos 1
2

2. arccos
(
−1

2

) 3. arccos 1

4. arccos 0

解：

1. arccos 1
2
=

π

3
，因为 cos π

3
=

1

2
，而且 0 <

π

3
< π．

2. arccos
(
−1

2

)
=

2π

3
，因为 cos 2π

3
= cos

(
π − π

3

)
=

1

2
，而且 0 <

2π

3
< π．

3. arccos 1 = 0，因为 cos 0 = 1 而且 0 不出 [0, π] 的界限．
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4. arccos 0 =
π

2
，因为 cos π

2
= 1，而且 0 <

π

2
< π．

由反余弦函数的定义和反函数的定理得到反余弦的性质如下：

1. arccos(cos y) = y, 0 ≤ y ≤ π, cos(arccosx) = x, −1 ≤ x ≤ 1

2. 函数 f(x) = arccosx 在闭区间 [−1, 1] 上，由 π 下降到 0, 且连续．

3. 我们知道互补的两个角 α 和 π − α 的余弦是相反数，即

cos(π − α) = − cosα

反之，在区间 [−1, 1] 内的相反数的反余弦互为补角，即

arccos(−x) = π − arccosx, x ∈ [−1, 1]

4. 反余弦函数 y = arccosx 的图象如图 9.6 所示．

x

y

O−1 1−x x

π

2

y = arccosx π

arccos(−x)

arccosx

图 9.6

证明：因为 0 ≤ arccos(−x) ≤ π, 又 0 ≤ π − arccosx ≤ x 而且

cos(π − arccosx) = − cos(arccosx) = −x

由余弦函数在 [0, π] 上是单调的，得到

π − arccosx = arccos(−x)
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例 9.6 求下列各式的值：arccos
(
−
√
2

2

)
, arccos(−0.9695)

解：

arccos
(
−
√
2

2

)
= π − arccos

(√
2

2

)
= π − π

4
=

3π

4

arccos(−0.9695) = 180◦ − arccos 0.9695

= 180◦ − 14◦11′ = 165◦49′ ≈ 165.82◦

≈ 0.9212π ≈ 2.894弧度

例 9.7 求 tan
[

arccos
(
−2
√
2

3

)]
的值．

解：设 arccos
(
−2
√
2

3

)
= α，其中 0 ≤ α ≤ π，那么，cosα = −2

√
2

3
，由于

0 ≤ α ≤ π 和 cosα < 0．可以知道 α 是第二象限的角，所以

tanα = −
…

1

cos2 α − 1 = −
…

9

8
− 1 = −

…
1

8
= −
√
2

4

例 9.8 证明：若 |x| ≤ 1，则 arcsinx+ arccosx =
π

2

证明： ∵ sin
(π
2
− arccosx

)
= cos(arccosx) = x

又 sin(arcsinx) = x, 且

0 ≤ arccosx ≤ π, −π

2
≤ π

2
− arccosx ≤ π

2

∴ arcsinx 和
π

2
− arccosx 是 sinx 在单调区间

[
−π

2
,
π

2

]
上的角．

根据 sinx 在这区间上的单调性，有 arcsinx =
π

2
− arccosx 即：

arcsinx+ arccosx =
π

2

例 9.9 证明：arcsin 4

5
+ arccos 12

13
+ arcsin 16

65
=

π

2
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证明：

arcsin 4

5
+ arccos 12

13
=

π

2
− arcsin 16

65

= arccos 16
65

令 α = arcsin 4

5
，则 sinα =

4

5
，0 < α <

π

2
，cosα =

3

5
．

令 β = arccos 12
13
，则 cosβ =

12

13
，0 < β <

π

2
，sinβ =

5

13
．

因此：

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ

=
3

5
· 12
13
− 4

5
· 5
13

=
16

65

∵ 0 < α+ β < π, ∴ α+ β = arccos 16
65
，即：

arcsin 4

5
+ arccos 12

13
= arccos 16

65
=

π

2
− arcsin 16

65

∴ arcsin 4

5
+ arccos 12

13
+ arcsin 16

65
=

π

2

在余弦函数的其它单调区间内，其反函数可按下列方式去找：

命题 1

1. 在闭区间 [2kπ, (2k + 1)π] 上，y = cosx 由 1 下降到 −1, 在这些
闭区间上的反函数是

x = arccos y + 2kπ

事实上，角 x ∈ [2kπ, (2k + 1)π], 而且它的余弦等于 y．

2. 在闭区间 [(2k − 1)π, 2kπ] 上，y = cosx 的反函数是

x = − arccos y + 2kπ

证明相仿．

例 9.10 讨论函数 y = arccos(cosx) 的图象．
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解：因为 cosx 的周期是 2π, 函数 arccos(cosx) 也是周期函数，周期是 2π, 且

cos y = cos[arccos(cosx)]

即：cos y = cosx, 这里 0 ≤ y ≤ π, x ∈ R 根据上面的命题，知道：

1. 当 x ∈ [2kπ, (2k + 1)π] 时，x = y + 2kπ, 即 y = x− 2kπ；

2. 当 x ∈ [(2k − 1)π, 2kπ] 时，x = −y + 2kπ, 即 y = −x+ 2kπ．

函数 y = arccos(cosx) 的图象是折线（图 5.7）．

x

y

−4π −3π −2π 2π 3π 4π 5π 6π−π πO

图 9.7

习题 9.2

1. 用反余弦的形式表示下列各式的角（x ∈ [0, π]）．

(a) cosπ = 1

(b) cos 5π
3

= −1

2

(c) cos(−3) = −0.9900

(d) cos 7π
6

= −
√
3

2

(e) cosx = −0.8065

(f) cosx = −1

2. 决定下面差的符号：

(a) arccos 0.7− arccos 0.5

(b) arccos
(
−3

5

)
− arccos

(
−3

4

) (c) arccos
(

sin π

12

)
−arccos

(
sin π

13

)

3. 不作计算，确定下列各比的符号：
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(a) arcsin 0.85− arcsin 0.8

arccos 0.85− arccos 0.8

(b) π − 2 arcsin(0.9)
π − 2 arccos(0.1)

(c)
arcsin(0.4) + π

6

arcsin(0.6)− π

3

4. 在同一个坐标系中，作函数 y = arccosx和函数 y = arccos x
2
的图象，试

根据函数图象说明当 x 为何值时，函数的差 arccos x
2
− arccosx 取最大

值、最小值、等于零．

5. 计算下列各式的值：

(a) sin
(

arccos 1
2

)
(b) sin

(
arccos 3

5

)
(c) tan

(
arccos 5

13

)
(d) arcsin(cos 1)

(e) arccos(cos 2π)

(f) arccos
(
− cos 36

7
π

)
(g) sin

(
1

2
arccos 1

2

)

(h) sin
[
3 arccos

(
−
√
3

2

)]

(i) sin
[
2 arccos

(
−2
√
2

3

)]

(j) cos
(

arcsin 3

5
− arccos 5

13

)

(k) sin
[
2

(
arcsin

√
5

3
− arccos

√
5

3

)]

(l) tan
(

arcsin 1

2
+ arccos

√
3

2

)

6. 证明下面的恒等式：

(a) 若 0 < x < 1, 则：arcsinx = arccos
√
1− x2

(b) 若 0 < x < 1, 则：arccosx = arcsin
√
1− x2

(c) 若 −1 ≤ x ≤ 0, 则：arcsinx = − arccos
√
1− x2

(d) 若 −1 ≤ x ≤ 0, 则：arccosx = π − arcsin
√
1− x2

7. 解下面的方程：

(a) arccosx =
π

3

(b) arccos 2x = 0.5

(c) arcsinx = arccosx, |x| ≤ 1

(d) arcsinx+ arcsin(1− x) = arccosx
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(e) arcsinx− arccosx = arcsin(3x− 2)

8. 当 −1

2
≤ x ≤ 0 时，求 f(x) = arccosx+ x2 的最小值．

第三节 反正切函数

由正切函数 y = tanx 的图象（图 9.8）可以看出，函数 tanx 在每个开区
间
(
−π

2
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ

)
内，由 −∞ 上升到 +∞．所以在每个这样的开区间

里能带来一个反函数．

x

y

O−π
π

−π

2

π

2
3π

2
−3π

2

图 9.8

定义 3

函数 y = tanx 在开区间 −π

2
< x <

π

2
内的反函数叫做反正切函数或反

正切，记作
x = arctan y

因为任何实数都可以作为正切的值，所以反正切定义域是开区间 −∞ <

y < +∞

用几何名词来叙述反正切的定义就是：在开区间 (−∞,+∞) 内，数 y 的
反正切 x = arctan y 是在开区间 −π

2
< x <

π

2
内的一个角或弧，它的正切等

于 y，即：tanx = y．
由定义和反函数定理直接得到反正切的性质如下：
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1. arctan(tanx) = x, −π

2
< x <

π

2
tan(arctan y) = y, −∞ < x < +∞

2. y = arctanx, x ∈ R 是单调递增的并且连续；

3. arctanx 是奇函数，即

arctan(−x) = − arctanx

证明留给同学们去完成．

4. 反正切函数 y = arctanx, −∞ < x < +∞ 的图象如图 5.9 所示．

x

y

O

π

2

−π

2

y = arctanx

图 9.9

例 9.11 求下列各式的值（口答）：

1. arctan 1

2. arctan(−1)

3. arctan
√
3

4. arctan(−
√
3)

解：

1. arctan 1 =
π

4
，因为 tan π

4
= 1，而且 −π

2
<

π

4
<

π

2

2. arctan(−1) = −π

4
，因为 tan

(
−π

4

)
= −1，而且 −π

2
< −π

4
<

π

2

3. arctan
√
3 =

π

3
，因为 tan π

3
=
√
3，而且 −π

2
<

π

3
<

π

2

4. arctan(−
√
3) = −π

3
，因为 tan

(
−π

3

)
= −
√
3，而且 −π

2
< −π

3
<

π

2

例 9.12 求 cos
[
arctan

(
−3

4

)]
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解：设 α = arctan
(
−3

4

)
，其中 −π

2
< α <

π

2
，则 tanα = −3

4
．

由于 −π

2
< α <

π

2
和 tanα < 0，可以知道 α 是第四象限的角．所以

secα =
√
1 + tan2 α =

…
1 +

9

16
=

5

4

cosα =
4

5

就是

cos
[
arctan

(
−3

4

)]
= cosα =

4

5

关于 y = tanx 在其它单调区间内的反函数，请看下面命题．

命题

在开区间
(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
，k ∈ Z内 y = tanx由 −∞上升到 +∞,

在这些区间上的反函数是 x = arctan y + kπ．

事实上，x ∈
(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
而且

tanx = tan(arctan y + kπ) = tan(arctan y) = y

例 9.13 求 arctan 2 + arctan 3 的值．

解： ∵ π

4
= arctan 1 < arctan 2 <

π

2
，

π

4
= arctan 1 < arctan 3 <

π

2
，

∴ π

2
< arctan 2 + arctan 3 < π．而且

tan(arctan 2 + arctan 3) =
tan(arctan 2) + tan(arctan 3)

1− tan(arctan 2) · tan(arctan 3)

=
2 + 3

1− 2× 3
= −1

由于 arctan(−1) ∈
(
−π

2
, 0
)
，于是

arctan 2 + arctan 3 = arctan(−1) + π = −π

4
+ π =

3π

4

例 9.14 讨论 y = arctan(tanx) 的图象．
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解：函数 arctan(tanx) 的定义域是除去 x =
π

2
+ kπ, k ∈ Z 的实数集 R, 也

就是无数个开区间
(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
, k ∈ Z 所组成的一个并集．因此函数

y = arctan(tanx) 的图象在 x =
π

2
+ kπ, k ∈ Z 这些点处间断．由于

tan y = tan[arctan(tanx)]

即：tan y = tanx, 这里 −π

2
< y <

π

2
, x 6= π

2
+ kπ．

所以，当 x ∈
(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
时，x = y+ kπ, 也就是 y = x− kπ．于

是：

• 当 x ∈
(
−π

2
,
π

2

)
时，y = x；

• 当 x ∈
(
π

2
,
3π

2

)
时，y = x− π；

• 当 x ∈
(
3π

2
,
5π

2

)
时，y = x− 2π；

• ⋯⋯⋯⋯⋯⋯

• 当 x ∈
(
−3π

2
,−π

2

)
时，y = x+ π；

• ⋯⋯⋯⋯⋯⋯

现在考虑间断点的情形：

当
π

2
+(k−)π < x <

π

2
+kπ 时，y = x−kπ,于是当 x取每一个数列 {xn}

从左边趋近
π

2
+ kπ 时，记作 xn →

(π
2
+ kπ

)−
, 便有

lim
xn→(π2 +kπ)

−
y = lim

xn→(π2 +kπ)
−
(xn − kπ) =

π

2
+ kπ − kπ =

π

2

当
π

2
+ kπ < x <

π

2
+ (k + 1)π 时，y = x− (k + 1)π. 于是当 x 取每一个

数列 {xn} 从右边趋近
π

2
+ kπ 时，记作 xn →

(π
2
+ kπ

)+
，便有

lim
xn→(π2 +kπ)

+
y = lim

xn→(π2 +kπ)
+
[xn − (k + 1)π] =

π

2
+ kπ − kπ − π = −π

2

因之，函数 arctan(tanx) 在间断点 x =
π

2
+ kπ 处的左、右极限存在，其左极

限等于
π

2
右极限等于 −π

2
，函数图象在这些间断点处，有一个等于 π 的跃度，

它的图象如图 9.10．
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x

y

−3π

2
−π

2

π

2
3π

2
O

图 9.10

第四节 反余切函数

由余切函数 y = cotx 的图象可以看出函数 cotx 在每个开区间 (kπ, (k +

1)π), k ∈ Z 内，由 +∞ 递减到 −∞, 所以在每个这样的开区间里，反函数是
存在的．

定义 4

函数 y = cotx 在开区间 (0, π) 内的反函数叫 反余切函数或反余切，记
作

x = arctan y

它的定义域是开区间 −∞ < y < +∞．

用几何名词来叙述反余切的定义便是：在开区间 −∞ < y < +∞ 内，数 y

的反余切 x = arccot y 是开区间 0 < x < π 内的一个角或弧，它的余切等于 y,
即 cotx = y．
由反余切的定义和反函数定理得到反余切的性质如下：

1. arccot (cotx) = x, 0 < x < π, cot(arccot y) = y, −∞ < y < +∞

2. 反余切是递减的函数并且连续；

3. arccot (−x) = π − arccot x．

这是因为 arccot x 和 arccot (−x) 都属于 (0, π) 内的角，且

0 = π − π < π − arccot x < 0 + π = π

又 cot(π − arccot x) = − cot(arccot x) = −x，所以

π − arccot x = arccot (−x)
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即

arccot (−x) = π − arccot x

4. 反余切 y = arccot x, −∞ < x < +∞ 的图象如图 9.11 所示．

x

y

O

π

π

2

y = arccot x

图 9.11

例 9.15 求下列各式的值：（口答）

1. arccot 1

2. arccot (−1)

3. arccot
√
3

4. arccot
(
−
√
3
)

解：

1. arccot 1 =
π

4
，因为 cot π

4
= 1，而且 0 <

π

4
< π．

2. arccot (−1) = π − arccot 1 = π − π

4
=

3π

4

3. arccot
√
3 =

π

6
，因为 cot π

6
=
√
3，而且 0 <

π

6
< π．

4. arccot
(
−
√
3
)
= π − arccot

√
3 = π − π

6
=

5π

6

例 9.16 求 sin
[
arccot

(
−1

3

)]
的值

解：设 arccot
(
−1

3

)
= α，其中 0 < α < π，那么 cotα = −1

3
．
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由于 0 < α < π，cotα < 0，可以知道
π

2
< α < π

cscα =
√

1 + cot2 α =

…
1 +

1

9
=

…
10

9
=

√
10

3

sinα =
1

cscα =
3√
10

∴ sin
[
arccot

(
−1

3

)]
= sinα =

3√
10

=
3
√
10

10

例 9.17 求证：对于任何实数 x 有

arctanx+ arccot x =
π

2

解：设 arctanx = α，其中 −π

2
< α <

π

2
，则 tanα = x．

又 cot
(π
2
− α

)
= tanα = x，而 0 <

π

2
− α < π，所以

π

2
− α = arccot x．

将 α = arctanx 代入上式，得到

π

2
− arctanx = arccot x

所以：arctanx+ arccot x =
π

2
, x ∈ R

例 9.18 证明 arctan 3 + arccot
(
−1

5

)
= π − arctan 1

8

解：设 α = arctan 3，其中 0 < α <
π

2
，则 tanα = 3．

又设 β = arccot
(
−1

5

)
，其中

π

2
< β < π，则：

cotβ = −1

5
, tanβ = −5

tan
[
arctan 3 + arccot

(
−1

5

)]
= tan(α+ β)

=
tanα+ tanβ

1− tanα · tanβ

=
3 + (−5)
1− 3(−5)

= −1

8

而且
π

2
< α+ β <

3π

2
，

∴ arctan 3 + arccot
(
−1

5

)
= arctan

(
−1

8

)
+ π = π − arctan 1

8
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习题 9.3

1. 用反三角函数表示下面等式中的角．

(a) tan
(
−π

4

)
= −1

(b) tan
(
7π

4

)
= −1

(c) tan
(
5π

6

)
= − 1√

3

(d) tan
(
−3π

4

)
= 1

(e) cot π
6
=
√
3

(f) cot
(
−5π

4

)
= −1

(g) cot (−1) = −0.6421

2. 指出下列各函数哪些是偶函数？哪些是奇函数？哪些既不是奇函数也不是
偶函数．

(a) y = arcsinx+ 2 arctanx

(b) y = arccosx+ arctanx

(c) y =
arcsinx

arccosx

(d) y =
arctanx

x
− x arcsinx

3. 计算下列各式的值：

(a) cos[arctan(−
√
3)];

(b) sin(arctan 2);

(c) arctan(tan 2)

(d) arctan(tan 0.7π)

(e) tan
(

arctan 1

4
− arccot 5

)

(f) sin
(

arctan 8

15
− arcsin 7

18

)

(g) tan
[
2 arctan

(
−1

2

)]

(h) cos
[
2 arctan 1

4
+ arccos 3

5

]

4. 检验下列各等式是否正确．

(a) arcsin 15

17
= arccos 8

17

(b) arcsin 4

5
= arccot 3

4

(c) arcsin
(
− 7

25

)
= − arctan 7

24

(d) arccos
(
− 9

41

)
= π − arcsin 40

41

(e) arctan 2

3
+ arctan 1

5
=

π

4
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(f) arccot 1

9
+ arccot 4

5
=

3

4
π

(g) 2 arctan 1

3
+ arctan 1

4
= arctan 16

13

(h) arcsin 7

25
+

1

2
arccos 7

25
= arccos 3

5

5. 证明下面恒等式：

(a) 若 0 < x < 1, 那么

arcsinx = arccos
√
1− x2 = arctan x√

1− x2
= arccot

√
1− x2

x

(b) 若 0 < x < 1, 那么

arccosx = arcsin
√
1− x2 = arctan

√
1− x2

x
= arccot x√

1− x2

(c) 若 x > 0, 那么

arctanx = arccot 1

x
= arcsin x√

1 + x2
= arccos 1√

1 + x2

(d) 若 x > 0, 那么

arccot x = arctan 1

x
= arcsin 1√

1 + x2
= arccos x√

1 + x2

(e) 若 |x| ≤ 1，那么 arcsinx = arctan x√
1− x2

若 −1 ≤ x ≤ 0，那么 arcsinx = − arccos
√
1− x2

若 −1 ≤ x < 0，那么 arcsinx = arctan
√
1− x2

x
− π

(f) 若 −1 ≤ x ≤ 0，那么 arccosx = π − arcsin
√
1− x2

若 −1 ≤ x < 0，那么 arccosx = π + arctan
√
1− x2

x

若 |x| ≤ 1，那么 arccosx = arctan x√
1− x2

(g) 若 x < 0, 那么 arctanx = arccot 1

x
− π

若 x < 0, 那么 arccot x = π + arctan 1

x

(h) 若 x ≥ 0，
1

2
arccos(2x2 − 1) = arccosx

(i) 若 x ≥ 1，2 arctanx+ arcsin 2x

1 + x2
= π

6. 作函数 y = x− arctan(tanx) 的草图．

7. 解下列方程：
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(a) arctanx =
π

4

(b) arctanx =
π

2

(c) arctanx = −π

2

(d) arctanx2 = 3

(e) arctan 2x+ arctan 3x =
3π

4

(f) sin
{
2 arccos

[
cot(2 arctanx)

]}
= 0

8. 若 arctanx+ arctan y + arctan z = π, 求证：x+ y + z = xyz．

9. 求证：

arctanx+ arctan 1− x

1 + x
=


π

4
, x > −1

−3π

4
, x < −1

第五节 最简单的三角方程

下列方程 sinx = a, cosx = a, tanx = a, cotx = a 中的 a 为已给的实数，
x 是未知数，是最简单的三角方程．适合其中某个方程的 x 值叫做这个方程的
解或根．例如，诸角：x = 30◦; x = 150◦; x = 390◦; x = 510◦ 等等，为三角方
程 sinx =

1

2
的解，因为，

sin 30◦ = sin 150◦ = sin 390◦ = sin 510◦ =
1

2

解三角方程就是求它的一切解，根据前一节内容知道，已知三角函数值 a

所对应的角的值，如果存在的话，有无穷多个，所以每一个三角方程都有无穷
多个解，它的所有解简称为通解．
在本节中，我们来解上面所示的最简单三角方程，从以后的例子即将明白，

解三角方程归根到底化为解最简单的三角方程．

一、最简单三角方程的解

（一）sinx = a 的解

分 |a| ≤ 1 和 |a| > 1 的情形来考虑：
第一种情形： 0 < a < 1

在坐标系 x-O-y 中，以原点 O 为圆心作一单位圆，在 Oy 轴上作出纵坐
标等于 a 的 Q 点，并过 Q 点引平行于 Ox 轴的直线，交单位圆周于 A 和 B

二点，如图 9.12, P0 为 (1, 0), ∠P0OA = arcsin a 和 ∠P0OB = π − arcsin a 的
正弦都等于 a, 所以 arcsin a 和 π − arcsin a 是方程 sinx = a 的特解，为求方
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程 sinx = a 的通解，可将 2kπ 加于此两角中的每一个而得到，其中 k ∈ Z. 因
此，原方程的通解是

x1 = 2kπ + arcsin a

x2 = 2kπ + π − arcsin a = (2k + 1)π − arcsin a

合并起来，可写成

x = kπ + (−1)k arcsin a, k ∈ Z

我们约定，在三角方程的通解中，“k ∈ Z”以后不再交代．

a

x

y

A
B

O

Q

P0(1, 0)

arcsin a

π − arcsin a

图 9.12

a

x

y

O
P0(1, 0)

A
B

− arcsin a

arcsin a

π
−

arc
sin
a

图 9.13

第二种情形： −1 < a < 0

用同样的方法作图，如图 9.13 所示：∠P0OA = arcsin a 和 ∠P0OB =

π − arcsin a 是方程 sinx = a, −1 < a < 0 的特解，因此，原方程的通解仍是

x1 = 2kπ + arcsin a

x2 = 2kπ + π − arcsin a = (2k + 1)π − arcsin a

合并起来，可写成

x = kπ + (−1)k arcsin a

第三种情形： a = 1

方程 sinx = 1 的特解是 x =
π

2
，因此，原方程的通解是

x =
π

2
+ 2kπ 或者 x = 90◦ + k · 360◦

第四种情形： a = −1
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sinx = −1

特解：x = −π

2
（或 x = −90◦），

通解：x = −π

2
+ 2kπ （或 x = −90◦ + k · 360◦）．

第五种情形： a = 0

sinx = 0

特解：x1 = 0 和 x2 = π．

通解：x1 = 2kπ 和 x2 = π + 2kπ = (2k + 1)π, 合并成：

x = kπ

第六种情形： |a| > 1

在这种情形下，sinx = a 没有解．

将结果总结于下表内

a 的数值 方程 sinx = a 的解

−1 < a < 0, 0 < a < 1 x = kπ + (−1)k arcsin a

a = −1 x = −π

2
+ 2kπ

a = 0 x = kπ

a = 1 x =
π

2
+ 2kπ

|a| > 1 方程无解

例 9.19 解方程 sinx =
1

2

解：
x = kπ + (−1)k arcsin 1

2
= kπ + (−1)k π

6

或者

x = k · 360◦ + (−1)k · 30◦, (k ∈ Z)

例 9.20 解方程 sinx = −1

2

解：

x = kπ + (−1)k arcsin
(
−1

2

)
= kπ + (−1)k+1π

6
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或者

x = k · 360◦ + (−1)k+1 · 30◦, (k ∈ Z)

例 9.21 解方程 sin(2x− 1) =

√
3

2

解：

2x− 1 = kπ + (−1)k arcsin
√
3

2

2x = kπ + (−1)k · π
3
+ 1

x = k · π
2
+ (−1)k · π

6
+

1

2
, (k ∈ Z)

（二）cosx = a 的解

第一种情形： 0 < a < 1 在 Ox 轴上作出横坐标等于 a 的 P 点，并过 P

点作平行于 Oy 轴的直线交单位圆周于 C 和 D 二点，P0 为 (1, 0)（图 9.14）．
∠P0OC = arccos a 和 ∠P0OD = − arccos a 的余弦等于 a, 故它们是方程的解，
原方程的通解是

x = 2kπ ± arccos a

第二种情形： −1 < a < 0 作类似的图形，如图 9.15 同样可得原方程的通
解是

x = 2kπ ± arccos a

a x

y

C

D

O P P0(1, 0)

arccos a

− arccos a

图 9.14

a x

y

C

D

O P0(1, 0)

arccos a

− arccos a

图 9.15
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第三种情形： a = 1

cosx = 1

方程的特解：x = 0, 方程的通解：x = 2kπ．
第四种情形： a = −1

cosx = −1

方程的特解：x = π, 方程的通解：x = π + 2kπ = (2k + 1)π．
第五种情形： a = 0

cosx = 0

方程的特解：x1 =
π

2
和 x2 = −

π

2
=

π

2
− π．

方程的通解：x =
π

2
+ kπ．

第六种情形： |a| > 1

在这种情形下，方程 cosx = a 无解．
将结果综合于下表内：

a 的数值 方程 cosx = a 的解

−1 < a < 0, 0 < a < 1 x = 2kπ ± arccos a
a = −1 x = (2k + 1)π

a = 0 x =
π

2
+ kπ

a = 1 x = 2kπ

|a| > 1 方程无解

例 9.22 解方程 2 cosx+ 1 = 0

解：化简为 cosx = −1

2
，通解如下：

x = 2kπ ± arccos
(
−1

2

)
= 2kπ ±

(
π − arccos 1

2

)
= 2kπ ±

(
π − π

3

)
= 2kπ ± 2π

3

例 9.23 解方程 cos
(x
4
+

π

5

)
= 0
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解：
x

4
+

π

5
=

π

2
+ kπ

x

4
=

π

2
− π

5
+ kπ =

3π

10
+ kπ

x = 4

(
3π

10
+ kπ

)
=

6π

5
+ 4kπ

（三）tanx = a 的解

如图 9.16 所示，∠P0OA = arctan a 和 ∠P0OB = π + arctan a 是方程的
解，因为它们的正切等于 a. 原方程的通解是

x = kπ + arctan a

例 9.24 解方程 tanx = −1

解：
x = kπ + arctan(−1) = kπ − arctan 1 = kπ − π

4

（四）cotx = a 的解

如图 9.17 所示，∠P0OA = arccot a 和 ∠P0OB = π + arccot a 是方程的
特解，因为它们的余切等于 a. 原方程的通解是

x = kπ + arccot a, (k ∈ Z)

例 9.25 解方程 9 cot2 2x− 25 = 0

解：

cot2 2x =
25

9

cot 2x = ±5

3
≈ ±1.6667

由 cot 2x = 1.6667，得：

2x = 30◦58′ + k · 180◦

x = 15◦29′ + k · 90◦
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a

x

y

B

A

O P0(1, 0)

arctan a

π + arctan a

正切线

图 9.16

a

x

y

B

A

O P0(1, 0)

arccot a
π + arccot a

余切线

图 9.17

由 cot 2x = −1.6667，得：

2x = (180◦ − 30◦58′) + k · 180◦

2x = 149◦2′ + k · 180◦

x = 74◦31′ + k · 90◦

∴ 原方程的近似解是：

x = 15◦29′ + k · 90◦ 和 x = 74◦31′ + k · 90◦

二、解简单三角方程的例子

在本节中，我们来研究某些三角方程的解法．解这些方程时，一般是应用
三角函数的恒等变形和解代数方程的一般知识把它归结成解一个或几个最简单
的三角方程，从而求出所有解．在解三角方程的过程中，应当避免作可能破坏
方程同解性的变形，如果这类变形不可避免，则需研究哪些根会失掉，哪些根
是增根，对最终方程的诸解，应当进行检验，确定它们是否是原方程的解．下
面通过例子来阐明．

（一）含有同角的同名三角函数的方程

例 9.26 解方程 2 cos2 x+ cosx− 1 = 0

解：把方程看作关于未知数为 cosx 的二次方程，按照二次方程的解法，可得

cosx =
−1±

√
1 + 8

4
=
−1± 3

4
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由此得：cosx =
1

2
或 cosx = −1．

由 cosx =
1

2
，得：x = 2kπ +

π

3
；由 cosx = −1，得：x = (2k + 1)π．

∴ 原方程的解集是{
x
∣∣x = 2kπ ± π

3

}
∪
{
x
∣∣x = (2k + 1)π

}

例 9.27 解方程 2 sin2 x+ 2 sinx−
√
3 sinx =

√
3

解：解法 1：把一切项都移至左端，得：2 sin2 x+
(
2−
√
3
)

sinx−
√
3 = 0 解

关于 sinx 的二次方程，得

sinx =
−2 +

√
3±

√(
2−
√
3
)2

+ 8
√
3

4

=
−2 +

√
3±

√
4 + 4

√
3 + 3

4

=
−2 +

√
3±

√(
2 +
√
3
)2

4

=
−2 +

√
3±

(
2 +
√
3
)

4

由此得

sinx =

√
3

2
或 sinx = −1

由 sinx =

√
3

2
得：x = k · 180◦ + (−1)k · 60◦．

由 sinx = −1 得：x = −90◦ + k · 360◦．
∴ 原方程的解集是{

x|x = k · 180◦ + (−1)k · 60◦
}
∪ {x|x = −90◦ + k · 360◦}

这里 k ∈ Z．
解法 2：把一切项都移至左端得：2 sin2 x+ 2 sinx−

√
3 sinx−

√
3 = 0

方程左端可以分解因式：

2 sinx(sinx+ 1)−
√
3(sinx+ 1) = 0

(sinx+ 1)
(
2 sinx−

√
3
)
= 0
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若两个因式的乘积等于零，则至少有一个因式等于零，同时应当满足下列
条件：对于使第一个因式为零的解，应当使方程的第二个因式有确定的值．上
面的方程可分为这样的两个方程：

2 sinx−
√
3 = 0 或 sinx+ 1 = 0

分别由 sinx =

√
3

2
和 sinx = −1，得到：

x = kπ + (−1)k · π
3
和 x = −π

2
+ 2kπ

把 x = kπ+(−1)k · π
3
代入 sinx+1中，有确定值，同样把 x = −π

2
+2kπ

代入 2 sinx−
√
3 中，也有确定值，所以原方程的解集是{
x
∣∣∣x = kπ + (−1)k · π

3

}⋃{
x
∣∣∣x = −π

2
+ 2kπ

}

一般的情况下，在三角方程中，不只有一个三角函数，我们可以利用同一
个角的各三角函数值之间的关系式，把方程中未知角的各三角函数都用某一个
三角函数表示出来，这样，就把所解的三角方程先归结到多项式方程的问题．

例 9.28 解方程 sin2 x+ cosx+ 1 = 0

解： ∵ sin2 x = 1− cos2 x， ∴ 原方程可化为：

cos2 x− cosx− 2 = 0

cosx =
1± 3

2

由此得到
cosx = 2 或 cosx = −1

∵ cosx = 2 > 1, ∴ 方程无解．
由 cosx = −1，得：x = (2k + 1)π

∴ 原方程的解集是 {x|x = (2k + 1)π, k ∈ Z}．

例 9.29 解方程 cosx− sinx = 0

解：如果用 cosx 表示 sinx 或用 sinx 表示 cosx, 那么我们就得到根式方程，
为了避免这点，可以用 cosx 去除方程的两边，得到

1− tanx = 0
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因为原方程的解不含有 cosx = 0 的解，所以我们有根据这样做．事实上，由
cosx = 0, 得到 x =

π

2
+ kπ, 代入 cosx− sinx 中，有

cos
(π
2
+ kπ

)
− sin

(π
2
+ kπ

)
= 0− (−1)k sin π

2
= (−1)k+1 6= 0

不满足原方程．

因此，用 cosx 去除原方程的两边，得到和原方程同解的方程

tanx = 1

由此，x = kπ +
π

4
．

所以原方程的解集是
{
x
∣∣∣x = kπ +

π

4
, k ∈ Z

}
注意：当解 cosx− sinx = 0 时，也可以把 cosx 提出括号之外，而不用 cosx
去除两端，原方程可写成下面的形式

cosx(1− tanx) = 0

由此得到

cosx = 0 或 tanx = 1

但是使 cosx = 0 的解：x =
π

2
+ kπ 却使因式 1 − tanx 无意义，这就表示

x =
π

2
+ kπ 是原方程的增根，因此必须舍去，同样我们得到原方程的同解方程

tanx = 1．

对于例 9.29 这种方程的解法还可以应用到下面更一般的类型上去．
左端是关于 sinx 和 cosx 的齐次多项式右端是零的方程，称为齐次方程，

例 9.29 的方程是齐次方程的一个特例．

例 9.30 解齐次方程 2 sin2 x− 7 sinx cosx+ 6 cos2 x = 0

解：用 cos2 x 除原方程的两端，得

2 tan2 x− 7 tanx+ 6 = 0

由此得 tanx = 2 或 tanx = 1.5

由 tanx = 2 得

x ≈ k · 180◦ + 63◦26′

由 tanx = 1.5 得

x ≈ k · 180◦ + 56◦19′
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∴ 原方程的解集是：{
x
∣∣x = k · 180◦ + 63◦26′

}
∪
{
x
∣∣x = k · 180◦ + 56◦19′

}
或者 {

x
∣∣x = kπ + arctan 2

}⋃ß
x
∣∣x = kπ + arctan 3

2

™
又这样的方程 2 sin2 x+5 sinx cosx+ cos2 x = 4 也可以归入齐次方程，因

为原方程可写成

2 sin2 x+ 5 sinx cosx+ cos2 x− 4(cos2 x+ sin2 x) = 0

化简得

2 sin2 x− 5 sinx cosx+ 3 cos2 x = 0

例 9.31 解方程 8 sin2 x

2
+ 3 sinx− 4 = 0

解：原方程可以变形为齐次方程

8 sin2 x

2
+ 6 sin x

2
cos x

2
− 4

(
sin2 x

2
+ cos2 x

2

)
= 0

化简得：2 sin2 x

2
+ 3 sin x

2
cos x

2
− 2 cos2 x

2
= 0．

两边除以 cos2 x
2

, 得

2 tan2 x

2
+ 3 tan x

2
− 2 = 0

所以 tan x

2
= −2 或 tan x

2
=

1

2
．

由 tan x

2
= −2 得：

x

2
= − arctan 2 + kπ

x = −2 arctan 2 + 2kπ

由 tan x

2
=

1

2
得：

x

2
= arctan 1

2
+ kπ

x = 2 arctan 1

2
+ 2kπ
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因为原方程的解不含有 cos2 x
2
= 0 的解，所以，这样解不会丢根，由此知原方

程的解是

{
x
∣∣x = −2 arctan 2 + 2kπ

}
∪
ß
x
∣∣x = 2 arctan 1

2
+ 2kπ

™
（二）一边为零，另一边可以分解为因式的乘积的方程

例 9.32 解方程 1− cosx = tanx− sinx

解：原方程可变形为：1− cosx = tanx(1− cosx)
如果方程的两边除以 1− cosx, 那么，原方程中就会丢掉 1− cosx = 0 的

根．为了不致丢掉这些根，把因式 1− cosx 提出，方程就变形为：

(1− cosx)(1− tanx) = 0

于是

1− cosx = 0 或 1− tanx = 0

由 cosx = 1 得到 x = 2kπ, 由 tanx = 1 得到 x =
π

4
+ kπ．

由于方程 cosx = 1 的解使因式 1− tanx 有确定值，而方程 tanx = 1 的
解也使因式 1− cosx 有确定值，所以原方程的解集是{

x
∣∣x = 2kπ

}
∪
{
x
∣∣x =

π

4
+ kπ

}

例 9.33 解方程 tanx+ tan 2x− tan 3x = 0

解：原方程可写成 tan 3x(1− tanx · tan 2x)− tan 3x = 0

化简得：tanx · tan 2x · tan 3x = 0，由此得：

tanx = 0 或 tan 2x = 0 或 tan 3x = 0

由 tanx = 0 得 x = kπ；由 tan 2x = 0 得 x =
kπ

2
；由 tan 3x = 0 得 x =

kπ

3
把各方程的解标在单位圆上，得到满足各方程的角的终边，如图 9.18所示．

∵ tanx = 0 的解 x = kπ = 3k · π
3
∈ {x|tan3x = 0} =

{
x
∣∣x = k · π

3

}
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O

tanx = 0

x = kπ

O

tan 2x = 0

x =
kπ

2

O

tan 3x = 0

x =
kπ

3

图 9.18

又 tan 2x = 0 的解 x = k · π
2
中，当 k = 2n+ 1 时，使 tanx 没有确定值，

必须舍去；又当 k = 2n 时，

x = nπ = 3n · π
3
∈
{
x
∣∣x = k · π

3

}
= {x| tan 3x = 0}

因此，所求方程的解集是
{
x
∣∣x = k · π

3
, k ∈ Z

}
例 9.34 解方程 sinx+ tanx = secx− cosx

解：两边同乘以 cosx, 得到 sinx cosx+ sinx = 1− cos2 x 移项，提取公因式得

sinx(cosx+ 1− sinx) = 0

由此得

sinx = 0 或 cosx+ 1− sinx = 0

由 sinx = 0, 得 x = kπ.
由 sinx− cosx = 1，变形为 sinx− sin(90◦ − x) = 1，即：

2 cos 45◦sin
(
x− π

4

)
= 1

即 sin
(
x− π

4

)
=

√
2

2
由此得：

x− π

4
=

π

4
+ 2kπ 或 x− π

4
=

3π

4
+ 2kπ

即

x =
π

2
+ 2kπ 或 x = (2k + 1)π
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这样，我们由已知方程得到 3 组解：

x = kπ (9.1)

x =
π

2
+ 2kπ (9.2)

x = (2k + 1)π (9.3)

因为 {x|x = (2k + 1)π} ⊂ {x|x = kπ}，又 x =
π

2
+ 2kπ 使 cosx = 0，因此对

于 x的这些值，原方程中的函数 tanx及 secx无意义，这就是说 x =
π

2
+2kπ

是增根，必须舍去，所以原方程的解集是 {x|x = kπ, k ∈ Z}．

例 9.35 解方程 sin 7x = sin 5x

解： 解法 1：移项，得 sin 7x− sin 5x = 0，利用和差化积公式得

2 cos 6x sinx = 0

由此得
cos 6x = 0 或 sinx = 0

由 cos 6x = 0，得：

6x =
π

2
+ kπ

x =
π

12
+ k · π

6

由 sinx = 0，得：x = kπ．
所求方程的解集是{

x
∣∣x =

π

12
+ k · π

6

}
∪
{
x
∣∣x = kπ

}
解法 2：利用二角正弦相等条件有

7x = 5x+ 2kπ 或 7x = π − 5x+ 2kπ

由 7x = 5x+ 2kπ 得 2x = 2kπ，因此：x = kπ．
由 7x = π − 5x+ 2kπ 得 12x = π + 2kπ, 因此：x =

π

12
+ k · π

6
∴ 方程的解集是{

x
∣∣x = kπ

}
∪
{
x
∣∣x =

π

12
+ k · π

6

}
我们得到与第一种解法相同的结果．
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（三）a sinx+ b cosx = c 型的方程

第一种方法 引入辅助角 φ，让方程的两端除以
√
a2 + b2, 得到

a√
a2 + b2

sinx+
b√

a2 + b2
cosx =

c√
a2 + b2

令 cosφ =
a√

a2 + b2
, sinφ =

b√
a2 + b2

，由点 (a, b) 所在的象限定出角 φ 是

第几象限角, 可由 tanφ =
b

a
求出 φ 的值, 于是原方程可写成

sinx cosφ+ cosx sinφ =
c√

a2 + b2

即 sin(x+ φ) =
c√

a2 + b2

解出

x+ φ = 2kπ + arcsin c√
a2 + b2

(9.4)

或

x+ φ = 2kπ + π − arcsin c√
a2 + b2

(9.5)

由此得到

x = 2kπ + arcsin c√
a2 + b2

− φ

或

x = (2k + 1)π − arcsin c√
a2 + b2

− φ

讨论：原方程有解的必要且充分条件是
∣∣∣∣ c√

a2 + b2

∣∣∣∣ ≤ 1，即
c2

a2 + b2
≤ 1，

由此得到 a2 + b2 ≥ c2.

例 9.36 解方程 −
√
3 sinx+ cosx = 1

解：原方程两边除以
»
(−
√
3)2 + 1 = 2, 得到

−
√
3

2
sinx+

1

2
cosx =

1

2

令 cosφ = −
√
3

2
< 0, sinφ =

1

2
> 0，则角 φ 是第一象限角，

φ = arccos
(
−
√
3

2

)
= π − arccos

√
3

2
= π − π

6
=

5π

6
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于是，原方程可写成

sinx cos 5π
6

+ cosx sin 5π

6
=

1

2

即：sin
(
x+

5π

6

)
=

1

2
．

∴ x+
5π

6
= 2kπ +

π

6
或 x+

5π

6
= 2kπ +

(
π − π

6

)
由此：x = 2kπ − 2π

3
或 x = 2kπ．

∴ 原方程的解集是ß
x
∣∣x = 2kπ − 2π

3

™
∪
{
x
∣∣x = 2kπ

}

例 9.37 解方程 2 sinx− 3 cosx =
√
13

解：方程两边除以
√
22 + (−3)2 =

√
13, 得到

2√
13

sinx+
(−3)√
13

cosx = 1

令 cosφ =
2√
13

> 0, sinφ =
−3√
13

< 0 则角 φ 是第四象限角，且由 tanφ =

−3

2
= −1.5, 查表得出 φ = arctan(−1.5) ≈ −56◦18′, 于是原方程可写成

sinx cos(−56◦18′) + cosx sin(−56◦18′) = 1

即：sin(x− 56◦18′) = 1，由此：

x− 56◦18′ = k · 360◦ + 90◦

x = k · 360◦ + 146◦18′

∴ 原方程的解集是 {x
∣∣x = k · 360◦ + 146◦18′}．

第二种方法 利用 tan x

2
表 sinx 和 cosx 的公式（“万能公式”），

sinx =
2 tan x

2

1 + tan2 x

2

, cosx =
1− tan2 x

2

1 + tan2 x

2

例如，−
√
3 sinx+ cosx = 1，可写成

−
√
3 · 2 tan x

2

1 + tan2 x

2

+
1− tan2 x

2

1 + tan2 x

2

= 1
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化简得

2 tan2 x

2
+ 2
√
3 tan x

2
= 0

2 tan x

2

(
tan x

2
+
√
3
)
= 0

∴ tan x

2
= 0 或 tan x

2
+
√
3 = 0

由 tan x

2
= 0 得

x

2
= kπ, ∴ x = 2kπ

由 tan x

2
= −
√
3 得

x

2
= kπ + arctan(−

√
3)

∴ x = 2kπ + 2
(
−π

3

)
= 2kπ − 2π

3
因为原方程不含使 tan x

2
失去意义的解 x = (2k + 1)π, 所以用万能公式进

行代换不会丢根．
∴ 原方程的解集是ß

x
∣∣x = 2kπ − 2

3
π

™
∪
{
x
∣∣x = 2kπ

}
所得结果与例 9.36 第一种解法相同．

第三种方法 化为 sin x

2
和 cos x

2
的二次齐次方程，例如 −

√
3 sinx+cosx = 1,

可写成
−2
√
3 sin x

2
cos x

2
+ cos2 x

2
− sin2 x

2
= cos2 x

2
+ sin2 x

2

化简为

−2
√
3 sin x

2
cos x

2
− 2 sin2 x

2
= 0

−2 sin x

2

(√
3 cos x

2
+ sin x

2

)
= 0

由 sin x

2
= 0, 得到 x

2
= kπ, ∴ x = 2kπ

由
√
3 cos x

2
+ sin x

2
= 0, 两边除以 cos x

2
得：

√
3 + tan x

2
= 0

tan x

2
= −
√
3

x

2
= kπ − π

3

x = 2kπ − 2π

3

∴ 原方程的解集是 {
x
∣∣x = 2kπ

}
∪
ß
x
∣∣x = 2kπ − 2

3
π

™
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所得结果与例 9.36 第一种解法相同．

第六节 三角不等式的解法

定理

若函数 f(x) 在 [a, b] 上到处连续且对于任何一个 x ∈ (a, b), f(x) 6= 0,
则 f(x) 在 (a, b) 上保持相同符号．

证明：用反证法，假设 f(x)在 (a, b)内的值有相异的符号，即存在 x1 和 x2 满
足 a < x1 < x2 < b 且使 f(x1)f(x2) < 0, 于是根据连续函数中间值定理，必存
在一个介于 x1 和 x2 之间的常数 c, 使得 f(c) = 0. 这和已知条件：对于任何
一个 x ∈ (a, b), f(x) 6= 0 矛盾，因此，f(x) 在 (a, b) 内保持相同符号．

我们举例说明如何应用这个定理解不等式．

例 9.38 解不等式 sinx > a

解：移项，化为 sinx− a > 0

设 f(x) = sinx− a, f(x) 是周期等于 2π 的函数，先讨论在长度等于一个

周期的区间
[
−π

2
,
3π

2

]
内的 f(x) 的符号：

1. 若 |a| ≤ 1, 求 f(x) 在
[
−π

2
,
3π

2

]
内的零点．sinx = a 在

[
−π

2
,
3π

2

]
内的

解是

x1 = arcsin a 和 x2 = π − arcsin a

把解的终边画在单位圆上，如图 9.19 且由图 9.19 看出：

当 arcsin a < x < π − arcsin a 时，f(x) = sinx− a > 0 成立；

当 −π

2
< x < arcsin a 或 π− arcsin a < x <

3π

2
时，f(x) = sinx− a < 0

成立，因此，在 |a| ≤ 1 的场合，sinx > a 在
[
−π

2
,
3π

2

]
内的解满足条件：

arcsin a < x < π − arcsin a

由于 f(x) = sinx− a 是周期等于 2π 的函数，因此 sinx > a 的一切解满
足条件：

2kπ + arcsin a < x < (2k + 1)π − arcsin a, k ∈ Z
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x

y

O

arcsin aπ − arcsin a

a

图 9.19

2. 若 a > 1, 则对于任何 x ∈ R, 有 f(x) = sinx − a < 0, 因此，不等式
sinx > a 没有解．

3. 若 a < −1, 则对于任何 x ∈ R, 有 f(x) = sinx − a > 0, 因此，不等式
sinx > a 的解集是实数集 R．

总之：

1. 当 |a| ≤ 1 时，所求不等式的解集是

{x|2kπ + arcsin a < x < (2k + 1)π − arcsin a}

2. 当 a > 1 时，所求不等式的解集是空集 ∅；

3. 当 a < −1 时，所求不等式的解集是实数集 R．

例 9.39 解不等式 cosx < a

解：移项，化为 cosx− a < 0

设 f(x) = cosx− a, f(x) 是周期等于 2π 的函数，先讨论在长度等于一个
周期的区间 [−π, π] 内的 f(x) 的符号：

1. 若 |a| ≤ 1, f(x) = cosx− a 在 [−π, π] 内的解是

x1 = arccos a 和 x2 = − arccos a

把解的终边画在单位圆上，如图 9.20 且由图 9.20 容易看出：
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x

y

O

arccos a

− arccos a

a

图 9.20

当 arccos a < x < π 或 −π < x < − arccos a 时，f(x) = cosx − a < 0

成立，而且仅在此时成立，又因为 f(x) = cosx − a 的周期是 2π, 所以，
cosx < a 的一切解，满足

2kπ + arccos a < x < (2k + 1)π (9.6)

或
(2k − 1)π < x < 2kπ − arccos a (9.7)

又 (9.7) 也可以写成

(2k + 1)π < x < (2k + 2)π − arccos a (9.8)

再将 (9.6), (9.8) 合并为

2kπ + arccos a < x < (2k + 2)π − arccos a (9.9)

因此，在 |a| ≤ 1 的场合，cosx < a 的一切解满足 (9.9)．

2. 若 a > 1, 则对于任何 x ∈ R, 有 f(x) = cosx− a < 0 成立，因此，不等
式 cosx < a 的解集是实数集 R．

3. 若 a < −1, 则对于任何 x ∈ R, 有 f(x) = cosx − a > 0 成立，因此，不
等式 cosx < a 没有解．

总之，

1. 当 |a| ≤ 1 时，所求不等式的解集是

{x|2kπ + arccos a < x < (2k + 2)π − arccos a}
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2. 当 a > 1 时，所求不等式的解集是实数集 R．

3. 当 a < −1 时，所求不等式的解集是空集 ∅．

例 9.40 解不等式 2cos22x < 1

解：移项，化简为 cos 4x < 0．设 f(x) = cos 4x, 它是周期等于 2π

4
=

π

2
的函

数．
f(x) = cos 4x 在

[
0,

π

2

]
内的零点为

π

8
，

3π

8
．

显然，当 0 ≤ x <
π

8
时，f(x) = cos 4x > 0；当

π

8
< x <

3π

8
时，

f(x) = cos 4x < 0；当
3π

8
< x ≤ π

2
时，f(x) = cos 4x > 0．

∴ cos 4x < 0 在
[
0,

π

2

]
内的部分解满足条件：

π

8
< x <

3π

8
又 f(x) 的周期是

π

2
．

∴ cos 4x < 0 的一切解满足条件

π

8
+ n · π

2
< x <

3π

8
+ n · π

2
(n ∈ Z)

∴ 2 cos2 2x < 1 的解集是ß
x
∣∣∣π
8
+ n · π

2
< x <

3π

8
+ n · π

2

™
例 9.41 解不等式

cos 2x+ cosx− 1

cos 2x > 2, (0 < x < 2π)

解：移项，并将 cos 2x = 2cos2x− 1 代入得

cosx(1− 2 cosx)
2cos2x− 1

> 0

因为原不等式的解使 cos 2x 6= 0（即 2cos2x − 1 6= 0），两边乘以 (2 cosx−1)2,
得到同解不等式

cosx(1− 2 cosx)(2 cos2 x− 1) > 0

即 (
cosx+

1√
2

)
cosx

(
cosx− 1

2

)(
cosx− 1√

2

)
< 0

上面不等式右端的函数式 f(x) 的零点依大小排列是 − 1√
2
, 0,

1

2
,

1√
2
．由此得

知，仅当
− 1√

2
< cosx < 0 (9.10)
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或
1

2
< cosx <

1√
2

(9.11)

时，f(x) = cosx(1− 2 cosx)(2 cos2 x− 1) < 0．
由于 cosx 在区间 [0, π] 内是递减的，在区间 [π, 2π] 内是递增的，所以由

不等式 (9.10), 得（图 9.21）：

π

2
< x <

3π

4
,

5π

4
< x <

3π

2

由不等式 (9.11), 得（图 9.22）：

π

4
< x <

π

3
,

5π

3
< x <

7π

4

因此，原不等式在区间 0 < x < 2π 内的解集是{
x
∣∣∣π
4
< x <

π

3

}⋃ß
x
∣∣∣π
2
< x <

3π

4

™⋃ß
x
∣∣∣5π
4

< x <
3π

2

™⋃ß
x
∣∣∣5π
3

< x <
7π

4

™

x

y

O

3π

4

5π

4

π

2

3π

2

− 1√
2

图 9.21

x

y

O

π

4

7π

4

π

3

5π

3

图 9.22

习题 9.4

1. 解下列方程：

(a) sinx =

√
3

2

(b) sinx = 1

(c) sin
(
x+

π

6

)
= −1

2
(d) sinx = 0

(e) cosx = 0
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(f) cos
(
x+

π

6

)
=

1

2

(g) cos
(
x+

π

4

)
= −
√
3

2
(h) cosx = 1

(i) tan
(
x+

π

4

)
= −1

(j) cot 2x
3
− 1 = 0

(k) tan
(
x− π

3

)
= −
√
3

(l) cotx = 0

2. 解下列各方程（用反三角函数符号表示各方程的解）：

(a) sin 2x = 0.7

(b) cos α
2
=

1

5

(c) tan 3x = 3

(d) cot x
4
=

1

4

(e) sin
(
α+

π

3

)
= 0.1

(f) cos
(
2x− π

10

)
= 0.85

(g) tan
(x
2
+

π

5

)
=

1

8

(h) cot(2x− 1) =
√
2

3. 解下列各方程：

(a) 2 sin x+ 1

4
+ 1 = 0

(b) 4 sin2 4x− 3 = 0

(c) 2 sin2 x− 3 sinx+ 1 = 0

(d) tan2 3x = 2 tan 3x

(e) cot2
(x
2
− π

8

)
+ 3 cot

(x
2
− π

8

)
− 4 = 0

(f) 4 cos2 x+ sinx = 1

(g) tanx+ 5 cotx = 6

(h) 2 cot 3x+ tan 3x+ 3 = 0

4. a, b, c 满足什么条件，方程 a sin2 x+ b cos2 x = c 有解．

5. 解下列各方程：

(a) sinx(1 + 2 cosx) = 0

(b) sin 2x cos 3x = 0

(c) cos
(
2x+

π

3

)
sin
(
3x− π

3

)
= 0

(d) cos 5x(1 + cos 2x) = 0

(e) cotx− cosx = 1− sinx

(f) 1 + sinx cos 3x+ sinx+ cos 3x = 0
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(g) cosx
1 + sinx

= 2− tanx

(h) sin 3x · cotx = 0

6. 解下列各方程：

(a) sin 3x = cos 3x

(b) sin2 3x = 3 cos2 3x

(c) 5 cosx+ 2 sinx = 5 cosx cos 2x+ 2 sinx cos 2x

(d) sinx tanx+ cosx · cotx = sinx+ cosx

(e) sin2 x+ 5 sinx cosx+ 4 cos2 x = 0

(f) 3 sin2 x− 7 sinx cosx+ 6 cos2 x = 1

(g) sinx+ 2 cosx
sinx− 2 cosx = 3

(h) 2 sin2 x− 4 cos2 x
sin2 x+ 3 sinx cosx+ 6 cos2 x

= 1

7. a, b 满足什么条件, 方程 a2 sinx2 + b cosx2

b2 sin2 x+ a cosx
= 1 有解．

8. 解下列各方程：

(a) sin 3x cosx = cos 3x sinx

(b) cos 7x cos 3x = cos 4x

(c) sin
(π
2
− x
)

cos 2x+ sin(2x− π) sinx = 0

(d) sin 3π − x

2
cos
(π
2
− 3x

)
= cos(3x− π) cos 3π + x

2

(e) tanx · tan
(
3x− π

4

)
= 1

(f) sinx cosx =
1

4

(g) sin(34◦ + x) sin(56◦ − x) =

√
2

4

(h) cos4 x− sin4 x = 1

(i) cos2 (x+ 30◦)− sin2 (x+ 30◦) =
1

2

(j) sin
(
x+

π

10

)
sin
(
2π

5
− x

)
=

√
2

4
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(k) sin
(
x+

π

6

)
= 2 cosx

(l) 1− tan2 x = 2 tanx tan 2x

(m) 2 cos 2x = 7 sinx

(n) sin 2x+
√
2 sinx = 0

(o) 2 sin2 x+ sin2 2x = 2

(p) cos 2x
cosx− sinx

= 0

(q) sin 4x = 2 cos2 x− 1

(r) sinx cosx cos 2x =
1

8

(s) cotx− tanx = tan 2x

(t) 2− sin x

2
= 2 cos x

2

9. 解下列各方程：

(a) sin 2x = sin 3x

(b) cos (2x+ 15◦) = cos (4x− 15◦)

(c) tan
(x
2
+ 30◦

)
= tan (2x+ 60◦)

(d) cos 3x = sin
(
x− π

6

)
,

(e) tan
(π
8
− x
)
= cot

(π
4
+ 3x

)
(f) sin 2x = − sin x

2

(g) tan 3x+ cot x
3
= 0

(h) sin 3x+

√
3

2
sin 2x =

1

2
cos 2x

(i) cosx− sinx = 1

(j) cos (2x+ 15◦) + cos (2x− 15◦) =
1

2

(k) sinx+ cosx = 2
√
2 sinx cosx

(l) sin 3x cosx = sin 7x cos 5x

(m) 2 cos (x+ 20◦) cosx = cos 40◦

(n) sin
(
2x+

π

18

)
cos
(
2x− π

9

)
= −1

4

(o) sin (x+ 15◦) sin (x− 30◦) = sin (50◦ + x) cos (85◦ − x)

10. 解下列各方程：

(a) cos 7x+ cosx = cos 4x

(b) tanx+ tan 2x = sin 3x cosx

(c) cos 8x+ cos 6x =
√
3 cosx

(d) 1− cos 2x = 4 sinx

(e) sin 2x+ 2 sinx = sin x

2

(f) sinx+ sin 2x+ sin 3x = 0
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(g) cosx+ cos 2x− cos 3x = 1

(h) tanx+ tan 2x = tan 3x

(i) 1 + cos 2x+ sinx = 2 cos2 x
2

11. 解下列各方程：

(a) sin2 (x+ 10◦)− sin2 x =
1

2
sin 20◦

(b) sin2 x+ sin2 2x+ sin2 3x =
3

2
(c) cos2 x+ cos2 2x+ cos2 3x = 1

(d) sin2 2x+ sin2 4x =
3

2

(e)
√
3 cosx+ sinx =

√
3

(f) 4 sinx+ 3 cosx = 2

(g) sin 3x+ 2 cos 2x = 1

(h) 5 cos (2x+ 18◦)− 12 sin (2x+ 18◦) = 13

(i) (4 sinx− 5 cosx)2 − 13(4 sinx− 5 cosx) + 42 = 0

12. 解下列方程：

(a) 1 + tanx

1− tanx
= 1 + sin 2x

(b) sinx

1 + cosx = 2− cotx

(c) sin 2x = cos 2x− sin2 x+ 1

(d) (cos 5x+ cos 7x)2 = (sin 5x+ sin 7x)2

13. 设关于 x 的方程 sinx +
√
3 cosx + a = 0 在区间内有相异二解 α, β. 试

求常数 a 的取值范围和 tan(α+ β) 的值．

14. 解下列各方程组：

(a)


sinx sin y =

1

4
√
2

tanx · tan y =
1

3

(b)

 x+ y =
π

4

tanx+ tan y = 1

(c)

 sin(2x+ sin2 y) = 0

x− 3 sin2 y = −2

15. 解下列的不等式：
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(a) sin(2π cosx) > 0

(b) lg sinx ⩽ 0

(c) cos2 x+ 7 sin2 x < 8 sinx cosx

(d) 2 cos2 (x+ 30◦)− 3 sin (60◦ − x) + 1 > 0

(e) sinx+
√
3 cosx > 1

16. 求下列各函数的定义域：

(a) y = arccos 3

x

(b) y = arcsin 2x

1 + x2

(c) y =
√

sinx

(d) y =
√
4 cos2 2x− 3



第十章 指数函数与对数函数

第一节 有理指数函数

在本教材第三册中，已经把指数幂的定义范围从正整指数逐步推广到“负
整数”，“正、负分数”，在逐步推广过程中，我们始终遵守的指导原则是保有指
数法则：

am · an = am+n, (am)n = am·n

指数在有理数系 Q 内，我们有下面的指数幂的定义：

an = a · a · a · · · a︸ ︷︷ ︸
n 个 a

, (n ∈ N)

a0 = 1, (a 6= 0)

a−n =
1

an
, (a 6= 0)

a
m
n = n

√
am =

(
n
√
a
)m

, (a ≥ 0, m, n ∈ N)

a−
m
n =

1

a
m
n

, (a > 0)

采用上面定义后，我们在第三册中也证明了正实数 a 和 b 的有理指数幂依然满
足指数运算法则：

aα · aβ = aα+β, (aα)β = aαβ, (a · b)α = aα · bα

这里 α, β ∈ Q．

这样一来，函数 ax (a > 0) 对于任意有理数 x 都有定义了．我们称它为有
理指数函数，这个函数具有上面所说的三个性质．下面将进一步研讨这个函数
的其它重要性质：

418
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性质 1

1. 若 a > 1, 当有理数 x > 0 时，则 ax > 1, 当有理数 x < 0 时，则
ax < 1．

2. 若当 0 < a < 1, 有理数 x > 0 时，则 ax < 1, 当有理数 x < 0 时，
则 ax > 1．

证明：

1. 若 a > 1,

(a) 设 x =
m

n
> 0, (m,n ∈ N), 则 ax = a

m
n = n

√
am, 因为 a > 1, 所

以 am > 1 （幂函数 f(x) = xm 在 [0,+∞) 上是严格递增的），又
n
√
am > 1 （幂函数 f(x) = x

1
n 在 [0,+∞) 上是严格递增的），即

ax > 1.

(b) 设 x < 0, x = −x1, (x1 > 0)，则 0 < ax = a−x1 =
1

ax1
< 1，（∵

ax1 > 1）．

2. 若 0 < a < 1,

(a) 设 a =
1

a1
, a1 > 1, 则当 x > 0, ax =

(
1

a1

)x

=
1

ax1
< 1, (∵ ax1 > 1)．

(b) 设 x < 0, x = −x1, (x1 > 0) 则 ax = a−x1 =
1

ax1
> 1, (∵ ax1 < 1)．

性质 1 的几何意义表明：当 a > 1 时，有理指数函数 y = ax 的图象上的
点在有单斜线的区域 I 和 II 的部分；当 0 < a < 1 时，y = ax 的图象上的点
在有双斜线的区域 III 和 IV 的部分（图 6.1）．

x

y

O

y = 1

图 10.1
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性质 2

1. 若 a > 1, x1 < x2，则 ax1 < ax2 , 即底数大于 1 的有理指数函数
ax 是递增的；

2. 若 0 < a < 1, x1 < x2，则 ax1 > ax2，即底数小于 1 的正数的有理
指数函数 ax 是递减的．

证明：若 a > 1 和 x1 < x2, 那么

ax2 − ax1 = ax1

(
ax2

ax1
− 1

)
= ax1

(
ax2−x1 − 1

)
因为 x2 − x1 > 0, a > 1, 所以 ax2−x1 > 1, 又 ax1 > 0. 因此，ax2−x1 > 0,

即 f(x) = ax, (a > 1) 是递增的．
若 0 < a < 1 和 x1 < x2, 那么

ax2 − ax1 = ax1
(
ax2−x1 − 1

)
因为 x2 − x1 > 0, 0 < a < 1, 所以 ax2−x1 < 1, 又 ax1 > 0, 因此 ax2−x1 < 0, 即
f(x) = ax, (0 < a < 1) 是递减的．
我们现在的任务是要把有理指数函数开拓为一个定义在实数集上的连续函

数．能否做到这一点的关键是如何对全体无理点补充定义，使得指数函数在整
个实数轴 R 上处处连续．为此，我们先说明有理指数函数的一个极限性质．

性质 3

设 a > 0，则当 n→ +∞ 时，数列
ß
a

1
n

™
的极限是 1，即

lim
n→∞

a
1
n = 1

证明：

1. 当 a = 1 时，结论自然成立．

2. 当 a > 1 时，因为
1

n
> 0, 所以 a

1
n > 1 (性质 1), 设 a

1
n = 1 + h, 其中

h > 0, 两边 n 次方，得到

a = (1 + h)n

由贝努力不等式得
a = (1 + h)n > 1 + nh
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所以，0 < h <
a− 1

n
, 1 < 1 + h < 1 +

a− 1

n
，即：

1 < a
1
n < 1 +

a− 1

n

再令 n→ +∞, 由上式就得到

1 ≤ lim
n→∞

a
1
n ≤ 1

因此

lim
n→∞

a
1
n = 1

3. 当 0 < a < 1 时，令 a =
1

b
, 则 b > 1, 由上面的证明得到

lim
n→∞

b
1
n = 1

于是

lim
n→∞

a
1
n = lim

n→∞

(
1

b

) 1
n

= lim
n→∞

1

b
1
n

=
1

lim
n→∞

b
1
n

=
1

1
= 1

性质 3 可以进一步推广到下面的推论：

推论

若 a > 0 且 a 6= 1, 有理数数列 {hi}, i = 1, 2, 3, . . ., 以 0 为极限，即
lim
i→∞

hi = 0, 那么
lim
i→∞

ahi = 1

证明：先设 a > 1, 因为 lim
i→∞

hi = 0, 必定存在这样的自然数 N , 使得当 i ≥ N

时，|hi| < 1, 从而 1

|hi|
> 1．用 mi 表示

[
1

|hi|

]
, 即不大于 1

|hi|
的最大整数，于

是

mi =

[
1

|hi|

]
≤ 1

|hi|
< mi + 1 (10.1)

所以，当 i ≥ N 时，有
1

mi + 1
< |hi| ≤

1

mi
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由 h → 0 知，
1

|hi|
→ ∞. 从而由 mi + 1 >

1

|hi|
知，mi → ∞．根据有理指数

幂的单调性，得

1 < a|hi| < a
1
mi , (a > 1)

仿照性质 3 的证明，令 bi = a
1
mi − 1 > 0, 于是，

a
1
mi = (1 + bi)

a = (1 + bi)
mi > 1 +mibi

0 < bi <
a− 1

mi

当 i→ 0 时，mi →∞,
∴ bi → 0,即 ahi → 1，从而当 i→∞时，|hi| → 0, a|hi| → 1,即 ahi → 1．

若 0 < a < 1, 令 b =
1

a
> 1, 于是

lim
i→∞

ahi = lim
i→∞

(
1

b

)hi

=
1

lim
i→∞

bhi
=

1

1
= 1

应用这个推论，我们可以说明当有理数 x 的变化够小时，有理指数函数
f(x) = ax 的变化可以任意小．

性质 4

当指数 x 的变化够小时，有理指数函数 f(x) = ax 的变化可以任意小．

证明：设指数 x 从有理数 x1 变化到有理数 x2 = x1 + hi，（hi 是有理数），且
当 (x2 − x1)→ 0 时，数列 {hi} 以 0 为极限，于是

lim
x2→x1

(ax2 − ax1) = lim
i→∞

(
ax1+hi − ax1

)
= ax1 · lim

i→∞
(axi − 1) = 0

这就是说，只要 |hi| 够小，那么 |ax2 − ax1 | 就小于任意给定的正数 ε.
综合有理指数函数的性质，我们可以想象出 y = ax (a > 1) 的图象如图

10.2 所示，但是我们不能用一条连续不断的曲线把它画出来，因为指数 x 取无
理数时，ax 还没有意义，因而在有理指数函数的图象上，处处有空隙．下一节
将由有理指数函数的单调性和性质 4, 适当给无理指数幂补充定义使得指数函
数在 R 上处处连续．
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x

y

O

y = 1
(0, 1)

y = ax, (a > 1)

图 10.2

习题 10.1

1. 计算下列各式的值：

(a) 253/2 · 84/3

(b) (0.09)1/2 + 642/3 + 0.1252/3 − 1

16−3/2

(c) 641.5 · (32)0.4 ÷
(

9

25

)−3/2

(d)
(
81

16

)−0.25
(
52 − 0.12 ·

(
1

4

)−3
)2

(e)
[
3

9
−
(
2

3

)−1
]−1

(f) (
√
2)1.5 +

(
11 +

5
√
5

5−0.8

)−1/4

(g)
[(

3

4

)0
]−0.5

− 7.5(
√
4)2 − (−2)−4 + 810.25

(h)
[
1

4

(
0.0272/3 + 15× 0.00163/4 + 1

)]−1/2

(i) 6

[√
3

(√
3 + 2

√
2 +

2

31/2

)]
×
(
31/2 + 21/2

)−2 × (3−1 + 2−1)

(j) 若 a = (2 +
√
3)−1, b = (2−

√
3)−1, 计算 (a+ 1)−1 + (b+ 1)−1

2. 化简下列各式:
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(a) b1/2b1/3

(b) b1/2b−1/3

(c) b−2/3b3/5;

(d) b−2/3b3/5;

(e)
√
a · 3
√
a · 5
√
a

(f)
[
1− (a−1b−1)

−1
]−2

(g)
[
a−1/2b−1/2 + a−1/6

(
b−5/6 − a−1/3b−1/2

)]−3/2

(h) (a−1 + b−1) (a+ b)−1

6
√
a4

5
√
a−2

(i) a2 + a−2 − 2

a2 − a−2

(j)
(
a3/4 + b3/4

) (
a3/4 − b3/4

)
/
(
a1/2 − b1/2

)
(k)

(
e3/2 + 2 + e−3/2

) (
e3/2 − 2 + e−3/2

)
(l)
(
a1/3 + a−1/3

) (
a2/3 − 1 + a2/3

)
(m) m− n

m1/2 − n1/2
+

m3/2 + n3/2

m1/2 + n1/2

(n) x2p(q+1) − y2q(p−1)

xp(q+1) − yq(p−1)

(o)
(
a4/3 − 2 + a−4/3

) (
a2/3 − a−2/3

)
(p) m− n

m1/2 − n1/2
+

m3/2 + n3/2

m1/2 + n1/2

(q)
[

4a− 9a−1

2a1/2 − 3a−1/2
+

a− 4 + 3a−1

a1/2 − a−1/2

]2
3. 解下列各方程：

(a)
√
2x− 3 = 4− x

(b)
√
2x+ 8 +

√
x+ 5 = 7

(c) x−1/4 + x−1/2 − 6 = 0

(d) x1/2 + x−1/2 − 10

3
= 0

(e) n
√
(x+ 1)2 + n

√
(x− 1)2 = 4 n

√
x2 − 1

4. 设 hi =
100

2i+ 1
, mi =

[
1

hi

]
=

[
2i+ 1

100

]
(a) 求证数列 {hi} =

ß
100

2i+ 1

™
递减，并求使 hi =

100

2i+ 1
< 1 的 i 的范

围；

(b) 当 i = 10, 49, 50, 100, 1000 时，求 mi 的值；

(c) 求证当 i ≥ 50 时，不等式 1 < 100
100
2i+1 < 100

1
mi 成立；

(d) 求证： lim
i→∞

(
100

1
mi − 1

)
= 0, lim

i→∞
100hi = 1．
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第二节 无理指数幂的定义

要把指数幂的定义由有理数推广到实数，自然又得用逼近法．

设 β 是一个无理数，我们可以用两个有理数列 {rn}, {sn} 去左、右夹逼，
即 rn → β ← sn, 从而 lim

n→∞
rn = lim

n→∞
sn = β. 现在的问题是数列 {arn}，

{asn}，（这里 a > 0）的极限是否存在？如果存在的话，我们就可以定义

aβ = lim
n→∞

arn = lim
n→∞

asn

从而就可以把有理指数函数 ax 开拓为在 β 点连续的函数：

ax (a > 0, x ∈ Q ∪ {β}) =

 ax (x ∈ Q)

aβ = lim
n→∞

arn = lim
n→∞

asn

引理

设 rn → β ← sn, 则

1. 当 a > 1 时，ar1 ≤ ar2 ≤ · · · ≤ arn ≤ · · · ≤ asn ≤ · · · ≤ as2 ≤ as1，
且 (arn − asn)→ 0

当 0 < a < 1 时，ar1 ≥ ar2 ≥ · · · ≥ arn ≥ · · · ≥ asn ≥ · · · ≥ as2 ≥
as1，且 (arn − asn)→ 0

2. lim arn = lim asn = A (即极限存在)

证明： a > 1 和 0 < a < 1 这两种情形是完全相似的，只是不等式方向反过
来罢了，所以下面只讨论 a > 1 的情形，（a = 1 时它的任何方幂都是 1, 所以
1β = 1）．我们只需证明下述两点：

1. a > 1, s > r 时，则 as > ar，（性质 2）．

2. ∵ 当 n→∞ 时，sn − rn = hn → 0,

∴ 由性质 4 得

asn − arn → 0

由实数完备性，存在一个唯一实数

A = lim asn = lim arn
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定义

设 β 是一任意无理数，rn → β ← sn 是 β 的左、右夹逼数列，并且
u > 0, 则定义

aβ = lim arn = lim asn

我们要说明这个定义的合理性，即上述定义和 β 的夹逼有理数列的选取无
关．
设 r′n → β ← s′n 是另外一对夹逼数列，则

r′n → β ← sn, rn → β ← s′n

由上述引理就有

lim ar
′
n = lim asn = lim arn = lim as

′
n

在实数轴 R 上，对每一个无理点，都补充这样的定义，于是我们就把有理
指数函数开拓为一个在实数轴上处处有定义的指数函数 ax, (a > 0, x ∈ R)．

下面我们将证明这样定义的无理指数幂仍满足指数法则．

定理

指数法则 aβ · aγ = aβ+γ ,
(
aβ
)γ

= aβ·γ , (ab)β = aβ · bβ 对于任何实数 β,
γ 都成立．

证明：当 β, γ 是有理数时，上述等式已在本教材第三册第一章给出证明，所以
我们只要说明 β, γ 是无理数的情形．

设 rn → β ← sn, cn → γ ← dn 分别是 β, γ 的左、右夹逼数列，于是

(rn + cn)→ β + γ ← (sn + dn)

aβ+γ = lim arn+cn = lim arn · acn

= lim arn · lim acn = aβaγ

现在让我们来证明 (aβ)γ = aβ·γ（为了讨论的方便，我们只讨论 a > 1, β, γ >

0 的情形），
设 rn → β ← sn, cn → γ ← dn，rn, sn, cn, dn > 0, 则有

rn · cn → βγ ← sn · dn

根据正分指数的幂函数与有理指数函数的单调性有

(arn)cn < (aβ)cn < (aβ)γ < (aβ)dn < (asn)dn
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所以由有理指数法则，得到

arn·cn = (aβ)cn < (aβ)γ < (asn)dn = asn·dn

60 + (u, .u, p− pus)

∴ 由引理知，存在唯一的极限

(aβ)γ = lim arn·cn = lim asn·dn = aβ·γ

最后证明：(ab)β = aβ · bβ, 只讨论 a > 1, b > 1 的情形．
∵ a > 1, b > 1

∴ ab > 1, 于是

arnbrn = (ab)rn < (ab)β < (ab)sn = asnbsn

(ab)sn − (ab)rn → 0

因此，(ab)β = lim arnbrn = lim arn · lim brn = aβ · bβ

例 10.1 1. 10
√
2 · 10

√
3 = 10

√
2+

√
3

2.
[(

3
√
2
)√8
]√

2
2

= 2
1
3
×2

√
2×

√
2
2 = 2

2
3 = 3
√
4

3.
(
5−

√
2a

√
8b

√
2
2

)√
2
2

= 5−1a2b
1
2 =

a2
√
b

5

第三节 实指数函数

总结上节推广的结果，就得到一个对任意实数 x 都有定义的实指数函数：

f : R 7→ R+, 这里f(x) = ax, (a > 0, 且a 6= 1)

这个函数就叫做以 a 为底的指数函数．上节还说明了指数函数是一个满足
下面两个性质的连续函数：

1. f(x1 + x2) = ax1+x2 = ax1 · ax2 = f(x1) · f(x2)

2. f(kx) = akx = (ax)k = [f(x)]k

现在，我们还须验证实指数幂保有有理指数幂的一切性质，并且实指数函
数是连续的．
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性质 1

1. 若 a > 1, 当 x > 0 时，则 ax > 1；当 x < 0 时，则 ax < 1.

2. 若 0 < a < 1, 当 x > 0 时，则 ax < 1；当 x < 0 时，则 ax > 1.

证明：如果 x 是有理数，我们在第一节中给过证明，这里不再重述，所以我们
只要证明 x 是无理数的情形，设 x > 0, 且 cn → x ← dn 是 x 的有理数夹逼
数列．在数列 {cn} 中一定存在某一项 cN 和它后面的一切项都是正数，不然的
话，如果对于所有的 n, 有 cn ≤ 0, 于是 lim cn ≤ 0 即 x ≤ 0, 这和已知的 x > 0

矛盾．

令 cN > 0, 则 aCN > a0 = 1, 而 ax > acN > 1, 这就证明了 ax > 1.
设 x < 0, x = −y, 则 y > 0, ax = a−y =

1

ay

∵ ay > 1, ∴ ax =
1

ay
< 1

0 < a < 1 的情形，留给同学证明．

性质 2

1. 若 a > 1 且 x2 > x1, 则 ax2 > ax1

2. 若 0 < a < 1 且 x2 > x1, 则 ax2 < ax1

证明：设 a > 1 且 x2 > x1,

ax2 − ax1 = ax1
(
ax2−x1 − 1

)
因为 x2 − x1 > 0, 于是 ax2−x1 > 1, 因此 ax2 − ax1 > 0.
设 0 < a < 1 且 x2 > x1,

ax2 − ax1 = ax1
(
ax2−x1 − 1

)
因为 x2 − x1 > 0, 则 ax2−x1 < 1, 因此 ax2 − ax1 < 0.

性质 3

lim
x→0

ax = 1

对这个极限的证明可以仿照第一节中性质 3 的推论的证法去证．利用性质
3, 容易证明实指数函数处处连续．
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性质 4

当 x 无限增大时，ax, (a > 1) 也无限增大，可以写成 lim
x→∞

ax = +∞
（注意这个表达式并不表示此极限存在，而是说 ax 可以超过任何一个指
定的正数），若 0 < a < 1, 则 lim

x→∞
ax = 0

证明：为确定起见，设 a > 1, 令 a = 1 + h (h > 0), 因为

(1 + h)n > 1 + nh, (n ∈ N)

可得：an > 1 + n(a− 1)．

对于任意给定的一个正数 M , 当 n >
M − 1

a− 1
时，则

an > 1 + n(a− 1) > 1 +
M − 1

a− 1
(a− 1) = M

所以，当 x > n 时，便有 ax > an > M．
这就是说，当 x→ +∞ 时，lim ax =∞.

设 0 < a < 1, a =
1

b
, 则 b > 1, ax =

(
1

b

)n

=
1

bn
，任给 ε =

1

M
> 0, 则

M =
1

ε
, 依前段，当 x > n >

M − 1

a− 1
时，有 bx > M . 于是 ax =

1

bx
<

1

M
= ε.

这就证明了当 x→∞ 时，lim ax = 0, (0 < a < 1).

性质 5

1. 若 a > 1, lim
x→−∞

ax = 0.

2. 若 0 ≤ a < 1, lim
x→−∞

ax = +∞.

证明：为确定起见，设 a > 1,令 x = −y, (y > 0),则当 x→ −∞时，y → +∞,
所以

lim
x→−∞

ax = lim
y→+∞

a−y = lim
y→+∞

1

ay
=

1

lim
y→+∞

ay
= 0

0 < a < 1 的情形，证明留给读者．
总结上面的讨论，指数函数有下面的主要性质：

定理

指数函数 f : (−∞,+∞) 7→ (0,+∞), 这里 f(x) = ax, (a > 0 且 a =

1), 满足下列三个性质：
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1. f(x1 + x2) = f(x1)f(x2)

2. f(x) 是严格单调的，a > 1 时，递增；0 < a < 1 时，递减

3. f(x) 是连续的

指数函数的图象如图 10.3 所示：

x

y

y = 1

y = ax, (0 < a < 1)
y = ax, (a > 1)

O

(0, 1)

图 10.3

逆定理

任何一个满足上述性质 1 和 2 的函数 f(x) 必定是一个指数函数，其底
为 a = f(1)．

证明：由性质 1, 对于任何实数 x, 有

f(0)f(x) = f(0 + x) = f(x)

即得，f(0) = 1. 当 f(x) 递增时，f(1) = a > f(0) = 1, 而当 f(x) 递减时，
f(1) = a < f(0) = 1.
由性质 1：

f(m) = f
(
(m− 1) + 1

)
= f(m− 1) · f(1)

= f(m− 2) ·
(
f(1)

)2
= f(m− 3) ·

(
f(1)

)3
· · · · · · · · · · · · · · ·

=
(
f(1)

)m
= am
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又因为

[
f
(m
n

)]n
= f

n个︷ ︸︸ ︷(m
n

+
m

n
+ · · ·+ m

n

)
= f(m) = am

所以：f
(m
n

)
= n
√
am = a

m
n

因为 f
(m
n

)
f
(
−m

n

)
= f

(m
n
− m

n

)
= f(0) = 1

所以 f
(
−m

n

)
=

1

f
(m
n

) =
1

a
m
n

= a−
m
n

所以，f(r) = a′, 对于正、负分数 r 都成立．
再由单调性，和实指数幂的定义，就可以说明 f(x) = ax 对于任何实数都

成立．
设 x ∈ R 为一任意实数，rn → x← sn 是 x 的左、右夹逼有理数列，即

r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ rn ≤ · · · ≤ x ≤ · · · ≤ sn ≤ · · · ≤ s2 ≤ s1 (10.2)

并且 lim(sn − rn) = 0.
由不等式 (10.2) 和 f(x) 的递增性（递减性），得到

f(r1) ≤ f(r2) ≤ · · · ≤ f(rn) ≤ · · · ≤ f(x) ≤ · · · ≤ f(sn) ≤ · · · ≤ f(s2) ≤ f(s1)

(10.3)
rn, sn 都是有理数．（若 f(x) 递减，我们得到不等式 (10.3) 的反向不等式）．
不等式 (10.3) 可改写成

ar1 ≤ ar2 ≤ · · · ≤ arn ≤ · · · ≤ ax ≤ · · · ≤ asn ≤ · · · ≤ as2 ≤ as1 (10.4)

而上节实数指数定义中，ax 是唯一能满足 (10.4) 的实数，所以 f(x) = ax．
在上面的讨论中，x 是一个任意的实数，因此，f(x) = ax, 对于任何实数

x 恒成立．

例 10.2 设 a, b 是不等的正实数，试证

aabb > (ab)
a+b
2 > abba

证明：不妨设 a > b, 则 a

b
> 1, a− b > 0. 于是，根据实指数幂性质 1，可得：

aabb

(ab)
a+b
2

= a
a−b
2 · b

b−a
2 =

(a
b

)a−b
2

> 1
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由于 a > 0, b > 0⇒ ab > 0, 因此，(ab)
a+b
2 > 0, 所以，有

aabb > (ab)
a+b
2

另外，根据同样的道理，有

(ab)
a+b
2

abba
= a

a−b
2 · b

b−a
2 =

(a
b

)a−b
2

> 1

又 ab > 0, ba > 0. 所以 (ab)
a+b
2 > abba, 这就证明了

aabb > (ab)
a+b
2 > abba

习题 10.2

1. 利用实指数幂的性质，指出下列不等式中，a 是大于 1, 还是大于 0 而小
于 1？

(a) a
√
2 < a

√
2
2

(b) a−
√
3 > a2

(c) a−
√
5−

√
7 > a−5

(d) a1+
√
5 < a2+

√
2

(e) a
√
7+

√
2 < a

√
6+

√
3

2. 作下列各函数的图象：

(a) y = 3x (b) y = 3−x

3. (a) 证明 f(x) =
2x + 2−x

2
是偶函数，并作出它的图象；

(b) 当 x 为何值时，f(x) 有最小值，并求最小值．

4. 设 a, b, c 是不等的正数，证明：

(a) a2ab2bc2c > ab+cbc+aca+b

(b) aabbcc > (abc)
a+b+c

3

（提示：利用例 10.2 的结果）

5. 证明：

(a) 当 n 是 1 或不小于 5 的自然数时，总有 2n > n2；

(b) lim
n→∞

2n

n
=∞．
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第四节 对数函数

由实数幂的定义，我们得知指数函数

ax, (a > 0, a 6= 1), x ∈ R

的值都是正的，现在还要进一步说明指数函数的值域是正实数集，也就是必须
证明下面的命题．

命题

给定不等于 1 的正实数 a, 对于任意正数 b, 一定存在唯一的一个实数 c,
满足下列方程

ac = b

证明：为确定起见，设 a > 1, 依实指数函数的性质 5, lim
x→−∞

ax = 0, 可以找出
这样一数 c1 以使 ac1 < b, 依 ax, (a > 1) 是增函数且 lim

x→+∞
ax = +∞, 可以找

出这样的数 c2 > c1, 以使 ac2 > b, 现在由连续函数中间值定理知道，在 c1 与
c2 之间有实数 c 以使 ac = b, 再由单调性知道这个数是唯一的．类似地可以证
明 0 < a < 1 的场合，这个证明留给同学补全．

现在我们根据第八章第五节反函数定理可以说由指数函数得到一个定义在
正实数变域上的反函数，称为对数函数，记作 f : R+ 7→ R, 这里 f(x) = loga x,
它是连续的单调函数．正式定义如下：

定义

若 a > 0 且 a 6= 1, 那么 y = loga x, 当且仅当 x = ay. 我们称 y 是以 a

为底的对数，函数 f : R+ 7→ R, 这里 f(x) = loga x 称为对数函数．

这个定义导致下面有用的结果：

1. aloga x = x, loga a
x = x

2. loga(xy) = 1ogax+ loga y

3. loga

x

y
= loga x− loga y

4. loga x
r = r loga x

5. loga b =
logc b

logc a
（换底公式）．
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证明过程请看第三册第一章．

从函数的图象来说：y = loga x, (x ∈ R) 的图象能由 y = ax, (x ∈ R) 的
图象经 y = x 的反射而得到，如图 10.4．

x

y

y = x
y = ax, (a > 1)

y = loga x, (a > 1)

1

1

O

x

y

y = x

y = ax, (0 < a < 1)

y = loga x, (0 < a < 1)

1

1

O

图 10.4

由于 x 轴是指数函数图象的渐近线，故 y 轴是对数函数图象的渐近线．相
应于指数函数的极限值：

lim
x→−∞

ax = 0, a > 1

lim
x→+∞

ax = 0, 0 < a < 1
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有对数函数的极限值：

lim
x→0+

loga x =

−∞, a > 1

+∞, 0 < a < 1

相应于指数函数的特征性质，也就有对数函数的特征性质：

1. loga(x1 · x2) = loga x1 + loga x2

2. 单调性．当 a > 1 递增；当 0 < a < 1 递减．

3. 连续性．即在 (0,+∞) 内处处连续．同样地，对应于第三节中的定理，总
结成下面的定理．

定理

对数函数 f(x) = loga x 满足下列性质：

1. f(x1 · x2) = f(x1) + f(x2)

2. 单调性．a > 1 时，递增；0 < a < 1 时，递减．

3. 在 x > 0 半直线上，处处连续．

逆定理

任何一个满足性质 1、2 的函数 f(x) 一定是一个对数函数，即存在适当
的 a, 使得 f(x) = loga x.

证明：由性质 1，f(x1) = f(x1 ·1) = f(x1)+f(1)．因此 f(1) = f(x1)−f(x2) = 0.
我们先任取一常数 A > 1, 则由性质 2 知

f(A) 6= f(1) = 0

再由性质 1

f(Am) = f(A) + f(A) + · · ·+ f(A)︸ ︷︷ ︸
m 项

= mf(A), m ∈ N

又

mf(A) = f(Am) = f
((

(A)
m
n

)n)
= f

(
A

m
n

)
+ · · ·+ f

(
A

m
n

)
︸ ︷︷ ︸

n 项

= nf
(
A

m
n

)
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∴ f
(
A

m
n

)
=

m

n
f(A), m, n ∈ N

又 ∵ f
(
A

m
n

)
+ f

(
A−m

n

)
= f

(
A

m
n ·A−m

n

)
= f(A0) = f(1) = 0

∴ f
(
−A

m
n

)
= −f

(
A

m
n

)
= −m

n
f(A)

综合上面所证，所以对于所有有理数 r ∈ Q, 都有

f(Ar) = rf(A)

从此不难用单调性和极限过程，导出

f(Aβ) = βf(A), β ∈ R (10.5)

令 Aβ = x, 则 β = logA x, 于是 (10.5) 可写成

f(x) = f(A) · logA x (10.6)

这样我们得到一个连续的单调的对数型函数 (10.6). 为了化去常数因子 f(A),

我们要用一些技巧如下：令 a = A
1

f(A) , 于是

1 = loga a = loga A
1

f(A) =
1

f(A)
· loga A

即：f(A) = loga A, 代入 (10.6), 得到：

f(x) = logA x · loga A = loga x

习题 10.3

1. 求下列各函数的定义域与值域，如果它们是可逆的，写出以 x 为自变数
的反函数．

(a) y = log2(x− 2)

(b) y = log2

1

x

(c) y = e−x

(d) y =
√

lg cos 2πx

2. 计算下列各式的值：
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(a) 2log4 9

(b) 5log0.2 7

(c) 3log√
2 6

(d) 61+log6 5

(e) 25
1
3

log 527−log5 4

(f) 10lg
√
100

(g) log√
4−

√
15

√
4 +
√
15

(h) 4− lg 8− 3 lg 5

(i) lg2 5 + lg 2 lg 50

(j) 3 lg 1728

1 +
1

2
lg 0.36 + 1

3
lg 8

(k) loga b · logb c · logc d

(l) (log2 3 + log4 9) (log3 4 + log9 2)

3. 证明下面的恒等式：

(a) loga b =
logc b

logc a

(b) loga b · logb a = 1

(c) loga x

logab x
= 1 + loga b

(d)

1

(logx 2)(logx 4)
+

1

(logx 4)(logx 8)
+

1

(logx 8)(logx 16)
+ · · ·

+
1

(logx 2
n−1)(logx 2

n)
=

(
1− 1

n

)(
1

logx 2

)2

4. (a) 已知 lg 2 = a, lg 7 = b, 求 log8 9.8；

(b) 已知 log18 9 = a, log18 5 = b, 求 log36 45;

(c) 已知 lg 198 = 2.2966, lg 2 = 0.3010, lg 3 = 0.4771, 求 lg 11;

(d) 已知 log12 7 = m, log12 3 = n, 求 log18 63.

5. 已知 lg 3 = 0.4771, 问
(
1

3

)20

表成小数时，不等于 0 的第一个有效数字

出现在哪里？

6. 证明下面不等式：

(a) |loga b|+ |logb a| ⩾ 2

(b) 1

log2 π
+

1

logπ 2
> 2

(c) 若 a > b > 0 且 c > 1, 则 logc

b

a
< logc

1 + b

1 + a
.

(d) 若 t > −1, φ(t) = − lg(1 + t), 则 φ

(
t1 + t2

3

)
<

φ (t1) + φ (t2)

2
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7. 当 2x+ 5y = 20 时, 求 log2 x+ log2 y 的最大值.

8. 设 x > 1, y > 1 且 2 logx y − 2 logy x + 3 = 0, 那么 x2− 4y2 的最小值是
多少？

9. 设 x > 2, y > 2, 比较下列各式的大小：

log2

x+ y

2
;

1

2
log2(x+ y);

1

2
(log2 x+ log2 y)

10. 求证等比数列的各项的对数组成等差数列.

11. 有等比数列, 它的公比为 2, 项数为 10, 如果各项取以 2 为底的对数, 它们
的和是 25, 求这等比数列的和．

12. 试问数列

lg 100, lg
(
100 sin π

4

)
, lg

(
100 sin2 π

4

)
, . . . , lg

(
100 sinn−1 π

4

)
, . . .

的前多少项的和的值最大？并求出最大值（这里取 lg 2 = 0.3010）．

第五节 指数方程与对数方程

指数中含有未知数的方程叫做指数方程．下面我们介绍几种常见的指数方
程及其解法．

一、可化为 αf(x) = αg(x) (a > 0且 a 6= 1) 的指数方程

对于这类方程，我们根据指数函数的单调性得到 αf(x) = αg(x) 成立的必要
充分条件是 f(x) = g(x). 因此，指数方程 αf(x) = αg(x) 在 a > 0 且 a 6= 1 的
条件下就可以转化为代数方程 f(x) = g(x) 来解．

例 10.3 解方程 5−x · 50x =
1

1000(102x−1)−3

解：原方程化简为 (5−1 · 50)x =
106x−3

103
，即：

10x = 106x−6

由于底数 a = 10 > 0 且 6= 1, 得到

x = 5x− 6 ⇒ x =
6

5

所以原方程的解集是
ß
6

5

™
．
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例 10.4 解方程 173x
2+x−2 = 1

解： ∵ 1 = 170，原方程可写成

173x
2+x−2 = 170

于是根据指数函数的单调性，得到

3x2 + x− 2 = 0

由此

x1 =
2

3
, x2 = −1

所以原方程的解集是
ß
−1, 2

3

™
．

二、可化为形如 af(x) = bg(x) 的指数方程

这里（a > 0, b > 0, a 6= 1, b 6= 1），一般用两边取对数的方法来解．

例 10.5 解方程 17x = 300

解：两边取常用对数，得到

x lg 17 = lg 300

x =
lg 300
lg 17 ≈

2.4771

1.2304
≈ 2.0132

例 10.6 解方程 52x − 7x− 35 · 52x + 35 · 7x = 0

解：原方程化简为 7x(35− 1) = 52x(35− 1)

两边除以 34, 得到：52x = 7x

两边取常用对数

2x lg 5 = x lg 7

x(2 lg 5− lg 7) = 0

∵ 2 lg 5− lg 7 = lg 25− lg 7 6= 0, ∴ x = 0

因此，原方程的解集是 {0}．
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三、可化为一元二次方程的指数方程

例 10.7 解方程
(√

2−
√
3
)x

+
(√

2 +
√
3
)x

= 4

解：注意到
√
2−
√
3·
√
2 +
√
3 =
√
4− 3 = 1，原方程的两边乘以

(√
2−
√
3
)x

,
得到 (»

2−
√
3

)2x

+ 1 = 4

(»
2−
√
3

)x

即
(√

2−
√
3
)2x
− 4

(√
2−
√
3
)x

+ 1 = 0

∴
(√

2−
√
3
)x

= 2 +
√
3 或

(√
2−
√
3
)x

= 2−
√
3

即： (
2−
√
3
)x

2
=
(
2−
√
3
)−1

或
(
2−
√
3
)x

2
= 2−

√
3

∴ x = −2 或 x = 2

∴ 原方程的解集是 {−2, 2}．
未知数前面有对数符号的方程称为对数方程．解对数方程一般常用的方法

是根据对数定义直接把对数式的等式写成指数形式的等式．也有时根据对数函
数的单调性把对数方程化为代数方程来解．但是必须注意在解对数方程之前，
应该先确定使方程中的对数都有意义的定义域，由此便确定了方程的根的上、
下界．在求得对数方程之解后，应该舍去在根的上、下界之外的增根，换言之，
把那些使真数或底数为非正数或使底数等于 1 的根舍去，下面介绍几种常见的
对数方程．

四、形如 logf(x) g(x) = c （其中 c 是常数）的对数方程

可以根据对数定义将它化为指数形式的等式去解．

例 10.8 解方程 logx−5(3x
2 − 16x+ 29) = 2

解：方程中的对数有意义必须 x > 5 且 x− 5 6= 1

13x2 − 16x+ 29 > 0

根据对数定义得到
3x2 − 16x+ 29 = (x− 5)2

解得：x1 = 1, x2 = 2．
由于 1 和 2 都小于 5, 所以原方程没有解，即原方程的解集是空集．
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例 10.9 解方程 log3[3 + 2 lg(1 + x)] = 0

解：根据对数定义得到 3 + 2 lg(1 + x) = 1, 即：

lg(1 + x) = −1

再由对数定义有

1 + x = 10−1

x = −0.9

经验算可知原方程的解集是 {−0.9}.

五、可以化成形如 loga f(x) = loga g(x) 的对数方程

由对数函数的单调性知道，上面方程成立的充分必要条件是
f(x) > 0

g(x) > 0

f(x) = g(x)

因此对数方程可化为代数方程和不等式来解．

例 10.10 解方程 lgx+ lg(x2 − 4) = lg 3 + lg(x+ 2)

解：方程中的对数有意义，必须
x > 0

x2 − 4 > 0 ⇒ x > 2

x+ 2 > 0

原方程化为 lgx(x2 − 4) = lg 3(x+ 2)，由此得到

x(x2 − 4) = 3(x+ 2)

即：(x− 2)(x2 − 2x− 3) = 0，解得：

x1 = 2, x2 = −1, x3 = 3

其中只有 x3 = 3 > 2, 所以原方程的解集是 {3}．
根据指数函数与对数函数的单调性也可以解相应的一些不等式．由于作对

数变形时，也有可能把原来数的定义域缩小了，这时就会丢掉解，因此，作对数
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变形时，应该避免这种情形发生．例如，解 lgx = 1,如果利用等式：lgx2 = 2 lgx，
把原方程变形为 2 lgx = 1, 这时由这个方程只能解出 x =

√
10, 丢失了原方程

的一个根 −
√
10．

例 10.11 解不等式 log 1
3
[log4(x

2 − 5)] > 0

解：原不等式等价于 0 < log4(x
2 − 5) < 1，由此 1 < x2 − 5 < 4，即：

6 < x2 < 9

∴
√
6 < |x| < 3 从而：

√
6 < x < 3 或 − 3 < x < −

√
6

例 10.12 解 loga x > 6 logx a− 1, (0 < a < 1)

解：原不等式可写成
loga x >

6

loga x
− 1 (10.7)

分两种情形来解：

1. 设 0 < x < 1, 则 loga x > 0, (0 < a < 1).

由 (10.7) 得 log2
a x+ loga x− 6 > 0，由此得：

loga x < −3 (10.8)

或
loga x > 2 (10.9)

由 (10.8) 得 x >
1

a3
> 1, 这与前设 0 < x < 1 矛盾．所以 (10.8) 无解．

由 (10.9) 得 0 < x < a2 < 1, 因此由 (10.7) 得：0 < x < a2

2. 设 x > 1, 则 loga x < 0, (0 < a < 1).

由 (10.7) 得 log2
a x+ loga x− 6 < 0, 由此得：

−3 < loga x < 2

∵ 0 < a < 1, ∴ a2 < 1 < x < a−3

因此，由 (10.7) 可得，1 < x <
1

a3
．

∴ 原不等式的解集是 {x|0 < x < a2} ∪
ß
x
∣∣∣1 < x <

1

a3

™
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例 10.13 解不等式
1

log2 x
− 1

log2 x− 1
< 1

解：原不等式可化简为
1 + log2 x(log2 x− 1)

log2 x(log2 x− 1)
> 0，即：

(
log2 x−

1

2

)2

+
3

4

log2 x(log2 x− 1)
> 0

由此得：log2 x(log2 x− 1) > 0，因此：

log2 x < 0 或 log2 x > 1

即：0 < x < 1 或 x > 2．

由此原不等式的解集是 {x|0 < x < 1} ∪ {x|x > 2}．

例 10.14 求函数 f(x) =

…
log 1

2

x

x2 − 1
的定义域．

解：

函数 f 有意义⇐⇒ log 1
2

x

x2 − 1
有意义⇐⇒ log 1

2

x

x2 − 1
≥ 0

⇐⇒ 0 <
x

x2 − 1
≤ 1⇐⇒


x

x2 − 1
> 0

x2 − x− 1

x2 − 1
≥ 0

⇐⇒


−1 < x < 0 或 x > 1

x < −1 或
1−
√
5

2
< x < 1 或 x >

1 +
√
5

2

⇐⇒


−1 < x < 0

1−
√
5

2
< x < 1

或


x > 1

x >
1 +
√
5

2

⇐⇒ 1−
√
5

2
< x < 1 或 x >

1 +
√
5

2

故函数 f 的定义域为®
x
∣∣∣1−√5

2
< x < 1

´⋃®
x
∣∣∣x >

1 +
√
5

2

´
例 10.15 解方程 logsin 3x(cosx− cos 2x) = 1
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解：要使方程中的对数有意义，x 必须满足条件： sin 3x 且 sin 3x 6= 1

cosx− cos 2x > 0
(10.10)

由原方程得 cosx− cos 2x = sin 3x，即：

sin 3x

2

(
sin x

2
− cos 3x

2

)
= 0

由此得：
sin 3x

2
= 0 或 sin x

2
− cos 3x

2
= 0

因为 sin 3x

2
= 0 的解，根据 sin 3x = 2 sin 3x

2
cos 3x

2
，知道一定也使 sin 3x = 0

成立，而这与 x 满足的条件：sin 3x > 0 不合，因此，方程 sin 3x

2
= 0 的解应

该舍去．
由 sin x

2
− cos 3x

2
= 0，得：

sin x

2
= sin

(
π

2
− 3x

2

)
根据两角正弦相等条件，有

x

2
=

π

2
− 3x

2
+ 2kπ 或

x

2
=

π

2
+

3x

2
+ 2kπ

即：
x =

π

4
+ kπ (10.11)

或
x = −π

2
− 2kπ (10.12)

在单位圆上，分别作出 (10.11) 中和 (10.12) 中的诸角的终边，如图 10.5．
显然 (10.11) 又可写成

x =
π

4
+ 2kπ (10.13)

和
x =

5π

4
+ 2kπ (10.14)

再由 (10.12), (10.13), (10.14) 容易看出角 3x 与角 −3π

2
, 3π

4
和 −π

4
有相同的

终边，所以若将式 (10.12) 和式 (10.14) 代入 sin 3x 中，便得到

sin 3
(
−π

2
− 2kπ

)
= sin

(
−3π

2

)
= − sin 3π

2
= 1

sin 3

(
5π

4
+ 2kπ

)
= sin 15π

4
= sin

(
4π − π

4

)
= sin

(
−π

4

)
= −
√
2

2
< 0



第五节 指数方程与对数方程 445

x

y

π

4

5π

4

O (1, 0)

x =
π

4
+ 2kπ

x

y

O (1, 0)

x = −π

2
+ 2kπ

图 10.5

因此这两组解是增解，应该舍去，经检验知 x =
π

4
+ 2kπ 满足不等式组, 所以

方程的解集是
{
x
∣∣∣x =

π

4
+ 2kπ, k ∈ Z

}

习题 10.4

1. 解下列各指数方程：

(a) 32x−1 = 81

(b)
√
5x = 3

√
25

(c) 4
√
7x = 5

√
343

(d) 4
√
ax+1 =

3
√
ax−3

(a > 0, a 6= 1)

(e)
√
2x
√
3x = 36

(f)
(
3

4

)x

=

(
4

3

)5

(g)
(
4

9

)4

=

(
3

2

)x

(h)
(
2

3

)x(
9

8

)
=

27

64

(i) 4
√
x+1 = 64 · 2

√
x+1

(j) (0.25)x−2 =
256

2x+3

(k)
(
4

9

)x(
27

8

)x−1

=
2

3

(l) 2x · 54 = 0.1 (10x−1)
5

2. 解下列各指数方程：

(a) 3x+2 + 3x−1 = 28

(b) 5x+1 − 5x−1 = 24

(c) 32x−1 + 32x−2 − 32x−4 = 315

(d) 3x + 3x+1 + 3x+2 = 5x+1 + 5x+2

(e) 4x + 2x+1 = 80

(f) 3x+2 + 9x+1 − 810 = 0

(g) 32x+5 = 3x+2 + 2

(h) 34
√
x − 4.32

√
x + 3 = 0

(i) 4.9
√
x−2 − 3.15

√
x−2 = 25

√
x−2

(j) 42x − 2.182x = 3.8128
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(k)
(√

5 + 2
√
6
)x

+
(√

5− 2
√
6
)x

=
10

3

3. 求最小整数指数 x, 使

(a)
(
4

5

)x

< 0.000001

(b)
(
3

5

)x

< 0.0001

(c)
(
10

9

)x

> 1000000

(d)
(
4

5

)x

> 10000000

4. 解下列各不等式

(a) 33−5x − 1

81
> 0

(b) (0.3)2x
2+5x+2 < 1

(c) 8x + 16
3
4
x+1 < 34

(d) (0.5)3x
2+10x+6

100
< 0.00125

(e) 2x+1 · 52x−3 <
24

25
(f) 52x − 30.5x + 125 < 0

(g) 23x − 2x+1 < 23

(h) 1(
1

10

)y

− 1

⩽ 2(
1

100

)y

− 10

(i) 1

2x − 1
⩾ 1

4x − 3

(j)
(
3

4

)x−2(
4

3

) 1
x

>
9

16

5. 解下列各对数方程:

(a) lgx = 2− lg 5

(b) lg(x+ 6)− 1

2
lg(2x− 3) = 2− lg 25

(c) 2 lgx
lg(5x− 4)

= 1

(d) lgx
1− lgx = 2

(e) logx−1(x
2 − 5x+ 10) = 2

(f) 2 lgx = − lg (6− x2)

(g) 1

5− lgx +
1

1 + lgx = 1

(h) 0.5 lg(2x− 1) + lg
√
x− 9 = 1

(i) log2 log3 log4 x = 0

(j) lg 9−1 + x lg 3
√
35x−7 = 0

(k) lg 10lg(x2+21) − 1 = lgx

6. 解下列各对数方程：

(a) 2 log4 x+ 2 logx 4 = 5

(b) log2(x− 1)2 − log0.5(x− 1) = 9

(c) log8 x+ log4 x+ log2 x = 7
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(d) logx (5x
2) · (log5 x)

2
= 1

(e)
»

logx 5
√
5 + log√

5 5
√
5 · log√

5 x = −
√
6

(f)
»

logx

√
3x · log3 x = −1

(g) log3x

(
3

x

)
+ log2

3 x = 1

(h)
lg
(√

x+ 1 + 1
)

lg 3
√
x− 40

= 3

7. 解下列各方程：

(a) (0.4)lg2 x+1 = (6.25)2−lg x3

(b) xlg x+2 = 1000

(c)
√
xlg

√
x = 10

(d) lg 2 + lg (4x−2 + 9) = 1 + lg (2x−2 + 1)

(e) log2 (9
x−1 + 7) = 2 + log2 (3

x−1 + 1)

(f) lgx+ lg 3
√
x+ lg 9

√
x+ · · · = 3

(g) log9 x+ (log9 x)
2
+ (log9 x)

3
+ · · · = 1,

(h) 1 + logx

4− x

x
= (lglgn− 1) logx 10

8. 解下列各方程组：

(a)

 2
√
x+

√
y = 512

lg√xy = 1 + lg 2

(b)

 logx log2 logx y = 0

logy 9 = 1

(c)

 2
x−y
2 − 2

x−y
4 = 2

3lg(2y−x) = 1

(d)

 xy = 40

x12y = 4,

(e)

 3.2x − log2 y = 2

2x · log2 y = 1

(f)

 7y · log5 x = 2

4.7y + log5 x = 2

(g)

 lg2 x+ lg2 y = 5

lgx− lg y = 1

(h) 求

 xx+y = y12

yx+y = x3
的整数解

9. 解下列各不等式：
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(a) lgx > 3

(b) lg(−x) > 3

(c) lgx2 > 3

(d) lg2 x > 3

(e) lgx < 2 lgx

(f) lgx > 2 lgx

(g) log 1
2
(3x− 5) < 3

(h) lgx+ lg(x− 3) > 1

(i) lg(4x2 − 9) > lg(2x− 3) + 2

(j) lg(3− x)− 1 > lg(2− x)

(k) log√
0.5(26x) > log√

0.5(5x
2 + 5)

(l) log√
2(x

2 − 2x+ 8) + 2
√

log2(x
2 − 2x+ 8) ≥ 12

(m) xloga x+1 > ax2, (a > 1)

10. 求解

(a) 试求满足不等式 2(log0.5 x)
2 + 9 log0.5 x+ 9 ≤ 0 的 x 的范围；

(b) x在 1中求得的范围内变动时，试求 f(x) =
(

log2

x

3

)(
log2

x

4

)
的最

大值 M 和最小值 L.

11. 解下列方程：

(a) log√
2 sin x(1 + cosx) = 2

(b) log 1
8 cos2 x

sinx =
1

2

(c) 2

lg
(
1

2
+ cos2 x

) = logsin 2x 10

(d) arcsin(lgx) = 0

(e) lg(arcsinx) = 0

(f) arccos(π log3 tanx) = 0
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