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前 言

这一套中学数学实验教材，内容的选取原则是精简实用，教材的处理力求
深入浅出，顺理成章，尽量作到使人人能懂，到处有用．

本教材适用于重点中学，侧重在满足学生将来从事理工方面学习和工作的
需要．

本教材的教学目的是：使学生切实学好从事现代生产、特别是学习现代科
学技术所必需的数学基础知识；通过对数学理论、应用、思想和方法的学习，培
养学生运算能力，思维能力，空间想象力，从而逐步培养运用数学的思想和方
法去分析和解决实际问题的能力；通过数学的教学和学习，培养学生良好的学
习习惯，严谨的治学态度和科学的思想方法，逐步形成辩证唯物主义世界观．

根据上述教学目的，本教材精选了传统数学那些普遍实用的最基础的部分，
这就是在理论上、应用上和思想方法上都是基本的、长远起作用的通性、通法．
比如，代数中的数系运算律，式的运算，解代数方程，待定系数法；几何中的
图形的基本概念和主要性质，向量，解析几何；分析中的函数，极限，连续，微
分，积分；概率统计以及逻辑、推理论证等知识．对于那些理论和应用上虽有
一定作用，但发展余地不大，或没有普遍意义和实用价值，或不必要的重复和
过于繁琐的内容，如立体几何中的空间作图，几何体的体积、表面积计算，几
何难题，因式分解，对数计算等作了较大的精简或删减．

全套教材共分六册．第一册是代数．在总结小学所学自然数、小数、分数
基础上，明确提出运算律，把数扩充到有理数和实数系．灵活运用运算律解一
元一次、二次方程，二元、三元一次方程组，然后进一步系统化，引进多项式
运算，综合除法，辗转相除，余式定理及其推论，学到根式、分式、部分分式．
第二册是几何．由直观几何形象分析归纳出几何基本概念和基本性质，通过集
合术语、简易逻辑转入欧氏推理几何，处理直线形，圆、基本轨迹与作图，三
角比与解三角形等基本内容．第三册是函数．数形结合引入坐标，研究多项式
函数，指数、对数、三角函数，不等式等．第四册是代数．把数扩充到复数系，
进一步加强多项式理论，方程式论，讲线性方程组理论，概率（离散的）统计
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ii 前 言

的初步知识．第五册是几何．引进向量，用向量和初等几何方法综合处理几何
问题，坐标化处理直线、圆、锥线，坐标变换与二次曲线讨论，然后讲立体几
何，并引进空间向量研究空间解析几何初步知识．第六册是微积分初步．突出
逼近法，讲实数完备性，函数，极限，连续，变率与微分，求和与积分．
本教材基本上采取代数、几何、分析分科，初中、高中循环排列的安排体

系．教学可按初一、初二代数、几何双科并进，初三学分析，高一、高二代数
（包括概率统计）、几何双科并进，高三学微积分的程序来安排．

本教材的处理力求符合历史发展和认识发展的规律，深入浅出，顺理成章．
突出由算术到代数，由实验几何到论证几何，由综合几何到解析几何，由常量
数学到变量数学等四个重大转折，着力采取措施引导学生合乎规律地实现这些
转折，为此，强调数系运算律，集合逻辑，向量和逼近法分别在实现这四个转
折中的作用．这样既遵循历史发展的规律，又突出了几个转折关头，缩短了认
识过程，有利于学生掌握数学思想发展的脉络，提高数学教学的思想性．
这一套中学数学实验教材是教育部委托北京师范大学、中国科学院数学研

究所、人民教育出版社、北京师范学院、北京景山学校等单位组成的领导小组
组织“中学数学实验教材编写组”，根据美国加州大学伯克利分校数学系项武
义教授的《关于中学实验数学教材的设想》编写的．第一版印出后，由教育部
实验研究组和有关省市实验研究组指导在北京景山学校、北京师院附中、上海
大同中学、天津南开中学、天津十六中学、广东省实验中学、华南师院附中、长
春市实验中学等校试教过两遍，在这个基础上编写组吸收了实验学校老师们的
经验和意见，修改成这一版《中学数学实验教材》，正式出版，内部发行，供中
学选作实验教材，教师参考书或学生课外读物．在编写和修订过程中，项武义
教授曾数次详细修改过原稿，提出过许多宝贵意见．
本教材虽然试用过两遍，但是实验基础仍然很不够，这次修改出版，目的

是通过更大范围的实验研究，逐步形成另一套现代化而又适合我国国情的中学
数学教科书．在实验过程中，我们热忱希望大家多提意见，以便进一步把它修
改好．

中学数学实验教材编写组
一九八一年三月
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第一章 指数概念普遍化与对数

第一节 指数概念普遍化

一、引言

这一节我们要把指数的概念加以推广，除了第一册学过的整数指数、零指
数外，还要引入负整数指数，正、负分数指数，为能够应用对数来简化乘法、除
法、乘方、开方的计算建立初步理论基础．

在推广过程中要注意以下几个方面：

1. 各种定义的条件．

2. 探索各种定义产生的逻辑过程，

3. 要熟练运用各种定义去计算．

我们来回忆一下正整数指数幂的定义：

定义 1

an =

n 个︷ ︸︸ ︷
a · a · · · a（n 是大于 1 的正整数），其中 a 称为底数，n 称为指数，

an 称为以 a 为底数、n 为指数的幂．当 n = 1 时，规定 a1 = a．

在定义 1 中，对于底数 a，没有任何限制，a 可以是正数，也可以是负数，
也可以是零；而指数 n，必须是正整数，否则定义 1 就无意义！这样，我们称
按定义 1 定义的 an 为正整数指数幂．

我们可以证明正整数指数幂有下列性质：

1



2 第一章 指数概念普遍化与对数

性质

1. am · an = am+n （m,n 为正整数）；

2. am ÷ an = am−n (m,n 为正整数，且 m > n, a ̸= 0)；

3. (am)n = amn (m,n 为正整数)；

4. (ab)n = anbn （n 为正整数）；

5.
(a
b

)n
=

an

bn
（n 为正整数，b ̸= 0）．

以后将会看到，将指数概念扩充到新的范围以后，这几条性质依然保留，并
且可以适当地合并．

二、零指数与负整数指数

【I】从正整数指数幂的性质可以看到：

• 幂的乘法可以转化为指数加法，(性质 1)

• 幂的除法可以转化为指数减法，(性质 2)

• 幂的乘方可以转化指数相乘．(性质 3)

要使正整数的加、减、乘、除，尤其是减、除通行无阻，那么指数只限制
在正整数范围是不行的，例如：a3 ÷ a2 = a3−2 = a1 = a, 这个转化是没有问题
的，但是

a3 ÷ a3
?
= a3−3 ?

= a0 =?

a2 ÷ a4
?
= a2−4 ?

= a−2 =?

要使指数的减法通行无阻，就会出现零指数和负整数指数，而零指数和负
整数指数是什么，过去从未见过，这就有必要将指数的概念加以推广，给零指
数和负整数下定义．

【II】探索零指数和负整数指数如何定义．
我们知道 am÷ an = am−n，这里限制 a ̸= 0, 并且 m > n, m、n 均为正整

数，现在把 m > n 的条件取消，这样 m 可以等于 n. 在 m = n 的时候，上面
的公式就是：

am ÷ an = an ÷ an = an−n = a0 (a ̸= 0)
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而 am ÷ an 的实际内容是

am ÷ an =
am

an
=

an

an
= 1

为了使公式 am ÷ an = am−n 也适用于 m = n 的情况，就应该使形式上
的运算结果“a0”与实际内容“1”一致起来，我们规定 a 的零次幂等于 1, 即
a0 = 1 (a ̸= 0) 就合理了．用同样的方法，来探索 m < n 时的情况．

当 m < n 时，am ÷ an = am−n = a−(n−m)，这里 −(n −m) 是个负整数，
我们还没有规定 a−(n−m) 的意义．但另一方面，在 m < n 的条件下，am ÷ an

的实际意义是：

am ÷ an =
am

an
=

am ÷ an

an ÷ an
=

1

an−m
(a ̸= 0)

这样看来，为了使公式 am ÷ an = am−n 在 m < n 时也适用，规定：

a−(n−m) =
1

an−m
(a ̸= 0)

就可以了，也就是说，n 是正整数的时候，应规定：

【III】对零指数和负整数指数下定义

定义 2

a0 = 1 (a ̸= 0)

定义 3

a−n =
1

an
(a ̸= 0, n是正整数)

这两个定义中特别要注意“a ̸= 0”这个条件，也就是说零的零次幂是没有
意义的，零的负整数次幂也是没有意义的．

有了定义 2 和定义 3, 对于同底数的整数指数幂相除的运算法则，就可通
行无阻，而不必再局限于 m > n 了，例如

�− 2)2 ÷ (−2)2 = (−2)0 = 1

45 ÷ 47 = 45−7 = 4−2 =
1

42
=

1

16

定义 1、2、3 说明现在我们的指数已经扩充到整数范围了．
【IV】性质的证明
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一般来说，当一个概念被推广以后，原来具有的性质可能有些仍然保持成
立，有些就不再成立了．所以必须对原来的性质逐条加以研究，对那些仍然成
立的性质，加以证明肯定，对那些不再成立的性质也应通过举反例加以否定．另
外，新的概念是否又带来了新的性质，这是研究推广了的概念应该注意的一个
问题，只有通过这样的研究，才能掌握推广了的概念．
把指数概念推广到整数范围以后，上述五条性质，因条件起了变化，就成

为：

1. am · an = am+n (m,n ∈ Z, a ̸= 0)

2. am ÷ an = am−n (m,n ∈ Z, a ̸= 0)

3. (am)n = amn (m,n ∈ Z, a ̸= 0)

4. (a · b)n = an · bn (ab ̸= 0, n ∈ Z)

5.
(a
b

)n
=

an

bn
(ab ̸= 0, n ∈ Z)

现在我们来证明性质 1．
已知：m,n 是任意两个整数，a ̸= 0.
求证：am · an = am+n

我们要对 m,n分各种情况来讨论，由于 m,n均可取正整数、负整数和零，
即

m =


0

正整数

负整数

, n =


0

正整数

负整数

因而从 m 中取出一种情况，从 n 中取出一种情况，组成一种情况，那么一共
有 3× 3 = 9 种，在这九种情况中，因为 m = 正整数，n = 正整数的情况以前
已证过，可以略去．又由于实数乘法适合交换律，因而 m,n 是对称的，这样，
我们只就下面五种情况来证明：m = 0

n = 0

m =正整数

n = 0

m =负整数

n = 0

m =正整数

n =负整数

m =负整数

n =负整数

情况 1: 当 m = 0, n = 0 时，由零指数的定义，

am · an = a0 · a0 = 1 · 1 = 1 = a0 = am+n
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∴ am · an = am+n 成立．
情况 2: 当 m 是正整数，n = 0 时，

am · an = am · a0 = am · 1 = am = am+0 = am+n

∴ am · an = am+n 成立．
情况 3: 当 m 是负整数，n = 0 时，

am · an = am · a0 = am · 1 = am = am+0 = am+n

∴ am · an = am+n 成立．
情况 4: 当 m 是正整数，n 是负整数，那么 n = −|n|, |n| 为正整数．
∵ am · an = am · a−|n| = am · 1

a|n|
=

am

a|n|
= am−|n| = am+(−|n|) = am+n

∴ am · an = am+n 成立．
情况 5：当 m,n 都是负整数时，那么 m = −|m|, n = −|n|．因此：

am · an = a−|m| · a−|n| =
1

a|m| ·
1

a|n|

=
1

a|m| · a|n|
=

1

a|m|+|n|

= a−(|m|+|n|)

= a−(|m|)+(−|n|) = am+n

∴ am · an = am+n 成立．
综合五种情况及前面的分析，就证明了当 m,n 为任意整数时，am · an =

am+n 成立．
其它几条性质可以类似地证明．应当指出，有了定义 2、3 以后，对于任何

整数 n, 都有：
1

an
= a−n (a ̸= 0)

这是因为：当 n 是正整数时，这就是定义 3, 当 n 为零时，

1

an
=

1

a0
=

1

1
= a0 = a−n

当 n 为负整数时，n = −|n|

1

an
=

1

a−|n| = a|n| = a−n

这样，定义 3 虽然是对 n 为正整数来说的，有 a−n =
1

an
，但实际上暗示了 n

为任意整数时，a−n =
1

an
都有了确定的意义．
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有了这个公式，上面的性质 2 就可归结到性质 1 上．事实上，只要 1 成
立，那么对于任何整数 m,n 我们有：

am ÷ an = am · 1

an
= am · a−n = am+(−n) = am−n

有了这个公式，上面的性质 5 也可归结为性质 3 和 4．事实上，只要 3 和
4 成立，那么对于任何整数 m,n, 我们有：(a

b

)n
=

(
a · 1

b

)n

= (a · b−1)n = an · (b−1)n

= an · b−n = an · 1
bn

=
an

bn

这样，五条性质可归结为三条性质：

1. am · an = am+n (a ̸= 0; m,n ∈ Z)

2. (am)n = amn (a ̸= 0; m,n ∈ Z)

3. (a · b)n = an · bn (ab ̸= 0; n ∈ Z)

例 1.1 1. 20 = 1

2. (0.75)0 = 1

3.
(
−
√
3
)0

= 1

4. 00 无意义

5. 10−3 =
1

103
= 0.001

6. 3(−2)−4 =
3

(−2)4
=

3

16

7.
(
1

2

)−5

= 25 = 32

8. (−0.25)−1 =

(
−1

4

)−1

= −4

例 1.2 把下列单项分式化成整式形式：

a

3bc2
=

1

3
ab−1c−2,

3

2a−3b−1c2
=

3

2
a3bc−2

例 1.3 把下面的数写成 a · 10n 的形式，这里 a 是含有一位整数的数，n 是任
意整数（把一个数写成这种形式叫科学记数法）．

1. 1 吨 (t)= 1000 公斤 (kg)= 103 公斤 (kg)

2. 1 毫米 (mm)= 0.001 米 (m)= 10−3 米 (m)

3. 1 年 = 31, 556, 925, 975 秒 (s)=3.1556925975× 107(s)≈ 3.156× 107(s)

4. 地球到太阳的距离 = 149, 640, 000 公里 (km) = 1.4964× 108(km)
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5. 地球的质量 = 5, 970, 000, 000, 000, 000, 000, 000(t) = 5.97× 1021(t)

6. 原子核 U288 的半径 = 0.000, 000, 000, 000, 93(cm)= 9.3× 10−13(cm)

例 1.4 1. (b−3)−2 = b(−3)(−2) = b6

2. (
3a−2b2c−3

)(4

5
ab−3c3

)
=

12

5
a−2+1b2+(−3)c−3+3

=
12

5
a−1b−1

=
12

5ab

3. (
a+ b

a− b

)−3(
a− b

a+ b

)−2

=

[(
a+ b

a− b

)−1
]3(

a− b

a+ b

)−2

=

(
a− b

a+ b

)3(
a− b

a+ b

)−2

=

(
a− b

a+ b

)3−2

=

(
a− b

a+ b

)1

=
a− b

a+ b

例 1.5 1.

(a−2b−3) (−4a−1b)

12a−4b−2
=
−4a−2−1b−3+1

12a−4b−2

=
−4a−3b−2

12a−4b−2

= −1

3
a

2. (
x2 − y−2

)
÷
(
x− y−1

)
=
[
x2 −

(
y−1
)2]÷ (x− y−1

)
=
(
x+ y−1

) (
x− y−1

)
÷
(
x− y−1

)
= x+ y−1 = x+

1

y

习题 1.1

1. 换去下列各算式中的负指数：
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(a) 4x−3y3

(b) 1

5c−3

(c) 4a−2

5b−3

(d) 3a−3x2

5b3y−4

2. 证明下面的运算法则，如果 m,n 为任意整数，而 a ̸= 0, 则 (am)n = am·n

3. 把下列的数写成 a · 10n 的形式，这里 a 是含有一位整数的数，n 是任意
整数，

(a) 8900

(b) 3,200,000

(c) 0.000,015

(d) 0.000,000,025

4. 下面是物理学常用的长度单位，将它化成 mm 并以 10 的幂表示出来：

(a) 1微米(1µm) =
1

1000
mm

(b) 1毫微米(1nm) =
1

1, 000, 000
mm

(c) 1微微米(1pm) =
1

1, 000, 000, 000
mm

5. 以 10 的幂来表示：

(a) 1mm 是多少 cm；

(b) 1cm3 是多少 m3 (Litre 即升)；

(c) 1g 是多少 kg, 是多少吨 (t)．

6. 将下面的数据用小数形式表示出来：

(a) 红血球的直径 = 0.7× 10−8(cm);

(b) 最小的细菌的长度 ≈ 10−4(cm);

(c) 钠光（黄色）的波长 = 5.89× 10−7(cm);

(d) 氢原子的直径 ≈ 10−8(cm);

(e) 氢原子的质量 = 1.64× 10−24(g);

(f) 电子的质量 = 9× 10−28(g);

(g) 铀矿石的含镭量 = 3.328× 10−6%.

7. 完成下列运算并将所得结果中的负指数变换成正指数：
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(a) (2x2)÷ (3x−3)

(b) ax2 ÷ x−1

(c) (a−2x2)÷ a4

(d) (ax)−3 ÷ (bx)−3

(e) (2n)n−1 ÷ (2n−1)n+1 (n > 1)

8. 利用整数指数幂的指数法则，计算

(a)


[
5

3
−
(
6

5

)−1
]−2

−
(
25

11

)−1


−3

(b)
[(

5a−2c3

3x−3y4

)−2
]4

(c) (3x2y−3)
4

(−2x−3y2)
−3

(−27x−5y2)

(d)
(

2

an + a−n

)−2

−
(

2

an − a−n

)−2

9. 求证:

(a) (a+ a−1)
2
(a− a−1)

2
= a4 − 2 +

1

a4

(b) a−3 + b−3

a−1 + b−1
+

a−3 − b−3

a−1 − b−1
= 2

(
1

a2
+

1

b2

)
10. 化简：

(a) a2 + a−2 − 2

a2 − a−2
(b) m3 + n−3

m+ n−1
+ (m− n−1)

2

11. 求 32x−6 + 12x−4 + 10x−2 − 12 除以 2x−2 − 1 所得的商式和余数．

三、n 次算术根

为了进一步把指数概念从整数范围扩充到有理数范围，我们先介绍一下 n

次算术根及其运算性质．

定义

设 a 是一个实数，n 是正整数，如果存在着实数 x, 使得

xn = a

那么，x 就叫做 a 的 n 次方根，a 叫做被开方数，n 叫做根指数．

由方根的定义推知：
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1. 如果 x1 是正数 a 的偶次方根，那么 x1 也是 a 的偶次方根．

因为如果存在 x1 使得 xn
1 = a (> 0), 那么，(−x1)

n = (x1)
n = a (n 为偶

数），即 x1 和 −x1 都是正数 a 的偶次方根．比如，x4 = 16, 则 x = ±2
都是 16 的四次方根．

2. 负数的偶次方根不存在，这是因为任何数的偶次方都是非负数的缘故．

3. 不等于零的任何数的奇次方根的符号与被开方数的符号相同．

因为如果被开方数是负数 −a (a > 0), 那么它的奇次方根，就不能是 0 或
正数，由于 0 的任何奇次方是 0, 正数的任何奇次方是正数，这就说明负
数的奇次方根应该是负数；同样说明正数的奇次方根应该是正数．

4. 0 的方根是 0．

在本教程的第六册中，我们将证明下面的存在定理．

定理

如果 a > 0, 方程 xn = a 存在唯一的正实数根．

为明确起见，我们把这个正实数方根叫做 a 的算术根，下面给出它的定义
和记法．

定义

如果 a 是正实数，那么 a 的正的 n 次方根叫做 a 的 n 次算术根，而零
也叫零的 n 次算术根，记为 n

√
a．a 的算术平方根用不带根指数的符号

√
n 表示． 1

√
a 这个表示 a 的符号，我们不用．

例如：26 = 32, 2 叫做 32 的 5 次方根，也是 32 的 5 次算术根，因此
5
√
32 = 2; (±2)4 = 16，2 和 (−2) 都是 16 的 4 次方根，其中 2 是 16 的 4 次算
术根，因此 4

√
16 = 2; (−2) 不是 16 的 4 次算术根．因此 4

√
16 ̸= −2, 但 −2 可

写成 − 4
√
16．(−3)3 = −27, −3 叫做 −27 的 3 次方根，但不是算术根．有的课

本也用符号 n
√
a （a < 0, n 是奇数）表示负数的奇次方根，例如 3

√
−27 = −3．

但是负数的奇次方根总可以用对应的算术根表示出来，例如 3
√
−27 = − 3

√
27,

一般地， 2n+1
√
−a = − 2n+1

√
a (a > 0)．

请注意以下几点：

1. 算术根的概念含有两个条件：被开方数是非负的；算术根只代表方根中的
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非负值．以后在实数范围内，符号 n
√
a（a > 0）只代表算术根，因此，正

数 a 的偶次方根的负值用 − n
√
a 表示．

2. 在等式 xn = a 中，已知 x 和 n 求 a 的过程叫做乘方运算．反过来，已知
a 和 n 求 x 的过程叫做开方运算，乘方运算和开方运算互为逆运算，由
于当 a ≥ 0 时， n

√
a 是非负值，因此对于一切大于 1 的正整数 n 都有：(

n
√
a
)n

= a (1.1)
n
√
an = a (1.2)

事实上，设 n
√
a = x, 按定义，xn = a, 所以 ( n

√
a)

n
= a．

在 a < 0 的场合，可以验知：当 n 是奇数时，等式 (1.1)、(1.2) 对于负数
的奇次方根仍保持；而当 n 是偶数时，等式 (1.1) 无意义，而 (1.2) 的右
端是 |a|, 不是 a, 即 a = |a|, 这是因为算术根只代表非负数的缘故．

例如：
√
(−2)2+ 3

√
−27+ 5

√
243 =

√
(−2)2+ 3

√
(−3)3+ 5

√
35 = 2−3+3 = 2

3. 符号 n
√ 叫做 n 次根号，如果根号下是一个算式，例如

√
1− a， 3

…
x

y
等等，我们称它为根式．当根号下的算式的值不为负数时，它的 n次算术
根才有意义．

例如：
√
(a− 2)2 =

 a− 2 a ≥ 2

2− a a < 2
,
√
(1− a) 在 a ≤ 1 的情形下有意义

下面我们介绍 n 次算术根的性质．

性质 1：乘积的开方法则

设 n 为正整数，a, b 为正实数，那么

n
√
ab = n

√
a · n
√
b

证明：因为
(

n
√
a · n
√
b
)n

= ( n
√
a)

n ·
(

n
√
b
)n

= ab

按方根定义， n
√
a · n
√
b 是 ab 的 n 次方根，又因为 a, b 是正数，当然积 ab

仍是正数，且算术根的积 n
√
a · n
√
b 也是正数，这就是说， n

√
a · n
√
b 是正数 ab 的

n 次算术根；另一方面，ab 的 n 次算术根是 n
√
ab, 根据 ab 的 n 次算术根的唯

一性得到
n
√
ab = n

√
a · n
√
b
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推论

n
√
a1a2 · · · an = n

√
a1 · n
√
a2 · · · n

√
an

例如：

3
√
60× 18× 25 = 3

»
(22 × 3× 5)(2× 32)(52)

=
3
√
23 × 33 × 53

= 2× 3× 5 = 30

性质 2：幂的开方法则

设 m,n 是正整数，a > 0, 那么， n
√
am = ( n

√
a)

m．

证明：由性质 1 的推论得，

n
√
am = n

√
a · a · · · a︸ ︷︷ ︸
m 个

= n
√
a · · · n

√
a︸ ︷︷ ︸

m 个

=
(

n
√
a
)m

性质 3：商的开方法则

设 n 为正整数，a, b > 0, 那么，

n

…
a

b
=

n
√
a

n
√
b

证明： ∵
(

n
√
a

n
√
b

)n

=
( n
√
a)

n(
n
√
b
)n =

a

b

又 ∵ a > 0, b > 0,
a

b
> 0,

n
√
a

n
√
b
> 0

∴
n
√
a

n
√
b
是

a

b
的 n 次算术根

∴ n

…
a

b
=

n
√
a

n
√
b

性质 4：根式的开方法则

设 m,n 是正整数，a > 0, 那么，

m

»
n
√
a = mn

√
a
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证明： ∵
(

m
√

n
√
a
)mn

=
[(

m
√

n
√
a
)m]n

= ( n
√
a)

n
= a

又 ∵ a > 0, m
√

n
√
a > 0

∴ n
√
a 是 a 的 mn 次算术根，

∴ m
√

n
√
a = mn

√
a

性质 5：幂指数与根指数相约法则

设 m,n, k 为正整数，a > 0, 那么，

nk
√
amk = n

√
am

证明： ∵
(

n
√
am
)nk

=
[(

n
√
am
)n]k

= (am)
k
= amk

又 ∵ a > 0, n
√
am > 0, amk > 0

∴ n
√
am 是 amk 的 nk 次算术根，

∴ nk
√
amk = n

√
am

最后强调，这些性质是在 a > 0 的前提下成立的，对于 a < 0, 有些根式也
许仍有意义，但法则就不适用了，例如，性质 5:
设 a = −8, 那么， 6

√
(−8)2 = 6

√
64 = 2, 而 3

√
−8 = 3

√
(−2)3 = −2，因此，

6
√

(−8)2 ̸= 3
√
−8．

例 1.6 化简下列各式：

1. 4
√
25x2y2 (x, y ≥ 0)

2. 6
√
54a4b2 (a, b ≥ 0)

3.
√
3x2a+2 (x ≥ 0)

4. 6
√
27(u+ v)18 (u, v ≥ 0)

5. (a− b)

 
a2 + ab

a2 − 2ab+ b2
(a, b > 0)

6. 3
√
16
√
2

7. 4
√
4x6 (x ∈ R)

解：

1. 4
√
25x2y4 = 4

»
(5xy2)

2
=
√
5xy2

2. 6
√
54a4b2 = 6

»
(52a2b)

2
=

3
√
52a2b =

3
√
25a2b
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3.
√
3x2n+2 =

√
3 ·
»
(xn+1)

2
=
√
3xn+1

4.
6

»
27(u+ v)18 =

6

»
33 [(u+ v)6]

3

= 6

»
[3(u+ v)6]3 =

»
3(u+ v)6

=
√
3
»
(u+ v)6 =

√
3(u+ v)3

5.

(a− b)

 
a2 + ab

a2 − 2ab+ b2
= (a− b)

√
a2 + ab√
(a− b)2

= (a− b)

√
a(a+ b)

|a− b|

=


√
a(a+ b), a > b > 0

−
√
a(a+ b), b > a > 0

6.
3

»
16
√
2 =

3
»√

162 ·
√
2

=
3
»√

162 · 2 =
6
√
162 · 2

=
6
√
28 · 2 =

6
√
29 =

√
23 = 2

√
2

7.
4
√
4x6 = 4

»
22|x|6 =

»
2|x|3

=
»
2 · |x|2 · |x| =

√
2|x|
»
|x|

=


√
2x
√
x, x ≥ 0

−
√
2x
√
−x, x < 0

例 1.7 把
√
2， 3
√
−3， 4

√
4 化成同次式（指数相同的根式叫做同次根式）

解： ∵ 3
√
−3 = − 3

√
3, 4
√
4 =
√
2

∴ 只需要考虑将
√
2, 3
√
3 化成同次根式

√
2 =

6
√
23 =

6
√
8

3
√
−3 = − 3

√
3 = − 6

√
32 = − 6

√
9

4
√
4 =
√
2 =

6
√
8
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练习

1. 求出下列方根的值：

(a) 4
√
10000

(b) 4
√
1

(c) 4
√
256

(d) 4

…
1

16

(e) 4

…
1

625

(f) 5
√
100000

(g) 5
√
0

(h) 5
√
0.00001

(i)
…

4

9

(j) 4

…
1

81

(k) 6
√
64

(l) 3
√
0.064

(m) 5
√
0.00243

(n) 10
√
0

(o) 3

…
−210

27

2. 计算下面方根，准确到 0.1

4
√
25,

6
√
27,

8
√
16,

10
√
32

3. 约简下列根式中被开方数的指数和根指数：

(a) 6
√
36x2

(b) 4
√
25y2

(c) 8
√
24a4b6

(d) 16
√
1444mb8m

这里，a > 0, b > 0, x, y ∈ R

4. 计算下列各题（题中字母都是正的）：

(a) 3

 
8x3y6

27x6y9

(b) n

 
anb2n

x3nyn

(c)
 

25(a+ b)2

(c− d)4

(d) 3

 
− (a− b)3n

(x+ y)6n

(e) n

 
(a+ b)2n

a3n(a− b)n

5. 化简下列各式:
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(a)
√
2
√
3

(b) 3
√
2
√
5

(c)
√
3 3
√
2

(d) 4
√
5
√
2

(e)
√

3
√
a4b2

(f)
√
x3 3
√
x

(g)
 

x

y

…
x

y

四、最简根式和同类根式

根式作运算，计算结果用根式表示时，根式应为最简根式，最简根式指：

1. 被开方数的每一个因式的指数都小于根指数；

2. 根号内的式子不含分母；

3. 根指数与被开方数的指数互质．

把根式化为最简根式的方法是：

1. 移因式到根号外，例如：

n
√
anb = n

√
an · n
√
b = a

n
√
b (a ≥ 0)

2. 移因式到根号内，例如：

a
3

…
1

a2
=

3
√
a3 · 3

…
1

a2
=

3

 
a3

a2
= 3
√
a (a > 0)

3. 化去根号内式子的分母，例如

(a) 如果 ab > 0, 那么
…

a

b
=

…
ab

b2
=

√
ab√
b2

=

√
ab

|b|
(b) 如果 a > 0, b > 0, 且 n > m, 那么

n

…
a

bm
=

n

 
abn−m

bmbn−m
=

n
√
abn−m

n
√
bn

=
n
√
abn−m

b

4. 约去根指数与被开方数的指数的公因数，例如，

6
√
8x3 = 6

»
(2x)3 =

√
2x (x > 0)

例 1.8 化下面根式为最简根式：
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1.

5a2

7b

 
49b3

5a
=

5a2

7b

 
(72b2b) (5a)

52a2

=
5a2

7b
· 7b
5a

√
5ab

= a
√
5ab (a > 0, b > 0)

2.

2a2

3b

3

 
b3

a4
− b5

a6
=

2a2

3b

3

 
a2b3 − b5

a6

=
2a2

3b

3

 
b3 (a2 − b2)

a6

=
2a2

3b
· b

a2
· 3
√
a2 − b2

=
2

3
3
√
a2 − b2 (a ̸= 0, b > 0)

例 1.9 作下面根式的乘法和除法：

1.
5

4
√
2a · 4
√
8a3 = 5

4
√
16a4 = 5 4

»
(2a)4 = 5× 2a = 10a (a ≥ 0)

2. …
3

4
· 4

…
4

3
=

4

√(
3

4

)2

· 4

…
4

3
=

4

√(
3

4

)2

· 4
3

=
4

…
3

4
=

…
3

22
=

4

 
3× 22

24
=

4
√
12

2

3. 16
√
3√
2

=
16
√
3 ·
√
2√

2 ·
√
2

= 8
√
6

4. 5
3
√
4
=

5 3
√
2

3
√
22 3
√
2
=

5 3
√
2

3
√
23

=
5

2
3
√
2

几个根式化成最简根式后，如果根指数相同，根号内的式子也相同，这几
个根式叫做同类根式．

例 1.10 3
√
8ax3 和 6

√
64a2y12 是同类根式吗？
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解：由于：

3
√
8ax3 = 2x 3

√
a

6
√
64a2y12 = 2y2

6
√
a2 = 2y2 3

√
a (x ≥ 0, a ≥ 0)

∴ 3
√
8ax3 和 6

√
64a2y12 同类根式．

例 1.11
…

2x

3
,
…

6

x
,
√
6x 是同类根式吗？

解：由于： …
2x

3
=

…
2x · 3
3 · 3

=

…
6x

32
=

√
6x

3
=

1

3

√
6x…

6

x
=

…
6x

x2
=

√
6x

x
=

1

x

√
6x

∴
…

2x

3
,

…
6

x
,
√
6x 是同类根式．

根式相加减，就是把同类根式分别合并．

例 1.12

2

3
x
√
9x+ 6x

…
x

4
− x2

…
1

x

= 2x
√
x+ 3x

√
x− x

√
x

= 4x
√
x

例 1.13

15
3
√
4− 3

3
√
32− 16

3

…
1

16
− 3
√
108

= 15
3
√
4− 6

3
√
4− 4

3
√
4− 3

3
√
4

= 2
3
√
4

练习

1. 说明下面根式是同类根式：

(a) 3
√
24 和 3

√
81

(b) 3
√
54 和 3

√
16

(c)
√
216 和

…
3

8

(d) 3

…
72

343
和 3

…
41

2

3

(e) 4

…
1

27
和 4
√
0.1875
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2. 将下面根式化为同次根式：

(a)
√
2, 3
√
5

(b) 3
√
2, 4
√
3

(c) 4
√
x8, 6

√
y5

(d) 3
√
xy2,

√
yz,

4
√
xz3

(e)
…

1

a
+

1

x
, 3

…
1

a
− 1

x

3. 作下面根式的加减法：

(a) 3
√
40 +

(
3

2
3
√
−5− 2 3

…
1

5

)
(b)

(
3 3
√
32 + 3

…
1

9
− 3
√
108

)
−
(
16 3

…
1

16
− 4 3

…
1

72

)
4. 作下面根式的乘除法：

(a)
√
a · 4

…
x

a

(b)
…

2

3
· 3

…
3

2
· 6

…
1

2

(c)
(√

2− 3
√
4 + 4
√
8
)
·
√
2

(d)
√
140÷

√
20

(e) 4
√
8÷
√
2

(f) 6
√
3÷ 12

√
18

(g)
(

9
√
8
)4

(h)
(

9
√
27
)4

五、分数指数幂

我们再把指数幂的概念由整数指数幂推广到分数指数幂，先来探索如何合
理地定义 a

1
4，a

3
4 的意义．

假设符号 a
1
4，a

3
4 有意义，并且适合整数指数幂法则 (am)n = amn，那么

对于 a
1
4，a

3
4 应用这个法则就得到

(
a
1
4

)4

= a 和
(
a
3
4

)4

= a3．这就是说，可

以把 a
1
4，a

3
4 看作方程 x4 = a, x4 = a3 的根．实际上这两个方程的唯一正实

数解分别是 4
√
a 和 4

√
a8, 即有等式 ( 4

√
a)

4
= a,

(
4
√
a3
)4

= a3 成立．因此，我们

定义 a
1
4 = 4
√
a，a

3
4 =

4
√
a3 是合理的．

下面给出一般的定义：
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定义 4

若 a > 0，m,n 是正整数，我们规定：

a
m
n = n

√
am, a−

m
n =

1

a
m
n

例如：

5
3
4 =

4
√
53, 2

3
2 =
√
a3, 4

1
3 =

3
√
4, a−

4
3 =

1

a
4
3

=
1

3
√
a4

有了定义 4, 我们的指数就推广到了有理数了．
对于分数指数，还需要讨论它的合理性问题．这个问题的提法是这样的．设

有一个正有理数 r, 按照有理数的性质，一定有两个正整数 m,n, 使得 r =
m

n
，

那么按照定义 4，
ar = a

m
n = n

√
am (a > 0)

但另一方面，r 还有其它正分数表示法，例如，
2m

2n
就是另一个不同的表示法，

设
m1

n1

是 r 的另一个任意正分数表示法，那么按定义 4，

ar = a
m1

n1 = n1
√
am1 (a > 0)

于是，对于同一个正有理数 r, ar 就有很多（实际上是无穷多）个形式上
不同的表示式，而 ar 当然被规定为一个确定的数，所以必须证明 ar 的任何两
个不同的表示式是相等的．这就是下面的定理．

定理

设 a是任意给定的正实数，m,n,m1, n1 是正整数且
m

n
=

m1

n1

，则 a
m
n =

a
m1

n1

证明：由于
m

n
=

m1

n1

，因而 mn1 = m1n，故

amn1 = am1n

∵ a
m
n = n

√
am = nn1

√
amn1 a

m1

n1 = n1
√
am1 = nn1

√
am1n

∴ nn1
√
amn1 = nn1

√
am1n，即：

a
m
n = a

m1

n1
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这就解决了定义的合理性的问题．不仅如此，它还告诉我们，可以改变有
理数的分母以适应各种不同的需要．

例如：5
1
2 = 5

2
4 = 5

3
6 = · · ·

注意：分指数幂的定义不考虑底是负数的情形，因为这时分指数幂不再具有上
述的重要性质．例如，(−1)

1
3 = 3

√
−1 = −1, 同时 (−1)

2
6 = 6

√
(−1)2=1, 所以

(−1)
1
3 ̸= (−1)

2
6．又 0−

m
n 没有意义，因此分指数幂的底限制为正数．

有了分数指数幂的定义，上面讲过的三条性质在新的范围内就可叙述为：

性质

1. ar · a′s = ar+s (r, s 是有理数，a > 0);

2. (ar)s = ars (r, s 是有理数，a > 0);

3. (ab)r = ar · br (r 是有理数，a, b > 0)．

我们只对性质 1 作出证明，其它性质的证明留给同学自己去考虑．
性质 1 的证明：设 a > 0, r, s 为有理数，我们证明 aras = ar+s

证明： 情形 1 若 r, s 都是正有理数时，则 r =
m

n
, s =

ℓ

k
, 这里 m,n, ℓ, k 都

是正整数．

aras = a
m
n · a

ℓ
k = n

√
am · k

√
aℓ

=
nk
√
amk · nk

√
aℓn

=
nk
√
amk · anℓ = nk

√
amk+nℓ

= a
mk+nℓ

nk = a
mk
nk

+
nℓ
nk

= a
m
n

+
1
k = ar+s

∴ aras = ar+s

情形 2 若 r < 0, s < 0, 则 r = −|r|, s = −|s|.

ar · as = a−|r|a−|s| =
1

a|r|
· 1

a|s|

=
1

a|r|a|s|
=

1

a|r|+|s|

= a−(|r|+|s|) = a−|r|+(−|s|)

= ar+s

∴ aras = ar+s
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情形 3 若 r > 0, s < 0, 则 |s| = ℓ

k
, r =

m

n
, m,n, ℓ, k 都是正整数，则

aras = ar · a−|s| =
ar

a|s|

=
a
m
n

a
ℓ
k

=
n
√
am

k
√
aℓ

=
nk
√
amk

nk
√
anℓ

=
nk

 
amk

anℓ

=
nk
√
amk−nℓ = a

mk−nℓ
nk

= a
m
n

− ℓ
k = ar−|s|

= ar+s

∴ ar · as = ar+s

（若 r < 0, s < 0 则根据交换律也是成立的）
此外，r, s 有一个为零的情形，性质 1 显然成立，故 aras = ar+s 对任意

有理数 r, s 成立．

例 1.14 求下面各分指数幂的值：

1. 18
1
2 = (32 · 2)

1
2 = 3 · 2

1
2 = 3

√
2

2. 100−
3
2 = (102)−

3
2 = 10−3 =

1

103
= 0.001

3.
(

81

625

)− 3
4

=

[(
3

5

)4
]− 3

4

=

(
3

5

)−3

=

(
5

3

)3

=
125

27

例 1.15 用分指数幂作下面根式运算：

1. 4
√
a3 ÷ 3

√
a = a

3
4 · a−

1
3 = a

3
4
− 1

3 = a
5
12 =

12
√
a5

2.
√
a3 · a

√
a · a6 3

√
a =

(
a3 · a1

1
2 · a6

1
3

) 1
2

=

(
a10

5
6

) 1
2

= a5
5
12 = a5 · 12

√
a5

例 1.16 化简下面算式：

1.

5x− 2
3 y

1
2(

−1

4
x−1y−

1
3

)(
−5

6
x− 1

3 y−
1
6

)
= 24x− 2

3
+1+

1
3 y

1
2
+

1
3
+

1
6 = 24x

2
3 y

= 24y
3
√
x2
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2. (
a2x+ ax1.5

) (
a1.5x0.5 + a0.5x

)−1

= (ax)
(
a+ x0.5

) [
a0.5x0.5

(
a+ x0.5

)]−1

= (ax)(ax)−0.5
(
a+ x0.5

) (
a+ x0.5

)−1

= (ax)0.5
(
a+ x0.5

)0
= (ax)0.5 =

√
ax

3.

m− n

m
1
2 − n

1
2

− m
3
4 + n

3
4

m
1
4 + n

1
4

=

(
m

1
2

)2

−
(
n

1
2

)2

m
1
2 − n

1
2

−

(
m

1
4

)3

+

(
n

1
4

)3

m
1
4 + n

1
4

= m
1
2 + n

1
2 −

[(
1
4

)2

−m
1
4n

1
4 +

(
n

1
4

)2
]

= m
1
4n

1
4 = 4
√
mn

由例 1.15 看出，有了分数指数，根式就可转化为幂，根式的运算转化为幂
的运算，这就有可能简化计算工作，为以后的对数计算在理论上作了准备．

习题 1.2

1. 求下面分指数幂的值：

(a) 8
4
3

(b) 16−
3
2

(c) 9−
5
2

(d)
(
27

8

)− 1
3

(e) 25−
1
2

(f)
(
2
1

4

)− 3
2

(g)
(
3
3

8

)− 1
3

(h) (0.008)−
2
3

(i) 54
1
3

(j) (500)
1
3

(i)，(j) 化为最简根式．

2. 按照
(
2

5

) 1
3

=

(
2 · 25
5 · 25

) 1
3

=
50

1
3

5
的样子将分母变成有理数：
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(a)
(
2

3

) 1
2

(b)
(

5

12

) 1
2

(c)
(
1

2

) 1
3

(d)
(
4

3

) 1
3

(e)
(
2

5

) 1
4

(f)
(

4

3y2

) 1
4

(g)
(

1

10x3

) 1
4

(h)
(

2x

3y2

) 1
3

3. 通过扩分（应用分式的基本性质）将下列分式的分母变成有理数：

例：
1

a
2
3

=
1 · a

1
3

a
2
3 · a

1
3

=
a
1
3

a
=

3
√
a

a

(a) 4

8
1
2

(b) 10

5
1
3

(c) 1

x
1
4

(d) 1

a
2
3

(e) 10a

(2a3)
1
3

4. 按照 2 ·
(
1

4

) 1
3

=

(
8

4

) 1
3

= 2
1
3 的方法做

(a) 2 ·
(
1

2

) 1
3

(b) 3 ·
(
1

3

) 1
3

(c) 1

2
(64)

1
5

(d) a

(
1

a

) 3
2

5. 用根式表示指数幂：

(a) a
4
5

(b) b−
1
2

(c) c−
3
5

(d)
(
a
4
7

)−3

(e) a
1
3 b

2
3 c−

1
3

6. 用正指数幂表示下列根式：

(a) 4
√
b−3

(b)
(√

2
)− 3

5

(c)
(

1
4
√
x−5

)−2

(d)
3
√
a2

3
√
b

7. 用有理指数幂表示下列各式：
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(a) 3
√
a4

(b) 5
√
b11

(c) 1

c
5
√
c4

(d)
…

1

x5

(e) 3
5
√
y3

(f) a
1
2

√
5x3

(g) 2
√
a−3

3
3
√
55

8. 用分指数幂计算：

(a) 2
√
2 · 4
√
2 · 8
√
2

(b)
√
x · 3
√
x2

x 6
√
x

(c) a5 3
√
a√

a3
6
√
a3

(d)
√

3
√
4

(e) 3
√
a

4
√
a3

(f)
(

3
√
5−
√
125
)
÷ 4
√
5

(g) 3
√
a−2 ·

√
a−3

9. 化简下列各式：

(a) a
1
4 a

1
3

(b)
(
1

2
x

1
2 y−

1
2 z

)(
−2

3
x−1y−

1
3 z

1
2

)
(c)

(
x

1
2 y−

2
3

)6

(d) 15a
1
2 b

1
3 c

3
4

25a−
1
2 b

1
3 c

5
4

(e) a
1
3 b

2
3 ÷ a−

2
3 b

4
3

(f)
(
a
1
2

3
√
b2
)−3

÷
√
b−4
√
a−2

(g) a−
1
2 b−

3
4

a
1
3 b

1
2

÷ a
5
6

b−
1
6

(h)
(
8b−

1
3x− 4

3 b
4
»
x

4
3

) 1
3

(i)

(x 1
m−n

)m−n2

m


m

m+n

(j) x
»
x
√
x
√
x

10. 分解下列各式为因式的积：

a
2
3 − b

2
3 , x

3
2 − y

3
2 , x−3 − 27y−3

11. 计算：

(a)
(
a
1
2 b

1
2

)2

(b)
(
a
1
3 − b−

2
3

)(
a
2
3 + b−

2
3 + b−

4
3

)
(c)

(
am + a

m
2 + 1

)(
a−m + a

m
2 + 1

)



26 第一章 指数概念普遍化与对数

(d)
(
m

3
2 + n

3
2

)
÷
(
m

1
2 + n

1
2

)
(e) a− b

a
1
3 − b

1
3

− a+ b

a
1
3 + b

1
3

六、无理指数幂

由于无理指数幂的概念要用到实数完备性或极限存在定理，我们这里不作
详细介绍，只指出 aα（a > 0, α 是无理数），例如 2

√
2, 10

√
8, 3π 等等，仍有确

定意义，即它仍代表一个确定的实数，并且也满足指数运算的三个法则：

aα · aβ = aα+β

(aα)
β
= aαβ

(ab)α = aα · bα

这里 a, b 大于零；α, β 是无理数．
于是指数法则可以进一步推广，得到下面的普遍定理．

定理

指数运算法则 aα · aβ = aα+β, (aα)β = aαβ, (ab)α = aα · bα (a, b > 0) 对
于任何实数 α, β 成立．

在实际应用中，我们常用有理指数幂去近似地代替无理指数幂，例如
√
2 ≈

1.414, 10
√
2 ≈ 101.414．因此，在这里我们只要求同学知道上述结论就可以了．

第二节 对数和常用对数

一、对数的定义

在前面我们引入了有理指数的概念，并指出对于正实数 a 与任意实数 α,
aα 都有明确的意义；在学习指数时，我们回顾一下，同底指数幂有一些运算公
式：

am · an = am+n

am ÷ an = am−n

(am)n = amn

n
√
a = a

m
n

这里幂指数 m,n 为任意实数，根指数 n 是大于 1 的自然数，a 为正实数．
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这就是说，同底的幂相乘转化为指数相加；同底的幂相除转化为指数相减；
幂的乘方转化为指数相乘；幂的开方转化为指数相除，对于数值的计算，加法
和减法显然比乘法和除法容易得多，譬如我们用 2 的 n 次幂可以简捷地算出

式子：M =
5122 × 64

323 × 256
的值．

M =
(29)2 × 26

(25)3 × 28
= 218+6−15−8 = 21 = 2

因此，我们自然就希望把这一性质用到实际计算工作中去，使计算简化．
现在的问题是，任意两个正数相乘，能否应用上述简化的思想来计算？即，

如果 M 和 N 均为任意正实数，能否实现下述过程：

N ×M = ab × ac = ab+c (a > 0, 且a ̸= 1)?

注意：因为 1以外的正数不可能等于 1的任何次幂，所以这里必须限定 a ̸= 1．
要把任意正数的乘法转化为同底的幂的乘法，从而用指数相加来完成，关

键在于任意一个正数 N 能否写成一个已知数 a (a > 0 且 a ̸= 1) 的幂 a 的形
式，换句话说，就是给了一个不等于 1 的正实数 a 作为底数，那么对于任意给
定的正实数 N , 是否有唯一的实数 b 存在，使得 N = a, 只要这个问题解决了，
上述的想法就可实现，回答是肯定的，这就是：

定理

设 a > 0 且 a ̸= 1, 那么对于任意给定的正实数 N 存在唯一的实数 b, 使
得

ab = N

定理的严格证明需要较多的理论，我们将在第六册给出它的证明．
现在我们利用这个定理再介绍一个新的概念和一个新的符号如下：

定义

设 a是一个不等于 1的正实数，N 是任意给定的正实数，如果实数 b使
得等式

ab = N

成立，那么 b 就叫做以 a 为底 N 的对数，记为 loga N = b, N 叫做真
数．
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从定义里可以看出，下面两个式子是等价的：

ab = N ⇐⇒ loga N = b

前者叫做指数式，后者叫做对数式．
由定义知道，求对数是求方幂的一种逆运算．若给出底数 a 和指数 b 就

是求方幂 N , 反过来，若给出底数 a 和方幂 N , 求指数 b, 就是求对数 b =

loga N ; 若给出指数 b 和方幂 N , 求底数 a, 这就是求方根 a = N
1
b , 这三个等

式，loga N = b, ab = N 和 a = N
1
b 是等价的，即如果 a、b、N 三个数满足其

中一个等式，那么它们也满足另外两个等式．

例 1.17 将下列指数式换成对数式：

1. 102 = 100 ⇐⇒ log10 100 = 2

2. 35 = 243 ⇐⇒ log3 243 = 5

3. 4
1
4 =
√
2 ⇐⇒ log4

√
2 =

1

4

4. 210 = 1024 ⇐⇒ log2 1024 = 10

5. 3−1 =
1

3
⇐⇒ log3

1

3
= −1

例 1.18 求下面等式中的 x 值：

1. log64 x = −2

3
⇐⇒ x = (64)−

2
3 = (43)

− 2
3 = 4−2 =

1

16

2. logx 8 = 6 ⇐⇒ x6 = 8, x = (23)
1
6 =
√
2

3. log9 27 = x ⇐⇒ 9x = 27, 32x = 33

∴ 2x = 3, x =
3

2

同学们想一想怎样证明下面两个对数的重要性质：

log a = 1 (a > 0, a ̸= 1)

即底的对数恒等于 1;

log 1 = 0 (a > 0, a ̸= 1)

即 1 的对数，对于任何底恒等于 0．
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对某数连续地完成两个互逆的运算得到的数就是原来这个数，例如

(2 + 3)− 3 = 2, (2× 3)÷ 3 = 2

因此如果给出数 N ,求出以 a为底 N 的对数以后，接着再求以 a为底该对数为
指数的幂，结果仍等于 N . 这一点可将对数式 loga N = b 代入指数式 ab = N

中的 b 得到下面的恒等式：
aloga N = N (1.3)

这个恒等式也说明 loga N 就是方程 ab = N 的唯一解．
如果给出数 b, 我们求出 a 的 b 次幂后，接着再求这个幂以 a 为底的对数，

这相当于把方幂 ab = N 代入等式 loga N = b 中的真数 N 得到恒等式：

b = loga a
b (1.4)

例 1.19 计算

1. 3log3 243

2. log3 27

3. 41+log4

√
2

4. log10 0.1

5. 5log5 2−1

解：

1. 3log3 243 = 243

2. log3 27 = log3 3
3 = 3

3. 41+log4

√
2 = 4 · 4log4

√
2 = 4

√
2

4. log10 0.1 = log10 10
−1 = −1

5. 5log5 2−1 =
5log5 2

5
=

2

5

例 1.20 试将以下四式写成 2 的方幂：
√
2,

√
8, 3,

3
√
3

解：

1.
√
2 = 2

1
2

2.
√
8 = 2

3
2

3. 3 = 2log2 3

4. 3
√
3 = 2log2

3√3
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练习

1. 计算下列各式的值：

(a) 20.5 · 80.5

(b) 10−2.5

100.5

(c)
(
5
1
3

)3

(d)
(

49

225

)− 1
2

(e) (16× 81)−0.25

2. 求下列各式中的 x, 指出哪个是幂的运算？哪个是求对数？哪个是
开方运算？

(a) 34 = x (b) x3 = 1000 (c) 10x = 0.001

3. 求真数：

(a) log2 x = 3

(b) log4 x = −2

(c) log3 N = 0

(d) log3 N = 1

(e) log√
2 x = 4

(f) log0.1 x = −1

4. 求底数：

(a) logx 216 = 3

(b) logx

1

81
= 4

(c) logx

1

64
= −3

(d) logx

√
8 =

3

4

5. 求对数：

(a) log10 10000 = x

(b) log10 0.001 = x

(c) log4 256 = x

(d) log 1
3
9 = x

(e) log3

1

27
= x

(f) log9

1

9
= x

(g) log5 1 = x

(h) log0.04 5 = x

(i) log3
√
3

1

27
= x

6. 利用恒等式 loga a
b = b, (a > 0, a ̸= 1) 计算：

(a) log3
4
√
3

(b) log2

√
2

(c) log5

1
3
√
5

(d) log3

√
27

(e) loga

1

an

(f) loga

1
n
√
a
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7. 求对数 x：

(a) 2x = 8

(b) 2x = 0.125

(c) 3x = 1

(d) 4x = 2

(e) 4x = 0.5

(f) 10x = 10
√
10

(g) 2x =
5
√
2

2
(h) 5x =

3
√
52

(i) 10x =
1

4
√
1000

(j) 2x = 3

(k)
(√

2
)x

= 10

8. 根据恒等式 aloga N = N , 求：

(a) 2log2 8

(b) 3log3 7

(c) 36log6 2

(d) 25log5 3

(e) 810.5 log9 7

(f) 81
1
2

log3 7

(g) 5log5 10−1

(h) 2log2 5+1

二、对数的性质

在前面我们说明了对于每个正实数 x 都有唯一的以 a 为底的对数 loga x

和它对应，于是，

M(M > 0) −→ loga M, 使得aloga M = M

N(N > 0) −→ loga N, 使得aloga N = N

M ·N(M > 0, N > 0) −→ loga(M ·N), 使得aloga(MN) = MN

M

N
(M > 0, N > 0) −→ loga

M

N
, 使得aloga

M
N =

M

N

Mu(M > 0, u ∈ R) −→ loga M
u, 使得aloga Mu

= Mu

n
√
M(n ≥ 1, n ∈ Z) −→ loga

n
√
M, 使得aloga

n√
M =

n
√
M

现在我们来研究怎样求：

1. 积的对数；

2. 商的对数；

3. u 次方幂的对数；

4. n 次方根的对数．

显然对数的性质与指数法则有密切关系，譬如，对应于指数法则 au · av =

au+v，就有下面的对数法则：
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性质 1

两个正数乘积的对数，等于这个积的因数的对数的和，即

loga(MN) = loga M + loga N

证明：根据恒等式，有

M = aloga M , N = aloga N (1.5)

那么将指数法则：au · av = au+v 应用到 (1.5), 得到

MN = aloga M · aloga N = aloga M+loga N

根据对数定义得到

loga MN = loga M + loga N

对应于指数法则
au

av
= au−v，就有对数法则：

性质 2

一个商的对数等于分子与分母的对数的差，即

loga

M

N
= loga M − loga N

证明：将指数法则
au

av
= au−v 应用到 (1.5), 得到：

M

N
=

aloga M

aloga N
= aloga M−loga N

根据对数定义得到：

log M

N
= loga M − loga N

对应于指数法则 (am)n = amn 就有对数法则：

性质 3

一个幂的对数，等于幂底数的对数与指数的积，即

loga M
u = u loga M
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证明：将指数法则 (am)n = amn 应用到 (1.5) 得到

Mu =
(
aloga M

)u
= au loga M

根据对数定义得到
loga M

u = u loga M

性质 3 的特殊情况是：

性质 4

M(M > 0) 的 n 次算术根的对数等于根指数的倒数乘以被开方数的对
数，即

loga
n
√
M =

1

n
loga M

注意：

1. 由性质 2 可得 loga

1

M
= − loga M (M > 0)；

2. 一般来说，loga(M ±N) ̸= loga M ± loga N；

3. 上述四个性质说明，如果先对算式取对数，即把算式过渡到对数，然后根
据对数运算法则，两个数相乘与相除可以化为它们的对数相加与相减，一
个数的乘方与开方可以化为把它的对数乘以或除以指数，这样计算简捷
得多，以后我们还要进一步说明，如何把计算对数的结果再还原到算式的
结果．

例 1.21 已知 log10 2 = 0.3010, 求 log10 5, log10 40, log10 5000

解：

log10 5 = log10

10

2
= log10 10− log10 2 = 1− 0.3010 = 0.6990

log10 40 = log10(4× 10)

= log10 2
2 + log10 10 = 2 log10 2 + 1

= 2× (0.3010) + 1 = 1.6020

log10 5000 = log10(5× 1000) = log10 5 + log10 10
3

= (log10 10− log10 2) + 3 log10 10

= 4− 0.3010 = 3.6990
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例 1.22 已知 log10 2 = 0.3010，log10 3 = 0.4771，求 log10 0.2, log10

√
1.5,

log10 450

解：

log10 0.2 = log10

2

10
= log10 2− log10 10

= 0.3010− 1 = −0.6990

log10

√
1.5 =

1

2
log10

3

2
=

1

2
(log10 3− log10 2)

=
1

2
(0.4771− 0.3010) = 0.08805

log10 450 = log10

32 × 102

2
= log10(3× 10)2 − log10 2

= 2 (log10 3 + log10 10)− log10 2

= 2(0.4771 + 1)− 0.3010 = 2.6532

注意：在解题时常用到 loga a = 1, loga 1 = 0．

求任何单项式的对数就是求该式中各因式的对数的代数和．

例 1.23 已知 y =
(a− b)3 3

√
c

5
√
(a+ b)2d3

，求 logc y

解：

logc y = logc

(a− b)3 3
√
c

5
√
(a+ b)2d3

= logc(a− b)3 · 3
√
c− logc

5

»
(a+ b)2d3

= logc(a− b)3 + logc
3
√
c− 1

5
logc (a+ b)2d3

= 3 logc(a− b) +
1

3
logc c−

1

5
[2 logc(a+ b) + 3 logc d]

= 3 logc(a− b) +
1

3
− 2

5
logc(a+ b)− 3

5
logc d

所谓代数式的还原法就是由一个单项式的对数式反求这个单项式．

例 1.24 已知 log2 x = log2 a+ 2 log2 b−
1

3
log2 c，求 x．

解：

log2 x = log2 a+ log2 b
2 − log2

3
√
c = log2 ab

2 − log2
3
√
c = log2

ab2

3
√
c
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根据同底的两个对数相等，则它的真数相等，得出

x =
ab2

3
√
c

例 1.25 已知 loga N = loga c+ b, 求 N．

解：
loga N = loga c+ loga a

b = loga c · ab

根据同底的两个对数相等则其真数相等，得出

N = c · ab

性质 5

以 b 为底 N 的对数，除以以 b 为底 a 的对数的商，可以换作以 a 为底
N 的对数

loga N =
logb N

logb a

这个公式叫做换底公式．

证明：因为 N = aloga N，两边取以 b 为底的对数，得到

logb N = logb(a
logaN )

应用对数法则 (性质 3), 得到

logb N = (loga N) logb a

即

loga N =
logb N

logb a

推论

loga b =
1

logb a

例 1.26 已知 log10 2 = 0.3010，求 log2 5．
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解：

log2 5 = log2

10

2
= log2 10− log2 2 =

1

log10 2
− 1 =

1

0.3010
− 1 =

699

301

例 1.27 已知 log10 2 = a, log10 7 = b，求 log8 9.8．

解：

log8 9.8 =
log10 9.8

log10 8
=

log10

2× 72

10
log10 2

3

=
log10 2 + 2 log10 7− log10 10

3 log10 2

=
a+ 2b− 1

3a

习题 1.3

1. 利用对数性质将下面的式子变形：

(a) loga a
2b2

(b) logx x
√
y

(c) logx

3
√
x

y2

(d) loga

b3√
a

(e) loga(ab)
3

(f) loga

(
x

y

)4

(g) loga
4

 
x3

y

(h) loga

uv3

w2

2. 求下列各式中 log10 x 的展开式：

(a) x = 6a

√
2(a− b)c

5(a− b)2

(b) x = 5m
3
4n

1
3

3

…
2 cosα

3
, (0◦ ≤ α ≤ 90◦)

(c) x = 5

 (
1

a2b2
4
√
c3

)3

(d) x =

 √
ab

a−1
· 3
√
a−1b−2
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3. 求证：

(a) loga(e
x + 2 + e−x) + loga(e

x − 2 + e−x) = 2 loga(e
x − e−x)

(b) loga(m
3 + 3m2 + 3m+ 1)− loga(n

3 + 3n2 + 3n+ 1) = 3 loga

m+ 1

n+ 1

4. 已知 log10 x = log10 a+ log10 b− 3 log10 c, 求 x．

5. 求下列各式的值：

(a) 1

2
log3 9

(b) log4 2 + log4 8

(c) 3 log10 2− log10 80

(d) log5 10− log5

2√
5

6. 若 log10 2 = 0.3010, 计算 log2 13 +
1

2
log2 25 + log2

4

7
− log2

13

35

7. 已知 log10 2 = 0.3010, log10 3 = 0.4771, 求 log4 3 和 log3 2

8. 试证 logak b =
loga b

k

9. 计算：(log2 3 + log4 9)(log3 4 + log9 2)

10. 计算：loga b · logb c · logc a (a, b, c 是不等于 1 的正数)．

三、常用对数

（一）近似数计算常识

本节要介绍常用对数表，对数表所列对数几乎全是近似数，我们不仅在数
学用表中遇到近似数，其实在日常生活中，有关度量和计算大量物件或计算无
理数的的结果，都得用近似数来表示．因此，在介绍常用对数之前，我们特别
介绍下面几点关于近似数的常识．

在度量和计算中所遇到的数有两种情况：一种是能够用一个数准确地表示
某一个量．例如，在一堂课内出席学生 50人，一星期有 7天，这些数都与实际
完全符合，叫做该量的准确量．但是在中午一小时内，经过北京天安门广场的
人数，就未必能用一个数准确地表示，又比如说约 2000人出席全校大会，“约”
这个字说明 2000 这数是近似的．在计算大量数目的物件时，常常要用近似数
来表示．

度量一个量，都不能做到绝对准确，所得结果总会含有一些误差的，这误
差的大小，要看度量仪器的质量以及作度量的人是否有经验而定．例如，若用
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最小分度为 1 毫米的尺子量一金属杆的长度时，所得结果为 1.234 米，这表示
真实长度在 1.2335 米和 1.2345 米之间．

定义 1

一个量的准确数（有时说准确值）与近似数（或近似值）的差，叫做这
个近似数（值）的误差．

设 x 是某量的准确数（值），并且 x = 3.283, 则称 a = 3.2 是 x 的一个不
足近似数（值），b = 3.3 是 x 的一个过剩近似数（值）．把 x 用它的不足近似
数 a 来代替，所产生的误差是：

x− a = 3.283− 3.2 = 0.083

如果取 x 的过剩近似数（值），那么这个近似值的误差是：

x− b = 3.283− 3.3 = −0.017

显然，不足近似值的误差总是正的，而过剩近似值的误差总是负的．

定义 2

一个量的准确数与近似数的差的绝对值，叫做这个近似数的绝对误差．

在我们所举的例子中，不足近似值 a 的绝对误差：

|x− a| = |0.083| = 0.083

而过剩近似值 b 的绝对误差：

|x− b| = | − 0.017| = 0.017

近似数（值）的绝对误差，表示近似数和该准确数相差多少，绝对误差越
小说明这个近似数越精确．

在度量长度时，一个量的准确长度是不知道的，但可以估计它在哪个范围
内．因此近似数的绝对误差的准确值也是不知道的，但可以估计出近似数的绝
对误差不超过什么数．
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定义 3

设 x 是某量的准确数，a 是它的近似的数（值），如果这个近似数（值）
的绝对误差不超过数 h, 也就是说满足条件 |x − a| ≤ h, 那么 a 叫做 x

的精确到 h 的近似数（值）．

例如：|x− a| = 0.083 < 0.1, |x− b| = 0.017 < 0.1，因此：3.2 和 3.3 分
别叫做 3.283 的精确到 0.1 的不足近似值和过剩近似值．

前面用最小分度为 1 毫米的尺子度量金属杆所得到的近似值 1.234 的绝对
误差不超过 0.0005（米），因此它是精确到万分之五（米）的近似值．

（二）数的四舍五入法和近似数的有效数字

准确数据四舍五入时，也会出现近似数，如果某校有 2003 人，当参观者
问校长说“学校有多少人？”时，他大概会说四舍五入得约数 2000 人．
把分数

2

13
化为小数时，得到无穷循环小数

2

13
≈ 0.1̇53846̇

在实际计算上，我们常把这种小数取到小数点后某一位为止，比方说取到
千分之一位，而按四舍五入法舍去其后各位数字，于是得：

2

13
≈ 0.154．

四舍五入法就是略去几位数字时，如果略去的第一位数字小于 5, 那么把
留下的最末一位数字保留不动；如果略去的第一位数字大于或等于 5, 那就把
留下的最末一位数字加上 1, 用四舍五入法写出来的数，比单单略去最后几位
数后写出的数准确些．

例如，0.154 就比 0.153 更接近 2

13
．

∵
∣∣∣∣ 213 − 0.154

∣∣∣∣ < 0.0002,

∣∣∣∣ 213 − 0.153

∣∣∣∣ < 0.0009

∴ 0.151 比 0.153 更接近 2

13
．

估计近似数的准确度的最简便的方法之一，是算出它的有效数字的个数．

定义 4

若近似数的误差不超过其末一位数字的一－个单位，那么该数的一切数
字；除了左起第一个非零数字之前的荐以外，都叫有效数字．

例如，0.154 和 0.153 都是的取 3 位有效数字的数，即 2

13
的近似值 0.154

或 0.153具有三位有效数字．把准确数 1.9996四舍五入到千分之一位，得 2.000,
这时所有四个数字，连三个零在内，都是有效数字，即它是有四个有效数字的
数．
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定义 5

若近似数的误差大于最末一位数字的一个单位，那么它的最末一个数字
叫不可靠的．

把 0.1535 作为 2

13
的近似数时，那么它的最末一个数字 5 就是不可靠的，

因为
∣∣∣∣ 213 − 0.1535

∣∣∣∣ > 0.0003

把学校人数 2135 四舍五入到百位数得 2100, 这里最末两个零是不可靠的
数字，2100 是有两个有效数字的数．
如果近似数末后的零不是有效数字，我们规定把它写得小一些，这样 2100

表示具有两个有效数字的近似数．
用科学记数法表示的数在 10 的方幂前面的数字代表有效数字．
例如，0.0000437有三位有效数字，它的标准写法是 4.37×10−8,前面 2100

的标准写法是 2.1× 103.
在计算近似数时，我们必须指明精确到几位有效数字．例如 0.09235716,若

取三位有效数字的精确度，我们就写成：9.24× 10−2. 若是 70, 454, 620, 000 取
四位有效数字的精确度就写成 7.045× 1010.
注意：前面例子有效数字中，最后一位数字都已经过四舍五入的处理了，如果
最后一例中，取二位有效数字的精度，就要写作 7.0×1010,不可以写作 7×1010．

不要把“小数点后的数字”跟“有效数字”等同起来，数 0.000175 有三个
有效数字，但总共有六个小数点后的数字．
关于近似数的计算规则如下：

法则 1

近似数相加（减）时，其中小数位数最少的近似数有几个数位，它们的
和（差）就保留几个小数数位．

例 1.28 已知 π ≈ 3.1416, a = 2.4, b = 0.047．求 π + a+ b．

解：

1. 找出小数位数最少的近似数，这样的近似数是 2.4．

2. 把其它的近似数四舍五入，比所找出的近似数多保留一位：

π ≈ 3.1416 ≈ 3.14, 0.047 ≈ 0.05

3. 作近似数的加法：3.14 + 2.47 + 0.05 = 5.59
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4. 把所得结果四舍五入，保留内位数与所找出的近似数的位数相同，用四舍
五入到十分位：

5.59 ≈ 5.6

于是
π + a+ b ≈ 5.6

当近似数相减时，可以同样处理．

例 1.29 已知 x ≈ 6.3× 103, y = 3.26× 105，求 x− y．

解：

x− y = 6.3× 103 − 3.26× 105

= 105(6.3× 10−2 − 3.26) = (0.063− 3.26)× 105

= (−3.197)× 105

≈ −3.20× 105

= −320000

法则 2

近似数相乘（除）时，有效数字位数最少的因数有几位有效数字，它们
的积（商）就保留几位数字（不算前边的零）．

例 1.30 已知 u = 95.64, v = 0.28，求积 u · v．

解：

1. 找出有效数字位数最少的因数，这样的因数是 0.28（两位有效数字）．

2. 把因数 95.64 四舍五入，使它比有效数字位数最少的因数多一位有效数
字：95.64 ≈ 95.6（四舍五入取到三位有效数字；最后一个数字是备用数
字）．

3. 相乘后得到积：
95.6× 0.280 = 26.768

4. 把这个结果四舍五入，使其数字个数与有效数字位数最少的因数含有的
有效数字位数相同：26.768 ≈ 27．

于是 u · v = 27．
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在计算近似数的商时，应用上面同样的法则．

例 1.31 设 x ≈ 0.823, y = 1.34, 计算： xy

x+ y
的近似值．

解：

1. 求出积 xy 的近似值：xy ≈ 0.823× 1.34 = 1.10282 ≈ 1.103

（在 x 和 y 的近似值中，都有三位有效数字，所得结果保留四个数字；有
一个数宇是备用数字）．

2. 求出 x+ y 的近似值：x+ y ≈ 0.823 + 1.34 = 2.163

（y 的近似数中，小数点后有两位；x 的近似数中，小数点后有三位，所得
结果保留到小数点后三位，有一个数字是备用数字）．

3. 求出商 xy

x+ y
的近似值：

xy

x+ y
≈ 1.103

2.163
≈ 0.5099

（不算备用数字，在分子与分母的近似值中，都含有三位有效数字，计算
结果，不算整数位上的零，共有四个数字，有一个数字是备用数字．）

4. 把上述结果四舍五入到三个数字（不算个位数上的零）：
xy

x+ y
≈ 0.510

练习

1. 下列由四舍五入得到的近似数，各精确到哪一位，各有几个有效数
字？

(a) 306 万

(b) 25.7

(c) 0.004

(d) 0.01063

(e) 830000

(f) 2.60× 105

2. 用四舍五入法，按要求对下列各数取近似数：

(a) 0.33428（精确到 0.001）

(b) 64.8（精确到 1）

(c) 0.05069（保留三个有效数字）
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(d) 1.4963（精确到 0.01）

(e) 83230（保留 1 个有效数字）

(f) 80230（保留 2 个有效数字）

3. 已知 x 和 y, 求 x 与 y 的积的近似值：

(a) x ≈ 15.94, y ≈ 0.85

(b) x ≈ 1.754× 108, y ≈ 6.9× 10−5

(c) x ≈ 8.42× 10−4, y ≈ 9.81× 105

4. 已知 x 和 y 的近似值，求商
x

y
的近似值：

(a) x ≈ 18.28, y ≈ 0.54

(b) x ≈ 0.36, y ≈ 0.0238

(c) x ≈ 4.5× 107, y ≈ 2.79× 105

5. 求下列各式的近似值：

(a) 3x− 5y, 其中 x ≈ 46.24, y ≈ 25.2

(b) x+ y

x− y
，其中 x ≈ 2.08, y ≈ 10.2

(c) x2 − 2x+ 7, 其中 x ≈ 1.44

（三）常用对数

以 10 为底的对数叫做常用对数．在数值的计算上常要用到以 10 为底的对
数一些特性．为了书写的方便，我们约定把 log10 N 的底 10 略去不写，用专门
的记号“lg”代替“log10”，例如

log10 100 = 2 简写成 lg 100 = 2

以后，如果没有指明对数的底，就认为所说的对数是常用对数，例如说“2 的
对数是 0.3010”就是指 2 的常用对数是 0.3010．也就是

lg2 = 0.3010

下面我们要看看，常用对数对于数值计算究竟有哪些便利的性质．
为了说明常用对数的特性，我们首先把真数用科学记数法写出来，也就是把

它表示为一个 1和 10之间的数与 10的幂的积，即 u×10,这里 1 ≤ u < 10, k ∈
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Z, 例如光的速度是每秒 186,000 公里表示为 1.86× 105 每秒公里，一个电子的
质量是 0.000,000,000,000,000,000,000,000,000,910,83 克表示为 9.1083× 10−28

克，把一个数用科学记数法写出的规则是：

1. 把整数部分有 p+ 1 位的数 N 的小数点，向左移动 p 位得到只有一位整
数的数 u, 这样就有 N = u× 10p (p ≥ 0)．

2. 把左起第一个非零数字前面有 p 个零（包括个位数上的一个零）的纯小
数 N 的小数点，向右移动 p 位得到只有一位整数的数 u, 这样就有 N =

u× 10−p (p ≥ 1)．

如果已知 lg 2.23 = 0.3482, 我们只须通过观察 10 的方幂的对数，就可
以求得和 0.223 的有效数字相同，而只有小数点位置不同的数（即这种形式：
2.23× 10p, 或 2.23× 10−p, p ∈ N 的数）的常用对数，这也就是常用对数的好
处．例如：

lg 22.3 = lg(2.23× 10) = lg 2.23 + lg 10 = 0.3483 + 1

lg 223 = lg(2.23× 102) = lg 2.23 + lg 102 = 0.3483 + 2

lg 2230 = lg(2.23× 103) = lg 2.23 + lg 103 = 0.3483 + 3

lg 22300 = lg(2.23× 104) = lg 2.23 + lg 104 = 0.3483 + 4

lg 0.223 = lg(2.23× 10−1) = lg 2.23 + lg 10−1 = 0.3483− 1

lg 0.0223 = lg(2.23× 10−2) = lg 2.23 + lg 10−2 = 0.3483− 2

我们定义常用对数中的正的纯小数部分叫做对数的尾数，而把它的整数部
分叫做对数的首数，注意常用对数的尾数一定是正的，首数可以是任何整数，它
的数值等于真数在科学记数形式下的 10的幂指数，在上面的对数中，0.3483是
尾数，整数 +1,+2,+3,+4,−1,−2 是相应对数的首数，lg 2.23 的首数是 0．
现在我们把常用对数的一些特性总结如下：

1. 10 的方幂的常用对数是整数．因为

lg 10n = n lg 10 = n, n ∈ Z

看下表：

u · · · 0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000 · · ·
lgu · · · −3 −2 −1 0 1 2 3 · · ·

从表中看出 lg 10u 的值随幂指数增大而增大．由此进一步推知：
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(a) 如果 u > 1, lgu 便是正的；

(b) 如果 0 < u < 1, lgu 便是负的；

(c) 如果 u < 0 或 u = 0, lgu 无意义．

2. 当 u 是 10 的整数指数幂以外的有理数时，lgu 是无理数（证明略去）．

这也就是说，常用对数表中所列的对数值几乎全是有理近似值．

3. 如果 u 是一位整数的数，那么它的对数是一个正的纯小数，它的首数等
于零．

因为由上表可以看出，当 1 < u < 10 时，便有 0 < lgu < 1．

4. 10 的整数次幂以外的任何正数的常用对数，可以写成首数加尾数的形式，
这种形式的数是常用对数的人为形式．

因为

lg(u× 10p) = lgu+ p (0 < lgu < 1, p ∈ N)

=正的纯小数+正整数 p

或者
lg(u× 10−p) =正的纯小数+负整数 (−p)

利用这个性质，我们可以按下面的规则写对数的首数和尾数：

1. 大于 1 的真数的对数的首数，等于这个真数的整数位数减 1；

小于 1 的真数的对数的首数是一个负整数，它的绝对值等于这个真数第
一个非零数字前面零的个数（包括个位上的零在内）．

根据上面把一个数用科学记数法写出的规则和对数的性质，这个结论是
自明的．

2. 真数的对数尾数只决定于它的各个数字的排列顺序而与小数点的位置无
关，因此，只是小数点位置不同的那些数，它们的对数尾数都相同．

为了书写上的简便，我们把首数和尾数中间的“+”号略去不写，当首数
是负数的时候，把“−”号放在这个整数的上面，例如：

lg 12.3 = 1 + 0.0899 = 1.0899

lg 0.123 = −1 + 0.0899 = 1̄.0899

lg 0.0123 = −2 + 0.0899 = 2̄.0899
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注意：整数部分上的“−”号只管整数部分，而不管小数部分，即：1̄.0899 ̸=
−1.0899．

例 1.32 已知 lg 4 = 0.6021, 试举出 5 个数，它们的对数尾数都是 0.6021.

解：因为同一个对数的尾数所对应的真数仅仅是小数点的位置不同，所以 0.04,
0.4, 40, 400, 4000 等数的对数尾数都是 0.6021．

例 1.33 已知 lgx = 4.028, lg y = 0.1234, lg z = −4.653, 分别判断 x, y, z 是大
于 1 还是小于 1 的数．大于 1 时，有几位整数？小于 1 时，第一个不等于零的
数字前面有几个零（包括个位上的零）？

解： x 是大于 1 的数，有 5 位整数；y 是大于 1 的数，有 1 位整数；因为

lg z = −4.653 = −4 + (−0.653) = −5 + (1− 0.653) = 5̄.347 < 0,

所以 z 是小于 1 的数，第一个不是零的有效数字前面有 5 个零（包括个位数
上的零）．

例 1.34 若 lg 4.86 = 0.6866, 求 lg 3
√
0.0486．

解：

lg 3
√
0.0486 =

1

3
lg 0.0486 =

1

3
(−2 + 0.6866)

=
1

3
(−3 + 1.6866)

= −1 + 0.5622 = 1̄.5622

注意：例 1.34解释了对于一个有负首数的对数的计算常用的技巧，假如我们求
四次根，那么我们必须把 0.6822− 2 写成 −4 + 2.6822, 并且它们被四除．
下面再给出几个有负首数的对数作四则运算的例子：

• 加法

2̄.3758 + 3̄.7189 = (−2 + 0.3758) + (−3 + 0.7189)

= −5 + 1.0947 = 4̄.0947

• 减法

3̄.7239− 4̄.8241 = (−4 + 1.7239)− (−4 + 0.8241)

= 0.8998
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• 乘法

3̄.2373× 5 = (−3 + 0.2373)× 5

= −15 + 1.1865 = 14.1865

• 除法

2̄.6365÷ 4 = (−4 + 2.6866)÷ 4

= −1 + 0.6717 = 1̄.6717

练习

1. 求下列各数的常用对数：

10−5, 105, 0.0000001, 1000000

2. 已知 lg 3 = 0.4771, 求：

lg 0.003, lg 0.03, lg 0.3, lg 30, lg 300, lg 3000

3. (a) 把下列各数用负数来表示：

1̄.3235, 2̄.5638, 1̄.8436, 2̄.4957, 4̄.9879

(b) 把下列各数改成负首数与正尾数的和：

−0.3678, −1.8394, −0.2310, −0.0840, −3.0251

4. 完成下列运算，用首数 + 尾数表示结果．

(a) 1̄.5436 + 2.3892

(b) 1̄.1546 + 2̄.9835

(c) 0.7658− 1.3456

(d) 1̄.2396− 0.7459

(e) 0.1518− 1̄.2836

(f) 0.3215− 2̄.9217

(g) 1− 1̄.28123

(h) 2− 2̄.15343

(i) 1̄.2432 · 3

(j) 0.1546 · (−2)

(k) 1̄.7638 · (−3)

(l) 2.5146 · (−1.2)

(m) 2̄.2817÷ 2

(n) 2̄.1536÷ 3

(o) 2̄.7235÷ 4

(p) 1̄.6274÷ (−3)

(q) 1̄.8236÷ (−0.2)

(r) 2̄.6548÷ (−0.3)
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5. 若 lg 6444 的尾数是 0.8092, 求：

lg 0.6444, lg 6444000, lg 0.0006444

6. 已知 lg 32.5 = 1.5119, 求下面对数式中的真数 x:

lgx = 0.5119, lgx = 2, 5119, lgx = 4̄.5119

7. (a) 310 是几位整数？

(b) 3100 是几位整数？

(c) (0.03)10在小数点和第一个有效数字之间一共有多少个零？（提
示：lg 3 = 0.4771）

（四）对数表

在上一节里，我们知道任意一个正数的对数都可以分成两个部分，其中第
一部分首数可以从观察中直接求出，第二部分尾数，只要知道了 1 到 10 以内
的数的对数，也就可以求出．但是，怎样来求 1 到 10 以内的数的对数呢？
因为 10的整数指数幂以外的所有有理数，它们的对数都是无理数，所以要

求一个正数的对数，一般只能得到某一精度的近似值，为了应用上的方便，人
们把 1 到 10 以内的数的对数（也就是对数的尾数）制成了各种精确的对数尾
数表，例如在《四位数学用表》里，就载有具有四位有效数字的对数尾数表．
这个表里所载的对数尾数，都是用四舍五入的法则求到小数第四位的，因

此，这里的对数尾数是精确到 0.0001 的近似值．
现在，我们举例来说明利用这个表找一个数的对数尾数的方法．
因为仅仅是小数点位置不同的数，它们的对数的尾数都相同，所以我们从

一个数查它的对数的尾数时，可以不管真数的小数点，只把它看成是若干位的
整数，例如，要查 0.005036, 50.36, 0.5036, 503600 的对数的尾数，都只要查
5036 的对数的尾数就可以了．
求一个数的对数时，要先由真数的小数点的位置确定对数的首数，然后由

真数查出对数的尾数，最后把首数和尾数合写在一起．

例 1.35 求下列各数的对数：

523, 51, 0.5, 50.36, 5.448, 53842

解：
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1. 因为 523 的整数位数是 3, 所以它的对数的首数是 2, 从对数表可以查得
对数尾数是 0.7185，

∴ lg 523 = 2.7185

2. 因为 51 的整数位数是 2, 所以它的对数的首数是 1, 而 51 的对数尾数和
510 的对数尾数相同，查表得 0.7076,

∴ lg 51 = 1.7076

3. 因为 0.5 的第一个不为零的数 5 前面有一个零（包括个位数上的零），所
以它的对数的首数是 1̄, 而 0.5 的对数尾数和 500 的对数尾数相同，查表
得 0.6990，

∴ lg 0.5 = 1̄.6990

4. 因为 50.36 的整数位数是 2, 所以它的对数的首数是 1, 而 50.36 对数尾数
和 5036 的对数尾数相同，我们先查前三位数的对数尾数得 0.7016, 再加
上第四位数字的修正值 0.0005, 得 0.7021,

∴ lg 50.36 = 1.7021

5. 因为 5.448 的整数位数是 1, 所以它的对数的首数是 0, 查表得 5448 的对
数尾数是 0.7362,

∴ lg 5.448 = 0.7362

6. 因为 53842 的整数位数是 5, 所以它的对数的首数是 4, 要求出它的对数
尾数，首先把它四舍五入，变成只有四位有效数字的数 5.384× 104, 查表
得 5384 的对数尾数是 0.7311,

∴ lg 53842 ≈ lg 53840 = 4.7311

例 1.36 求下列各数的对数：

36.5, 804.7, 0.26, 0.00453, 945686

解：

lg 36.5 = 1.5623

lg 804.7 = 2.9057

lg 0.26 = 1̄.4150

lg 0.00453 = 3̄.6561

lg 945686 ≈ lg 945700 = 5.9757
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（五）反对数表

已知对数求真数，要用《反对数表》（或者叫做“真数表”）．反对数表的查
法和对数表的查法相类似．

例 1.37 已知 lgA = 2.2715, 求 A.

解：由于对数的首数只与真数的小数点位置有关，而对数的尾数只与组成真数
的数字（第一个不是零的数字前面的零不计算在内）有关，所以

1. 先由对数尾数 0.2715 查反对数表，查得 1868, 这就是与所求的真数只有
小数点位置不同的整数；

2. 再由首数确定小数点的位置，因为首数是 2, 所以真数的整数位数是 2 +

1 = 3, 于是得
A = 186.8

注意：对数的首数是用来定位，查反对数表时，不要把它计入．

例 1.38 已知 lgB = 3̄.261, 求 B.

解：由对数尾数 0.261, 查反对数表得 1824; 又因首数是 −3, 所以 B 的第一个
有效数字前面有 3 个 0（包括个位上的零），于是得

B = 0.001824

例 1.39 已知 lgx = −0.73248, 求 x.

解： ∵ −0.73248 = 1̄.26752 ≈ 1̄.2675

∴ x = 0.1881

练习

1. 查表求下面各数的对数：

(a) 0.7
(b) 0.015
(c) 2.4
(d) 25.6

(e) 0,146
(f) 0.0084
(g) 1.02
(h) 0.208

(i) 0.0000809
(j) 5436
(k) 342.3
(l) 0.9032

(m) 0.0638153

(n) 236743

(o) 0.547936
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2. 求下面对数各相应的真数：

(a) 1.7482

(b) 0.4362

(c) 1̄.6415

(d) 2.6149

(e) 3.2648

(f) 2̄.18176

(g) 3̄.9340

(h) 4̄.7267

(i) 0.9236

(j) 1̄.1015

3. 求下面各对数的值：

(a) lg cos 60◦

(b) lg sin3 60◦

(c) lg 3
√

cos 45◦

(d) lg 5
√
0.00162

（六）利用对数计算

例 1.40 利用对数计算：
341× 0.06794× 8.7

0.9832× 4780

解：设 A =
341× 0.06794× 8.7

0.9832× 4780
那么两边取对数

lgA = (lg 341 + lg 0.06794 + lg 8.7)− (lg 0.9832 + lg 4780)

= (2.5328 + 2̄.8322 + 0.9395)− (1̄.9927 + 3.6794)

= 2.3045− 3.6721 = 2̄.6324

查反对数表，得到

A = 0.04289

例 1.41 已知三角形的面积公式

∆ =
»
s(s− a)(s− b)(s− c)

这里 a, b, c 是三角形三条边的长，其中 s =
a+ b+ c

2
．

如果 a ≈ 15.37cm, b ≈ 21.42cm, c ≈ 13.83cm, 求三角形 ABC 的面积．

解：由题意可得：

s =
1

2
(15.37 + 21.42 + 13.83) = 25.31

s− a = 9.94, s− b = 3.89, s− c = 11.48
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因此：

lg∆ =
1

2

[
lg s+ lg(s− a) + lg(s− b) + lg(s− c)

]
=

1

2

[
1.4033 + 0.9974 + 0.5899 + 1.0599

]
= 2.0253

∴ ∆ = 106(cm2).

例 1.42 利用对数计算 (−2.31)3 × 5
√
0.072

解：设 A = (−2.31)3 × 5
√
0.072 = −2.313 × 5

√
0.072，那么

|A| = 2.313 × 5
√
0.072

lg |A| = 3 lg 2.31 + 1

5
lg 0.072

= 3× 0.3636 +
1

5
2̄.8573

= 1.0908 +
1

5
(0.8573− 2)

= 0.8623

因此 |A| = 7.283 ⇒ A = −7.283

例 1.43 在 △ABC 中，已知 a = 62.24, b = 74.83, A = 27◦18′, 解这个三角形．

解：这里 A 是锐角，并且 a < b, 我们先计算 lg sinB．

sinB =
b sinA

a
=

74.83 sin 27◦18′

62.24

lg sinB = lg 74.83 + lg sin 27◦18′ − lg 62.24

= 1.8741 + 1̄.6615− 1.7941

= 1̄.7415

因为 lg sinB < 0，即 0 ≤ sinB < 1, 且 b > a, 所以这题有两解，查表得：

B1 = 33◦28′, B2 = 180◦ −B1 = 146◦32′

C1 = 180◦ − (A+B1) = 180◦ − 60◦46′ = 119◦14′

C2 = 180◦ − (A+B2) = 180◦ − 173◦50′ = 6◦10′

c1 =
a sinC1

sinA
=

62.24 sin 119◦14′

sin 27◦18′
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lg c1 = lg 62.24 + lg sin 119◦14′ − lg sin 27◦18′

= 1.7941 + 1̄.9365− 1̄.6615

= 2.0691

∴ c1 = 117.2

c2 =
a sinC2

sinA
=

62.24 sin 6◦10′

sin 27◦18′

lg c2 = lg 62.24 + lg sin 6◦10′ − lg sin 27◦18′

= 1.7941 + 1̄.0311− 1̄.6615

= 1.1637

∴ c2 = 14.57．
指数中含有未知数的方程叫做指数方程．一般地，借助于在指数方程两边

取对数，可以求得它的解．

例 1.44 若某城市现有人口 10 万，按照每年 1.1% 的比率增长，在 t 年后有
人口多少？约经过多少年，这个城市的人口数就将比现在增加一倍？

解：设 y 代表 t 年后的人口数，于是

t = 0, y0 = 10

t = 1, y1 = 10 + 10× 1.1% = 10(1 + 1.1%)

t = 2, y2 = y1 + y1 × 1.1% = y1(1 + 1.1%) = 10(1 + 1.1%)2

t = 3, y3 = y2 + y2 × 1.1% = y2(1 + 1.1%) = 10(1 + 1.1%)3

· · · · · · · · · · · ·

t = t, yt = 10(1 + 1.1%)t

设 t 年后的人口数比现在增加一倍，依题意，t 满足下面的指数方程：

10× (1.011)t = 20

即：1.011t = 2．
在上式两边取对数得：t lg 1.011 = lg 2

t =
lg 2

lg 1.011 ≈
0.3010

0.0047
≈ 64

答：约经过 64 年人口增加一倍．
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习题 1.4

1. 利用对数进行计算：

(a) 154.8× 5.436

12.72

(b) 54.83× 1.367

2.832

(c) 103.8× 20.97

5.174× 13.62

(d) 9.738× 21.09

48.72× 0.8478

(e) 92.172 × 5.143

2.1844 × 0.53862

(f) 1.8944 × 23.403

44.152 × 0.96473

(g) 8.1502 × 3
√
14.36

24.38×
√
8.734

(h) 12.483 × 4
√
5.760

1.842× 3
√
673.8

(i) (−5.32)3 + 4
√
0.0294

(j)
3
√
−0.536

3.892 × 0.9242

2. 三角形的三条边的长分别是 a ≈ 8.975cm，b ≈ 7.863cm, c ≈ 6.456cm, 求
它的面积．

3. 计算：

(a) sin 47◦13′

tan 22◦27′
(b) sin 34◦17′ × tan 82◦6′

cos 12◦37′

4. 已知 △ABC 中，a ≈ 30m, B = 22.5◦, C = 112.5◦, 求 △ABC 的面积．

5. 在 △ABC 中，a = 23.64dm, A = 97◦15′, C = 15◦31′, 求 b, c．

6. 平行四边形的对角线 d ≈ 15.67dm, 它和两个邻边的夹角 α = 47◦15′,
β = 26◦7′, 求平行四边形的边长和各角的大小．

7. 已知 △ABC 中，a = 324.1m, b = 417.2m, C = 113◦14′, 求 c 和它的面
积．

8. 已知 △ABC 中，b = 63, c = 36, C = 29◦23′, 求 B．

9. 某工厂在五年内总产值每年平均增长 19.2%, 求第五年的总产值对第一年
增长的百分数．

10. 如果劳动生产率平均每年比上一年提高 10.4%, 那么大约要经过几年可以
提高到原来的 2 倍．

11. 解下面的方程：
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(a) 4x = 2
x+1
x

(b) 3x−3 − 3x−1 = 80

(c) 52x − 23.5x − 50 = 0

(d) 85−3x = 124−2x

(e) 51−x = 6x−3

(f)

 2x · 5y = 1

5x+1 · 2y = 2

12. 海中有一小岛 B, 它的周围 3海里内都有暗礁，今有一艘海轮从西向东航
行，若它在 A 点测得 ∠BAD = 24◦, 再行 5.2 海里到 D, 测得 ∠BDC =

67◦, 问海轮航向不变直向东行有无触礁危险．

13. 为在河的两岸 A,B 间架一桥，需要精确测算 A、B 两点间的距离，测
量人员在岸边 A 点附近另取一点 C, 并量出 AC = 30.5 米，分别测出
∠A = 75◦12′, ∠C = 58◦51′, 求 AB 的长．

14. 一人观测 A,B 两物体，发现它们分别位于正北和北 36◦ 西的方向，若此
人向西北与向前进 1.2 公里，看到 A,B 二物分别位于东北和正东方向，
求 A,B 二物距离．

15. 如图，货轮在海上以 35海里/时的速度沿着方位角（从指北方向顺时针转
到目标方向线的水平角）为 148◦ 的方向航行，为了确定船位，在 B 点观
测灯塔 A 的方位角是 126◦, 航行半小时后到达 C 点，观测灯塔 A 的方
位角是 78◦．求货轮到达 C 点时与灯塔 A 的距离（精确到 1 海里）．

A

B

C30.5m
图 1.1 第 13 题

B

A

C

北

126◦
148◦

78◦

图 1.2 第 15 题

16. 某气象站每天定时施放气球进行高空观测，为了知道气球离地面的高度，
两观测员在 A,B 两点同时、同向测得气球仰角 α = 45◦, β = 34◦36′, 且
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知道 A,B 两点相距 118 米，求气球离地面的高度，已知测量仪器的高度
为 1 米（精确到 1 米）．

17. 在山顶铁塔上 B 处测得地面上一点的俯角 α = 54◦40′，在塔底 C 处测得
点 A 的俯角 B = 50◦1′，已知铁塔 BC 部分高 27.3 米，求山高 CD（精
确到 1 米）．

E

D

C

B
A

α
β

118m

图 1.3 第 16 题

复习题一

1. 计算：

(a) 30 + 3−1 −
(
1
7

9

)0.5

(b) [1− (0.5)−2]÷
(
−27

8

) 1
3

(c)
(
2
3

5

)0

+ 4−2 ×
(
2
1

4

) 1
2

− (0.01)0.5

(d)
(
2
10

27

)− 2
3

−

[
(0.01)sin π

6 +

(
6
1

4

)−0.5
]

2. 计算：

(a) 3log3 9

(b) 31−log3 7

(c) 52 log5 3 − 15 log5 1 + log3

1

9

(d) 4 lg 2 + 3 lg 5− 1

5
lg 5



第二节 对数和常用对数 57

(e) (lg 5)2 + lg 2 · lg 50

(f) lg 5 · lg 20 + (lg 2)2

(g) lg 12.5− lg 5

8
+ lg sin 30◦

(h) log2 cos π
4
− log2 sin π

6

(i) log3

1

27
+ log 1

2
8 + log2 8 + log4 64

(j) 5 lg 6− lg 3

1 +
1

2
lg 0.36 + 1

3
lg 8

(k) (log9 5) · (log25 27)

(l) 2
1

5 log5 4

3. 化简：

(a)

(
a
3
5 b−

6
5

)− 1
2

5
√
a4

5
√
b3

(b)
(

8x−3√
y3z−6

)− 1
3

(c) 3

…
8a3b6

27c3d9

(d) 8x− 1
3

…
y−

1
3x

4

√
y
4
3

(e)
(
2x

1
2 + 3y−

1
4

)(
2x

1
2 − 3y−

1
4

)
(f)

(
m

3
2 + n

3
2

)
÷
(
m

1
2 + n

1
2

)
(g) a− b

a
1
3 − b

1
3

− a+ b

a
1
3 + b

1
3

(h) (1− x2)−
1
2 − [(1 + x)(1− x)]

1
2 − x2[(1 + x)(1− x)]−

1
2

4. 利用对数进行计算：

(a) 8.152 × 3
√
14.36

24.38×
√
8.734

(b) 5

 
2.5914 × 3

√
0.0836

1.1472

(c) (−5.32)3 + 4
√
0.0294

(d) 3
√
79.836 +

√
156.374

5. (a) 已知 log12 27 = a, 求证 log6 16 =
4(3− a)

3 + a
.

(b) 已知 a2 + b2 = 6ab (a > 0, b > 0), 求证 lg a− b

2
=

1

2
(lg a+ lg b).

6. 解下面方程：
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(a)

 5x = 2−y

52+y = 22−x

(b)

 2x = 3y

2y−1 = 3x−1

(c) xlg x+2 = 1000

(d) log2 log3 log5 x = 0

(e)

 x5y3 = 5

x2y7 = 11

7. 下图表示曲柄机构装置的图样，连接杆 MK 的长 ℓ = 125 cm, 曲柄 OK

的长 r = 25cm, 连杆与汽缸的轴 OM 成 α 角，曲柄与同一轴成角 ϕ(例
如 ϕ = 50◦), 求活塞 M 的位移 x （这里 x 为活塞由左端位置所走的距
离）．

K0 K1
O

r
K

ℓ

M

M0 M1 ϕ

x

α

图 1.4 第 7 题

8. 如图，两个建筑物水平距离为 32.6米，从 A点观测 B 点的俯角是 35◦12′,
观测 C 点的俯角为 43◦24′, 求此二建筑物的高．

A

32.6m
D C

B

图 1.5 第 8 题

9. 一只渔船在航行中不幸遇险，发出警报，在遇险南西 10 海里处有一具货
轮，收到警报后立即侦察，发现这只渔船的航向是东 15◦ 南，正在用每
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小时 9 海里的速度向某小岛靠近，如果要在 40 分钟内把这只渔船营救出
来，求货轮航行方向和速度（精确到分）．

10. 在塔的正西处 A 点测得塔顶的仰角是 45◦, 在它的东南处 B 点测得仰角
是 60◦, AB 相距为 266 尺．求塔高．
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第一节 直线坐标化

一、直线的有向化

在日常生活或科学研究中，往往需要考虑直线的方向．凡具有方向的直线
称为有向直线，给直线以一定的方向就是将直线有向化，一条直线含有两个相
反的方向，所以一条直线有两种相反的有向化．

例如，北京市的长安街有西、东之分；在街上奔驰的车辆有往、返之别．

在任一条直线上，可以规定它的某一方向作为正向，它的另一方向则作为
负向．在数学里，一般是规定直线的向上方向或向右方向为正向，向下方向或
向左方向为负向，如图 2.1．

负向

正向

负向 正向

图 2.1

每条线段都有两个端点，如果把一个端点取做始点，另一个端点取做终点，
由始点到终点的方向叫做该“有向线段”的方向．如果它的方向和它所位于的
有向直线的方向一致，则它是一个正向线段；如果它们的方向相反则它是一个
负向线段．因此，可以说一条线段有两个相反的方向．凡是考虑方向的线段，称
为有向线段．例如，在有向直线 ℓ 上取 A,B 两点（图 2.2），则有向线段 AB

是正向线段，有向线段 BA 是负向线段．

表示有向线段，一般是将始点写在终点的左边，并在两个字母上面加一个

60
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ℓ
A B

图 2.2

箭头．如以 A 为始点，B 为终点的有向线段记作
−−→
AB, 以 B 为始点．A 为终点

的有向线段记为
−−→
BA．

我们可以用一个有正负号的实数来同时表达在有向直线上的有向线段的长
度和它的正、负方向．这个实数称为该有向线段的数量．
如图 2.2. 设有向线段 −−→AB 的数量是 α (α > 0), 则有向线段 −−→BA 的数量是

−α．有时也用 AB 表示有向线段
−−→
AB 的数量，用 BA 表示有向线段

−−→
BA 的数

量．显然有向线段
−−→
AB 与

−−→
BA 的数量有下列关系：

AB = −BA

或
AB +BA = 0

符号 |
−−→
AB| 表示只考虑有向线段

−−→
AB 的长度而不考虑方向．符号 |

−−→
AB| 也

称有向线段
−−→
AB 的数量的绝对值．

二、直线的坐标化

规定了方向，规定了基准点或原点，并规定了长度单位的直线，称为数轴．
这就是直线的坐标化，如图 2.3，在日常生活中，用直尺上的刻度表示长度的大
小，用温度计上的刻度表示温度的高低，这实际上就是把实数 ±a 对应于数轴
上一点，这点和原点距离等于 a (a ≥ 0), 由于数轴是连续不间断的，所有的实
数，都能用数轴上的点表示出来．在数轴上，数 0 用原点表示，正数对应着原
点右方的点，负数对应着原点左方的点．

x
O E P

1 x

图 2.3

例 2.1 把下列各数用数轴上的点表示出来：

2, −2, −3.5, 3.5,
√
2,
√
3

解：先画数轴，然后在数轴上找出相应的点．图 2.4 中的 A,B,C,D,E, F 分别
表示 2, −2, −3.5, 3.5,

√
2,
√
3．
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x
ABC DE F

2−2−3.5 3.5−3 −1 0 1 3 4
√
2
√
3

√
2 1

1√
3

图 2.4

反过来，在数轴上每取一点 P (图 2.3), 有向线段 −−→OP 总是单位有向线段
−−→
OE 的实数倍；即存在一个实数 x, 使得

−−→
OP = x

−−→
OE

如果 P 点和 E 点在原点同侧，则 x > 0; 如果 P 点和 E 点在原点异侧，则
x < 0. 从上述两方面看，数轴上的点与实数之间可以建立一一对应．因此，在
直线上建立数轴后，就形成直线的一个坐标系，实数 x叫做 P 点的坐标．换言
之，数轴上一个点 P 的坐标就是以原点为始点，以该点为终点的有向线段

−−→
OP

的数量．

如图 2.4, F 点的坐标是
√
3, 而有向线段 −−→OF 的数量是

√
3; C 点的坐标是

−3.5, 而有向线段 −−→OC 的数量是 −3.5. 即 OF =
√
3; OC = −3.5.

从图 2.4 中可以看出，和原点距离相等的两个点，如点 A 和点 B, 点 C 和
点 D, 它们所表示的数分别是 2 和 −2; −3.5 和 3.5．这样的数称为相反数．

根据相反数的概念，一个实数的绝对值曾规定如下：

正数或零的绝对值是它们自己；负数的绝对值是它的相反数．

用符号表示如下：

|x| =

 x, x ≥ 0

−x, x < 0

借助于数轴，我们可以对一个数的绝对值作出几何解释：把这个数用数轴
上的点表示出来，那么这个数的绝对值就是原点到表示这个数的点的距离．从
这里看出，除零以外，正数和负数的绝对值都是正数，而且两个相反数的绝对
值相等．

前面已说明在数轴上的一点 P 的坐标 x 就是以原点 O 为始点，以 P 点
为终点的有向线段

−−→
OP 的数量 OP = x．
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现在进一步研究在数轴上任意一条有向线段的数量表示法；在数轴上任取
不同的两点 A,B, 设 A 点的坐标为 x1, B 点的坐标为 x2. 如图 2.5(1), 现在要
求 AB =?

由图看出：|
−−→
OB| = |

−→
OA|+ |

−−→
AB| 故得

|
−−→
AB| = |

−−→
OB| − |

−→
OA|

∵ −−→
AB,

−−→
OB,

−→
OA 都是正有向线段，

∴ AB = OB −OA = x2 − x1

当然，A,B两点在数轴上的位置不只如图 2.5(1)的那样一种，还有图 2.5(2)–
(6) 几种情况．

x

x

x

x

x

x

O A B

A O B

A B O

O B A

B O A

B A O

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

图 2.5

但不管哪一种情况，都可证得 AB = x2 − x1．譬如在图 2.5 的 (2) 中，
AB = |

−−→
AB|, OA = −|

−→
OA|, OB = |

−−→
OB|, 而

|
−−→
AB| = |

−→
OA|+ |

−−→
OB|

∴ AB = −OA+OB，就是

AB = OB −OA = x2 − x1

其它情形，同样地可以证明，这就是说，在数轴上任意一条有向线段的数
量等于其终点坐标与始点坐标的差．

习题 2.1

1. 在数轴上 A,B 两点的坐标分别是 x1, x2, 设：
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(a) x1 = −2, x2 = 2

(b) x1 = −9, x2 = −11

(c) x1 = −3, x2 = 5

(d) x1 = 0, x2 = −8

试求有向线段 AB 与 BA 的数量以及 |AB|, |BA|

2. 若 A,B,C 是数轴上任意三个点，它们的坐标分别是 a, b, c, 求证：AB +

BC + CA = 0

3. 若 A,B 两点坐标各为 a, b, 求：

(a) 中点 C 的坐标，

(b) 二个三等分点的坐标．

4. 在数轴上确定坐标是 2 +
√
2, 3−

√
3,
√
5,
√
6 的点．

5. 设数轴上的 P 点的坐标 x 满足条件：

(a) |x| = 2

(b) |x− 1| = 5

(c) |2x+ 1| = 5

求 P 点的坐标．

6. 如果在一个杆子上的两点 A,B 分别挂上重量等于 p, q 公斤的物品，假设
A,B 的坐标分别是 a, b, 试问支点（也就是重心）的坐标应该是多少才能
平衡（假定杆子的重量可以忽略不计）．

第二节 平面的坐标化

一、平面的直角坐标化

在平面上取一定点 O 作为基准点，或称为原点，过原点引两条互相垂直的
数轴．图 2.6 是常用的取法，把一条数轴取为水平方向，称为横轴，或叫做 x

轴，以向右为正向；另一条数轴取为铅垂方向，称为纵轴，或叫 y 轴，以向上
为正向．上述的取法称为在平面内建立直角坐标系，利用直角坐标系，我们可
以用一对有序的实数来表示平面内一个点的位置．

在平面上任取一点 P (图 2.7), 过点 P 分别作 y 轴，x 轴的平行线 PM ,
PN , 于是得到有向线段 −−→OM , −−→ON , 而有向线段 −−→OM , −−→ON 分别在 x 轴，y 轴上
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x

y

O

一二

三 四

(+,+)(−,+)

(−,−) (+,−)

图 2.6

x

y

O M

P (x, y)N

图 2.7

的数量是 x, y, 也就是说，在平面上任取一点 P , 可以找到与之对应的一对实数
x, y．反过来说，任取一对实数 x, y, 在 x 轴，y 轴上可以分别找到与之对应的
以原点 O 为始点，以 M,N 为终点的有向线段

−−→
OM , −−→ON , 过 M,N 各作 y 轴、

x 轴的平行线，这两条平行线必交于与之对应的一点 P . 这样，平面内的点和
所有的有序实数对 (x, y) 之间就建立了一一对应的关系．我们就用这样一对有
序实数 x, y 作为点 P 在平面内位置的标记，称为点 P 的坐标．
有向线段

−−→
OM 的数量 x 称为点 P 的横坐标或横标，有向线段

−−→
ON 的数

量 y 称为点 P 的纵坐标或纵标，点 P 的坐标记为 (x, y)．
横、纵两轴把平面分为四部分，按逆时针次序分别叫做第一象限、第二象

限、第三象限和第四象限．显然，在第一象限点的横标、纵标都是正数；在第
二象限点的横标为负，纵标为正；在第三象限点的横标、纵标都是负数；在第
四象限点的横标为正、纵标为负．反过来也对（图 2.6）．
通过坐标系的建立，可以把平面内的点和有序实数对 (x, y)一一对应起来，

这就有可能把平面内关于点的几何问题，化成关于这些点的坐标的代数的问题
来进行研究．这也就是用代数方法即解析方法来解决几何问题．

例 2.2 菱形的每边长为 5, 一条长对角线为 8, 如果以菱形的对角线作为坐标
轴，试求此菱形各顶点的坐标，并描绘出菱形的图形．

解：因为菱形的对角线互相垂直平分．设菱形顶点分别为 A,B,C,D. 根据已
知条件，设长对角线在 x 轴上，则知 A,C 坐标各为 (4, 0), (−4, 0). 设 B,D 坐
标各为 (0, b), (0,−b)．

∴ |AB| = BC| = |CD| = |DA| = 5

由勾股定理可求得 B,D 的坐标各为 (0, 3), (0,−3).
同理可得另一种情形：(图 2.8)

A(3, 0), B(0, 4), C(−3, 0), D(0,−4)
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x

y

O
C

B

A

D

x

y

O
C

B

A

D

图 2.8

例 2.3 一船向北偏东 60◦ 航行 40 公里，再向北偏东 45◦ 航行 24 公里，这时
船在起点东面多少公里？北面多少公里（精确到 1 公里）？

x

y

Ax

AAy

Bx

H

B
K

By

O
30◦60◦

45◦
45◦

图 2.9

解：建立直角坐标系 x− O − y, 如图 2.9．设起点在原点 O，y 轴代表正北方
向，x 轴代表正东方向，船向北偏东 60◦ 航行 40 公里的位移用有向线段 −→OA

代表，再向北偏东 45◦ 航行 24 公里的位移用有向线段 −−→AB 代表，这时船在 B

点的坐标是 (x, y).



第二节 平面的坐标化 67

因为 A 点的横坐标 xA 是有向线段
−→
OA 在 x 轴上的射影

−→
OAx 的数量，即

xA = OA = |OA| cos(90◦ − 60◦)

= 40 cos 30◦

= 20
√
3

(2.1)

A 点的纵坐标 y 是有向线段
−→
OA 在 y 轴上的射影

−→
OAy 的数量，即

yA = OA = |OA| cos 60◦

= 40 cos 60◦

= 40× 1

2
= 20

(2.2)

又有向线段
−−→
AB 在 x 轴上的射影

−−−→
AxBx 的数量是

AxBx = AH = |AB| cos 45◦ = 24×
√
2

2
= 12

√
2 (2.3)

有向线段
−−→
AB 在 y 轴上射影的数量是

AyBy = AK = |AB| cos 45◦ = 24×
√
2

2
= 12

√
2 (2.4)

另一方面，

AxBx = OBx −OAx = x− xA = x− 20
√
3

AyBy = OBy −OAy = y − yA = y − 20

将 (2.3), (2.4) 分别代入上面两个等式的左端，得 12
√
2 = x− 20

√
3

12
√
2 = y − 20

因此：

x = 20
√
3 + 12

√
2 ≈ 20× 1.73 + 12× 1.41 ≈ 51.55 ≈ 52

y = 20 + 12
√
2 ≈ 20 + 12× 1.41 ≈ 36.9 ≈ 37

答：船在起点东面约 52 公里，在北面约 37 公里的地方．



68 第二章 直线、平面坐标化

练习

1. 正方形的边长为 b, 对角线在坐标轴上，试求各顶点的坐标．

2. 已知矩形相邻两边的长分别为 a, b, 各在 x 轴及 y 轴上，试求其各
顶点坐标．

3. 已知正方形的边长为 2a, 一顶点为原点 O (0, 0), 一对角线在 x 轴
的正方向上，试求其它顶点的坐标．

4. 正三角形的边长为 b, 一顶点为原点 O (0, 0), 其高在 y 轴上，试求
其余两顶点的坐标．

5. 有一边长是 a 的正三角形 ABC, AB 边在 x 轴上，AB 边的中点
是原点，试求 △AEC 各顶点的坐标．

6. 在平行四边形 ABCD 中，|AB| = 8, |AD| = 5, ∠A = 60◦, 如果
以点 A 为原点，AB 所在直线为 x 轴，C 点所在象限为第一象限，
试求各顶点的坐标．

二、两点间的距离

若两点为 P1 (x1, y1), P2 (x2, y2), 则这两点间的距离为；

|
−−−→
P1P2| =

»
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

x

y

M1

N1 S

M2

N2

P1

P2

O

图 2.10

事实上，由 P1, P2 引 y 轴、x 轴的平行线 P1M1, P2M2, P1N1, P2N2, 延
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长 P1N1 与 P2M2 相交于 S(图 2.10), 在直角三角形 P1SP2 中，由勾股定理得：

|
−−−→
P1P2|2 = |

−−→
P1S|2 + |

−−→
SP2|2

其中，|
−−→
P1S| = |

−−−−→
M1M2| = |x2 − x1|，|

−−→
SP2| = |

−−−→
N1N2| = |y2 − y1|．

于是
|
−−−→
P1P2|2 = |x2 − x1|2 + |y2 − y1|2

开平方得：
|
−−−→
P1P2| =

»
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

这就是平面上任意两点间的距离公式．
有了两点间距离公式，我们还可以把实数的绝对值和算术平方根的概念联

系起来，把两点间距离公式应用到点 P (x, 0) 和原点 (0, 0) 上，得

d =
»

(x− 0)2 + (0− 0)2 =
√
x2

但另一方面，在 x 轴上表示数 x 的 P 点到原点的距离就是 |x|, 因此

|x| =
√
x2

这表示一个数的绝对值就等于这个数的平方的算术平方根．

例 2.4 试求两点 A(e, a), B(e, b) 间的距离．

解：设 x1 = e, y1 = a, x2 = e, y2 = b, 由距离公式可得：

|
−−→
AB| =

»
(e− e)2 + (b− a)2 = |b− a|

例 2.5 试求 P (c, f), Q(d, f) 两点间的距离．

解：设 x1 = c, y1 = f , x2 = d, y2 = f , 由两点间的距离公式可得

|
−−→
PQ| =

»
(d− c)2 + (f − f)2 =

»
(d− c)2 = |d− c|

由以上两例可以看出，如果两点间的线段平行于 x 轴或 y 轴，则其距离分
别等于这两点横标、纵标的差的绝对值．

例 2.6 已知 △ABC 各顶点为 A(−
√
3,
√
2), B(−

√
2,
√
3), C(

√
3,
√
2), 试求此

三角形三边的长．
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解： ∵ A(−
√
3,
√
2), B(−

√
2,
√
3)

∴ |
−−→
AB| =

√(
−
√
2 +
√
3
)2

+
(√

3−
√
2
)2

=
√
10− 4

√
6

∵ B(−
√
2,
√
3), C(

√
3,
√
2)

∴ |
−−→
BC| =

√(√
3 +
√
2
)2

+
(√

2−
√
3
)2

=
√
10

∴ |
−→
CA| =

√(
−
√
3−
√
3
)2

+
(√

2−
√
2
)2

= 2
√
3

∴ △ABC 的三边的长分别为
√
10− 4

√
6,
√
10, 2

√
3

例 2.7 试证：矩形的对角线等长．

解：设知形的四个顶点分别为 A(0, 0), B(0, b), C(a, b), D(a, 0)，其对角线为
AC，BD．
由两点距离公式，得：

|
−→
AC| =

»
(a− 0)2 + (b− 0)2 =

√
a2 + b2

|
−−→
BD| =

»
(a− 0)2 + (0− b)2 =

√
a2 + b2

故知：|
−→
AC| = |

−−→
BD|．

例 2.8 动点 P (a, b) 与二定点 A(5, 7), B(−3,−4) 等距离，试求动点横、纵坐
标应满足的条件．

解：由距离公式得：

|
−→
PA| =

»
(5− a)2 + (7− b)2

|
−−→
PB| =

»
(−3− a)2 + (−4− b)2

由于动点 P 与定点 A,B 等距离，即 |
−→
PA| = |

−−→
PB|, 故得：»

(5− a)2 + (7− b)2 =
»
(−3− a)2 + (−4− b)2

化简后，得：
16a+ 22b− 49 = 0

这就是 a, b 应满足的条件．

习题 2.2

1. 试求下列两点连接线段的长：

(a) A(−4, 4), B(
√
3,
√
2)
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(b) A(7, 1), B

(
a

2
,

√
3

2
a

)
(c) M(a+ b, a+ c), N(a+ c, b+ c)

(d) P1(at
2
2, 2at1t2), P2(at

2
2, 0) (a > 0)

2. 证明以 A(3, 8), B(−11, 3), C(−8, 2) 为顶点的三角形是等腰三角形．

3. (a) 证明以 A(7, 5), B(2, 3), C(6,−7) 为顶点的三角形是一直角三角形；

(b) 求这直角三角形的面积．

4. 证明 A(−3,−2), B(5, 2), C(9, 4) 三个点在一条直线上．

5. 求这样一点 P 的坐标使它和 A(1, 7), B(8, 6), C(7,−1) 的距离相等．

6. 已知 P (b, 4) 与 Q(0,−4) 的距离为 10, 求 b 的值．

7. 一个动点 P (x, y) 与定点 Q(−3, 4) 的距离永远等于 5, x, y 应当满足什么
条件．

复习题二

1. 设 A1, A2, A3, A4 是同一条有向直线上的四个点，求证不论它们的位置怎
样，都有：

A1A2 +A2A3 +A3A4 +A4A1 = 0

2. 设 A,B,C,D 是同一条直线上的四个点，求证不论它们的位置排列的顺
序怎样，关系式

AB · CD +BC ·AD = AC ·BD

总是成立的．

（提示：设 A、B、C、D 是同一条直线上的四个点，其坐标分别是 a, b, c, d．
利用坐标计算）

3. 南北向的直道上有一车站，一人原在车站南面离车站 5 里之处，他向北
走了 9 里，后又回过身来向南走了 3 里，问此人最后到达的地点离车站
多远，又在车站哪一面？用计算方法并在直线坐标轴上表明此人最后到达
的地点．
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4. 若一动点 P (x, y) 与两定点 A(2,−1), B(−7, 3) 等距离，它的坐标应当满
足什么条件？

5. 在 y 轴上有一点与 A(2,−1), B(−7, 3) 两点等距离，求它的坐标．

6. 试证以 A(a, 0), B(−a, 0), C(0,
√
3a) 为顶点的三角形是个等边三角形．

7. 证明正方形的对角线相等．

8. 证明 (1, 4), (4, 1), (5, 5) 是一个等腰三角形的三个顶点．

9. 证明 (−4,−2), (2, 0), (8, 6), (2, 4) 是一个平行四边形的四个顶点，并求它
的两条对角线的长度．

（提示：证明两组对边分别相等）

10. 用解析法证明平行四边形各边平方的和等于对角线平方的和．



第三章 不等式和解不等式

第一节 大小次序与不等式

一、大小关系与次序关系

“数系”的概念由于对于各种“量”的问题作了系统的讨论而产生．由于计
算个数和度量各种量的需要而产生了整数系和实数系．日常生活的量与量的问
题除了可以运算之外，还常有很自然的“大小”关系，将这些关系抽象化，即
得数与数之间的大小关系，运算与大小关系是数系的两种基本结构．本章将以
数系在大小关系上的基本性质为出发点，逐步讨论不等式的性质．

在日常生活中，我们说 A 量大于 B 量的意义是：“从 A 量减去 B 量后还
有剩余”，所以在数系中我们定义“a 大于 b”的意义为 a− b 是一个正数．也
就是：

定义

a− b是一个正数⇐⇒ a > b

a− b = 0⇐⇒ a = b

a− b是一个负数⇐⇒ a < b

所以，a > b 与 b < a 是同一回事．

由这个定义，我们有下面的特例：

a > 0⇐⇒ a是一个正数

a < 0⇐⇒ a是一个负数

这种正负数的表示法，前面已经用过．

我们知道任何一个实数或为正，或为零，或为负，上述三种关系有且仅有

73
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一种成立．于是任意两个实数 a, b的差 a− b也就或为正，或为零，或为负有且
仅有一种成立．这也就是说对于任意两个实数，我们都能比较它们的大小，下
列关系有一种且仅有一种成立：

a > b, 或 a = b, 或 a < b

实数系的大小关系和直线上的点的次序关系具有相同的构造，即坐标的大
小关系就相当于相应点在数轴上的左右关系．

我们可以这么来比着看：

1. 0 这个数把实数集 R 分成三部分：R+, {0},R−，原点 O 这个点把数轴 ℓ

分成三段：不含原点的正向射线 ℓ+，原点和不含原点的负向射线 ℓ−；

2. 在数轴上任给两个点 A,B, 我们在第二章 1.2 中已经知道有向线段 −−→AB
的数量

AB = xB − xA

这里 xA, xB 分别为 A,B 的坐标，于是

B 点在 A 点之右⇐⇒ AB = xB − xA > 0⇐⇒ xB > xA

B 点与 A 点重合⇐⇒ AB = xB − xA = 0⇐⇒ xB = xA

B 点在 A 点之左⇐⇒ AB = xB − xA < 0⇐⇒ xB < xA

基于上述实数的大小关系和数轴上点的次序关系之间的密切对应，一切实
数按照由小而大的顺序从左往右排列在数轴上，这就使得我们可以由坐标的大
小来确定直线上点的次序，反过来，也用数轴上的点的次序来把数的大小关系
形象化．

两个数或两个代数式用不等号“>”或“<”联结起来，以表示它们的数量
关系就构成不等式．

例如 5 > 3, −7 < −4, x + 1 > 3, a > b 等都是不等式．如果不等式中
含有变数，那么使不等式成立的变数值叫做不等式的解，例如 x = 2.1 是不等
式 x + 1 > 3 的一个解．使不等式成立的变数值的全体，称为这个不等式的解
集．一般来说，不等式的解集是实数集的子集．例如不等式 x+1 > 3的解集是：
{x|x ∈ R, x > 2}. 如果不等式的解集是全体实数集 R 的话，那么这种不等式
称为恒不等式．例如 x2 +1 > 0, 就是一个恒不等式，如果不等式的解集是空集
∅的话，那么这种不等式是不成立的或者说是矛盾的不等式，例如 x−1 > x+1,
就是矛盾的不等式，由上面所说可以明白：一个含有变数的不等式，只有在它
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的解集上才是成立的，譬如我们说 x+ 1 > 3, 它只在 x > 2 的条件下才是正确
的．

有时我们会遇到用不等号“≥”或“≤”联结的不等式，例如 |x| ≥ 2, 其中
“≥”表示“> 或 =”，即其解集是

{x|x ∈ R, |x| > 2} ∪ {x|x ∈ R, |x| = 2}

也就是

{x|x ∈ R, x ≥ 2} ∪ {x|x ∈ R, x ≤ −2}

同样地“≤”表示“< 或 =”．我们也常写 a < b < c 来表示 a < b 和 b < c;
a < b ≤ c 表示 a < b 和 b ≤ c．

我们可以把不等式解集用数轴或平面上的对应点集直观地表示出来，如：
不等式 x+ 1 > 3 的解集可用图 3.1 表示，解点集是一条以坐标是 2 的点为端
点的开射线，由于 2 不包括在内，故用空圈表示．

x
−2 −1 0 1 2

图 3.1

不等式 |x| ≥ 2的解集可用图 3.2表示，解集是两条射线，一条是以坐标是
2 的点为端点的正向射线；另一条是以坐标是 −2 的点为端点的负向射线．注
意 ±2 处用实圈表示，说明这两个点被包括在解集内．

x
−2 −1 0 1 2

图 3.2

不等式 |x| ≤ 2 的解集可用图 3.3 表示，解点集是以 ±2 为坐标的点为端
点的线段．

x
−2 −1 0 1 2

图 3.3

学会不等式的解集合的图示，对以后解不等式是会有很大好处的．
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练习

1. 在一条数轴上已知点 B 在 A,C 之间，如何用对应的数的大小来
表示这种点的次序关系？

2. 什么叫不等式、恒不等式、不等式的解？

3. 试画出下列不等式解集图示：

(a) {x|x ∈ R, x ≥ −2}

(b) {x|x ∈ R, −1 < x ≤ 3}

(c) {x|x ∈ R, x ≥ 3} ∪ {x|x ∈ R, x < −1}

(d) {x|x ∈ R, x ≤ 2} ∩ {x|x ∈ R, x ≤ 3}

二、不等式的基本性质

基于实数系中大于和小于的定义以及实数系中的下列性质，即

1. 正数加正数仍是正数；

2. 正数乘正数仍是正数；

3. 正数乘负数则为负数；

4. 负数乘负数则为正数；

5. 任何一数或为正，或为零，或为负，且这三种可能性有一种且仅有
一种成立．

我们说明不等式的基本性质如下：

性质 1

如果 a > b, b > c, 那么 a > c (不等式传递性)．

证明： a > b, b > c 就是 a− b > 0, b− c > 0．由于

a− c = (a− b) + (b− c) > 0

这就是说：a > c
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性质 2

如果 a > b, 那么对于任意的 c, 有 a+ c > b+ c （两边同加一个数，不
等号方向不变）．

证明： a > b, 就是 a− b > 0, 由于

(a+ c)− (b+ c) = a− b

所以
(a+ c)− (b+ c) > 0

这就是：a+ c > b+ c

推论 1
不等式中任何一项可以把它的符号变成相反的符号后，从一边移到另一
边．

推论 2

如果 a > b, c > d, 那么 a + c > b + d （同向不等式的两端相加仍得同
向不等式）．

这是因为，根据性质 2, 可得 a + c > b + c，b + c > b + d 再根据性质 1，
可得 a+ c > b+ d．

性质 3

如果 a > b，c > 0，那么 ac > bc，如果 c < 0, 那么 ac < bc,（不等式两
端乘以正数得同向不等式，乘以负数得反向不等式）．

证明： a > b 就是 a− b > 0, 由于

ac− bc = (a− b)c

所以当 c > 0 时，ac− bc > 0, 就是说

ac > bc

当 c < 0 时，ac− bc < 0, 就是说

ac < bc
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推论 1
a > b 和 b < a 是等价的，即：如果 a > b, 那么 b < a；反过来，如果
b < a, 那么 a > b.

这是因为 a > b 就是 a − b > 0, 不等式两边乘以 −1, 得 −(a − b) < 0, 即
b− a < 0, 这就是 b < a, 同理可证后半个结论．

推论 2
如果 a > b > 0, c > a > 0, 那么 ac > bd.

这是因为 a > b, c > 0, 根据性质 3, 可得：

ac > bc (3.1)

又 c > d, b > 0, 同理得
bc > bd (3.2)

由 (3.1)，(3.2) 得：
ac > bd (性质 1)

推论 3

如果 a > b, 并且 a, b 同号，那么
1

a
<

1

b

因为
1

b
− 1

a
=

a− b

ab
，再由假设得到：

a− b > 0, ab > 0

所以
1

b
− 1

a
> 0，即

1

a
<

1

b
．

推论 4

如果 a > b > 0, 那么 an > bn (n 是大于 1 的整数）．

• 当 n = 2 时，由 a > b > 0，根据推论 2 得到：a2 > b2

• 当 n = 3 时，由 a > b > 0 和 a2 > b2, 同理得到：a3 > b3

• 依此类推，得到：an > bn
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这样正数之间的不等式可以进行 n 次乘方运算，仍得同向不等式．

推论 5

如果 a > b > 0, 那么 n
√
a > n

√
b (n 是大于 1 的整数）．

因为 n
√
a, n
√
b 是 n 次算术根，所以它们都是正数．

假设 a
1
n = b

1
n，于是

(
a

1
n

)n

=

(
b
1
n

)n

，因而 a = b，这就与已知 a > b

矛盾．

假设 a
1
n < b

1
n，于是

(
a

1
n

)n

<

(
b
1
n

)n

，即 a < b，这又与已知条件矛

盾．但是 n
√
a 和 n

√
b 的大小关系，只有三种可能，而且仅有一种成立，因此

n
√
a > n

√
b．这样正数之间的不等式可以进行开 n 次方运算，仍得同向不等式．

下面我们从不等式的定义和不等式的基本性质及其推论出发来证明一些恒
不等式．在推导不等式时，我们常利用实数的平方不会是负的这个事实．我们
首先证明下面的命题：

命题

若 a 是任意实数，那么 a2 ≥ 0．

事实上，a或是正数，或是零，或是负数．如果 a > 0,那么 a2 = a×a > 0;如
果 a = 0,那么 a2 = 0×0 = 0;如果 a < 0,于是 a = −|a|, a2 = (−|a|) ·(−|a|) =
|a|2 > 0, 无论哪种情形都有 a2 ≥ 0．

（一）比较法

为证明某一个不等式成立，常用“大于”定义，即要证 a > b, 我们常证
a − b > 0, 这种方法叫做比较法．用比较法证明不等式时，常常要把式子配方
或把式子分解成恒取正值或负值的因式的乘积．

例 3.1 若 a, b 是实数，则

a2 + b2 ≥ 2ab (3.3)

证明： ∵ a2 + b2 − 2ab = (a− b)2 ≥ 0

∴ a2 + b2 ≥ 2ab，当且仅当 a = b 时，取等号．

例 3.2 若 a, b, c 是任何实数，求证：

a2 + b2 + c2 ≥ ab+ bc+ ca (3.4)
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证明：

a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca

=
1

2
(2a2 + 2b2 + 2c2 − 2ab− 2bc− 2ca)

=
1

2

[
(a2 − 2ab+ b2) + (b2 − 2bc+ c2) + (c2 − 2ca+ a2)

]
=

1

2

[
(a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2

]
≥ 0

这里等于关系成立等同于 (a− b)2 = (b− c)2 = (c− a)2 = 0．即 a = b = c,
因此，a2 + b2 + c2 ≥ ab+ bc+ ca 这里当且仅当 a = b = c 时取等号．

另证：

a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca

= a2 − (b+ c)a+ b2 + c2 − bc

=

[
a2 − (b+ c)a+

(
b+ c

2

)2
]
+ b2 + c2 − bc− (b+ c)2

4

=

(
a− b+ c

2

)2

+
3

4
(b− c)2 ≥ 0

这里等于关系当且仅当 b = c 和 a =
b+ c

2
时，即 a = b = c 时成立，因

此，a2 + b2 + c2 ≥ ab+ bc+ ca．

例 3.3 若 a, b 是不相等的正数，则

a√
b
+

b√
a
>
√
a+
√
b

证明：

a√
b
+

b√
a
−
√
a−
√
b =

a
√
a+ b

√
b− a

√
b− b

√
a√

ab

=
a
(√

a−
√
b
)
− b

(√
a−
√
b
)

√
ab

=

(√
a−
√
b
)
(a− b)

√
ab

=

(√
a−
√
b
)2 (√

a+
√
b
)

√
ab

> 0

因为算术根式
√
ab,
√
a+
√
b 在 a, b 是正数的条件下是正数，又 a ̸= b，因

此
(√

a−
√
b
)2

> 0．
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所以，
a√
b
+

b√
a
>
√
a+
√
b

（二）综合法

要证明某个不等式，常由已知的或明显的不等式，根据不等式的性质把它
推导出来，这种由因导果的证法叫做综合证法．

例 3.4 如果 a > b > 0, 0 < c < d, 那么

a

c
>

b

d
(3.5)

证明：因为 c, d 同为正数，又 c < d, 根据性质 3 的推论 3, 得

1

c
>

1

d
> 0

又 a > b > 0, 根据性质 3 的推论 2, 得

a

c
>

b

d

例 3.5 a1, a2 是任意正数，试证：

a1 + a2
2

≥
√
a1a2 (3.6)

这里当且仅当 a1 = a2 时，取“=”号．

证明：因为 (a1 − a2)
2 ≥ 0, 由此得到

a21 − 2a1a2 + a22 ≥ 0

移项：

a21 + a22 ≥ 2a1a2

两边同加正数 2a1a2, 得

a21 + 2a1a2 + a22 ≥ 4a1a2

(a1 + a2)
2 ≥ 4a1a2

根据性质 3 的推论 5, 得

a1 + a2 ≥ 2
√
a1a2
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即：
a1 + a2

2
≥ √a1a2

显然，当且仅当 a1 = a2 时，不等式取等号．
这个不等式很重要，我们叫

a1 + a2
2

为正数 a1, a2的算术平均值，叫
√
a1a2

为正数 a1, a2 的几何平均值．上面的不等式是说两个正数的算术平均值不小于
它们的几何平均值．
这个不等式有下面的几何意义：

h

A B

C

Da1 a2

图 3.4

以 a1 + a2 为半径作圆 (图 3.4), 设 AD = a1, DB = a2, 过 D 点作线段
AB 的垂直线交半圆于 C 点，于是 ∠ACB = 90◦, 设 DC = h, 由勾股定理知：

AD2 +DC2 = AC2, DC2 +DB2 = BC2, AC2 +BC2 = AB2

即：(a21 + h2) + (a22 + h2) = (a1 + a2)
2 从而：

h =
√
a1a2

另一方面，DC 无论如何是不会超过圆的半径的，即：

h =
√
a1a2 ≤

a1 + a2
2

此外，当且仅当 D 点与圆心 O 点重合时，即 a1 = a2 时，DC 等于圆的半径，
即 h =

√
a1a2 =

a1 + a2
2

例 3.6 两个正数的和是定值 A,求证在所有这样的和中，当且仅当这两数相等
时，它们的乘积最大．

证明：设两个正数是 x 和 y, 由题设知

x+ y = A (3.7)

而其积依例 3.5 应该适合不等式：
√
xy ≤ x+ y

2
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也即：xy ≤
(
x+ y

2

)2

将条件 (3.7) 代入上面不等式中，得

xy ≤
(
A

2

)2

这表示其和等于 A的两个正数，无论怎样取法，它们的积都不大于常数
(
A

2

)2

．

由于这里等式当且仅当两个正数相等时，即 x = y =
A

2
时，才能成立，因此当

且仅当两个正数相等时，它们的积才能达到最大值
(
A

2

)2

．

例 3.7 a1, a2, a3 为任意正数，求证：

a1 + a2 + a3
3

≥ 3
√
a1a2a3 (3.8)

这里的等于关系当且仅当 a1 = a2 = a3 时成立．

证明：如果令 b1 > 0, b2 > 0, b3 > 0, 使得

a1 = b31, a2 = b32, a3 = b33

这样一来，我们就要证明：

b31 + b32 + b33 ≥ 3b1b2b3

由于 b31 + b32 = (b1 + b2)(b
2
2 − b1b2 + b22) 利用不等式 (3.3) 或 (3.6), 就有：

b21 − b1b2 + b22 ≥ b1b2

所以我们有：
b31 + b32 ≥ b1b2(b1 + b2) = b21b2 + b1b

2
2

同样地可证明：
b32 + b33 ≥ b22b3 + b2b

2
3

以及
b33 + b31 ≥ b23b1 + b3b

2
1

从而

2(b31 + b32 + b33) ≥ b1(b
2
2 + b23) + b2(b

2
3 + b21) + b3(b

2
1 + b22)

≥ b1(2b1b2) + b2(2b3b1) + b3(2b1b2)

= 6b1b2b3
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即：b31 + b32 + b33 ≥ 3b1b2b3

因而，
a1 + a2 + a3

3
≥ 3
√
a1a2a3

此外，从上面的过程可见，等式成立，等同于要求

b21 − b1b2 + b22 = b1b2, b22 − b2b3 + b23 = b2b3, b23 − b3b1 + b21 = b2b1

三个式子成立，这就等同于要求 b1 = b2 = b3．
注意：如果我们注意下面的因式分解：

b31 + b32 + b33 − 3b1b2b3 = (b1 + b2 + b3)(b
2
1 + b22 + b23 − b1b2 − b2b3 − b3b1)

那么，我们就立即可得不等式 (3.8) 的证明．但是这样的因式分解不易使人想
到，而且也不能进一步推广．
由不等式 (3.6) 和 (3.8) 使人猜想，对于 n 个正数：a1, a2, . . . , an 是不是

有：
a1 + a2 + · · ·+ an

n
≥ n
√
a1a2 · · · an

其中 n 是大于 1 的整数，当且仅当 a1 = a2 = · · · = an 时取等号．
我们说这个一般的结论“n 个正数的算术平均不小于几何平均”是成立的，

不过这里我们略去它的证明．

例 3.8 求证在周长都为 2L 的所有三角形中，面积最大的必是等边三角形．

证明：设三角形边长为 a, b, c, 则周长为 a+ b+ c = 2L, 设面积为 S, 于是依不
等式 (3.8)

S2 = L(L− a)(L− b)(L− c)

≤ L

[
(L− a) + (L− b) + (L− c)

3

]3
=

L4

27

因此这样的三角形面积不会超过
L2

√
27
，同时要达到这个数值必须且只须

L− a = L− b = L− c, 即为等边三角形．

例 3.9 若 x, y, z 是不都相等的正数，且 x+ y + z = 1

求证 (1− x)(1− y)(1− z) > 8xyz．

证明：由于：

1− z = x+ y ≥ 2
√
xy

1− y = x+ z ≥ 2
√
xz

1− x = y + z ≥ 2
√
yz
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因为 x, y, z 不都相等，即至少有两个数不相等，所以上面三个不等式中至少有
一个不等式只能成立“>”关系，将上面不等式的两端相乘得到

(1− x)(1− y)(1− z) > 8
√
x2y2z2 = 8xyz

（三）分析法

证明不等式也可以用分析法，就是先假定这个不等式成立，逐步找出使这
个不等式成立的充分条件，直到推导出已知条件或明显的不等式为止．也就是
说由果索因找出证题路线，然后再按分析过程的相反过程写出由已知条件导出
结论的过程．应用分析法时，一定要仔细检查每步推理是否可逆，也就是不等
式在反推时有无不等式的性质作根据，如果其中某一步推理不可逆，那么用分
析法是无效的．

例 3.10 试证
(√

2 + 1
)2

< 3.4
√
3

证明：要证 (√
2 + 1

)2
< 3.4

√
3 (3.9)

成立即要证：3 + 2
√
2 <

17

5

√
3．

两边乘以 5，只须证：

15 + 10
√
2 < 17

√
3 (3.10)

两边平方，可证：
225 + 200 + 300

√
2 < 867 (3.11)

移项
300
√
2 < 442 (3.12)

两边除以 300，即要证：
√
2 < 1.47 (3.13)

显然 (3.13) 成立，而由 (3.9) 推出 (3.13) 的每一步都可逆，所以
(√

2 + 1
)2

<

3.4
√
3 成立．

例 3.11 若 a > b > 0, 求证：

1

8

(a− b)2

a
<

a+ b

2
−
√
ab <

1

8

(a− b)2

b
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证明：（分析法）要证：
a+ b

2
−
√
ab <

1

8

(a− b)2

b
成立，只须证：(√

a−
√
b
)2

2
<

1

8

(a− b)2

b

∵ a > b > 0, ∴
(√

a−
√
b
)2
̸= 0，两边除以

(√
a−
√
b
)2
，可证：(√

a+
√
b
)2

8b
>

1

2

但是，

(√
a+
√
b
)2

8b
=

1

8

(
1 +

…
a

b

)2

，即要证：

1

8

(
1 +

…
a

b

)2

>
1

2
, 或

(
1 +

…
a

b

)2

> 4

两边开平方取算术根，可证：

1 +

…
a

b
> 2, 或

…
a

b
> 1

即要证：a > b．
但是，a > b > 0成立，并且上面推理的每一步可逆，所以，

a+ b

2
−
√
ab <

1

8

(a− b)2

b
成立．

同理证明：
a+ b

2
−
√
ab >

1

8

(a− b)2

a
成立．

因此，
1

8

(a− b)2

a
<

a+ b

2
−
√
ab <

1

8

(a− b)2

b
注意：此题分析中的关键：

1. 通过恒等变形，将不等式两边的正因式
(√

a−
√
b
)2
约去；

2.

(√
a+
√
b
)2

8b
=

1

8

(
1 +

…
a

b

)2

的右端使求证和已知条件的联系明朗化．

例 3.12 试证：若 a > 0, b2 − 4ac ≤ 0, 则对于任意实数

ax2 + bx+ c ≥ 0 (3.14)

证明：

ax2 + bx+ c = a

[
x2 +

b

a
x+

(
b

2a

)2
]
+ c− b2

4a

= a

(
x+

b

2a

)2

+
4ac− b2

4a
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因为不论 x 为何值，
(
x+

b

2a

)2

≥ 0, 又因为：b2 − 4ac ≤ 0，故 4ac− b2 ≥ 0，

因而：

ax2 + bx+ c = a

(
x+

b

2a

)2

+
4ac− b2

4a

的值的正、负与 a的值的正、负相同，并且当且仅当 b2−4ac = 0和 x = − b

2a
时，

其值为零，故在 a > 0, b2−4ac ≤ 0的条件下，不论 x为何值，ax2+bx+c ≥ 0.
注意：二次三项式经过配方后，要解决的问题就明朗化了．

例 3.13 试证：对于任意实数 a1, a2, a3; b1, b2, b3, 有

(a21 + a22 + a23)(b
2
1 + b22 + b23) ≥ (a1b1 + a2b2 + a3b3)

2 (3.15)

证明：

(a21 + a22 + a23)(b
2
1 + b22 + b23)− (a1b1 + a2b2 + a3b3)

2

= a21b
2
1 + a21b

2
2 + a21b

2
3 + a22b

2
1 + a22b

2
2 + a22b

2
3 + a23b

2
1 + a23b

2
2 + a23b

2
3

+ a21b
2
1 − a22b

2
2 − a23b

2
3 − 2a1b1a2b2 − 2a1b1a3b3 − 2a2b2a3b3

= (a21b
2
2 − 2a1b2b2a2b1 + a22 + a22b

2
1) + (a21b

2
3 − 2a1b3a3b1 + a23b

2
1)

+ (a22b
2
3 − 2a2b3a3b2 + a23b

2
2)

= (a1b2 − a2b1)
2 + (a1b3 − a3b1)

2 + (a2b3 − a3b2)
2

≥ 0

这里不等式当且仅当 a1b2 − a2b1 = a1b3 − a3b1 = a2b3 − a3b2 = 0 时，即在
a1
b1

=
a2
b2

=
a3
b3
时取等号．

不等式 (3.15) 可以推广到下面的情形：

对于 a1, a2, . . . , an; b1, b2, . . . , bn 的一切实数值，下列不等式成立：

(a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)
2 ≤ (a21 + a22 + · · ·+ a2n)(b

2
1 + b22 + · · ·+ b2n)

等式当且仅当
a1
b1

=
a2
b2

= · · · = an
bn
时成立，这个不等式称为柯西不等

式，不等式 (3.15) 是柯西不等式 n = 3 的特例．

例 3.14 试证：如果 a2 + b2 + c2 = 1 和 x2 + y2 + z2 = 1, 这里 a, b, c 不分别
等于 x, y, z, 那么，

ax+ by + cz < 1
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证明：根据柯西不等式，有

(ax+ by + cz)2 < (a2 + b2 + c2)(x2 + y2 + z2)

（因为 a, b, c 不分别等于 x, y, z, 故不能取等号）．由此

(ax+ ay + cz)2 < 1

即：|ax+ by + cz| < 1，但是

ax+ by + cz ≤ |ax+ by + cz|

所以：ax+ by + cz < 1

习题 3.1

1. 如果 a > b, e > f , c > 0, 求证 f − ac < e− bc．

2. 如果 a > b, g < 0, c 是任何数，求证：

g(a− c) < g(b− c)

3. 如果 a > b > 0, c > d > 0, 求证 1

ac
<

1

bd

4. 如果 a > b > 0, c < d < 0, e < 0, 求证： e

a− c
>

e

b− d

5. 如果 a, b 是正数，求证：

a+ b

1 + a+ b
<

a

1 + a
+

b

1 + b

6. 回答下列问题，并说明理由（“是”的给予证明；“不是”的举一反例）．

(a) 如果 a > b, c = d 是否一定有 ac > bd？

(b) 如果 a

c2
<

b

c2
, 是否一定有 a < b?

(c) 如果 ac > bc, 是否一定有 a > b?

(d) 如果 a > b, c > d, 是否一定有 a− c > b− d?

(e) 如果 a > b > 0, c > d > 0, 是否一定有 a

c
>

b

d
?

(f) 如果 a > b, c > d, 是否一定有 ac > bd?

(g) 如果 a > b, 是否一定有 a2 > b2?
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(h) 如果 a > b, 是否一定有 a3 > b3?

用比较法证明下面不等式：

7. 若 a, b 是正数，求证
a2 + b2

2
≥
(
a+ b

2

)2

8. 1 + 2x4 ≥ x2 + 2x3

9. 若 a, b 是正数，求证 a3 + b3 ≥ a2b+ ab2

10. 证明: a2 + b2 + c2 ≥ 2(a+ b+ c)− 3

11. 若 a, b, c 是正数，求证 a2(b+ c) + a(b2 + c2 − bc) > 0

用综合法证明下面不等式：

12. 证明 a

b
+

b

a
≥ 2，其中 a, b 是正数．

13. 若 a, b, c 是正数，求证：

ab(a+ b) + ac(a+ c) + bc(b+ c)

abc
≥ 6

14. 设 a, b 是不相等的正数，求证：

(a) (a+ b)(a2 + b2)(a3 + b3) > 8a3b3

(b) (a+ b)(a3 + b3) > (a2 + b2)

15. 若 a1, a2, a3, a4 都是正数，求证：

a1 + a2 + a3 + a4
4

≥ 4
√
a1a2a3a4

16. 在上题中，令 a4 =
a1 + a2 + a3

3
，试由(

a1 + a2 + a3 + a4
4

)4

≥ a1a2a3a4

推出
a1 + a2 + a3

3
≥ 3
√
a1a2a3

17. 若 a, b, c 是正数，求证：a+ b+ c ≥
√
ab+

√
bc+

√
ca

18. 若 a, b 是正数，求证：
a3 + b3

2
≥
(
a+ b

2

)3

19. 若 a, b, c 是不相等的正数，求证 (a+ b+ c)

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
> 9
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20. 若 x > 0, 求证 x+
9

x
的最小值是 6.

21. 当 x 为何值时，2x(9− 2x),

(
0 < x <

9

2

)
取最大值，最大值是多少？

22. 求证：周长一定的所有矩形中以正方形的面积最大；面积一定的所有矩形
中以正方形的周长最短，这个正方形的边长是多少？

23. 斜边长一定的直角三角形中，求两直角边的和的最大值，又何时达到最大
值．

用综合法或分析法证明下面不等式：

24. 求证：

(a)
√
2 +
√
3 < 4

(b)
√
3 +
√
5 >
√
15

(c)
√
2 +
√
3 <
√
10

(d)
√
5 +
√
7 > 1 +

√
15

25. 下面的差是正的还是负的？

3
√
3−
√
2,

4
√
3− 5
√
4,

5
√
2− 6
√
3

26. 若 a, b, c 是正整数，求证：ab+ bc+ ac ≤ 3abc

27. 求证 a1 + a2 + · · ·+ an <
1

1− a
(0 < a < 1)

28. 若 |a| < 1, |b| < 1, 求证：
∣∣∣∣ a+ b

1 + ab

∣∣∣∣ < 1

29. 求证 x2 + 2√
x2 + 1

≥ 2

30. 若 a, b, c, d 是正数，求证：»
(a+ c)(b+ d) ≥

√
ab+

√
cd

31. 若 a > b > 0 且 m > n, 求证： a− b

am + b
>

a− b

an + b

32. 若 a > 0, b > 0 且 a+ b = 1, 求证：
(
a+

1

a

)(
b+

1

b

)
≥ 25

4
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第二节 解不等式

解不等式就是要找出使不等式成立的变数值的全体，即不等式的解集，在
上节 1.1 中我们已经知道含有一个变数的不等式的解集，或是整个实数集 R,
或是实数集 R 的一个子集，或是空集 ∅．
解不等式的方法如同解方程一样，在于应用不等式的性质，逐步将它变形

到最简单的不等式，在变形过程中要特别注意合理地应用不等式的性质，以保
证每次得到的不等式的解集和原来的不等式的解集都相同．现在让我们分析一
下怎样的变形可以保证解集相同，设不等式 α(x) > 0 和 β(x) > 0 的对应解集
是 A 和 B, 这里 α(x), β(x) 代表含有一个变数的代数式．
假设任意给出 x ∈ A 使 α(x) > 0 成立，根据不等式的性质作变形推出

β(x) > 0成立，于是 x ∈ B,那么 A ⊆ B,反过来，假设任给 x ∈ B 使 β(x) > 0

成立，根据不等式的性质作逆变形推出 α(x) > 0 成立，于是 x ∈ A, 那么
B ⊆ A, 从 A ⊆ B 和 B ⊆ A 都成立，就可以说 A = B, 这也就是说 A = B 的
充要条件是 α(x) > 0 成立 ⇐⇒ β(x) > 0 成立，所以我们在解不等式的过程中
要求每步推理都是可逆的，这样才能保证它们的解集相同．
问题：说明能否由不等式

√
x + x > −3 +

√
x 推出 x > −3，又能否由不

等式 x > −3 推出
√
x+ x > −3 +

√
x, 它们的解集有何关系？

根据不等式的性质，容易验证下面的不等式的变形是同解变形，即能保持
它们的解集相同．
假设 f1(x) 和 f2(x) 都是含有一个变数的代数式，

1. 若 g(x) 是整式，那么

f1(x) > f2(x)⇐⇒ f1(x) + g(x) > f2(x) + g(x)

2. 若数 m > 0, 那么

f1(x) > f2(x)⇐⇒ mf1(x) > mf2(x)

3. 若数 m < 0, 那么

f1(x) > f2(x)⇐⇒ mf1(x) < mf2(x)

一、一元一次不等式（组）

形如 ax + b > 0 或 ax + b < 0 (a ̸= 0) 的不等式，称为一元一次不等式，
其中 a, b 是两个已知的实数，x 是变数．
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由于这第二种类型的一元一次不等式 ax+ b < 0 的两端乘以 (−1) 后，总
可以变成第一种类型的同解不等式 −ax − b > 0, 所以我们只讨论第一种类型
的一元一次不等式的解集：

• 当 a > 0 时，那么 ax+ b > 0 的解集是：
ß
x
∣∣∣x > − b

a

™
，解集是数轴上不

含点 − b

a
的正向射线．

• 当 a < 0 时，那么 ax+ b > 0 的解集是：
ß
x
∣∣∣x < − b

a

™
，解集是数轴上不

含点 − b

a
的负向射线．

例 3.15 解不等式
x− 1

6
− 2x+ 1

4
<

2x

15
− 1

解：两边同乘以 60，得：

10(x− 1)− 15(2x+ 1) < 8x− 60

−20x− 25 < 8x− 60

−28x < −35

因此：x >
5

4
，所以它的解集是：

ß
x
∣∣∣x >

5

4

™
例 3.16 解不等式：3(x− 5) ≥ x2 − 5x+ 3− (x2 − 8x)

解：有时我们可以采用另一种书写方式，即采用一系列相等的集合把原不等式
的解集找出来．
原不等式的解集：{

x|3(x− 5) ≥ x2 − 5x+ 3− (x2 − 8x)
}

= {x|3x− 15 ≥ 3x+ 3}

= {x|0x ≥ 18}

= ∅

“∅”表示空集，这说明原不等式不能成立．
解不等式组就是先分别求不等式组中各个不等式的解集，然后再求这些解

集的交集．

例 3.17 解不等式组：  3(x− 2) + 1 < 6(x+ 1)

7− 4(x− 3) > 5x− 10
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解：先解第一个不等式，化简得：

3x− 6 + 1 < 6x+ 6

3x > −11

所以 x > −11

3
．

再解第二个不等式，化简得

7− 4x+ 12 > 5x− 10

9x < 29

所以 x <
29

9

最后求两个解集的公共部分 −11

3
< x <

29

9
，这就是不等式组的解 (图

3.5)．

x
−3 −2 −1 0 1 2 3−11

3

29

9

图 3.5

求解的过程也可以用集合的符号来书写，即x
∣∣∣
 3(x− 2) + 1 < 6(x+ 1)

7− 4(x− 3) > 5x− 10


=
{
x
∣∣∣3(x− 2) + 1 < 6(x+ 1)

}
∩
{
x
∣∣∣7− 4(x− 3) > 5x− 10

}
= {x|3x > −11} ∩ {x|9x < 29}

=

ß
x
∣∣∣− 11

3
< x <

29

9

™
例 3.18 解不等式组：  5(x− 3) > 3(2x− 3)

5(x− 2) < 3(x− 1)
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解： x
∣∣∣
 5(x− 3) > 3(2x− 3)

5(x− 2) < 3(x− 1)


=
{
x
∣∣∣5(x− 3) > 3(2x− 3)

}
∩
{
x
∣∣∣5(x− 2) < 3(x− 1)

}
= {x|x < −6} ∩

ß
x
∣∣∣x <

7

2

™
= {x|x < −6}

x
−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3−6 7

2

图 3.6

在最后求交集时可借助于如图 3.6 的图示，用这种图表交集，直观清晰不
易出错．

例 3.19 解不等式组：  7x− 3 > 5x+ 1
1

2
x > x+

1

2

解： x
∣∣∣
 7x− 3 > 5x+ 1

1

2
x > x+

1

2


= {x|7x− 3 > 5x+ 1} ∩

ß
x|1
2
x > x+

1

2

™
= {x|x > 2} ∩ {x|x < −1} = ∅

x
−1 0 1 2

图 3.7

不等式组的解集是空集，说明没有实数能使不等式组的各不等式同时成立，
换句话说，不等式组无解．
注意：含有字母系数的不等式，它的解集因字母系数的取值不同而有不同的情
形，因此需要对字母系数高取值分情况进行讨论．
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例 3.20 解不等式：mx− 2 > x− 3m

解：移项、化简得：

(m− 1)x > 2− 3m

因为 m− 1 可能是正数或零或负数，故需分三种情形来讨论：

• 当 m > 1 时，则 x >
2− 3m

m− 1
；

• 当 m = 1 时，原不等式化为 0x > −1, 这个不等式的解集是所有实数；

• 当 m < 1 时，则 x <
2− 3m

m− 1
．

答：不等式的解集是：

• 当 m > 1 时，
ß
x
∣∣∣x >

2− 3m

m− 1

™
• 当 m = 1 时，

{
x
∣∣∣x ∈ R

}

• 当 m < 1 时，
ß
x
∣∣∣x <

2− 3m

m− 1

™
练习

1. 解下列不等式，并在数轴上表示出它的解集：

(a) 3x− 2 > 5x+ 8

(b) 5x− 7 ≤ 33(x− 4)

(c) 0.3x− 0.5 > x− 1

(d) 0.8− 0.2x ≤ 0.5x− 0.6

(e) 1

3
(x− 5) >

1

4
(1− x)

(f) 3(x− 1)− (x− 5) < x− 3

(g) 2

5
(x− 3) + 1 <

1

6
(2x− 1)

(h) x− 3

4
− 2x− 1

3
> x

(i) 2x− 1

5
− x− 2

3
≥ 2x− 5

10

(j) x− 1

2
− x+ 1

2
>

x

6

2. 解下列不等式组，并把它们的解集在数轴上表示出来：
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(a)


x+ 2

6
>

x− 9

6
+

x+ 5

2

6−
(
x− 2

4
+

2

3

)
<

x

6

(b)


3

4
x− 2

3
≤ 4x− 3

12

2x− 1 >
3x− 4

2

(c)

 x− 1 >
7x− 2

3

4.5x+ 2.5 < 3x+ 2

(d)

 2x− 3 < 4− 5x
7x− 8

5
≥ x− 1

3. 解下列不等式：

(a) (a− b)x < 2ax− b

(b) (p− q)x < p2 − q2

(c) 3(m+1)x+3m < 2mx+3

(d) mx+ 1

3
+

4m− x

2
<

m2

6

二、一元一次不等式的应用

例 3.21 为奖励 12 名运动员需要买一些笔记本和铅笔，每本笔记本的价格是
0.94 元，每打铅笔价格是 0.76 元，如果每人各得一件奖品且所买物品价格不
超过 10 元，问至多买几本笔记本？

解：设买笔记本 x 本，铅笔 (12− x) 打，则

0.94x+ 0.76(12− x) ≤ 10

化简得：
0.13x ≤ 0.88 ⇒ x ≤ 4

8

9

不大于 4
8

9
的最大自然数是 4．

答：至多买 4 本笔记本．

例 3.22 拍照留念像，4 �的一份二张收费 2.85 元，加印一张 0.48 元，预定
每人平均出钱不超过 1 元，并都分到一－张照片，问参加照像的至少有几人？

解：设参加照像的人数为 x, 且在二个人以上，于是照像费为：

2.85 + 0.48(x− 2)

预定的照像费为：x 元．依题意有：

2.85 + 0.48(x− 2) ≤ x
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化简得

0.52x ≥ 1.89

x ≥ 189

52
= 3

33

52

大于 3
33

52
的最小自然数是 4．

答：参加照像的至少得有 4 人．

例 3.23 把笔记本 123 册，铅笔 23 打，分给三年级一班学生，如果每人分三
本笔记本，则尚余 10 册以上；每人分给 8 支铅笔，则至少缺一人份，问这个
班有多少学生？

解：设这个班有学生 x 人，从人和笔记本册数的关系，得：

123− 3x ≥ 10 (3.16)

从人和铅笔支数的关系，得

8x− 12× 23 ≥ 8 (3.17)

解联立不等式 (3.16) 和 (3.17)：
由 (3.16) 得

x ≤ 37
2

3

由 (3.17) 得
x ≥ 35

1

2

所以
35

1

2
≤ x ≤ 37

2

3
(3.18)

表示班级人数的数是自然数，所以使 (3.18) 成立的自然数有 36 和 37.
答：36 人或 37 人．

例 3.24 浓度 8% 的盐水 100 克与浓度 3% 的盐水混合，要制成的涅合液至少
重 1200 克，含盐至多 84 克，问掺入浓度 3% 的盐水的重量范围如何？

解：设掺入浓度 3% 的盐水 x 克，由盐水重量关系，得

100 + x ≥ 1200 (3.19)

由盐的重量关系，得
100× 8% + x× 3% ≤ 84 (3.20)
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把 (3.19), (3.20) 联立起来，由 (3.19) 得

x ≥ 1100

由 (3.20) 得
0.03x ≤ 76 ⇒ x ≤ 2533

1

3

所以

1100 ≤ x ≤ 2533
1

3

答：掺入 3% 的盐水的重量在 1100 克到 2533
1

3
克的范围内．

练习

1. 某施工队，原规定要在 6 天内完成 300 土方的工程，第一天完成
了 60 土方，因有其他紧急任务，要求这项工程提前 2 天完成，那
么，这个施工队从第二天起平均每天至少要完成多少土方？

2. 旅行者乘摩托艇顺水而下，然后返回原停治处．水流速度为 2公里
／小时，摩托艇在静水中的速度为 18 公里／小时．为了使游览时
间不超过 3 小时，旅行者能走出多少路程？

3. 从 A 地去相距 18km 处的 B 地，先以时速 5km, 中途改为时速
4km 的速度步行到 B 地．如果所用的时间不超过 4 小时，问以
5km 的时速所走的距离不少于多少公里？

4. 夏令营第一中队野外行军，每小时走 3 公里，出发后一小时，营部
有紧急通知，令通讯员骑自行车在 40 分钟内送到，问通讯员骑车
的最低速度多大才能在 40 钟内把信送到．

5. 在比赛时，每名射手各打 10 枪，每命中一次得 5 分，每脱靶一次
扣 1 分，得到的分数不少于 30 分的射手算是优胜者．射手要成为
优胜者至少应该中靶几次？

6. 甲乙两个生产小组分别制定生产计划，甲组计划 15 天完成 361 个
零件，乙组计划 10 天完成 190 个零件，头二天，甲组每天完成 18
个，乙组每天完成 15 个．从第三天起，甲乙两组提高了效率，最
后都超额完成了生产计划．问从第三天起，每天平均至少能完成几
个？
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7. 把 700 个成品装箱，如果每箱平均装 15 个，则剩余 3 箱以上的成
品不能装箱，如果每箱装 20 个，则至少剩下 8 个箱子，求箱子的
个数．

8. 含银 60%的合金 400g和含银 75%的合金混合，总重量至少 600g,
要制作含银至多 420g 的合金，问掺入含银 75% 的合金的重量范
围如何？

9. 8 点离开家，要在 8 点 30 分到 8 点 40 分之间到达学校．从家到
学校的路程为 2400 米，问步行的速度范围如何？需每分钟不得少
于多少米？不得大于多少米？

三、不等式 (ax+ b)(cx+ d) > 0 (< 0), ax+ b

cx+ d
> 0 (< 0) 的解法举例

例 3.25 解不等式 (0.5x− 1)(4− x) > 0．

解：两个因式的积的值为正，当且仅当这两个因式的值同号，即原不等式成立
的充分必要条件是下列不等式组之一成立： 0.5x− 1 > 0

4− x > 0
或

 0.5x− 1 < 0

4− x < 0

由此得  x > 2

x < 4
或

 x < 2

x > 4

前一个不等式组化为 2 < x < 4, 后一个不等式组的解集合是空集 ∅．
答：原不等式的解集 = {x|2 < x < 4} ∪ ∅ = {x|2 < x < 4}．

例 3.26 解不等式
2x− 3

5− 4x
< 0．

解：分式的值为负，当且仅当分子和分母的值有不同符号，即原不等式成立的
充分必要条件是下列不等式组之一成立： 2x− 3 > 0

5− 4x < 0
⇒


x >

3

2

x >
5

4

(3.21)
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或  2x− 3 < 0

5− 4x > 0
⇒


x <

3

2

x <
5

4

(3.22)

因为
3

2
>

5

4
, 不等式组 (3.21) 的解集 =

ß
x
∣∣∣x >

3

2

™
, 不等式组 (3.22) 的解集

=

ß
x
∣∣∣x <

5

4

™
．

答：原不等式的解集 =

ß
x
∣∣∣x >

3

2

™⋃ß
x
∣∣∣x <

5

4

™
例 3.27 解不等式

3x+ 1

x− 3
< 1．

解：将这个不等式作同解变形，使不等式的右端为零．
移项

3x+ 1

x− 3
− 1 < 0

化简得
2x+ 4

x− 3
< 0

同解于：  2x+ 4 > 0

x− 3 < 0
⇒

 x > −2

x < 3
(3.23)

或  2x+ 4 < 0

x− 3 > 0
⇒

 x < −2

x > 3
(3.24)

不等式组 (3.23) 的解集 = {x| − 2 < x < 3}, 不等式组 (3.24) 的解集 = {x|x ≤
−1}．
答：原不等式的解集 = {x|x > 1} ∪ {x|x ≤ −1}

练习

1. 解不等式：

(a) x(10x− 3) > 0

(b) −x(2− 5x) ≤ 0

(c) (10x− 1)(5x− 2) < 0

(d) (5−
√
2x)

(
1

2
x−
√
3

)
≥ 0

2. 解不等式：
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(a) 12

x− 7.2
> 0

(b) 1.75

3x− 0.75
< 0

(c) x2 + 1

−x+ 3
> 0

(d) x2

x− 1
≥ 0

(e) x− 1

x2
≤ 0

3. 解不等式：

(a) x− 17

9− x
> 0

(b) 3x− 4

x
≤ 0

(c) 5− x

3− 2x
≤ 0

(d) 5x− 1

y + 2
≥ 1

(e) 3y − 7

y + 2
≤ 2

(f) 3

x− 6
> 2

4. 下列不等式是不是同解不等式：

(a) (x− 1)(x+ 2) > 0,
x− 1

x+ 2
> 0

(b) (x− 3)(x+ 4) ≥ 0,
x− 3

x+ 4
≥ 0

四、含有绝对值符号的一元一次不等式

有时我们还会遇到一种含有绝对值符号的不等式．例如，用车床加工一种
底面直径为 10cm的圆柱形零件，如果规定底面直径的绝对误差不超过 0.05cm
才算合格，那么合格零件底面直径 x 可以是多少？这就是要解不等式：

|x− 10| ≤ 0.05

这类不等式称为含有绝对值符号的不等式，或简单地称为绝对值不等式．
我们先来考虑两个简单的绝对值不等式：

|x| < a, |x| > a

我们知道，|x| 可以看作数轴上表示 x 的点与原点的距离，由此可知：
如果 a > 0, 那么绝对值不等式 |x| < a 的解就是 −a < x < a 的解 (图

3.8); |x| > a 的解就是 x < −a 或 x > a 的解 (图 3.9)，也就是：

{x| |x| < a} = {x| − a < x < a}

{x| |x| ≥ a} = {x| x < −a} ∪ {x| x > a}
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x
−a 0 a

图 3.8

x
−a 0 a

图 3.9

现在让我们转到要解的不等式 |x− 10| ≤ 0.05 上来，其意义就是数轴上表
示 x 的点与坐标为 10 的点的距离不超过 0.05．根据上面的结论，它和下面不
等式同解：

−0.05 ≤ x− 10 ≤ 0.05

也就是

9.95 ≤ x ≤ 10.05

例 3.28 解不等式 |x+ 4| > 9．

解：

{x| |x+ 4| > 9}

= {x|x+ 4 > 9} ∪ {x|x+ 4 < −9}

= {x|x > 5} ∪ {x|x < −13}

这个绝对值不等式，其意义就是数轴上表示 x 的点与坐标为 −4 的点的距离大
于 9, 这些解点只能是以 5 为端点的右开射线，和以 −13 为端点的左开射线
(图 3.10)．

x
−13−12 −10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 5

图 3.10

为了与后面的讨论一致起见，我们还可以这样来解这两个绝对值不等式：

按照绝对值的定义，

|x− 10| =

 x− 10, x ≥ 10

−(x− 10), x < 10
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由此可见，x = 10 是个分界点，我们称它为 x − 10 的零点，零点把数轴
分成三段即零点的右开射线，零点和零点的左开射线．在这里我们约定把零点
归于右开射线的左端点，于是零点左侧任意一点和零点的距离：

|x− 10| = −(x− 10), x < 10

零点或零点右侧任意一点和零点的距离：

|x− 10| = x− 10, x ≥ 10

这样有下图 (图 3.11) 的情况：

x
0 10

|x− 10| = −(x− 10) |x− 10| = x− 10

x < 10 x ≥ 10

图 3.11

从而得到不等式 |x− 10| ≤ 0.05 的解集：

{x| |x− 10| ≤ 0.05}

=

x
∣∣∣
−(x− 10) ≤ 0.05

x < 10

⋃
x
∣∣∣
 x− 10 ≤ 0.05

x ≥ 10


=
[
{x| − (x− 10) ≤ 0.05} ∩ {x|x < 10}

]⋃[
{x|x− 10 ≤ 0.05} ∩ {x|x ≥ 10}

]
= {x|9.95 ≤ x < 10} ∪ {x|10 ≤ x ≤ 10.05}

= {x|9.95 ≤ x ≤ 10.05}

同理可解例 2.28：|x+ 4| > 9，在这里零点是 x = −4, 它把数轴分成两段：

• 当 x ≥ −4 时，|x+ 4| = x+ 4;

• 当 x < −4 时，|x+ 4| = −(x+ 4).

于是不等式的解集为：

{x| |x+ 4| > 9}

=

x
∣∣∣
−(x+ 4) > 9

x < −4

⋃
x
∣∣∣
 x+ 4 > 9

x ≥ −4


=
[
{x| − (x+ 4) > 9} ∩ {x|x < −4}

]⋃[
{x|x+ 4 > 9} ∩ {x|x ≥ −4}

]
= {x|x < −13} ∪ {x|x > 5}
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当然这种方法对解含一个绝对值的不等式不如前法方便、但它具有一般性，
且它可推广到解含二个、三个⋯⋯绝对值的不等式．

例 3.29 解不等式 |x− 2|+ |x+ 3| > 7．

解：这里 |x− 2| 的零点为 2; |x+3| 的零点为 −3, 把所有零点在数轴上按由小
到大的次序排列，这样把数轴分为下面的三段，而各段上的点和零点 2 的距离
与该点和零点 −3 的距离的和在脱去绝对值后的情况如图 3.12 所示．

x
−3 −2 −1 0 1 2

x < −3 −3 ≤ x < 2 x ≥ 2

−(x− 2) + [−(x+ 3)]

−(x− 2) + (x+ 3)

(x− 2) + (x+ 3)

图 3.12

所以原不等式的解就是这三个解集的并集，即

x
∣∣∣
−(x− 2) + [−(x+ 3)] > 7

x < −3

⋃
x
∣∣∣
−(x− 2) + (x+ 3) > 7

−3 ≤ x < 2


⋃x

∣∣∣
 (x− 2) + (x+ 3) > 7

x ≥ 2


= {x|x < −4} ∪ ∅ ∪ {x|x > 3}

= {x|x < −4} ∪ {x|x > 3}

x
−4 −3 −2 −1 0 1 2 3

图 3.13

练习

1. 解下列不等式：
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(a) |x− 2| < 5

(b) |2x− 3| ≥ 1

(c) |2− 3x| ≤ 3

(d) |4x− 5| < 15

(e)
∣∣∣∣12x+ 1

∣∣∣∣ < 4

(f) |2x+ 5| < 5

12

(g)
∣∣∣∣12x− 4

∣∣∣∣+ 3 > |8− x|

(h) |x| > 2x− 1

2. 解下列不等式：

(a) |x+ 1|+ |x− 1| > 0

(b) |x+ 3| − |x− 3| < 5

(c) |x− 5| − |x+ 3| > 3

(d) |x− 1| − 11 < 2

3. 用宽 6cm 的铁板，截一个面积为 48cm2 的长方形零件，要求面积
的绝对误差不超过 0.3cm2, 长度应在什么范围内？

4. 解下列不等式：

(a) 3|x− 6|+ |x+ 2| − |x− 0.5| ≤ 7

(b) |x|+ |x− 1|+ |x− 2| ≥ 4

五、一元二次不等式

形如

ax2 + bx+ c > 0 或 ax2 + bx+ c < 0

的不等式称为一元二次不等式．这里 a ̸= 0．

我们首先说明下面的定理：

定理 1

设 b2 − 4ac ≤ 0, 则

1. 当 a > 0 时，不论 x 为何值，ax2 + bx+ c ≥ 0

2. 当 a < 0 时，不论 x 为何值，ax2 + bx+ c ≤ 0

上面两个不等式仅在 b2 − 4ac = 0, 且 x = − b

2a
时等式成立．
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这个定理的证明已在本章的例 3.12中用配方法证过了．建议读者再复习一
遍它的证明．
这个定理告诉我们；不管 b2 − 4ac < 0 还是 b2 − 4ac = 0, 二次三项式

ax2 + bx+ c 的值除可能是 0 外，符号总是和二次项的系数 a 的符号一致，不
随 x 的改变而改变的．
根据这个结论，我们知道不等式：

1. ax2 + bx+ c > 0 (a > 0, b2 − 4ac < 0) 的解集是：{x|x ∈ R}．

2. ax2 + bx+ c > 0 (a > 0, b2 − 4ac = 0) 的解集是：
ß
x
∣∣∣x ∈ R, x ̸= − b

2a

™
3. ax2 + bx+ c < 0 (a > 0, b2 − 4ac < 0) 的解集是空集 ∅．

但当 b2−4ac > 0时，ax2+bx+c的值的情形是怎样的呢？这时 ax2+bx+c

的值的符号要因 x 的值不同而改变，现在我们就来讨论它的值的符号怎样随 x

的取值改变．
当 b2 − 4ac > 0. 而 a ̸= 0 时，ax2 + bx+ c = 0 有两个不同的实根 x1 和

x2, 并设 x1 < x2, 于是根据因式定理有：

ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2)

在这里，我们只要记住一个最简单的原则，就可以解决问题，那就是“奇数
个负数相乘是负的，偶数个负数相乘是正的”，例如当 x1 < x < x2 时，x− x1

是正的而 x− x2 是负的，于是 (x− x1)(x− x2) < 0, 因此在这时 ax2 + bx+ c

的值的符号与 a 相反，从此我们可以把结果列成一个表．

x < x1 ax2 + bx+ c > 0

a > 0 x1 < x < x2 ax2 + bx+ c < 0

x2 < x ax2 + bx+ c > 0

x < x1 ax2 + bx+ c < 0

a < 0 x1 < x < x2 ax2 + bx+ c > 0

x2 < x ax2 + bx+ c < 0

我们把上面讨论的结果总结成下面的定理：

定理 2

设 b2−4ac > 0,则当 x的取值在 ax2+bx+c的二根之间时，ax2+bx+c

的值的符号与 a 的符号相反；当 x 的取值在二根之间的以外部分时，
ax2 + bx+ c 的值的符号与 a 的符号相同．
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x
x1 x2

+ − +

ax2 + bx+ c

(a > 0, b2 − 4ac > 0)

x
x1 x2

− + −

ax2 + bx+ c

(a < 0, b2 − 4ac > 0)

再把定理 1 和定理 2 的结论综合起来看，我们说：ax2 + bx+ c (a ̸= 0) 的
值的符号和它的二次项的系数的符号相同，除非 x的值是在它的二根之间或等
于它的根．

例 3.30 解不等式 −x2 + 2x− 2 > 0

解：由于 a = −1 < 0, 且 b2 − 4ac = 22 − 4(−1) · (−2) = −4 < 0, −x2 +2x− 2

的值对于任何 x 都是负的，故不等式无解．

例 3.31 解不等式 2x2 − 4x+ 3 > 0

解：由于 a = 2 > 0, 且 b2 − 4ac = (−4)2− 4 · 2 · 3 = −8 < 0, 故不等式的解集
是一切实数．

例 3.32 解不等式 2x2 − 4x− 5 ≤ 0

解：由于 b2 − 4ac = (−4)2 − 4 × 2 × (−5) = 56 > 0，所以对应的二次方程有
两个实根：

x1 =
2−
√
14

2
, x2 =

2 +
√
14

2

又 a = 2 > 0, 所以要使原不等式成立，它的解必须且只须在二根之间，或等于
二根．因此解集为： ®

x
∣∣∣2−√14

2
≤ x ≤ 2 +

√
14

2

´
例 3.33 解不等式 4x2 − 12x+ 9 ≤ 0

解：由于 b2 − 4ac = (−12)2 − 4× 4× 9 = 0, 故

4x2 − 12x+ 9 = (2x− 3)2

因此解集只能是
ß
3

2

™
．

例 3.34 p 为何值时，二次三项式 x2+(p− 2)x+2p+1 对于任何 x 都取正值．
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解：只有当判别式 ∆ < 0 时，x2 + (p− 2)x+ 2p+ 1 的值才能保持正号，因此

∆ = (p− 2)2− 4(2p+ 1) < 0

即 p(p− 12) < 0.
解 p(p− 12) = 0, 得到二根 p1 = 0, p2 = 12, 又 p2 的系数是 1 > 0, 因此上

面不等式的解满足 0 < p < 12．
答：在 0 < p < 12 的条件下，x2 + (p − 2)x + 2p + 1 对于任何 x 值都取

正值．

练习

1. 解下列不等式：

(a) (x− 2)2 + 1 > 0

(b) (x− 2)2 − 1 > 0

(c) x2 − x+
1

4
> 0

(d) 2x2 − 3x > 2

(e) x2 > 0

(f) x2 − 4x+ 6 ≤ 0

(g) 49x2 + 168x+ 144 ≤ 0

(h) x2 + x+
1

4
≤ 0

(i) x2 + x+ 2 > 0

(j) x2 + x− 2 < 0

2. m 为何值使得下面的二次三项式的值对于任何 x 值都是正的或都
是负的：

(a) x2 − 8x+m+ 10

(b) −x2 − 2x+m− 6

(c) x2 + (m+ 2)x+ 3m+ 1

(d) −3x2 + (2m+ 6)x−m− 3

六、一元高次不等式

如果一元较高次多项式能分解成一次或二次的因式的乘积，上节所述对一
元二次不等式的解法的原则，也可以用来解较高次不等式．
现在我们把上节对解二次不等式所采用的原则概括成以下的步骤：

1. 把不等式化成标准型：p(x) > 0 或 p(x) < 0. 这里 p(x) 是个一元多项式．

2. 把 p(x) 因式分解

3. 求出各个因式的零点．

4. 把零点在数轴上由小到大排列起来，并把数轴分为若干段．
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5. 在各段上考察各个因式的符号并决定 p(x) 的符号．

6. 找出不等式的解集．

例 3.35 解不等式：x3 + 3x2 > 2x+ 6

解：

1. 把原不等式化为如下的标准型：x3 + 3x2 − 2x− 6 > 0

2. 把不等式左端因式分解：

x3 + 3x2 − 2(x+ 3) = x2(x+ 3)− 2(x+ 3)

= (x+ 3)(x2 − 2)

= (x+ 3)
(
x+
√
2
)(

x−
√
2
)

所以解原不等式，就相当于解不等式

(x+ 3)
(
x+
√
2
)(

x−
√
2
)
> 0

3. 各个因子的零点是 −3,−
√
2,
√
2．

4, 5, 6 三步可列表进行：

−3 −
√
2
√
2

(x+ 8)(x+
√
2)(x−

√
2) − + − +

x−
√
2 − − − +

x+
√
2 − − + +

x+ 8 − + + +0

0 0 0

0

0

所以原不等式的解集为：

{x| − 3 < x < −
√
2} ∪ {x|x >

√
2}

例 3.36 解不等式 (x2 − 3)(x2 − 5) ≤ 0
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解：解原不等式就相当于解不等式

(x+
√
3)(x−

√
3)(x+

√
5)(x−

√
5) ≤ 0

列表解之如下：

−
√
5 −

√
3

√
3

√
5

(x+
√
3)(x−

√
3)(x+

√
5)(x−

√
5) + − + − +

x−
√
5 − − − − +

x−
√
3 − − − + +

x+
√
3 − − + + +

x+
√
5 − + + + +

0 0 0 0

0

0

0

0

所以原不等式的解集为：

{x| −
√
5 ≤ x ≤ −

√
3} ∪ {x|

√
3 ≤ x ≤

√
5}

例 3.37 解不等式 (x3 − 1)(x3 + 2x2 − x− 2) > 0

解：将不等式左侧因式分解后就相当于解不等式：

(x− 1)2(x2 + x+ 1)(x+ 1)(x+ 2) > 0

这里二次三项式 x2 + x+ 1 的判别式小于零，且首项系数大于零，故它对一切
实数值都大于零，因此在列表时可以把它略去不计．但因子 (x− 1)2, 除 x = 1

的零点外，(x− 1)2 恒大于零，故也可暂不考虑它，不过在最后确定解集时，要
把 x = 1 除外的情况考虑进去．这样，就有下表：

−2 −1

(x+ 2)(x+ 1) + − +

x+ 1 − − +

x+ 2 − + +

0 0

0

0
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考虑 (x− 1)2(x2 + x+ 1)(x+ 1)(x+ 2) > 0 的解时，要把 x = 1 除外，故
解集为：

{x|x < −2} ∪ {x|x > −1, x ̸= 1}

或者写成
{x|x < −2} ∪ {x| − 1 < x < 1} ∪ {x|x > 1}

例 3.38 解不等式
9− x2

x2 − x− 2
≥ 0

解：解法 1：用化为不等式组的方法解ß
x
∣∣∣ 9− x2

x2 − x− 2
≥ 0

™
=

x
∣∣∣
 9− x2 ≥ 0

x2 − x− 2 > 0

⋃
x
∣∣∣
 9− x2 ≤ 0

x2 − x− 2 < 0


=
[
{x| − 3 ≤ x ≤ 3} ∩ {x|x < −1 或x > 2}

]
⋃[
{x|x ≤ −3 或x ≥ 3} ∩ {x| − 1 < x < 2}

]
=
[
{x| − 3 ≤ x < −1} ∪ {x|2 < x ≤ 3}

]
∪
[
∅ ∪ ∅

]
= {x| − 3 ≤ x < −1} ∪ {x|2 < x ≤ 3}

解法 2: 用列表法来解．
事实上，解原不等式就相当于解不等式组 (x+ 3)(x+ 1)(x− 2)(x− 3) ≤ 0

x ̸= −1, x ̸= 2

−3 −1 2 3

(x+ 3)(x+ 1)(x− 2)(x− 3) + − + − +

x− 3 − − − − +

x− 2 − − − + +

x+ 1 − − + + +

x+ 3 − + + + +

0 0 0 0

0

0

0

0



112 第三章 不等式和解不等式

考虑原不等式的解，要把 x = −1 和 x = 2 除外，所以原不等式的解集

{x| − 3 ≤ x < −1} ∪ {2 < x ≤ 3}

练习

1. 解下列不等式：

(a) (x− 2)(x+ 3)(x− 4)(x+ 5) > 0

(b) x2(x+ 11) ≥ 6(x2 + 1) + x− 1

(c) (x− 2)(3x2 + 2x− 5) < 0

(d) x3 + 7x2 + 6x ≤ 0

2. 解下列不等式：

(a) 2x− 7

x− 5
> 0

(b) (3x+ 2)(2x+ 3)

(3x− 2)(2x− 3)
≥ 0

(c) x2 + 2x− 3

x2 − 2x− 8
≤ 0

(d) x+ 1

x− 1
<

x− 9

x− 3
− 2

复习题三

1. 设 a, b,m都是正数，如果 a < b,则 a+m

b+m
>

a

b
；如果 a > b，则

a+m

b+m
<

a

b
试证之．

2. 已知 a ̸= b, 求证：

(a) a2 + 3b2 > 2b(a+ b)

(b) a4 + 6a2b2 + b4 > 4ab(a2 + b2)

(c) (a− b)(a+ b) > −2b2

(d) a4 + b4 > a3b+ ab3

3. 已知 a、b、c 是不相等的正数，求证：

(a) (a+ b)(b+ c)(c+ a) > 8abc

(b) b+ c− a

a
+

c+ a− b

b
+

a+ b− c

c
> 3

(c) (ab+ a+ b+ 1)(ab+ ac+ bc+ c2) > 16abc

4. 已知 a2 + b2 = 1, x2 + y2 = 1, 求证：ax+ by ≤ 1．
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5. 若 x, y, z 是正数，且 x+ y + z = 1，求证：x2 + y2 + z2 ≥ 1

3
．

6. (a) 试证：两正数之和与此两正数的倒数之和的乘积不小于 4．

(b) 试证： lg2 x+ 2»
lg2 x+ 1

≥ 2．

7. 已知 △ABC 的三边为 a、b、c 且

c =
a2 + 3

4
, b =

a2 − 2a− 3

4

求证 c 边最大．

8. 已知直角三角形斜边为定值，求这个直角三角形面积的最大值，并指出取
得最大值的条件．

9. 解下列关于 x 的不等式：

(a) ax+ b2 > bx+ a3 (a < b)

(b) mx− n3 < nx−m3 (m < n)

(c) ax+ b > cx+ d

(d) 2x

2− h
−h(x+ 1)

2− h
< 1 (h ̸= 2)

(e) x− a

x− b
> 0

10. 解不等式组：

(a)

 (x− 1)2 < (x+ 1)3 − 4

(x− 1)(x− 2) < (x+ 3)(x− 4) + 20

(b)

 (x+ 2)3 − (x− 1)3 < 9x2

(x+ 2)2 − (x− 1)2 > 9

11. 求下列不等式组的整数解：

(a)

 2x− 7 > 0

3x− 5 < 15

(b)

 11x− 5 < 13

3x+ 2 > −5

(c)

 3x+ 10 > 0
15

3
x− 10 < 4x

(d)


2x− 11

4
+

19− 2x

2
> −2x

2x+ 15

9
>

1

5
(x− 1) +

x

3

12. 解下列不等式，并在数轴上把解集表示出来：
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(a) |x+ 2| − |x− 3| < 4

(b) |x− 5| − |x− 4| ≥ 3

(c) |x− 2| ≥ 2x− 1

(d) |2x2 + 5x− 2| < 1

13. 一个两位数，它的个位数字比十位数字大 2, 已知这个两位数小于 45 而
大于 24, 求这数．

14. 一个两位数，它大于 22而小于 36, 并且它的十位数字比个位数字大 3, 求
这数．

15. 一个分数的分子、分母都是自然数，分子比分母小 1, 如果分子，分母都
加上 1, 所得就大于 1

2
，如果分子，分母都减去 1 所得就小于 6

7
, 求这个

分数．

16. 当 m 是什么实数时，方程 mx2 − (m+ 1)x+ 3 = 0 有实数根？没有实数
根．

17. a 是什么实数时，方程 5x− 2a = ax− 4− x 的解在 2 和 10 之间？

18. t 是什么实数时，方程 tx2 − (1− t)x+ t = 0 没有实数解？

19. 讨论二次三项式 x2 + 2x+m+ 1 的值的符号．

20. 造一个截面为矩形的水管，要求矩形的长比宽多 10cm, 并且面积不小于
250cm2, 矩形的宽至少应当是多少 cm？

21. 要使下列各式有意义，x 的值应有什么限制？

(a)
√
x− 3√

x2 − 3x+ 2

(b)
√
|x− 2| − 3 +

1
3
√
2x+ 1

22. m 为何值使得下列不等式对于 x 的一切值都成立：

(a) mx2 + 12x− 5 < 0

(b) (m+ 3)x2 − 5x− 4 < 0

(c) (m− 2)x2 − 2(2m− 3)x+ 5m− 6 > 0

(d) (m2 + 6m− 4)x2 − 2(m− 1)x+ 2 < 0

(e) (m2 + 4m− 5)x2 − 2(m+ 1)x+ 3 > 0

23. 解下列不等式：
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(a) (x− 1)(x− 2)

x− 3
≥ 0

(b) x2 − 6x+ 18

x− 4
< 0

(c) x2 + 2x− 3

x2 − 2x+ 8
> 0

(d) x2 + 5x+ 4

x2 − 5x− 6
< 0

(e) 2− x− 3

x− 2
>

x− 2

x− 1

(f) 3− 2x− 17

x− 5
>

x− 5

x+ 2



第四章 函数及其图象

从这一章开始，我们要研究数学中一个很重要的概念－函数概念．

第一节 函数及其图象

一、常量、变量和函数

首先来考察这样一个问题，我们对一个铁环加热，据热胀冷缩原理，铁环
就要膨胀，铁环的周长 C 和半径 r 的关系是：

C = 2πr

在加热过程中，数值 r 和 C 是变化着的，我们把它们叫做变量，而 2π 总是一
个固定值，我们称它为常量．

应当注意，一个量是常量还是变量，并不是绝对的，应根据问题的不同要
求作具体的分析．例如，根据欧姆定律，电压、电流、电阻的关系是 V = IR,
当电流 I 一定时，V,R 是变量，I 是常量，当电阻 R 一定时，I, V 是变量，R

是常量．当电压 V 一定时，I,R 是变量，V 是常量．

下面我们来研究变量之间的关系．先来考察几个简单的例子．

例 4.1 弹性原理（虎克定律）弹簧秤下挂砝码 (如图 4.1)．随着所悬挂砝码的
质量 m 的不同，弹簧的长度 ℓ 也随之不同，m 越大，ℓ 就越大，ℓ 与 m 之间
的关系是：

ℓ = km+ ℓ0

例 4.2 一种保险丝的直径和它所容许通过的额定电流之间的数量关系，可以
列成下表：

116
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m

ℓ

ℓ0

km

ℓ0

图 4.1

额定电流 (I) 保险丝直径 (d) 额定电流 (I) 保险丝直径 (d)
（安培） （毫米） （安培） （毫米）

1.0 0.28 7.5 1.25
2.0 0.52 10.0 1.51
3.0 0.71 11.0 1.67
5.0 0.98 12.0 1.75
6.0 1.02 15.0 1.98

例 4.3 某地气象站的温度自动记录仪描绘了某一天的温度变化曲线，如图 4.2．

t 小时

T ◦C

−6
−4
−2
0

2

4

6

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

图 4.2

我们看到在上面的每个例子中都两个变量；例 4.1 是弹簧的长度 ℓ 和砝码
的重量 m; 例 4.2 是额定电流 I 和保险丝直径 d; 例 4.3 是时间 t 和温度 T . 但
是在每个例子中的两个变量并不是孤立的，它们之间有某种关系，如例 4.1 中，
弹簧秤长度随砝码的重量 m 的变化而变化；在例 4.2 中，从表中看出，保险丝
直径 d 的大小要随用电器的额定电流 I 的强度来选择；在例 4.3 中，由图纸上
的曲线看出，随着时间 t 变化，温度 T 也随之变化，这三个例子用三种不同的
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形式（解析式、表格、图象）描述了两个变量之间的依赖关系．
从上面三个例子中可以看到一个共同点，即一个变量可在某一范围内“自

由变化”，我们把这种变量称为自变量（如例 4.1 的砝码重量 m, 在例 4.2 的表
中所列出的额定电流 I, 例 4.3 的时间 t), 而另一个变量是随着自变量相应地跟
着变动的，这种变量叫做因变量，或称为自变量的函数（如例 4.1 的弹簧长度
ℓ，例 4.2 的保险丝直径 d, 例 4.3 的温度 T 都是相应自变量的因变量，或相应
自变量的函数）．
“自变量可在某一范围内自由变化”和“因变量是随着自变量相应地跟着变

动”的意思是，“自变量在某一给定的范围内可以取每一个值，因变量就按照一
定的规律取相应的值”．
在如上所述的各种变化过程中，为了把这种动态的事物的数量变化关系表

达出来，在数学上，我们用“变数符号”去表达变量；用“函数关系”去表达
变量之间的相互关联，函数概念的明确定义如下：

定义

如果有两个变量 x和 y, 对于变量 x在某一给定范围内的每一确定的值，
变量 y 按照一个确定的法则有唯一确定的值和它对应，那么变量 y 就叫
做变量 x 的函数，并把 x 叫做自变量，y 也可以叫做因变量，自变量的
取值范围叫做这个函数的定义域，在这个定义域上，因变量 y 的取值范
围叫做这个函数的值域．

这样，在例 4.1 中弹簧长度 ℓ 是砝码重量 m 的函数，例 4.2 中保险丝直径
d 是额定电流 I 的函数，例 4.3 中温度 T 是时间 t 的函数．

这个函数定义包含着三个要素：定义域、对应法则、值域．
为了正确地理解函数定义，下面我们进一步来剖析一下：

（一）函数的定义域

所谓函数的定义域，就是自变量容许取值的范围，也就是自变量所取数值
的集合．
为以后表述简单起见，在进一步讲解函数的定义域之前，先介绍一下区间

的概念．
我们把数集 {x|a < x < b} 记作 (a, b), 称为以 a, b 为端点的开区间，把数

集 {x|a ≤ x ≤ b} 记作 [a, b], 称为以 a, b 为端点的闭区间，而象 (a, b] 和 [a, b)

都称为半开区间，它们分别是数集 {x|a < x ≤ b} 和 {x|a ≤ x < b}, 我们把各
种区间记号及其所表示的点（数）集并列如下：
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1. (a, b) = {x|a < x < b}

2. [a, b] = {x|a ≤ x ≤ b}

3. (a, b] = {x|a < x ≤ b}

4. [a, b) = {x|a ≤ x < b}

5. (a,+∞) = {x|x > a}

6. [a,+∞) = {x|x ≥ a}

7. (−∞, b) = {x|x < b}

8. (−∞, b] = {x|x ≤ b}

9. (−∞,+∞) = R （实数集）

其中 5–9 中有无穷大 +∞, −∞, 它们是一种记号而不是一个数，下列记号
不论哪一个都是无意义的：(a,+∞]，[a,+∞], [−∞, b), [−∞, b] 或 [−∞,+∞]

以后某些数集就可以用区间来表示．

谈到函数，就要指明定义域，离开定义域去谈函数是没有意义的，定义在
(−∞,+∞) 上的关于 x 的函数 y = x2 和定义在 [0,+∞) 上的关于 x 的函数
y = x2, 尽管函数表达式是一样的，但由于定义域不同，故不能认为这两个函
数是一样的．

怎样确定一个函数的定义域呢？一般有两个途径．

1. 在实际问题中函数的定义域根据实际问题的意义来定．

例如，例 4.3 温度自动记录仪记录下的一昼夜的气温 T 的变化情况，这
里气温 T 是时间 t 的函数，自变量 t 的容许值范围是 [0, 24]．

2. 在理论上研究函数时，定义域或者已经明确给出，或者由函数表达式确定．

如果我们讨论的函数由一个数学算式表示，并且不考虑它的实际意义，那
么这个函数的定义域，就是指使这个数学算式有意义的自变量取值范围，
这又叫做自然定义域，通常不需要明确指出．

例如，函数
1

x
的定义域是由除零以外的一切实数所组成，即 (−∞, 0) ∪

(0,+∞), 又如函数
√
x 的定义域是一切正数和零所组成，即 [0,+∞)．

例 4.4 在一个边长为 30cm 的正方形铁皮上，四角各截去边长为 x 的小正方
形 (图 4.3), 按虚线折起来成一个无盖盒子，求这个盒子容积 V 关于自变量 x

的函数关系，并指明其定义域．

解：已知截去小正方形边长为 xcm, 做成的盒子的高是 xcm, 盒子的边长是
(30− 2x)cm.

∴ V = x(30− 2x)2

这就是所求的 V 关于 x 的函数．
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30

30− 2x
x x

图 4.3

根据实际问题，小正方形的边长不能为零或负数，另一方面它又不能等于
或大于正方形边长的一半，所以 x 只能在 0 和 15 之间，故函数的定义域是
(0, 15)．

例 4.5 求下列 x 的函数的定义域：

1. y = x+ 1

2. y =
x2 + 1

x− 1

3. y =
√
3− x

4. y =
√
3− x+

√
x+ 3

5. 1
3
√
x+ 4

6.
√
x+ 1

x2 − 5x+ 6

7. lg(1−
√
3− x)

解：

1. y = x+ 1 的定义域为实数集 R，即：(−∞,+∞)．

2. y =
x2 + 1

x− 1
的定义域为 x ̸= 1 的一切实数，即

x ∈ (−∞, 1) ∪ (1,+∞)

3. y =
√
3− x，要使根式有意义，就要 3−x ≥ 0, 即 x ≤ 3, 即 x ∈ (−∞, 3).

4. y =
√
3− x+

√
x+ 3 要使两个根式同时有意义，定义域只能是每个根式

的定义域的交集．

• 3− x ≥ 0 的解集是 (−∞, 3)；
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• x+ 3 ≥ 0 的解集是 (−3,+∞)．

因此，x ∈ (−∞, 3) ∩ (−3,+∞) = [−3, 3] (图 4.4)

x
−3 0 3

图 4.4

5. 要使式子 1
3
√
x+ 4

有意义，就要 x + 4 ̸= 0, 即 x ̸= −4，所以定义域是

(−∞,−4) ∪ (−4,+∞)．

6. 要使式子
√
x+ 1

x2 − 5x+ 6
有意义，必须且只须， x+ 1 ≥ 0

x2 − 5x+ 6 ̸= 0
⇒

 x ≥ −1

x ̸= 2 x ̸= 3

故定义域是 [−1, 2) ∪ (2, 3) ∪ (3,+∞) (图 4.5).

x
−1 2 30

图 4.5

7. 要使对数 lg(1 −
√
3− x) 的真数中的根式有意义，只要 3 − x ≥ 0, 要使

对数有意义，又必须且只须真数大于零，即 1−
√
3− x > 0，因此要使对

数 lg(1−
√
3− x) 有意义，必须且只须使 x 满足下面不等式组： 3− x ≥ 0

√
3− x < 1

⇒

 x ≤ 3

x > 2

所以函数 lg(1−
√
3− x) 的定义域是 (2, 3]．

（二）对应法则

对应法则是因变量 y 对自变量 x 的依赖关系（即函数关系）的具体表现，
它是函数概念里最本质的东西，也是区别各个不同函数的最主要的标志．定义
在 (−∞,+∞) 上 y 对 x 的函数：y = x2, 和定义在 (−∞,+∞) 上 U 对 V 的
函数：U = V 2, 尽管自变量与因变量各用不同的字母，但由于它们的对应法则
是一样的，定义域又相同，故我们不认为它们是不一样的函数．
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应当指出，自变量 x 在某一范围内的每一个值，通过对应法则，变量 y 有
唯一确定的值与之对应，这种对应法则才体现了因变量 y 与自变量 x 的函数
关系，不然的话，尽管给出了对应法则，但并不构成函数，例如，x2 + y2 = 1

或 y = ±
√
1− x2, 当自变量 x 在 −1 到 1 之间变动时，根据对应法则，变量 y

就有确定的两个值与之对应，因之对应法则 y = ±
√
1− x2, 就不能表现 y 是 x

的函数．但是我们倒可以把这个对应法则拆成下面两个函数：

y =
√
1− x2, y = −

√
1− x2, x ∈ [−1, 1]

对应法则的表现形式是各种各样的．一种是用数学公式来表示函数关系，
叫做解析式表示法 (如例 4.1); 一种是列出对应的数值表来表示函数关系，叫
做列表表示法（如例 4.2), 还有一种是用图象来表示，叫做图象表示法（如例
4.3), 这三种表示法各有优缺点，解析表示法具有全面、简明的优点，但自变量
与因变量值的对应情况不能直观地反映出来；列表法虽具有这方面的优点，但
对定义域中每个对应值不能完全列出，不能完全地把函数全貌表达出来；图象
法其优点在于形式简明直观便于比较，易显出数据中的转折点，最高点或最低
点，缺点是不够精确，不便于运算．这里要指出的是，在实际问题中，这三种
方法常常是综合使用的，例如在作函数图象时，是由解析式 → 列表 → 图象，
而在根据实验数据求出一般公式时，常常是把对应数据列成表格，然后描绘图
象，最后根据图象再去寻找相应的公式．
当我们泛指一般函数关系时，就必须舍弃对应法则的具体表现形式，而只

顾及它们的本性——因变量 y 和自变量 x 之间的依赖关系，采用记号

y = f(x)

来表达 y 是 x 的函数．注意，记号中的 f 表示某种对应法则．
为简便起见，我们常常用函数的一般记号 y = f(x) 来代表一个具体函数．

如例 4.1, 可以用 ℓ = f(m) 来表示，不过这里的 f(m) 应理解为例 4.1 的具体
的对应法则：f(m) = km+ ℓ0

关于函数的记号，还应注意：

1. 例如，圆面积 A 和周长 C 都是半径 r 的函数，如果我们都用

A = f(r), C = f(r)

来表示，那么这里的 f(r)是指 2πr 还是 πr 呢？就分不清了，所以，在同
时研究这两个函数时，为避免混淆，就须在括号外面选用不同的字母，以
区别这两个不同的函数关系，比如

A = f(r), C = g(r)
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2. 认识一个函数，关键就在于认识“f”，自变量与因变量用什么宇母表示是
无关紧要的．

如果“f”是以解析式给出，那么“f”就是这个解析式所含的一系列按一
定顺序的运算．例如，函数

f(x) = x2 − 3x+ 5

这里“f”是指对自变量 x 实行下述运算后求得对应的函数值：

(自变量)2 − 3× (自变量) + 5 −→对应的函数值

如 f(2) 就是对“2”实行这套运算，即 22 − 3× 2+ 5 = 3, 得到 f(2) = 3．

（三）函数值域

当函数的自变量 x 取遍定义域 D 中的一切值时，所对应的函数值 y 的全
体构成集合 R = {y|y = f(x), x ∈ D}. 我们称集合 R 是这函数的值域．由值
域的定义易知对任意的 y0 ∈ R, 必有 x0 ∈ D 与之对应，使关系式 y0 = f(x0)

成立，但是与这 y0 对应的 x 值可能不止一个，例如 y = |x|, 与 y = 4 对应的
x 值有两个：x = 4 或 x = −4．再看一例，y = f(x) = 3, x ∈ D = (−∞,+∞),
R = {3}, 这函数的值域是单元素集，只由一个数 3 组成．这个函数称为常值函
数，而与 y = 3 对应的 x 值有无穷多个，即一切实数．

习题 4.1

1. 求下列函数的定义域（y 是 x 的函数）：

(a) y = 2x2 − 3

(b) y =
√
x

(c) y =
√
x− 5

(d) y =
√
x2 − 9

(e) y = lg(−x2 + 9)

(f) y =
√
x2 + 9

(g) y =
x+ 1

x− 3

(h) y =
√
x2 − 8x+ 15

(i) y =

√
x− 1

x− 5

(j) y =
√
x− 4 +

√
6− x

(k) y =
√
x2 − 5x+ 4 + lg(x+ 2)

2. 已知 f(x) = 7x(2x− 5), 求函数 f(x) 在 x = 0,
1

2
, 1, 2,

1

2 +
√
3
处的值．

3. 已知自变量 x与因变量 y 之间有下面的关系，用 x的代数式来表达 y, 给
出函数的定义域．
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(a) 3x+ 4y = 12

(b) xy = 15

(c) (x− 2)(y + 3) = −6

(d) x =
5y + 3

3y + 2

4. 试将 n 边形对角线的数目 N 用边数 n 的函数写出来，并指出这函数的
定义域．

5. 三角形两边的长 a, b 一定，夹角 θ 不定，写出三角形面积对于夹角 θ 的
函数关系，并指出这函数的定义域．

6. 圆的半径 R 一定，如果圆内扇形的中心角 θ 是个变量，求扇形面积 A 对
于中心角 θ 的函数，这里半径 R 的单位是厘米，θ 的单位是度，又如果
扇形中心角的单位改用弧度，那么这个函数关系表达式有何改变？

7. 人工开凿的直线运河经过相距 d 公里的 A,B 两城（图 4.6）．在 B 城垂
直于运河的方向上离 B 城 ℓ 公里有一个工厂 C, 从 A 城运货到工厂，先
从水路到一地 M , 然后走陆路从 M 到 C. 假设一吨货物每公里水路运费
为 α 元，陆路运费为 β 元，求每吨总运费与 MB 之间的函数关系．

A
BM

C

d
x

ℓ

图 4.6

8. 在底为 AC = b 和高为 BD = h 的三角形 ABC 中（图 4.7）内接一个高
为 NM = x 的矩形 KLMN , 把矩形 KLMN 的周长 P 及其面积 S 表
示为 x 的函数．

9. 金属切削加工时，刀具一分钟内在零件（工件）表面上所经过的路程（如
铣床），或工件每分钟在刀具上所经过的路程（车床），叫做切削速度，设：
D 是刀具或工件直径（毫米）；n 是刀具或工件每分钟转数；v 是切削速
度（米/分）．那么切削速度 v，对于刀具或工件的每分钟转数 n 的函数关
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A C

B

D

h

K

L M

N

x

b

图 4.7

系是：

v =
πDn

1000

你能推导出这个关系式吗？

10. y = f(x) =


1

x
0 < x ≤ 1

0 x = 0
是不是定义在 [0, 1] 上的函数？为什么？值

域是什么？又 f(x) =
1

x
是不是定义在 [0, 1] 上的函数？

二、函数的图象

我们指出过，几何图形是符合某种条件的点的集合，例如以 r 为半径的圆
O 是与 O 点距离等于定长 r 的点的集合，线段的垂直平分线是和 A,B 的距离
相等的点的集合．

我们也讲过有序实数对和坐标平面上的点是一一对应的，即每个有序实数
对对应着平面上一个点而且只对应一个点，反之，平面上的每个点对应着一个
有序实数对而且只对应一个有序实数对．

根据这样的思想，我们来建立函数图象的概念．

已知函数 y = f(x), 定义域为 D.
对于定义域 D 中任意的 x, 点 (x, f(x)) 表示平面上一个点．当 x 遍取 D

中的一切值时，点 (x, f(x)) 的集合就构成一个图形 F (图 4.8). 这个图形 F 就
是函数 y = f(x) 的图象．下面给出定义：
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x

y

O

y = f(x) 的图象

x

f(x)

(x, f(x))
f(x)

图 4.8

定义

函数 y = f(x) 的图象 F 是坐标平面上所有这样的的图象点的集合：其
坐标 (x, y) 由下列法则给出：

1. x 遍取定义域 D 中的一切值，

2. y 由函数关系式 y = f(x) 确定．

用符号表示：
F = {(x, y)|x ∈ D 且 y = f(x)}

由定义知道，要证明图象 F 是函数 y = f(x) 的图象，必须要证明下面两
点：

1. F 上所有的点的坐标 (x, y) 都能适合 y = f(x)．

2. 不在 F 上所有的点的坐标 (x, y) 都不适合 y = f(x)．

（或证 2 的逆否命题：“坐标能适合 y = f(x) 的关系的点都在 F 上”也
可）．

作函数 y = f(x) 的图象就是把 F 上的点都标在坐标平面上，平面点集 F

一般是个无限集，把 F 的点一个一个地都标出来是不可能的，在一般情形，我
们的办法是先作出图形 F 的一些点，然后用一条或几条平滑曲线把这些点连
接起来（连结的时候，通常依照自变量由小到大的顺序）而得到图形 F．

例 4.6 描绘函数 y =
1

2
x2 的图象．

解：这函数的定义域为一切实数，x 可取任意实数，如：
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取 x = · · · , −4, −3, −2, −1, 0, 1, 2, 3, 4, · · ·

计算 y = · · · , 8, 4.5, 2, 0.5, 0, 0.5, 2, 4.5, 8, · · ·

得有序对 (x, y)：· · · , (−4, 8), (−3, 4.5), (−2, 2), (−1, 0.5), (0, 0),
(1, 0.5), (2, 2), (3, 4.5), (4, 8), · · ·

通常用表格表示：

x · · · −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 · · ·
y · · · 8 4.5 2 0.5 0 0.5 2 4.5 8 · · ·

由这些有序对可在平面上描出对应的点，用平滑曲线把这些点连接起来，
就得到函数 y =

1

2
x2 的图象 (图 4.9), 这种描点作图象的方法叫做描点法．

x

y

O 2−2 4−4

2

4

6

8

y =
1

2
x2

图 4.9

应当指出，用描点法作图象时，我们至多只能描出图象的有限多个点，而
不可能描出 F 的全部的点，所以这种方法带有一定盲目性，因为仅有一些点并
不足以确切掌握函数图象全貌，因此我们必须先对这函数表达式进行详尽的研
究，把握这函数图象的某些特点，如间断点，最高点，最低点，函数变化趋向
等，而后根据研究的结果，结合使用描点法来给出这函数的图象．这是今后要
结合着各种函数逐步深入研究的一个问题．
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练习

描绘下列函数的图象：

1. y =
1

2
x3

2. y =
1

2
x

3. y = 2x+ 1

4. y = x2

5. y =
√
x

三、正比例函数及其图象

如果两个变量 x和 y 之间的相依关系是：当变量 x依某一比值变化时，变
量 y 按相同比值变化，我们说变量 y 和变量 x 成正比例变化，或者说变量 y

是变量 x 的正比例函数．

例 4.7 我国发射的第一颗人造地球卫星，绕地球一圈平均运行速度为每秒 7.12
公里，那么这颗人造地球卫星在 2 秒钟内运行了 14.24 公里，在 6 秒钟内运行
了 7.12× 6 = 42.72 公里．如果以公里为单位的路程用 S 表示，以秒为单位的
时间用 t 表示，那么 S 和 t 之间成立下面的等式：

S = 7.12t

容易说明变量 S 和 t 成正比例变化，设 t1 和 t2 是时间 t 的任意两个不等
于 0 的数值，S1 和 S2 是它们的对应值，于是 S1 = 7.12t1, S2 = 7.12t2, 从而
S2

S1

=
t2
t1
，因此路程 S 是时间 t 的正比例函数．

例 4.8 物理学中的虎克定律是“在弹性限度内，弹力跟弹簧的伸长（或缩短）
成正比例”，设弹簧的原长为 ℓ0(cm), 弹簧变形后的弹簧长为 ℓ(cm), 当弹簧伸
长 ∆ℓ1 = ℓ1− ℓ0(cm)时，对应的弹力为 F1(kg); 当弹簧伸长 ∆ℓ2 = ℓ2− ℓ0(cm)
时，对应弹力为 F2(kg), 依虎克定律有：

F2

F1

=
∆ℓ2
∆ℓ1

也就是：
F2

∆ℓ2
=

F1

∆ℓ1
= k，这里 k 是常数，在数值上等于弹簧伸长 1cm 时对

应的弹力数值．因此，弹力 F 与伸长 ∆ℓ 有下面的关系：

F = k∆ℓ
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O
m

ℓ0

∆ℓ

∆ℓ

图 4.10

例 4.9 让我们考察在弹簧下挂一质量为 m 的小球，如图 4.10, 把小球用力向
下拉一段距离后，放开小球就开始振动．

• 如果 ∆ℓ = ℓ− ℓ0 > 0, ∆ℓ 是弹簧伸长量．

• 如果 ∆ℓ = ℓ− ℓ0 < 0, ∆ℓ 是弹簧压缩量．

因为要拉长或压缩弹簧，必须要有跟拉长或压缩的大小成正比例（在某一
限度内）的力，因此当小球移到离开平衡位置 ∆ℓ 的距离处，这时小球所受恢
复力 F 就是：

F = −k∆ℓ

式中 k 是弹簧的弹性系数，它在数值上等于弹簧伸长或压缩单位长度时所
产生的弹力．在上式中我们还把在一条有向直线上的位移的方向和弹力的方向
考虑进来，上面等式中的负号表示力和位移的方向相反．

从上面几个例子得知，正比例函数的一般解析式是：

y = kx, k ̸= 0, x ∈ (−∞,+∞)

在函数研究中常用上面的解析式作为正比例函数的定义．

定义

函数 y = kx（k 是不等于零的常数）叫做正比例函数，这里常数 k 叫做
变量 y 对变量的比例系数，它的数值等于自变量取数值 1 时，因变量 y

的对应值．
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下面我们来证明正比例函数 y = kx (k ̸= 0) 的图象是一条过原点和点
N(1, k) 的直线．
为简单起见，设 k > 0，根据函数图象的定义，要证直线 ON 是 y = kx

的图象，就要证明下面两个命题：

1. 在直线 ON 上的每一个点的坐标都满足 y = kx；

2. 不在直线 ON 上的任何一点，它的坐标 (x, y) 都不满足 y = kx．

我们来证 1：

• 令 x = 0, 则 y = k · 0 = 0，即原点 (0, 0) 在函数 y = kx 的图象上．

• 令 x = 1，则 y = k · 1 = k，即点 N(1, k) 在 y = kx 的图象上．

过原点和 N(1, k) 点作一条直线（图 4.11），现在需要证明直线 ON 上的
每一个点的坐标都满足 y = kx．

x

y

O N1

N(1, k)

P1

P (x0, y0)

Q1

Q2(x1, y2)

Q(x1, y1)

图 4.11

在直线 ON 上任取一个不同于 O,N 的点 P (x0, y0), 过 N,P 两点作直线
N1N 和 P1P 平行于 y 轴且和 x 轴分别交于 N1(1, 0) 和 P1(x0, 0) 二点，

∵ N1N ∥ P1P ∴ △ON1N ∼ △OP1P，故有

|P1P |
|OP1|

=
|N1N |
|ON1|
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而 ON1 = 1, N1N = k, 因此
|P1P |
|N1N |

= k

又因为 P1P , N1N 分别是 P 点的纵坐标和横坐标且同号，从而有：

y0
x0

= k ⇒ y0 = kx

这就证明了 (x0, y0) 满足关系 y = kx．
再来证 2：设 Q(x1, y1) 点不在直线 ON 上，过 Q 点作直线平行于 y 轴，

交直线 ON 于 Q2(x1, y2) 点，交 x 轴于 Q1(x1, 0) 点，则 OQ1 = x1. 因为 Q2

点在直线 ON 上，据 1 的证明，它的坐标满足 y = kx, 即有：
Q1Q2

OQ1

=
y2
x1

= k

另一方面，Q 点不在直线 ON 上，故 y2 ̸= y1, 因而
y1
x1

̸= y2
x1

= k

所以 y1 ̸= kx1. 这就是说 (x1, y1) 不满足 y = kx．
综合 1、2 我们得到结论：函数 y = kx 的图象是过 O(0, 0), N(1, k) 的一

条直线．
在 k < 0 的情形，用同样的证法得到同样的结论．
函数 y = kx 的图象，以后简称为直线 y = kx．
现在我们来研究，在比例系数 k 变化的时候，直线 y = kx 的位置怎样变

化．
在画图象时，我们应用上面的结论：正比函数 y = kx 的图象是通过原点

和 N(1, k) 的直线．

对于同一个坐标平面，作函数 y =
1

2
x, y = x, y = 2x 的图象（图 4.12），

这里三个比例系数都是正的，并且是依次增加的，从图里可以看出，按照比例
系数的增加，函数的图象渐渐离开 x 轴而接近 y 轴．
对于同一·坐标平面，作函数 y = −1

4
x, y = −x, y = −3x 的图象（图

4.13）．这里三个比例系数都是负的，并且它们的绝对值也是依次增加的．从图
里可以看出，按照比例系数的绝对值增加，函数的图象也渐渐离开 x 轴而接近
于 y 轴．
因此，比例系数 k 和直线 y = kx 与 x 轴正方向所成的角有关，k 叫做直

线 y = kx 的斜率．
不难证明 k = tanα, 0 ≤ α < 180◦, α ̸= 90◦. 这里 α 是直线向上方向和 x

轴正方向所成的角．



132 第四章 函数及其图象

x

y

1

1

y = 2x

y = x

y =
1

2
x

O

图 4.12

x

y

O 1

1

y = −1

4
x

y = −x
y = −3x

图 4.13

事实上，当 k > 0 时，图象为过 O(0, 0), N(1, k) 二点，在一、三象限的直

线 (图 4.14), 那么显见 tanα =
k

1
= k．

当 k < 0 时，图象为过 O(0, 0), N(1, k) 二点，在二、四象限的直线（图
4.15），这时直线向上方向与 x 轴正的方向所成的角 α 为钝角．设 α 的补
角为 α′, k 的相反数 k′ = −k > 0, 由图可见，由于 △ONN1 ≃ △ON ′N1,
∠N1ON ′ = ∠N1ON = α′, tanα′ =

k′

1
= k′, 但

tanα = tan(180◦ − α′) = − tanα′ = −k′ = −(−k) = k

所以 k = tanα．
这就是说直线 y = kx 的向上方向与 x 轴正方向所成的角 α 无论是锐角还

是钝角，tanα 永远等于比例系数 k．

x

y

y = kx

1

k

N(1, k)

O
α

图 4.14

x

y

O

y = kx

N ′(1, k′)

N(1, k)

N1

k′ = k
α′

α′

α

图 4.15

如果函数的值随着自变量的值增加而增加，用算式表示就是：当 x1 < x2
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时，有不等式 f(x1) < f(x2), 那么函数 f(x) 称为递增函数．
如果函数的值随着自变量的值增加而减少，即当 x1 < x2 时，有 f(x1) >

f(x2), 那么函数 f(x) 称为递减函数．
从函数 y = kx图象可以看出，当 k > 0时，y = kx是递增函数，当 k < 0

时，y = kx 是递减函数．

习题 4.2

1. 下面两个变量是否成正比例变化，试说明之．

(a) 矩形的一条边长固定，它的面积和另一边的长，比例系数得什么值．

(b) 圆周上的弧和它所对圆心角．

(c) 正方形的面积和它的边长．

(d) 定圆内的弦长和这弦所对的弧的度数．

(e) loga N 和 logb N , 这里 N > 0．

2. 圆周长由公式 C = 2πR 表示，其中 π 是无理常数，R 是圆周半径，圆周
长与该圆半径成正比例吗？比例系数等于什么？怎样用直径表示圆周长？
这情形中比例系数得什么值？

3. 水银注入试管时，管底所受压强 p 与注入水银的深度 h 成正比，当 5 厘
米深时一平方厘米所受压力等于 68 克，用公式表示 p 因 n 而变的关系．
这种情形中的比例系数有什么意义？

4. 假如重量不大于 100 克，也不小于 1 克，把它悬在钢丝弹簧上，弹簧拉
长的距离与所悬重量成正比例，当悬挂 20 (g) 重物时，弹簧伸长 6(mm)

(a) 用公式表示重量 p(g) 与弹簧加长量 ℓ(cm) 间的关系；

(b) 所得公式可以用于怎样大的重量．

5. 一物体从静止自由落下，从起点所走距离与经过时间的平方成正比．如果
物体从开始在 30 秒内落下 4410 米，在一分钟内落下多少米？如果它的
速度和经过的时间成正比，在 2 秒末的速度是每秒 19.6 米，求在 10 秒
末的速度：

6. (a) 在同一个坐标系内作下面函数的图象．

y =
1

3
x, y = x, y = 2

1

2
x, y = −3x
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(b) 求上面各直线的向上方向与 x 轴正方向所成角的大小．

7. 把汽油用均匀的速度注入桶里，注入的时间和注入的油量如下：

注入的时间 t(分) 1 2 3 4 5 6 7 8
注入的油量 q(升) 2 4 6 8 10 12 14 16

(a) 找出 t 的任意两个值的比等于 a 的对应的两个值的比；

(b) 找出 q 的任意一个值和对应的 t 的值的比；

(c) 用公式表示 q 和 t 间的函数关系；

(d) q 和 t 是什么关系？

(e) 作出 q 和 t 间的函数关系的图象．

四、反比例函数及其图象

如果变量 y 和变量 x 的倒数成正比例变化，那么变量 y 叫做变量 x 的反
比例函数．

例 4.10 一个物体作匀速运动，行程 120 米，则运动速度 v （米/秒）与所需
时间 t（秒）之间有关系：

v =
120

t

由这关系推知 v 和 t 成反比例变化，事实上，设 t1, t2 是变量 t 的任意两个不
等于零的数值，v1 和 v2 分别是它们的对应值，于是

v2
v1

=

120

t2
120

t1

=

1

t2
1

t1

⇒ v2
v1

=
t1
t2

这就是说，变量 v 和变量 t 的倒数成正比例，因此 v 是 t 的反比例函数，它的
解析式是：

v =
120

t
(t ̸= 0)

由上式得到 vt = 120, 或 v2t2 = v1t1 = 常数，这也就是说，如果两个变量成反
比例变化，那么这两个变量对应值的乘积恒等于常数，反过来也对．

例 4.11 波义耳定律：当温度不变时，一定质量气体的压强与它的体积成反比．
令体积 V1 时的压强是 P1, 体积 V2 时的压强是 P2. 波义耳定律的公式表

示是：
P2

P1

=
V1

V2
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由此得
P1V1 = P2V2, 或 PV =常量k

从而得
P =

k

V
(V ̸= 0)

从上面的例子，我们知道反比例函数的一般解析式是：

y =
k

x
, (x ̸= 0, k ̸= 0)

在函数研究中，常用上面的解析式作为反比例函数的定义．

定义

函数 y =
k

x
(x ̸= 0) 叫做反比例函数，这里 k 是不等于零的常数．

下面我们来研究函数 y =
k

x
的图象．先来讨论 k 是正数的情形，例如

k = 6．
任意取自变量 x 的一些值（除零以外），算出 y 的对应值，列表如下：

x −8 −7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6 7 8

y −3

4
−6

7
−1 −11

5
−11

2
−2 −3 −6 6 3 2 1

1

2
1
1

5
1 6

7

3

4

x

y

−6

−6

−5

−5

−4

−4

−3

−3

−2

−2

−1

−1

11 2

2

3

3

4

4

5

5

6

6

O

图 4.16

用表里各组对应值作为点的坐标，在坐标平面上标出各个点（图 4.16）．很
明显，横坐标是正的点都在第一象限，横坐标是负的点都在第三象限（因为纵
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坐标与横坐标符号相同），并且图象与 x 轴和 y 轴都不相交（因为不可以取
x = 0, 并且不论取 x 等于什么值，y 的值都不会是 0）．
顺次连结第一象限里的各个点，得到图象的一个分支，顺次连结第三象限

里的各个点，得到图象的另一个分支，这两个分支合起来就是函数 y =
6

x
图象．

现在我们再来研究 y =
6

x
的图象的一些特点．

当 x 的绝对值逐渐扩大的时候，y 的绝对值逐渐缩小，但是不论取 x 等于
什么值，y 的值都不能是零，因此，y =

6

x
的图象向右和向左都逐渐接近于 x

轴，但是无论什么时候也不能达到 x 轴．
同样当 x 的绝对值逐渐缩小的时候，y 的绝对值逐渐扩大，但是 x 的值不

能是零．因此 y =
6

x
的图象向上和向下都逐渐接近于 y 轴，但是无论什么时

候也不能达到 y 轴．

如果 k 是负数，函数 y =
k

x
的图象也有同样的特点，不过这时图象一个

分支在第二象限，另一个分支在第四象限（图 4.17）．
y =

k

x
的图象叫做双曲线．

我们也容易看出：如果 k > 0, 它在区间 (−∞, 0) 或 (0,+∞) 上是递减函
数；如果 k < 0, 它在区间 (−∞, 0) 或 (0,+∞) 上是递增函数．

x

y

−6

−6

−5

−5

−4

−4

−3

−3

−2
−2
−1−1 1

1

2

2

3

3

4

4

5

5

6

6

O

图 4.17

练习

1. 下列各种关系里，哪些是正比例关系？哪些是反比例关系，哪些都
不是，为什么？

(a) 完成一定工作的时间和人数（假定每人的工作能力相同）．
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(b) 面积一定的时候，菱形的两条对角线的长．

(c) 被除数相同的时候，除数和商．

(d) 在机车牵引力不变时，消耗的功率与速度．

(e) 在速度维持不变时，消耗的功率与机车牵引力．

(f) 当机车的功率到达定额时，牵引力与速度．

(g) 重量一定的时候，物体的比重和体积．

(h) 体积一定的时候，物体的重量和比重．

(i) 定圆内的弦长和弦到圆心的距离．

(j) 度量一段距离，单位长度与量数．

2. 对于同一个坐标平面，作下列各函数的图象：

y =
8

x
, y =

4

x
, y =

2

x

3. 对于同一个坐标平面，作下列各函数的图象：

y =
5

x
, y = − 5

x

4. 一工作需要 x−1个人，用 x+1天完成，另一工作需要 x+2个人，
用 x− 1 天完成，且知前一个工作量与后一个工作量的比是 9 : 10,
求 x．

5. 从装满纯酒的桶中倒出 9升酒后，用水把桶灌满，然后又倒出 9升
混合溶液，再用水把桶灌满，这时桶内酒的体积和水的体积的比是
16 : 9, 问桶的容量是多少？

第二节 一次函数（线性函数）

一、一次函数及其图象

一次函数的实际例子很多，例如：

例 4.12 一根长 10 厘米的弹簧，挂的重量每增加 1 公斤，就拉长 1

2
厘米，那

么在弹性限度内，弹簧长度 y（厘米）与挂的重量 x（公斤）之间的函数关系
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就是：
y =

1

2
x+ 10 (4.1)

例 4.13 从北京到广州的包裹邮费为每公斤 0.9 元，每件另加手续费 0.2 元，
那么总邮费 y（元）与包裹重量 x（公斤）之间的函数关系就是：

y = 0.9x+ 0.2 (4.2)

例 4.14 匀速运动中物体离一个定点 O 的距离 S 是用公式：

S = vt+ S0

表示的，这里 S0 是物体开始运动的时候离开定点 O 的距离，v 是物体运动的
速度，它们都是常量，t 是物体运动的时间，它是自变量，S 是 t 的一次函数
（图 4.18）．

S
O A B

s0 vt

vt+ s0

图 4.18

这三个例子的函数形式都是：

y = kx+ b

其中，k, b 是两个常量，k ̸= 0, 这种形式的函数称为一次函数（或线性函数）．
其定义域是 (−∞,+∞), 值域也是 (−∞,+∞)．
如果 b = 0, 那么 y = kx + b 就成为 y = kx, 所以正比例函数是一次函数

的特例．
下面讲一次函数的图象是一条直线．
因为正比例函数是一次函数的特例，所以我们可以通过正比例函数的图象

来认识一次函数的图象，并由此认识一般的图象的平移原理．
为简单起见，假设 b > 0,从解析式 y = kx+b和 y = kx明显地看出，对于

自变量的相同值，一次函数的对应值 y = kx+ b, 总可以由正比例函数 y = kx

的对应值加上 b 得到，这表示 y = kx+ b 的图象上的一切点比直线 y = kx 上
具有相同横坐标的点高出 b 个单位，因此，x = kx+ b 的图象可以由直线沿着
y 轴向上平移 b 个单位得到，为此在 y 轴上截取线段 OA = b, 过 A 点作直线
ℓ′ 平行于直线 ℓ : y = kx (图 4.19)．
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x

y

O Q2 P2

b

A

Q1

Q0

P1

P (x0, y0)

ℓ : y = kx

ℓ′ : y = kx+ b

αα

Q(x1, y1)

图 4.19

下面我们来证明，这条直线 ℓ′ 就是 y = kx+ b 的图象．

先证直线 ℓ′ 上的每个点，它的坐标都适合关系式

y = kx+ b

设 P (x0, y0)是 ℓ′ 上任意一点，过 P 作 x轴垂线交直线 ℓ于 P1,交 x轴于
P2, 因 ℓ′ ∥ ℓ，在 ℓ 和 ℓ′ 之间的所有与 y 轴平行的线段都等于 b, 所以 P1P = b,
又因为 P1 在 ℓ 上，所以 P2P1 = kx．

∴ y0 = P2P1 + P1P = kx0 + b

这就是说 (x0, y0) 适合关系式 y = kx+ b．

再证不在直线 ℓ′ 上的每个点，它的坐标都不适合关系式 y = kx+ b. 为此，
在 ℓ′ 外面任取一点 Q(x1, y1), 过 Q 作 x 轴垂线交 ℓ′ 于 Q, 交 ℓ 于 Q1, 交 x 轴
于 Q2, 于是，

y1 = Q2Q1 +Q1Q = kx1 +Q1Q

因为 Q 在 ℓ′ 外面，Q1Q ̸= Q1Q0 = b, 所以

y1 ̸= kx1 + b

这就是说，(x1, y1) 不适合关系式 y = x+ b．

综合上面两方面的证明，我们证明了：ℓ′ 是函数 y = kx+ b 的图象．
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如果 b < 0, 则 y = kx + b 的图象，由直线 y = kx 沿着 y 轴向下平移 |b|
个单位得到．
一般结论：一次函数 y = kx + b 的图象是一条直线，它是由正比例函数

y = kx 的图象沿 y 轴平移而来的；若 b > 0, 则向上（y 轴正向）移动 b 个单
位；若 b < 0, 则向下（y 轴负向）移动 |b| 个单位．
因为直线 y = kx + b 平行于直线 y = kx, 所以直线 y = kx + b 向上的方

向和 x 轴正方向所成的角，等于直线 y = kx 向上的方向和 x 轴正方向组成的
角（图 4.19），由此可知，这个角 α 和 k 有关，k 叫直线 y = kx + b 的斜率．
据前面讨论我们知道，k = tanα．
当 x = 0 时，y = b, 这就是说 b 表示直线和 y 轴交点的纵坐标，所以 b 叫

做直线 y = kx+ b 在 y 轴上的截距．
这样，我们可以说：一次函数 y = kx + b 的图象是一条具有斜率 k, 而在

y 轴上的截距为 b 的直线．

例 4.15 作以下函数的图象

y = 2x− 1, y =
1

2
x+ 3

解：因为一次函数的图象是直线，只要定出直线上两个点，就可画出直线，所
以对于每个函数，我们只求两个点．

1. 在 y = 2x− 1 中，

• 令 x = 0, 得 y = 1, 得到一点 A(0,−1)；

• 令 x = 2, 得 y = 3, 得到另一点 B(2, 3)．

2. 在 y =
1

2
x+ 3 中，

• 令 x = 0, 得 y = 3, 得一点 C(0, 3)；

• 令 x = −6, 得 y = 0, 得一点 D(−6, 0)．

分别联 A,B 和 C,D 得所求直线（图 4.20）．

练习

1. (a) 对于同一坐标系画出下列直线：

y =
1

2
x+ 4, y =

1

2
− 4, y = −1

2
x+ 4, y = −1

2
− 4

(b) 求每一条直线的斜率和在 y 轴上的截距．
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x

y

−6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−3

−2

−1

1

2

3

4

O

A

BC

D

图 4.20

(c) 设 y = 3, 求各式中 x 的对应值，再用图象检验所得结果．

2. 作下列各直线：

(a) y =
2

3
x− 5

(b) y = −3x+ 5

(c) y = −1

2
x− 9

2

(d) y =
3

4
x

(e) 3x− 5y = 15

(f) x+ 2y + 6 = 0

3. (a) 已知一次函数 y = kx+ b 在 x = −4 时，y = 9, 在 x = 6 时，
y = 3, 求 k 和 b．

(b) 已知直线 y = kx+ b 经过 (−4, 9) 和 (6, 3), 求 k 和 b．

4. 已知 y+ b 与 x+ a 成正比，a, b 是常数，求证 y 是 x 的一次函数，
如果 x = 3 时，y = 5; x = 2 时，y = 2, 求出表示 y 是 x 的函数
的解析式．

5. 直线 y = k1x + b1 和 y = k2x + b2 相交于 x 轴上同一点 A(a, 0),
求证在两直线上横坐标相同的点的纵坐标成正比例变化．



142 第四章 函数及其图象

二、一次函数的性质

我们在前面的内容中，曾直观地描述过函数的递增性和递减性，当时是这
样说的：“如果函数的值随着自变量的值增加而增加，那么这个函数叫做递增函
数；如果函数的值随着自变量的值增加而减少，那么这个函数叫做递减函数”．

现在让我们用较精确的语言，再来描述一下这个概念．

如果对于开区间 (a, b)（或者闭区间 [a, b]）上的任意两个自变量的值 x1 和
x2, 若 x1 < x2, 则 f(x1) < f(x2), 那么函数 f(x) 称为在开区间 (a, b)（或者闭
区间 [a, b]）上的递增函数（图 4.21）．

x

y

a b

f(x1)

x1

f(x2)

x2O
x

y

a

bO
f(x1)

x1

f(x2)

x2

图 4.21

如果对于开区间 (a, b)（或者闭区间 [a, b]）上的任意两个自变量的值 x1 和
x2，若 x1 < x2, 则 f(x1) > f(x2), 那么函数 f(x) 称为在开区间 (a, b)（或者闭
区间 [a, b]）上的递减函数（图 4.22）．

x

y

Oa b

f(x1)

x1

f(x2)

x2
x

y

Oa
b

f(x1)

x1

f(x2)

x2

图 4.22

下面我们来阐明一次函数 y = kx + b 的增减性，当 k > 0 时，一次函数
y = kx+ b 在定义域上是递增的；当 k < 0 时，一次函数 y = kx+ b 在定义域
上是递减的．现在证明上述结论：
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在定义域中任取两数 x1, x2 且 x1 < x2, 那么

y2 − y1 = (kx2 + b)− (kx1 + b) = k(x2 − x1)

因 x1 < x2, 即 x2 − x1 > 0, 故：

• 若 k > 0, 则 k(x2 − x1) > 0, 即 y2 > y1, 所以 y = kx+ b 是递增的．

• 若 k < 0, 则 k(x1 − x2) < 0, 即 y1 < y2, 所以 y = kx+ b 是递减的．

下面我们来研究一次函数的变化率：
设函数 y = kx + b 的自变量从 x1 变到 x2, 因变量则从 y1 变到 y2. 设

∆x = x2 − x1 为自变量的改变量，∆y = y2 − y1 为因变量的改变量．我们称函
数改变量与自变量改变量的比

∆y

∆x
为函数 y 对于自变量 x 的平均变化率．

由 y1 = kx1 + b 和 y2 = kx2 + b 得：y2 − y1 = k(x2 − x1)，即：

∆y = k∆x

这表示一次函数的改变量与自变量的改变量成正比例变化，比例常数 k 就是一
次函数的斜率，因此

∆y

∆x
= k

即一次函数的变化率总是常数，等于一次函数的斜率 k（图 4.23）．

x

y

O

(x1, y1)

∆x

(x2, y1)

∆y

(x2, y2)

y = kx+ b (k > 0)

∆y

∆x
=

y2 − y1
x2 − x1

= k > 0

x

y

O

(x1, y1)

∆y

(x1, y2)

∆x
(x2, y2)

y = kx+ b (k < 0)

∆y

∆x
=

y2 − y1
x2 − x1

= k < 0

图 4.23

变化率为常数说明：

1. 不管 x1, x2 在区间的什么位置，即 ∆x 不管在何处产生，变化率
∆y

∆x
是

一样的；
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2. 变化时时刻刻在发生，不管 ∆x 多小，变化率也是一样的，这就表明，函
数 y 随着 x 而均匀变化．

反过来看，如果一个函数的平均变化率等于一个常量 k, 那么这个函数是
一次函数．
事实上，任意取定函数 y = f(x) 的一对对应值 x1 和 y1 = f(x1), 设

∆x = x− x1, ∆y = y − y1, 因为函数 y = f(x) 的变化率等于常数 k, 因此有

∆y

∆x
= k

即
y − y1
x− x1

= k

化简得
y = kx− kx1 + y1

也即：y = kx+ b, 这里 b = −kx1 + y1（常数）．
因此函数 y = f(x) 是 x 的一次函数．

例 4.16 一定量的酒精，在温度 t = 0◦C时，体积 V = 5.25升，实验表明，温
度每升高 10◦C, 体积增大 0.06 升，求体积 V 与温度 t 的变化关系．

解：因为这里体积的增量与温度的增量成正比：
∆V

∆t
= 0.006, 所以 V 与 t 的

关系可表为一次函数 V = 0.006t+ b, 只需要再确定常数 b．
因为 t = 0 时，V = 5.25, 所以有

5.25 = 0.006× 0 + b ⇒ b = 5.25

故所求函数关系是 V = 0.006t+ 5.25．

习题 4.3

1. 试证正比例函数 y = kx, 当 k > 0 时，在定义域上是递增的，当 k < 0

时，在定义域上是递减的．

2. 试证反比例函数 y =
k

x
，当 k > 0 时，在 (0,+∞) 上是递减的，当 k < 0

时，在 (0,+∞) 上是递增的．

3. (a) 对于同一坐标系，作函数 y = 3x+ 2 和 y = −3x+ 2 的图象．

(b) 所得的两个图象有哪些相同的地方？有哪些不同的地方？
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(c) 求证：x 的值每次增加一个相同的数，函数 y = 3x + 2 的值也每次
增加一个相同的数，而函数 y = −3x − 2 的值却每次减少一个相同
的数．

(d) 求证：函数 y = 3x+ 2 所增加的量和对应的自变量 x 所增加的量的
比等于 3, 而对于函数 y = −3x+ 2, 这个比等于 −3．

4. 在匀速运动中，某物体所行路程与行动时间的关系由关系式 s = 2t + 40

表示．t与 s的大小是成正比例吗？如果 s的单位是米，t的单位是秒，问
每经过一秒这物体就前进多少米？

5. 中夜的气温是 5◦C, 到明天下午 2 时以前气温按每小时 0.2◦C 均匀地升
高，用公式表示气温 y 与时间 x 的函数关系，写出这函数的定义域．

6. 弹簧的原长 3 厘米，在由 0.5(kg) 到 3.5(kg) 的载重限度内，每加重一千
克弹簧伸长 0.5 毫米，用公式表示弹簧长度与载重量间的函数关系．这函
数的定义域是什么？

7. 钢杆由于温度上升 1◦C 所增加的长度和 0◦C 时的长度比等于 0.000011
每度，用公式表示钢杆在 t◦C 时的长度与温度 t 的函数关系．

8. 钢桥在 0◦C 时的长度是 400 米．求温度从 −20◦C 上升到 40◦C 时钢桥的
长度变化了多少？

9. 当压强不变时，一切气体的体积由于温度上升 1◦C 所增加的体积和 0◦C
时的气体的体积的比大致是相等的，并等于

1

273
每度．这就是盖吕萨克

定律，写出在 t◦C 时的体积 v 和温度 t 的函数关系．

三、方程 ax+ by + c = 0 的图象

在前面的内容中，我们已经知道函数 y = kx + b (k ̸= 0) 的图象是一条直
线，但是无论 k 和 b 取什么数值，一次函数的图象仅是坐标平面上直线集合
中的一部分，因为 k ̸= 0, 所以直线 y = kx + b (k ̸= 0), 不能表示 x 轴以及
和 x 轴平行的任何直线．又当直线向上方向与 x 轴正方向所成角 α = 90◦ 时，
k = tanα 不存在，这就是说直线 y = kx + b (k ̸= 0), 不能表示 y 轴以及和 y

轴平行的直线．我们把函数关系 y = kx+ b, 也可以看做是关于 x 和 y 的一次
方程

kx− y + b = 0



146 第四章 函数及其图象

这样，我们也就可以知道二元一次方程

kx− y + b = 0

的图象是一条直线．
现在，我们来研究一般的情况，证明任何一个二元一次方程

ax+ by + c = 0 (a, b 不同时为零)

的图象都是直线．
根据 a, b 可取值的条件，可以看出要证明这个结论应该分三种情况，就是：

• a ̸= 0, b ̸= 0

• a = 0, b ̸= 0

• a ̸= 0, b = 0

1. a ̸= 0, b ̸= 0, 这时方程可以化为：

y = −a

b
x− c

b
(4.3)

这是 x 的一次函数，我们已经知道它的图象是一条直线，这条直线的斜
率是 −a

b
, 在 y 轴上的截距是 −c

b
．如果 c = 0, 那么这条直线就经过原点．

2. a = 0, b ̸= 0, 这时方程可化为：

y = 0x− c

b
(4.4)

这里可以看到，不论变量 x取什么实数值，和它对应的 y 的值总等于 −c

b
．

所以它的图象是平行于 x 轴，并且和 x 轴的距离等于 −c

b
的直线．当

−c

b
> 0 时，直线在 x 轴上方；当 −c

b
< 0 时，直线在 x 轴下方，特别，

当 c = 0 时，−c

b
= 0, 这时 y = 0, 它的图象就是 x 轴（图 4.24）．

3. a ̸= 0, b = 0, 这时方程可化为：

x = 0 · y − c

a
(4.5)

可以看到，不论变量 y 取什么数值，和它对应的 x 的值总等于 − c

a
．所以

它的图象是平行 y 轴，并且和 y 轴的距离是 − c

a
的一条直线．当 − c

a
> 0

时，直线在 y 轴的右边，当 − c

a
< 0 时，直线在 y 轴的左边，特别，当

c = 0 时，− c

a
= 0, 这时 x = 0, 它的图象就是 y 轴（图 4.25）．
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x

y

y = −c

b
> 0

y = −c

b
< 0

y = 0

O

图 4.24

x

y

O

x = − c

a
> 0x = − c

a
< 0

x = 0

图 4.25

总结上面这三种情况，我们得到：方程 ax+ by + c = 0 （a, b 不同时等于
零）的图象是一条直线．

以后我们把这个图象，简称为直线 ax+ by + c = 0．

例 4.17 在同一坐标系里作以下方程的图象：

x− y + 2 = 0, 2x+ y + 1 = 0

解：列表：

x 0 −2
y 2 0

x 0 −1

2
y −1 0

图象如图 4.26

x

y

O

2x+ y + 1 = 0 x− y + 2 = 0

A

D

B C

P

图 4.26
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如果在同一坐标系要画出二元一次方程组里两个方程的图象，就可以根据
图象求出方程组的解．这种解法叫做二元一次方程组的图象解法．现在举例说
明如下：

例 4.18 用图象法解方程组：®
x− y + 2 = 0 (4.6)

2x+ y + 1 = 0 (4.7)
解：在例 4.17里我们已经画过这两个方程的图象，它们是两条相交直线 AB 和
CD（图 4.26），这个交点 P 的坐标是 x = −1, y = 1, 它就是所求方程组的解．
这是因为 P 点既在方程 (4.6) 的图象 AB 上，又在方程 (4.7) 的图象 CD

上，所以它的坐标 x = −1, y = 1, 既适合方程 (4.6) 又适合方程 (4.7)，因此
x = −1, y = 1 是方程组的解．
反过来，方程组的解，必须同时适合方程 (4.6) 和 (4.7)，所以表示它的点

必须既在方程 (4.6) 的图象 AB 上，又在方程 (4.7) 的图象 CD 上，因此它必
须是 AB 和 CD 的交点 P．这就是说，除去 x = −1, y = 1 以外，方程组不再
有其它的解．

例 4.19 用图象法解下面的方程组：

2

®
x− 3y + 4 = 0 (4.8)

4x− 6y + 8 = 0 (4.9)
解：列表

x 1 −2
y 2 0

x 1 −2
y 2 0

x

y

O

4x− 6y + 8 = 0

2x− 3y + 4 = 0

1

1

图 4.27

这两个方程的图象是同一条直线（图 4.27），所以在直线上的每一个点的
坐标都是这两个方程的公共解，方程组有无穷多解．
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例 4.20 用图象法解下面的方程组：®
2x− 3y + 4 = 0 (4.10)

4x− 6y − 2 = 0 (4.11)

解：列表

x 1 −2
y 2 0

x −1 2
y −1 1

x

y

O

2x− 3y + 4 = 0

4x− 6y − 2 = 0

1

1

图 4.28

由图 4.28看出，当两条直线方程的斜率相同而截距不同时，这两个方程的
图象是两条互相平行的直线，它们没有公共的点，所以这个方程组没有解．
从例 4.18、4.19、4.20 可以知道，二元一次方程组的解可以有三种情况：

1. 有一组且只有一组解（方程组里两个方程的图象是两条相交直线）、

2. 有无穷多组解（方程组里两个方程的图象是同一条直线）．

3. 没有解（方程组里两个方程的图象是两条互相平行的直线）．

因为平面上两条直线的相互位置关系，只有相交、重合、平行这三种情况，
所以二元一次方程组的解，也只可能有这三种情况．

习题 4.4

1. 求作下列各方程的图象：
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(a) 3x+ 2y = 6

(b) 4x+ 6y + 9 = 0

(c) 3y − 4 = 5x

(d) x+ y = 0

(e) 3x− 4y = 0

2. 对于同一坐标系，作下列各方程的图象：

(a) y = 2

(b) y = −2

(c) x = 4

(d) x = −4

(e) x = 0

(f) y = 0

3. (a) 已知函数 y = 3x− 2 和 y = 2x+ 3, 求作这两个函数的图象；

(b) 根据这两个图象，求 x 等于什么数值的时候，函数 y = 3x − 2 和
y = 2x+ 3 有相同的值；

(c) 用图象法解方程 6x+ 3 = 4x− 7．

4. 用图象法解下列各方程组：

(a)


y = −2

3
x+ 5

y =
3

2
x− 8

(b)

 x+ y = 5

x− y = 1

(c)

 3x+ y = 9

x+ 2y = −2

(d)

 2x− 5y + 16 = 0

3x+ 4y + 1 = 0

5. 讨论下列各方程组的解，并且用图象表示出来：

(a)

 x− y − 5 = 0

2x+ 2y − 9 = 0

(b)

 x+ y = 3

2x+ 2y = 7

(c)

 x− 3y + 2 = 0

3x− 9y + 6 = 0

(d)

 x− 4 = y

2x− 2y = 5

6. 四条直线：2x+ y = 6, x+ 2y = 6, x 轴和 y 轴围成－个四边形，求这四
边形的面积．
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四、二元一次不等式的图象

前面我们已经研究过 ax+ by + c = 0（a, b 不同时为零）的图象是这样一
条直线，它上面的点的坐标是适合方程的所有有序对 (x, y) 的集合．

现在来研究 ax+ by+ c > 0 或 ax+ by+ c < 0（a, b 不同时为零）的图象，
类似上面这种含有二个一次变数的不等式叫做二元一次不等式，使二元一次不
等式成立的有序实数对 (x, y) 叫做二元一次不等式的解．例如：

3x+ y + 5 > 0 (4.12)

对于 (−3, 5) 有 3× (−3) + 5+ 5 = 1 > 0, (4.12) 成立，因此 (−3, 5) 是它的解，
又 (−5, 7) 使 3(−5) + 7 + 5 = −3 < 0, 所以 (−5, 7) 不是 (4.12) 的解．
根据图象的意义，ax + by + c > 0 (或 < 0) (这里 a2 + b2 > 0) 的图象就

是所有适合 ax + by + c > 0 (或 < 0) 的有序对的集合，以这样的有序对为坐
标的所有点的集合表示平面上的什么图形呢？我们从一个具体例子入手，看看
3x− y + 5 > 0 的图象是什么，也就是要看看 y < 3x+ 5 的图象是什么？

现在在直线 y = 3x+5 上取一点，若 x = 1 则 y = 8. 因此 A(1, 8) 是在直
线 y = 3x+ 5 上的点，如果在点 A 的正下方取点 A1, A2, . . ., 因为这些点的 x

坐标仍为 1, 但 y 的坐标小于 8, 这样把 x = 1 与小于 8 的任意的 y 配对，如

(1, 7),
(
1,

15

2

)
, (1,−2000), . . . 都适合 y < 3x + 5, 因此都是 y < 3x + 5 图象

上的点，再在点 A 的正上方取某些点，则这些点的坐标不适合 y < 3x+5．同
样，在直线 y = 3x + 5 上另取一点 B(−2,−1), 这样把 x = −2 与小于 −1 的
任意 y 配对都是 y < 3x + 5 图象上的点，而把 x = −2 与大于 −1 的任意 y

配对就都不适合 y < 3x+ 5, 由此可见，y = 3x+ 5 的图象是过 A,B 的一条直
线，而 y < 3x+ 5 的图象是以直线 AB 为界的开的半平面（不包括直线 AB），
如图 4.29 中的阴影部分．
现在的问题是，直线 3x − y + 5 = 0 把平面分成除直线外的两个半平面，

3x − y + 5 > 0 表示两个半平面之一，我们如何较方便地而不必把不等式就 y

来解就可以确定 3x − y + 5 > 0 是哪个半平面？这是非常容易确定的，因为
3x − y + 5 > 0 所确定的那个半平面内，一切点的坐标都满足 3x − y + 5 > 0.
故我们只要任意选一点，譬如说原点 (0, 0), 把它代到 3x− y+5 中，如果结果
大于零，那么 3x− y + 5 > 0 就是包含原点的那个平面，不然就是不包含原点
的那个平面，现在实际代入的结果 3 × 0 − 0 + 5 > 0, 故 3x − y + 5 > 0 的图
象就是包含原点的那个半平面了，另一个半平面就是 3x− y+ 5 < 0 的图象了．
二元一次不等式的图象也叫做不等式的表示区域．
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x

y

O−2 −1 1 2

2

4

6

图 4.29

例 4.21 图示下列不等式组的图象： 2x+ 3y − 6 ≥ 0

2x− 3y − 6 ≤ 0

解： 2x + 3y − 6 ≥ 0 的图象是以直线 m : 2x + 3y − 6 = 0 为界包括 m 不
含 (0, 0) 的半平面；2x − 3y − 6 ≤ 0 的图象是以直线 h : 2x − 3y − 6 = 0 为
界包括 h 包含 (0, 0) 的半平面．不等式组的解集的图象是这两个半平面的公共
部分．换言之，不等式组的解集图象是这个不等式组中各个不等式图象的交集
（图 4.30）．

2x+ 3y − 6 = 0

2x− 3y − 6 = 0

h

m

x

y

O−2 −1 1 2 3 4 5

−3

−2

−1

1

2

3

图 4.30
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例 4.22 图示不等式组的图象：

x ≥ 0

y ≥ −1

x+ y ≤ 3

x ≤ 2

解：不等式组的解集是由四条直线所围成的，在图 4.31 中阴影部分的四边形
ABCD 的周界以及它的内部．因此不等式组的图象是一个凸区域．
我们已经知道二元一次不等式组的解集的图象是一个凸区域．是不是二元

一次不等式组总表示一个凸区域呢？下面的例子指出存在二元一次不等式组不
构成区城的情况．

例 4.23 不等式组： 
y ≥ 0

x− y ≥ 3

5x+ 2y ≤ 10

没有解．

解：因从图象上来看（图 4.32），对应于这三个不等式的半平面没有公共部分．

D

A

x

x = 0

y

O 1

1

2

2

3

3

y = −1

x = 2

x+ y = 3

B C

图 4.31

y = 0
x

y

−1 1 2 3 4

−3
−2
−1

1

2

3

4

5

5x+ 2y = 10

x− y = 3

图 4.32

例 4.24 王明购买价格是 3角和 5角的笔记本若干本，每种至少买一本，但不
得超过 2.6 元，问有多少种买法？指出正好花完 2.6 元的情形．
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解：设购买 3 角的笔记本 x 本，5 角的笔记本 y 本，依题意列出不等式组：
0.3x+ 0.5y ≤ 2.6

x ≥ 1

y ≥ 1

其中 x, y 是整数．

所以只要在 △ABC 围成的凸区域，包括周界，数出坐标是整数的点的个
数即可，由图 4.33 可以看出，这样的点共 17 个，每个点代表一种买法，其中
在直线 0.3x+5y = 2.6 上的点共有两个，即 (2, 4) 和 (7, 1), 这表示若买 0.3 元
的 2 本，0.5 元的 4 本或者买 0.3 元的 7 本，0.5 元的 1 本，则恰好花完 2.6
元，其它情形的买法都未花完 2.6 元．

x

y

1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

5

y = 1

x = 1

0.3x+ 0.5y = 2.6

B

A

C

图 4.33

例 4.25 某停车场共占地 36 个单位，每一小汽车空位占地 2 个单位，而每一
大汽车空位占地 3 个单位，并且要使小汽车停放辆数至少是大汽车停放辆数的
两倍，问：

1. 这个停车场最多可以停放多少辆汽车？

2. 在满足上述条件下，尽可能多地停放大汽车，那么这个停车场最多放大、
小汽车各几辆？
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解：设停车场停放小汽车 s 辆，大汽车 ℓ 辆．依题意 s 和 ℓ 必须满足不等式组： 2s+ 3ℓ ≤ 36

s ≥ 2ℓ

其中：s, ℓ ≥ 0，且 s, ℓ是整数．作不等式组图象，它的解集是图 4.34的 △OAB

围成的凸区域（包括周界）中坐标是整数的点，由图可以看出在 A(18, 0)点，停
车场停放车辆最多，共放小汽车 18 辆，我们可以这样来说明：
直线 2s+ 3ℓ = 36，即：s = 18− 3

2
ℓ 的斜率是 −3

2
，因此

∆s

∆ℓ
= −3

2

这表示在停车场停满车辆的情形下，每次增停大汽车 2 辆，小汽车就要减停 3
辆．于是停车场的停车总数 s+ ℓ =

(
18− 3

2
ℓ

)
+ ℓ = 18− 1

2
ℓ 将因 ℓ 的增加而

减小，故当 ℓ = 0 时，s+ ℓ 有最大值 18．

sO

ℓ

5

5

10

10

15

15

20

2s+ 3ℓ = 3612

18
A

ℓ =
1

2
s

B

图 4.34

再从图看出 B 点最高，B 点的坐标应满足方程组： 2s+ 3ℓ = 36

s = 2ℓ

解得：ℓ = 5
1

7
, s = 10

2

7
．

在 △OAB 区域内靠近 B

(
10

2

7
, 5

1

7

)
点的整数值坐标的点是 (10, 5)．此

点坐标符合所列不等式组，因此大汽车最多可停放 5 辆，此时小汽车最多可以
停放 10 辆．
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习题 4.5

1. 画出下列不等式的图象：

(a) 2x+ 3y ≥ 6

(b) 3x− 4y ≤ 2

(c) 5x− 2y ≥ 0

(d) 4x+ 3y ≤ 0

2. 画出下列不等式组的图象：

(a)

 y − 2x > 0

x− y − 2 < 0

(b)



x+ 1 ≥ 0

y + 1 ≥ 0

x+ y ≤ 1

x− y ≤ 1

(c)

 y − 1 ≤ 0

2x+ 3y ≥ 0

(d)



x− y + 2 ≥ 0

x− y − 2 ≤ 0

x+ y + 2 ≤ 0

x+ y − 2 ≥ 0

3. 当 (x, y) 同时满足下面不等式组时，求 x 的最大值与 y 的最大值，
x− y + 4 ≥ 0

2x+ y − 4 ≤ 0

x+ 2y + 1 ≥ 0

4. 30 个人要分乘 5 座与 6 座的出租汽车出游，车库 6 座车至多只有两辆，
5 座车数量很多，车上有空座也无妨：

(a) 画出图象表示派车方案；

(b) 哪些派车办法使用车的数目最少？在这些办法中分别有几个空座？

5. 某小工厂每生产一件产品 A 获利 4 元，每生产一件产品 B 获利 5 元，该
厂每周至多能生产 A35 件，B20 件，要求每周至少获利 200 元，应该怎
样安排生产计划？

(a) 写出必须满足的关系式，说明你所用字母的意义；

(b) 画出解的集合的图象；

(c) 找出使工厂盈利超过 200 元而生产 B 尽量少的各种办法．
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五、再谈函数及其图象

画函数图象要注意函数的定义域，如

例 4.26 画出下列函数的图象：

1. y = 2x, (x ∈ R)；

2. y = 2x, (0 ≤ x ≤ 5)；

3. y = 2x, （x 是整数）．

解： 1 的图象是图 4.35(a) 的直线 AB; 2 的图象是图 4.35(b) 的线段 CD; 3 的
图象是图 4.35(c) 的一些离散的点．

x

y

A

B

1

1O

(a)

x

y

D

1 2 3 4 5

2

4

6

8

10

C
O

(b)

x

y

1 2

1

3

5

7

(c)
图 4.35

从这里我们再次体会到，当谈论函数时是离不开定义域的，因为若函数表
达式一样，而其定义域不同，则它们的图象会差之干里，故例中 1、2、3 三个
函数不能认为是相同的函数．

有时用公式表示的函数，在它的定义域的不同部分可以用不同的公式表示，
即可用若干公式表示变量间的关系，请看下例：

例 4.27 火车在 9 小时内从 A 行驶到 B, 在最初三小时内，它的行驶速度为
50 公里/小时，接下来它停止了两小时，在最后的四小时内，它以速度 60 公
里/小时行驶到达 B. 试表示行车路程和时间的关系．

解：以 x 表示时间，单位为小时；以 y 表示走过的路程，单位为公里，我们就
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得到下面的函数式 y = f(x)：

y = f(x) =


50x 0 ≤ x ≤ 3

150 3 ≤ x ≤ 5

150 + 60(x− 5) 5 ≤ x ≤ 9

显见，对于定义域 [0, 9] 内每一个 x 值，y 就有唯一确定的值和它对应，因而
f(x) 是个定义在 [0, 9] 上的函数，但这个函数是用几个不同的式子给出来的，
这个函数的图象画在图 4.36 中．

x(小时)

y(公里)

1

50

2

100

3

150

4

200

5

250

6

300

7

350

8

400

O

y
=
50
x

y = 50

y
=
15
0
+
60
(x
−
5)

图 4.36

例 4.28 画出函数 y = |x| 的图象．

解：这个函数的定义域是一切实数，按照绝对值的定义我们有：

y = |x| =

 x x ≥ 0

−x x < 0

图象是折线（图 4.37）．

例 4.29 已知 f(x) = |x+ 1|+
√
(x− 2)2

1. 求函数的定义域；

2. 当 −1 ≤ x < 2 时，化简函数的解析式；



第二节 一次函数（线性函数） 159

x

y

1

1

O

图 4.37

3. 作出函数的图象，并说明函数的值域是什么？

解：

1. 对于 |x+ 1|, x 可取一切实数；对于
√
(x− 2)2, x 必须满足 (x− 2) ≥ 0,

这个不等式对于一切实数都成立，所以函数的定义域是一切实数．

2.
√
(x− 2)2 = |x− 2|, f(x) = |x+1|+ |x− 2|, 要脱掉绝对值符号需分段讨
论．我们知道 x = −1 时，|x+ 1| = 0; x = 2 时，|x− 2| = 0, 故 −1, 2 把
数轴分为三段：(−∞,−1), [−1, 2), [2,+∞)．

• 当 x ∈ (−∞,−1) 时，

f(x) = |x+ 1|+ |x− 2| = −(x+ 1)− (x− 2) = −2x+ 1

• 当 x ∈ [−1, 2) 时，f(x) = (x+ 1)− (x− 2) = 3

• 当 x ∈ [2,+∞) 时，f(x) = (x+ 1) + (x− 2) = 2x− 1

即：

f(x) =


−2x+ 1 x < −1

3 −1 ≤ x < 2

2x− 1 x ≥ 2

3. 画出的图象是图 4.38. 由观察图象知：

• 当 x < −1 时，f(x) = −2x+ 1 > 3；

• 当 −1 ≤ x < 2 时，f(x) = 3；

• 当 x ≥ 2 时，f(x) = 2x− 1 ≥ 3

所以函数的值域是 f(x) ≥ 3 的一切实数．
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x

y

−3 −2 −1 1 2 3 4

1

2

3

y
=
−
2x

+
1

y = 3

y
=
2x
−
1

O

图 4.38

下面我们再来看一类函数作为本章的结束．

例 4.30 邮局规定，寄往外埠普通信件重量不超过 20 克者邮资 8 分，重量超
过 20 克但不超过 40 克者，邮资 1 角 6 分，重量超过 40 克但不超过 60 克者，
邮资 2 角 4 分，依此每增加 20 克邮资增加 8 分，因此邮资是重量 x 的函数，
函数的图象为图 4.39．

x(克)

y(分)

20 40 60 80 100

8

16

24

32

40

O

图 4.39

这种类型的函数称为阶梯函数，它的特点是：自变量 x 的变化范围分成若
干区间，在每个区间中，因变量 y 的值是不变的，但对应不同区间，y 值是可
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以不同的，在每个区间的端点处，因变量 y 的值有一个跳跃，也就是说函数的
图象不是连续的，而有间断的地方．

例 4.27 和例 4.30 中的函数从总体看也是递增变化的，但有时不增也不减
处在平稳状态，这样的函数称为不减的．

定义

如果对于开区间 (a, b)（或闭间 [a, b]）的任意两个自变量的值 x1 和 x2：

• 当 x1 < x2 时，可以推出 f(x1) ≤ f(x2), 那么函数 f(x) 称为在开
区间 (a, b)（或闭区间 [a, b] 上）不减．

• 当 x1 < x2 时，可以推出 f(x1) ≥ f(x2), 那么函数 f(x) 称为在开
区间（或闭区间 [a, b] 上不增．

习题 4.6

1. 作函数图象：

y = f(x) =


x 0 ≤ x < 2

2 2 ≤ x < 4

−x+ 6 4 ≤ x < 6

2. 作函数图象：y = −|x+ 1|

3. 作函数图象：

f(x) =



2 x ≤ −1

1− x −1 < x ≤ 0

1 + x 0 < x ≤ 1

2 x > 1

4. 一列火车在 t = 0 时由 A 地开出，速度是每小时 100 公里，行驶 2 小时
到达 B 地；在那里停车 1 小时后，以每小时 80 公里的速度继续向前行
驶 3 小时，表示火车在时刻 t 与 A 地的距离（单位：公里）的函数．

5. 作出函数 y = |x− 2| − 2 的图象，并求出它与 x 轴所围成的图形的面积．
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复习题四

1. 叙述函数的定义域与值域．

2. 指出下列函数的定义域与值域：

(a) f(x) =
√
x

(b) f(x) = 1− |x|

(c) f(x) =
1√

x2 + 1

(d) f(x) =
√
4x− 1

3. 指出下列函数的定义域：

(a) f(x) =

√
x+ 1√
x− 1

(b) f(x) =

√
x+ 4

x− 5

(c) f(x) =
6

x2 − 3x+ 2

(d) f(x) =

√
4x+ 8

3x− 2

(e) f(x) =
√
2x− 1 + 1− 2x+ x2

(f) f(x) =
1

x+ 5
+ lg(−x)

4. 作出下列函数的图象：

(a) f(x) = 2x, x ∈ {−2,−1, 0, 1, 2}

(b) f(x) = −2x+ 1, x ≥ 1

(c) f(x) = −x− 2, −2 < x ≤ 2

(d) f(x) =

 1 x > 0

−1 x ≤ 0

(e) f(x) =


−x+ 6 x > 2

x2 −2 ≤ x ≤ 2

x+ 6 x < −2

5. 在同一坐标系里，作出下面三个函数的图象，并说明这三个图象的形状和
位置有何关系：

y = 7x; y = 7x+ 3; y = 7x− 3

6. 按照下列各组条件，确定一次函数 y = f(x)：
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(a) f(0) = 3, f(−1) = −1

(b) f(1) = 2, f(−1) = 1

(c) f(0) = −3, f

(
3

2

)
= 0

(d) f(1) = 1, f(0) = −2

(e) f(0) = 0, f(5) = −7

7. 已知 P1(1, 1) 及 P2(5, 13) 两点在直线 y = kx + b 上，试求出 k 和 b, 并
画出图象，点 P (3, 7) 是否在这条直线上？

8. 长为 12cm 的弹簧，能承受的重量在 0—15 千克的范围内，重量每增加 1
千克，弹簧被拉长 0.5cm, 试写出承受的重量 x（千克）与弹簧长 y（厘
米）之间的函数关系式，并作出图象．

9. 行星绕太阳一周所需日数的平方，与行星离太阳的距离的立方成正比例，
已知地球绕太阳一周约需 365 日，水星绕太阳一周约需 88 日，地球离太
阳约 1.5× 108 公里，求水星离太阳约多少公里？

10. 海上所能看到的水面距离，与眼晴离海平面的高的平方根成反比例．如果
眼晴离海平面高 2 米时，所能看到的水面距离是 5 公里，那么眼晴离海
平面高是 8 米时，能看到的距离是多少公里？

11. 如果变量 y 与 x 成反比例，变量 z 与 y 也成反比例，求证变量 z 与 x 成
正比例．

12. 在同一坐标系里，对 k, b 的下列数值，作出函数 y = k|x|+ b 的图象，并
说明这些图象的形状和位置有何关系？

(a) k = 3, b = 5

(b) k = −3, b = 5

(c) k = 4, b = 0

(d) k = −4, b = 0

(e) k =
1

2
, b = 3

(f) k = −1

2
, b = 4
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第一节 二次函数

一、函数的奇偶性

在研究二次函数之前，我们先来研究函数的一个性质——函数的奇偶性．

我们先来描绘 y = x2 的图象．

先作出下面的数值表：

x · · · −2 −1.6 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 · · ·
y · · · 4 2.25 1 0.25 0 0.25 1 2.25 4 · · ·

用表里各组对应值作为点的坐标，作出各个点，然后用平滑的曲线把它们
连结起来，就得出 y = x2 的图象（图 5.1），这个图象叫做抛物线．函数 y = x2

的图象，以后简称为抛物线 y = x2．

x

y

−2 −1 1 2

1

2

3

4

图 5.1

从上面表格中可以看到这个函数有一个特点：当自变量取绝对值相等而符
号相反的两个值时（如 x 取 1.5 和 −1.5），它们对应的函数值相等（y 都取

164
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2.25），这说明 y 轴垂直平分以点 (x, f(x)), (−x, f(−x)) 为端点的线段，换句
话说，点 (x, f(x)), (−x, f(x)) 是关于 y 轴对称的，因此抛物线 y = x2 是关于
y 轴对称的．

我们把具有这种特征的函数叫做偶函数．f(x) 是偶函数的标志是：当自变
量 x 取一对互为相反数的值时，函数的值不变，就有 f(x) = f(−x)．

一般地说，对于函数 f(x), 设 x 和 −x 都属于函数的定义域，如果

f(−x) = f(x)

那么函数 f(x) 叫做偶函数，偶函数的图象关于 y 轴对称．

我们再来画函数 y =
1

8
x3 的图象

先作出下面的数值表：

x · · · −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 · · ·
y · · · −8 −3 3

8
−1 − 1

8
0 1

8
1 3 3

8
8 · · ·

根据表里这些对应值，作出函数 y = x3 的图象如图 5.2．这个图象称为立
方抛物线．

x

y

1 2 3 4

−2−4

−8

−6

−4

−2

2

4

6

8

O

图 5.2
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从上面表格中可以看到这个函数也有一个特征：因为，
1

8
(−x)3 = −1

8
x3,

所以当自变量取两个互为相反数的值时，对应的函数值也是互为相反数．所以
如果点 (x, f(x)) 在函数的图象上，那么必有另一点 (−x,−f(x)) 也在函数的
图象上，而原点恰是以 (x, f(x)), (−x,−f(x)) 为端点的线段的中点，换句话
说，点 (x, f(x)), (−x,−f(x)) 是关于原点对称的．因此立方抛物线 y =

1

8
x3 是

关于原点对称的，我们把具有这种特征的函数叫做奇函数，f(x) 是奇函数的标
志是：当自变量 x 取一对互为相反数的值时，函数的值也是互为相反数，就是
f(−x) = −f(x)．
一般地说，对于函数 f(x), 设 x 与 −x 都属于函数的定义域，如果

f(−x) = −f(x)

那么函数 f(x) 叫做奇函数．奇函数的图象关于原点对称．
考虑一个函数是偶函数、奇函数，或者既不是偶函数又不是奇函数，叫做

研究函数的奇偶性，对于一个奇函数或者偶函数，要了解它的性质和图象，只
要了解当自变量取正值时的性质和图象就可以了．例如，要作函数 y =

1

8
x3 的

图象，因为它是奇函数，所以只要作出自变量取正值时的函数图象，就可以利
用奇函数的图象必定关于原点对称这一特点，作出自变量取负值时的图象．

例 5.1 研究下列函数的奇偶性：

f(x) = x4 + x2, f(x) = x3 + x, f(x) = x+ 1

解：

1. 对于 f(x) = x4 + x2, 我们有：

f(−x) = (−x)4 + (−x)2 = x4 + x2 = f(x)

∴ 函数 f(x) = x4 + x2 是偶函数．

2. 对于 f(x) = x3 + x, 我们有：

f(−x) = (−x)3 + (−x) = −(x3 + x) = −f(x)

∴ 函数 f(x) = x3 + x 是奇函数．

3. 对于 f(x) = x+ 1, 我们有：

f(−x) = −x+ 1

这里 f(−x) ̸= f(x), 并且 f(−x) ̸= −f(x), 所以函数 f(x) = x + 1 既不
是偶函数又不是奇函数．
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练习

1. 研究下面函数的奇偶性：（其中 k, b 是常数）

(a) y = kx (k ̸= 0)

(b) y =
k

x
(k ̸= 0)

(c) y = kx+ b (k ̸= 0)

(d) y =
√
1 + x2

(e) y = |x|

(f) y = 3
√
x

(g) y =
√
x+ 1

(h) y = x2 + x+ 1

2. 证明：

(a) 两个偶函数的和是偶函数；

(b) 两个奇函数的和是奇函数；

(c) 两个偶函数的乘积是偶函数，

(d) 两个奇函数的乘积是偶函数；

(e) 偶函数与奇函数的乘积是奇函数．

二、函数 y = ax2 (a ̸= 0) 的图象和性质

在上一章里，我们研究了 x 的一次函数 y = ax + b, 现在我们要研究另一
类重要的函数，这类函数的解析式是 x 的二次式，我们把它叫做 x 的二次函
数．

先看几个实例：

例 5.2 一石块离地面高为 h, 设其速度为零，自由地落到地面，运动的时间为
t, 如果不考虑空气的阻力，于是 h 与 t 之间将有函数关系：

h =
1

2
gt2 (5.1)

这里 g 是重力加速度．

例 5.3 农机厂第一个月水泵的产量为 50（台），第三个月的产量为 y（台），与
月平均增长率之间的关系是：y = 50(1 + x)2，即：

y = 50x2 + 100x+ 50 (5.2)
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例 5.4 设在半径是 20 厘米的圆面上，从中心挖去一个半径为 x 厘米的圆面
（图 5.3），剩下的圆环面积是 y 平方厘米，那么变量 y 和 x 间有下面的函数关
系：

y = 400π − πx2 (5.3)

O

x

图 5.3

从上面这些例子可以看出，它们有一个共同特点，那就是每一个函数关系
中，等号右边都是自变量的二次式．这些函数都可以用

y = ax2 + bx+ c (5.4)

来表示，这里 a 是不等于零的实数，b, c 是任意实数．
我们把函数 y = ax2 + bx + c (a ̸= 0) 叫做 x 的二次函数．下面我们

先从最简单的情况开始研究，即研究在 (5.4) 中取 b = 0, c = 0 的二次函数
y = ax2 (a ̸= 0)．
先来看 a > 0 的情形．
我们已经在上一节和第三章中画过 y = x2 和 y =

1

2
x2 的图象，现在把这

两个图象和 y = 2x2 的图象都画在同一个坐标系里．
先作下面的表：

x · · · −2 − 3
2
−1 0 1 3

2
2 · · ·

y = 2x2 · · · 8 9
2

2 0 2 9
2

8 · · ·
y = x2 · · · 4 9

4
1 0 1 9

4
4 · · ·

y = 1
2
x2 · · · 9

8
1
2

0 1
2

9
8

2 · · ·

从这个表可以看到，对于同一个 x 值，函数 y = 2x2 所对应的值是函数
y = x2 所对应的值的 2 倍．所以要画出函数 y = 2x2 的图象，可以用 y = x2

的图象为基础．
除了让这图象上的原点不动外，其它每一点的纵坐标都拉长到原来的 2倍，

这样得到的新的点集就是 y = 2x2 的图象．作图时我们只描出图象上几个关于
y 轴对称的点，如上表所示，然后用平滑的曲线把它们连接起来．



第一节 二次函数 169

x

y

1

2

3

4

5

6

7

−2−3

2

−1−1

2

1

2

1 3

2

2

O

y = 2x2

y = x2

y =
1

2
x2

图 5.4

同理，要作出函数 y =
1

2
x2 的图象，也可以用 y = x2 的图象为基础．除了

让 y = x2 的图象上的原点不动外，其它每一点的纵标都压缩到原来的
1

2
，便

得到 y =
1

2
x2 的图象．作图时我们只描出图象上关于 y 轴对称的点，如上表

所示，然后用平滑曲线把它们连接起来．这样，就得到这三个函数的图象如图
5.4．
再来看 a < 0 的情形：
例如，我们要画函数 y = −x2 的图象，也可以在函数 y = x2 的图象的基

础上来研究．
作下面的表：

x · · · −2 − 3
2
−1 0 1 3

2
2 · · ·

y = x2 · · · 4 9
4

1 0 1 9
4

4 · · ·
y = −x2 · · · −4 − 9

4
−1 0 −1 − 9

4
−4 · · ·

从这个表可以看到，对于同一个 x 值，函数 y = −x2 所对应的值，恰巧是
函数 y = x2 所对应的值的相反数，当 x 遍取一切实数值时，把函数 y = x2 图
象上的每一点纵坐标改为它的相反数就得到函数 y = −x2 的图象上的点，而以
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(x,−x2) 和 (x, x2) 为坐标的点是关于 x 轴的对称点，因此把图象 y = x2 沿 x

轴折转过来就可以得到 y = −x2 的图象．y = −x2 的图象是在 x 轴下方，开
口向下（图 5.5）．

同样，从函数 y = 2x2 和 y = 4x2 的图象可得出函数 y = −2x2 和 y =

−4x2 的图象（图 5.6）．这些图象在 x 轴下方，开口向下．

x

y

−3 −2 −1 1 2 3O

y = x2

y = −x2

图 5.5

x

y

−8
−7
−6
−5
−4
−3
−2
−1

1

2

3

4

5

6

7

−3 −2 −1 1 2 3

O

y = 2x2

y =
1

2
x2

y = −2x2

y = −1

2
x2

图 5.6

总结上面这两种情况，我们知道函数 y = ax2 的图象是一条抛物线．

从图象上我们能看到二次函数 y = ax2 的下面一些性质：

性质 1

抛物线 y = ax2 可向 x 轴左右方向无限延伸．这就是说函数 y = ax2 的
定义域为实数集 R.
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性质 2

抛物线 y = ax2 在 a > 0 时，在 x 轴上方且在 y 轴的左右两侧同时向
上无限延伸，这就是说函数 y = ax2 在 a > 0 时，函数值域为非负实数，
即 R+ ∪ {0}; 在 a < 0 时，抛物线 y = ax2 在 x 轴下方且在 y 轴两侧同
时向下无限延伸，这就是说函数 y = ax2 在 a < 0 时，函数值域为非正
实数，即 R− ∪ {0}.

性质 3

抛物线 y = ax2 在 a > 0 时开口向上，在 a < 0 时开口向下，且 |a| 越
大开口就越小．

性质 4

抛物线 y = ax2 关于 y 轴对称，这就是说函数 y = ax2 是个偶函数，事
实上这个性质是可以证明的，即由于 f(−x) = a(−x)2 = ax2 = f(x), 故
函数 y = ax2 是个偶函数．我们把 y 轴称为抛物线 y = ax2 的对称轴，
其方程是 x = 0．

性质 5

抛物线 y = ax2 当 a > 0 时，图象在 (−∞, 0) 是下降的，在 (0,+∞) 是
上升的．这就是说函数 y = ax2 当 a > 0 时，在 (−∞, 0) 是递减的；在
(0,+∞) 是递增的（图 5.7）．
抛物线 y = ax2 当 a < 0 时，图象在 (−∞, 0) 是上升的，在 (0,+∞) 是
下降的，这就是说函数 y = ax2 当 a < 0 时，在 (−∞, 0) 是递增的；在
(0,+∞) 是递减的（图 5.8）．

事实上，这个性质是可以证明的，我们只证 a > 0 的情况，a < 0 的情况
留给同学们自己证明．
证明：函数 y = ax2 当 a > 0 时，在 (−∞, 0) 是递减的，在 (0,+∞) 是递

增的．
证明：

1. 设 x1, x2 ∈ (−∞, 0) 且 x1 < x2，则

f(x2)− f(x1) = ax2
2 − ax2

1 = a(x2
2 − x2

1)

= a(x2 − x1)(x2 + x1)
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x

y y = ax2, (a > 0)

O

图 5.7

x

y

y = ax2, (a < 0)

O

图 5.8

∵ x1, x2 ∈ (−∞, 0)，∴ x1 < 0, x2 < 0

∴ x1 + x2 < 0，又 a > 0，x2 − x1 > 0

∴ a(x2 − x1)(x2 + x1) < 0，则 f(x2) < f(x1)

∴ f(x) 在 (−∞, 0) 上递减．

2. 设 x1, x2 ∈ (0,+∞) 且 x1 < x2，则

f(x2)− f(x1) = a(x2 − x1)(x2 + x1) > 0

∴ f(x1) < f(x2)

∴ f(x) 在 (0,+∞) 上递增．

这样，在 a > 0的情况下，函数 y = ax2 在 (−∞, 0)上递减，而在 (0,+∞)

上递增．

性质 6

对称轴和抛物线的交点叫做抛物线的顶点．抛物线 y = ax2 的顶点是原
点 (0, 0)．这就是说，有序数对 (0, 0) 适合关系 y = ax2．

性质 7

抛物线 y = ax2的顶点的特点是：曲线由下降通过它转变到上升 (a > 0)，
或者曲线由上升通过它转变到下降的一点 (a < 0)，相应地函数 f(x) =

ax2（a > 0 或 a < 0），在顶点横坐标 x0 = 0 的左邻递减（递增），但是
在 x0 = 0 的右邻改为递增（递减），x0 = 0 是 f(x) = ax2 在点 x0 = 0

的邻近取极小（大）值的一点，我们称点 x0 = 0 是 f(x) = ax2 的一个
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极小（大）点，f(0) = 0 叫做 f(x) = ax2 在极小（大）点 x0 = 0 的极
小（大）值．

在这里需要明确的是，极值都是函数由递增转到递减，或由递减转到递增
的那一点取得的，而函数的最大值或最小值，仅仅指的是函数值的最大或最小，
并不要求由递增到递减或由递减到递增的转变条件．
由性质 5 知道，二次函数 y = ax2, 仅有一个极值点 x0 = 0, 在这种情形

下，二次函数在点 x0 = 0 的极值 f(0) = 0, 与它的最大值或最小值是一致的．
事实上，当 a > 0时，y = ax2 对于一切 x ∈ (−∞,+∞), 都有 f(x) = ax2 ≥ 0,
所以 f(0) = 0 是最小值；当 a < 0 时，y = ax2 对于一切 x ∈ (−∞,+∞), 都
有 f(x) = ax2 ≤ 0, 所以 f(0) = 0 是最大值．对于二次函数，我们常用实数平
方不小零这个原理来求一般二次函数的极值点和极值（也是二次函数的最值）．
从以上讨论可以看到，对抛物线 y = ax2 主要要掌握三件东西：对称轴、

顶点、开口方向，即 a 的正负．而这三件东西又都和二次函数的极值点、极值
有关，顶点的坐标确定后，对称轴方程和极值点也就随之求出，故顶点位置是
个关键．
最后我们要指出，上面我们是由抛物线 y = ax2 的特点来看二次函数 y =

ax2 的性质的，但今后等我们逐步地学到了更多的函数性质后，我们应该有意
识地学会先研究函数的性质，再由函数的性质去把握函数图象的大致形状，最
后用描点法画出图象，这时所画的函数图象就较为精确了．

练习

1. 设从固定的半径 R 的圆板上，挖掉半径为 r 的同心圆板，问所剩
圆环面积 S 与 r 之间的关系是什么？

2. 用 16m 长的篱笆，围成一个一边靠墙的矩形养鸡场，如果与墙垂
直的一边长是 xm，面积是 ym2, 则 x 与 y 之间有什么关系？

3. 用一块矩形空地来做花圃，这块地长 20m，宽 15m，如在四周留出
宽度都是 x米的小路，中间余下种花的空地面积是 ym2, 则 y 与 x

之间有什么关系？

4. 汽车在前 8 秒钟内以匀加速度 a = 0.8m/s2 行驶．

(a) 利用公式 s =
1

2
at2, 求 t = 3(s)，t = 5.5(s), t = 2.5(s) 时所行

的路程 s(m)；
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(b) 画出 s 和 t 之间函数关系的图象；

(c) 根据图象，求汽车走 5m、10m、15m 所需时间．

5. 在坐标纸上画出函数 y = x2 图象：

(a) 根据图象，求当 x = 1.5; x = 2.3; x = −1.4 时，y 的值（精确
到 0.1）；

(b) 根据图象，求当 y = 2; y = 3; y = 4.5 时，对应的 x 的值（精
确到 0.1）；

(c) 利用图象求
√
5,
√
7 的值（精确到 0.1）．

6. 在同一坐标系里作以下函数的图象：

y = 3x2, y = 3x2, y = −3x2, y = −1

3
x2

这些图象有哪些相同的地方？哪些不同的地方？

7. 试证当 a < 0 时，二次函数 y = ax2 在 (−∞, 0) 上递增，而在
(0,+∞) 上递减．

8. 证明抛物线 y = ax2 与抛物线 y = x2 是位似形．

三、函数 y = ax2 + bx+ c (a ̸= 0) 的图象

（一）函数 y = ax2 + c (a ̸= 0) 的图象

为确定起见，假设 c > 0, 从解析式 y = ax2 + c 和 y = ax2 明显地看出，
对于自变量的相同值，y = ax2 + c 的对应值，总可以由 y = ax2 的对应值加上
c 得到，这表示 y = ax2 + c 的图象上的一切点比抛物线 y = ax2 上具有相同
横坐标的点高出 c 个单位．因此，y = ax2 + c 的图象，可以由抛物线 y = ax2

沿着 y 轴向上平移 c 个单位得到．如果 c < 0, 那么 y = ax2 + c 的图象是由抛
物线 y = ax2, 沿着 y 轴向下平移 |c| 个单位得到．

例如，我们把函数 y = 2x2 的图象向上移动 1 个单位，就可以得到函数
y = 2x2 +1 的图象；向下移动 3 个单位，就可以得到函数 y = 2x2− 3 的图象．

所以函数 y = ax2 + c 的图象仍旧是一条抛物线．当 a > 0 时，开口向上；
a < 0 时，开口向下，对称轴方程是 x = 0（y 轴为对称轴）；顶点坐标是 (0, c)．
当 a > 0时，在 x = 0处取得 ymin = c．当 a < 0时，在 x = 0处取得 ymax = c
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（注：以后我们用 ymin 表示 y 的极小值；用 ymax 表示 y 的极大值）．

我们从图形的平移观点确定了 y = kx+b的图象是一条平行于直线 y = kx

的直线，也确定了 y = ax2 + c 的图象是抛物线，它的顶点是 (0, c)．更一般的
结论是：

函数 y = f(x) + b 的图象是由 y = f(x) 的图象沿 y 轴平移而来的，若
b > 0, 则向上平移 b 个单位．若 b < 0, 则向下平移 |b| 个单位．

（二）函数 y = a(x+m)2 的图象

例如函数 y =
1

4
(x+ 2)2, y =

1

4
(x− 2)2 都是这种类型的函数．

我们把上面两个函数的图象与 y =
1

4
x2 比较．分别列表如下：

x −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
y = 1

4
x2 6 1

4
4 2 1

4
1 1

4
0 1

4
1 2 1

4
4 6 1

4

y = 1
4
(x+ 2)2 2 1

4
1 1

4
0 1

4
1 2 1

4
4 6 1

4
9 12 1

4

y = 1
4
(x− 2)2 12 1

4
9 6 1

4
4 2 1

4
1 1

4
0 1

4
1 2 1

4

x

y

−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5O

x = −2

y =
1

4
x2

y =
1

4
(x+ 2)2

图 5.9

从表中可以看出，函数 y =
1

4
(x+2)2 在自变量取某一值 x = x1 时，所对

应的函数值 y =
1

4
(x+2)2, 恰巧和函数 y =

1

4
x2 在自变量取值 x = x1+2时所

对应的函数值 y =
1

4
(x+2)2 相同．这就告诉我们，在函数 y =

1

4
(x+2)2 的图象

上的点
(
x1,

1

4
(x1 + 2)2

)
与函数 y =

1

4
x2 的图象上的点

(
x1 + 2,

1

4
(x1 + 2)2

)
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的纵坐标相等，因此这两点的连接线段平行 x轴，并且横坐标是 x1 的点在横坐
标是 x1 +2 的点的右边 2 个单位处，利用这个关系，我们只需把函数 y =

1

4
x2

的图象上的每一点向左平移 2 个单位，就可以得到函数 y =
1

4
(x+ 2)2 的图象

（图 5.9）．
同样，函数 y =

1

4
(x− 2)2 在自变量取某一值 x 时，所对应的函数值 y =

1

4
(x1 − 2)2, 恰巧和函数 y =

1

4
x2 在自变量取值 x = x1 − 2 时，所对应的函数

值 y =
1

4
(x1 − 2)2 相同，这就告诉我们，在函数 y =

1

4
(x− 2)2 的图象上，横

坐标是 x1 的点的纵坐标就等于函数 y =
1

4
x2 的图象上横坐标是 x1− 2 的点的

纵坐标．利用这个关系，我们只需把函数 y =
1

4
x2 的图象上的每一点向右平移

2 个单位，就可以得到函数 y =
1

4
(x− 2)2 的图象（图 5.10）．

x

y

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6 7O

x = 2

y =
1

4
x2

y =
1

4
(x− 2)2

图 5.10

由此可见，函数 y = a(x+m)2 的图象，由函数 y = ax2 的图象沿 x 轴方
向左右平移得到．当 m > 0 时，向左平移 m 个单位；当 m < 0 时，向右平移
|m| 个单位．
因此函数 y = a(x+m)2 的图象，仍然是一条抛物线，a > 0时，开口向上；

a < 0 时，开口向下，对称轴方程是 x = −m, 顶点坐标是 (−m, 0). 当 a > 0

时，在 x = −m 处取得 ymin = 0, 当 a < 0 时，在 x = −m 处取得 ymax = 0．

应当指出：

1. 上述的平移原理可以推广到一般情形．即函数 f(x+m) 的图象，是由函
数 f(x) 的图象沿 x 轴方向左右平移得到．当 m > 0 时，向左平移 m 个



第一节 二次函数 177

单位；当 m < 0 时，向右平移 |m| 个单位．

2. 具体作函数 y = a(x+m)2 的图象时，不必先作出 y = ax2 (a ̸= 0) 的图
象，再作相应的平移得到它，而是先确定抛物线 y = a(x+m)2 的顶点和
对称轴，从顶点开始，左右取对称的点，再用平滑曲线去连接．

例 5.5 作函数 y = 2

(
x+ 2

1

2

)2

的图象．

解：

1. 顶点坐标
(
−21

2
, 0

)
, 对称方程 x = −21

2
, a = 2 > 0, 开口向上．

2. 列表：

x · · · −4 1
2
−4 −3 1

2
−3 −2 1

2
−2 −1 1

2
−1 − 1

2
· · ·

y · · · 8 4 1
2

2 1
2

0 1
2

2 4 1
2

8 · · ·

3. 完成图象如图 5.11.

x

y

−5 −4 −3 −2 −1

1

2

3

4

5

6

7

8

O

x = −21
2

图 5.11

（三）函数 y = −1

4
(x− 2)2 − 3 的图象

函数 y = a(x+m)2 + k 的图象，是由函数 y = a(x+m)2 的图象沿 y 轴
方向上下平移得到．当 k > 0 时，向上平移 k 个单位；当 k < 0 时，向下平移
|k| 个单位．而 y = a(x +m)2 的图象，是由 y = ax2 的图象沿 x 轴方向左右
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平移得到．当 m > 0 时，向左平移 m 个单位；当 m < 0 时，向右平移 |m| 个
单位，故函数 y = a(x +m)2 + k 的图象，是由函数 y = ax2 的图象经上下左
右平移得到．
由此可见，函数 y = a(x + m)2 + k 的图象，也是一条抛物线，当 a > 0

时，开口向上，当 a < 0 时，开口向下．对称轴方程是 x = −m, 顶点坐标是
(−m, k). 当 a > 0 时，在 x = −m 处取得 ymin = k，当 a < 0 时，在 x = −m
处取得 ymax = k．

例 5.6 研究函数 y =
1

4
(x+ 2)2 + 3 的图象．

解：函数 y =
1

4
(x + 2)2 + 3 的图象，就是抛物线 y =

1

4
(x + 2)2 向上平移 3

个单位，也就是抛物线 y =
1

4
x2 向左平移 2 个单位后，再向上平移 3 个单位．

这条抛物线对你轴方程是 x = −2，开口向上，顶点坐标是 (−2, 3). 在 x = −2
时，取得 y = 3．
另解：∵ (x+ 2)2 ≥ 0

∴ y =
1

4
(x + 2)2 + 3 ≥ 3, 等式在 x = −2 时成立，即在 x = −2 时，

ymin = 3

由此得知抛物线 y =
1

4
(x+2)2+3的顶点是 (−2, 3). 对称轴方程是 x = −2，

它可以由抛物线 y =
1

4
x2 向左平移 2 个单位，再向上平移 3 个单位得来．

例 5.7 作函数 y = −1

4
(x− 2)2 − 3 的图象．

解：

1. 函数 y = −1

4
(x − 2)2 − 3 的图象是抛物线．由 a = −1

4
< 0 知抛物线开

口向下，顶点坐标是 (2,−3) 对称轴方程是 x = 2．

2. 列表：

x · · · −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 · · ·
y · · · −7 −5 1

4
−4 −3 1

4
−3 −3 1

4
−4 −5 1

4
−7 · · ·

3. 作图如图 5.12．

例 5.8 平移抛物线 y = ax2 使顶点在 (2, 4) 且 y 截距等于 −8．

解：平移抛物线 y = ax2 使顶点在 (2, 4), 因此新抛物线的方程是：

y = a(x− 2)2 + 4
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x

y

−2 −1 1 2 3 4 5 6
−1
−2
−3
−4
−5
−6
−7

O

x = 2

y = −1

4
(x− 2)2 − 3

图 5.12

又 y 截距等于 −8, 即抛物线通过 (0,−8) 点，因此，

−8 = a(0− 2)2 + 4

4a = −12

a = −3

所求抛物线方程是 y = −3(x− 2)2 + 4．

（四）函数 y = ax2 + bx+ c 的图象

现在我们来研究函数 y = ax2 + bx+ c 的图象．因为

ax2 + bx+ c = a

(
x2 +

b

a
x

)
+ c

= a

[
x2 +

b

a
x+

(
b

2a

)2
]
+ c− b2

4a

= a

(
x+

b

2a

)2

+
4ac− b2

4a

所以函数 y = ax2 + bx+ c 可以化成 y = a(x+m)2 + k 的形式，这里 m =
b

2a
,

k =
4ac− b2

4a
．

由此可知，函数 y = ax2 + bx+ c 的图象和函数 y = ax2 的图象完全相同，
只是位置不同，它们都是抛物线．

抛物线 y = ax2+bx+c,对称轴方程是 x = − b

2a
，顶点坐标是

(
− b

2a
,
4ac− b2

4a

)
．
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• 当 a > 0 时，二次函数 y = ax2 + bx+ c 开口向上，在 x = − b

2a
处取得

ymin =
4ac− b2

4a
；

• 当 a < 0 时，函数开口向下，在 x = − b

2a
处取得 ymax =

4ac− b2

4a
．

例 5.9 指出下面抛物线的开口方向，顶点坐标和对称轴方程，并画出图象：

1. y = 2x2 + 8x+ 5 2. y = −x2 + 2x+ 1

解：

1. 配方：

y = 2x2 + 8x+ 5 = 2(x2 + 4x) + 5

= 2(x2 + 4x+ 4) + 5− 8

= 2(x+ 2)2 − 3

性质：∵ a = 2 > 0

∴ 抛物线开口向上，顶点坐标是 (−2,−3), 对称轴方程是 x = −2．

作图象：

x · · · −4 −3 1
2
−3 −2 1

2
−2 −1 1

2
−1 − 1

2
0 · · ·

y · · · 5 1 1
2

−1 −2 1
2
−3 −2 1

2
−1 1 1

2
5 · · ·

图象如图 5.13．

2. 配方：

y = −x2 + 2x+ 1 = −(x2 − 2x− 1)

= −(x2 − 2x) + 1

= −(x2 − 2x+ 1) + 2

= −(x− 1)2 + 2

性质：∵ a = −1 < 0

∴ 抛物线开口向下，顶点坐标是 (1, 2), 对称轴方程是 x = 1．

作图象：
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x

y

−4 −3 −2 −1
−1
−2
−3

1

2

3

4

5

O

x = −2

(−2,−3)
图 5.13

x

y

−2 −1 1 2 3 4
−1
−2
−3
−4
−5
−6
−7

1

2

O

x = 1

(1, 2)

图 5.14

x · · · −2 −1 0 1 2 3 4 · · ·
y · · · −7 −2 1 2 1 −2 −7 · · ·

图象如图 5.14．

例 5.10 1. k 为何值时，抛物线 y = x2 + 2kx+ 1 的顶点在直线 y = x 上？

2. 说明上述情况下的抛物线是由怎样的抛物线作怎样的平移得到的．

解：

y = x2 + 2kx+ 1 = (x+ k)2 + 1− k2 (5.5)

抛物线 (5.5) 的顶点坐标是 (−k, 1− k). 顶点在直线 y = x 上的充要条件是：

1− k2 = −k ⇒ k2 − k − 1 = 0

∴ k =
1±
√
5

2

因此，当 k =
1 +
√
5

2
或 k =

1−
√
5

2
时，抛物线 (5.5)的顶点在直线 y = x

上，这时抛物线方程是：

y =

(
x+

1 +
√
5

2

)2

− 1 +
√
5

2
(5.6)
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和

y =

(
x+

1−
√
5

2

)2

− 1−
√
5

2

=

(
x−
√
5− 1

2

)
+

√
5− 1

2

(5.7)

抛物线 (5.6) 是由抛物线 y = x2 向左移
1 +
√
5

2
个单位再向下移

1 +
√
5

2

个单位得来；抛物线 (5.7) 是由抛物线 y = x2 向右移
√
5− 1

2
个单位再向上移

√
5− 1

2
个单位得来．

习题 5.1

1. 把下列各图象画在同一坐标系里进行比较：

(a) y = x, y = x+ 2, y = x2 − 2

(b) y = −x2, y = −x2 + 2, y = −x2 − 2

2. 把下列各图象画在同一坐标系里进行比较：

y = x2, y = (x− 1)2, y = (x− 2)2, y = (x− 3)2

y = (x+ 1)2, y = (x+ 2)2, y = (x+ 3)2

3. 已知函数 y = 2(x− 3)2, 不作出图象而说出：

(a) 图象的顶点，对称轴方程，开口方向；

(b) 函数有没有极大值或极小值？这些值是多少？x 等于什么值时，函数
有这些值？

(c) x 在什么区间时函数是递减的，递增的？

(d) x 取什么值时函数等于零？

(e) 图象和 y 轴的交点的坐标．

4. 照上题那样研究 y = −3(x+ 5)2．

5. 求把抛物线 y = 2x2 向左平移 3 个单位，再向上平移 5 个单位后的抛物
线方程．
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6. 求把抛物线 y =
1

2
x2 向右平移 5 个单位，再向下平移 3 个单位后的抛物

线方程．

7. 将抛物线 y = ax2 向左平移 2 个单位后，再向上平移 3 个单位且知这个
抛物线与 x 轴的一个交点的坐标是 (2, 0)．求这个抛物线方程和它与 x 轴
的另一个交点的坐标．

8. 求下列各函数的图象，并指出所求抛物线的开口方向，对称轴方程，顶点
坐标，又当 x 为何值，二次函数取得什么极值：

(a) y = x2 + 6x− 3

(b) y = 2x2 − 5x+ 2

(c) y = 5− x− x2

(d) y = 6 + 12x− 3x2

(e) y = −2x2 − 5x+ 7

(f) y = 3x2 + 2x

(g) y =
5

2
x− 2− 3x2

(h) y =
1

2
x2 + 3x+

5

2

9. 处于静止状态的物体从 40 米的高处下落，计算 t 秒后物体离地面的高度
h 米的公式是 h = 40− 5t2

(a) 经过两秒钟物体离地面的高度是多少？

(b) 经过多少时间物体落到地面？

(c) 求出时间 t 的取值范围．

(d) 作出 h 和 t 之间的函数关系的图象．

10. 一石子从井口落下，经过 7 秒后听到碰击井底声，如果石子下降距离 s

（米）与经过的时间 t（秒）的关系是 s = 5t2，又声音在空气中的平均速
度是每秒 340 米，求井深．

第二节 和二次函数有关的课题

一、根据已知条件确定二次函数

在上一节里我们研究了二次函数的图象和它的性质，现在我们进一步来研
究，如何根据二次函数满足的条件来确定这个二次函数的问题，下面我们来看
几个例题：
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例 5.11 已经知道函数 y = f(x) 是一个二次函数，并且知道它的图象通过
A(0, 1), B(1, 3), C(−1, 1) 三点，写出这个二次函数．

解：二次函数的一般形式是

y = ax2 + bx+ c (5.8)

要确定这个函数，必须知道二次三项式里三个系数 a, b, c 的值．由函数图象的
定义知道，图象上的点的坐标必适合函数关系式，现在已知 A,B,C 三点在图
象上，故它们的坐标必适合关系式 (5.8), 因此可以列出关于 a, b, c 的三元一次
方程组： 

1 = a · 02 + b · 0 + c

3 = a · 12 + b · 1 + c

1 = a(−1)2 + b(−1) + c

即： 
c = 1

a+ b+ c = 3

a− b+ c = 1

(5.9)

解方程组 (5.9) 得
a = 1, b = 1, c = 1

所求的二次函数是 y = x2 + x+ 1．

例 5.12 已知二次函数的图象与 x 轴交于 (−2, 0) 和 (1, 0) 两点，又通过点
(3,−5), 求这个二次函数的表达式、它的极值点和极值．

解：二次函数 f(x) = ax2 + bx+ c 的图象与 x 轴交于两点 (−2, 0), (1, 0) 的意
思，是说函数值 f(−2) = 0 和 f(1) = 0．根据余式定理的推论 2, (x+2)(x− 1)

必能整除 f(x) = ax2 + bx+ c. 因此这个二次函数表达式可以写成：

f(x) = a(x+ 2)(x− 1)

又它的图象通过点 (3,−5), 即 f(3) = −5, 将 x = 3 和 x = −5 代入上式得

−5 = a(3 + 2)(3− 1)

∴ a = −1

2
．
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因此所求二次函数表达式是：

f(x) = −1

2
(x+ 2)(x− 1)

= −1

2
(x2 + x− 2)

= −1

2
x2 − 1

2
+ 1

(5.10)

因为抛物线顶点的横坐标等于对称轴与 x轴的交点的横坐标，设顶点横坐
标是 x0, 于是在 x 轴上有

x0 − (−2) = 1− x0

即：x0 =
(−2) + 1

2
= −1

2
（图 5.15）代入 (5.10) 得顶点纵坐标：

y0 = f

(
−1

2

)
= −1

2

(
1

4
− 1

2
− 2

)
=

9

8

∵ a = −1

2
< 0

∴ 在 x0 = −
1

2
处 ymax =

9

8
．

x

y

−2 1x0 O

图 5.15

注意：我们在求函数的极值点与极值时没有应用前面给出的公式，而是借助于
二次函数的图象的顶点在对称轴上．

结合图象来研究二次函数的性质是解决问题的一个途径．

例 5.13 已知函数 y = ax2 + bx+ c 的图象是以点 (2, 3) 为顶点的抛物线，并
且这图象通过 (3, 1), 写出这个函数．



186 第五章 二次函数

解： 解法 1：抛物线 y = ax2 + bx+ c 的顶点坐标是：
(
− b

2a
,
4ac− b2

4a

)
，根

据已知条件得：

− b

2a
= 2 (5.11)

4ac− b2

4a
= 3 (5.12)

另外根据抛物线通过点 (3, 1), 又可得到一个方程：

1 = 9a+ 3b+ c (5.13)

把 (5.11), (5.12), (5.13) 联立，就可得到关于 a, b, c 的方程组：
− b

2a
= 2

4ac− b2

4a
= 3

9a+ 3b+ c = 1

(5.14)

解方程组 (5.14), 得

a = −2, b = 8, c = −5

所求的二次函数是 y = −2x3 + 8x− 5．
解法 2：以点 (m, k) 为顶点的抛物线方程是 y = a(x −m)2 + k．这样根

据已知条件，就可以写出所求的二次函数是

y = a(x− 2)2 + 3 (5.15)

因为点 (3, 1) 在图象上，所以把 x = 3, y = 1 代入 (5.15) 得到

1 = a(3− 2)2 + 3

由此得 a = −2. 把它代入 (5.15) 就得

y = −2(x− 2)2 + 3 = −2x2 + 8x− 5

故所求二次函数是 y = −2x2 + 8x− 5．
解法 2 要比解法 1 方便些．
由上面讨论可知，要确定一个二次函数需要三个独立条件去确定系数 a, b, c,

若条件中有顶点坐标（如例 5.13），那么这个顶点坐标算两个独立条件，这是
因为顶点已知的话，所求抛物线的位置已经确定，所剩就是确定抛物线的开口
情况（即系数 a），故只要再有一个条件就可确定了．
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练习

1. 求经过 A(0, 1), B(−1, 1), C(1,−1) 三点，且对称轴平行于 y 轴的
抛物线，并求其顶点坐标和对称轴．

2. 设有函数 y = x2 + px+ q, 按照下列条件，求 p 和 q 的值．

(a) 在 x = 2 时，y = 12, 在 x = −3 时，y = 2;

(b) 在 x = 5 时，函数有极小值 −2;

(c) 函数的图象和 x 轴的交点的坐标是 (−4, 0) 和 (−1, 0).

3. 设有二次函数 y = ax2 + bx + c, 按照下列条件，求出 a, b, c 的值，
然后写出这个二次函数：

x 1 2 3
y 0 0 4

函数的图象是以点 A(−1,−8) 为顶点的抛物线，并且和 y 轴交于
点 B(0,−6)．

4. 抛物线 y = x2+2ax+b经过点 (2, 4),并且其顶点在 y−2x−1 = 0

上，求 a, b．

5. 若 f(x) 是二次函数，当 x =
1

2
时有极大值 25，又方程 f(x) = 0

的二根平方和等于 13, 求 f(x)．

二、二次函数极值

根据实数的平方不小于零，容易求得二次函数的极值如下：

y = ax2 + bx+ c = a

(
x+

b

2a

)2

+
4ac− b2

4a

1. 如果 a > 0, 那么 a

(
x+

b

2a

)2

≥ 0

y = a

(
x+

b

2a

)2

+
4ac− b2

4a
≥ 4ac− b2

4a

即当 x = − b

2a
时，函数有极小值，ymin =

4ac− b2

4a
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2. 如果 a < 0, 那么 a

(
x+

b

2a

)2

≤ 0

y = a

(
x+

b

2a

)2

+
4ac− b2

4a
≤ 4ac− b2

4a

即当 x = − b

2a
时，函数有极大值，ymax =

4ac− b2

4a

求二次函数的极值有着许多实际的应用，下面我们举几个例子．

例 5.14 某工厂为了存放材料，需要围一个周长为 160 米的矩形场地，问矩形
的长和宽各取多少米，才能使存放场地的面积最大？

解：设一边为 xm，则另一边长为 (80− x)m，如果 ym2 是矩形的面积，则

y = x(80− x) = −x2 + 80x, (0 < x < 80)

= −(x2 − 80x+ 1600− 1600)

= −(x− 40)2 + 1600

因此，当边长是 40m 的正方形时，有最大面积 1600m2．

例 5.15 窗的形状是矩形上面加一个半圆，它的周长等于 6 米，要使窗能透过
最多的光线，它的尺寸应该怎样设计？

解：设半圆的半径是 x 米（图 5.16），那么半圆的长就是 πx 米，矩形的底 BC

就是 2x 米，而矩形的高 AB 和 CD 就是
6− πx− 2x

2
米．

D

B C

A
O

x

2x

图 5.16

设图形的总面积是 y 平方米，那么在开区间
(
0,

6

π + 2

)
上，

y =
6− πx− 2x

2
· 2x+

1

2
πx2
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就是

y = 6x−
(π
2
+ 2
)
x2

= −π + 4

2

[
x2 − 12

π + 4
x+

(
6

π + 4

)2

−
(

6

π + 4

)2
]

= −π + 4

2

(
x− 6

π + 4

)2

+
18

π + 4

由此可知，当 x =
6

π + 4
的时候，ymax =

18

π + 4
．

所以尺寸应该这样来设计：半圆的半径是
6

π + 4
≈ 0.84 米，或者说矩形的

底边长是
12

π + 4
≈ 1.68 米时，窗能透过最多的光线．

例 5.16 用一块宽为 1.2 米的长方形铁板弯起两边做一个水槽，水槽的横截面
为底角是 120◦ 的等腰梯形（图 5.17），要使水權的横截面积最大，它的侧面的
宽应该是多少？

B C

A D
H

30◦

120◦

图 5.17

解：设侧的宽 AB 为 x 米，作 BH⊥AD, 则

∠ABH = 30◦, AH = x sin 30◦ =
1

2
x

BH = x · cos 30◦ =

√
3

2
x, BC = (1.2− 2x)

AD = 1.2− 2x+ 2 · x
2
= 1.2− x
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所以，水槽的横截面面积为：

S =
1

2
·
√
3

2
x(1.2− 2x+ 1.2− x)

=

√
3

4
x(2.4− 3x) (0 < x < 0.6)

= −3
√
3

4
x2 +

3
√
3

5
x = −3

√
3

4

(
x2 − 4

5
x

)
= −3

√
3

4

(
x2 − 4

5
x+

4

25
− 4

25

)
= −3

√
3

4

(
x− 2

5

)2

+
3
√
3

25

所以 x =
2

5
= 0.4（米）时，水槽有最大的横截面面积

3
√
3

25
（平方米）．

例 5.17 快艇和轮船分别从 A 地和 C 地同时开出，各沿着箭头所指方向航
行（图 5.18），快艇和轮船的速度分别是 40 公里/小时和 16 公里/小时，已
知 AC = 145 公里，经过多少时间以后，快艇和轮船之间的距离最短（图中
AC⊥CD）？

A

D

B

40t
16t

C

145 公里

图 5.18

解：设经过 t 小时以后，快艇的位置在 B, 轮船的位置在 D. 这时

AB = 40t（公里）

CD = 16t（公里）

BC = (145− 40t)（公里）

根据勾股定理得

BD =
√
BC2 + CD2 =

»
(145− 40t)2 + (16t)2

现在要使 BD 最短，因 (145− 40t)2 + (16t)2 > 0
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故只需使被开方数 (145− 40t)2 + (16t)2 有最小的值．

令 y = (145− 40t)2 + (16t)2
(
0 < t < 3

5

8

)
则有：

y = 1856t2 − 11600t+ 21025

这个二次函数在 t =
11600

3712
= 3

1

8
（小时）的时候有极小值．所以，快艇和轮船

分别从 A 地和 C 地开出 3
1

8
（小时）的时候，它们间的距离最短．

有时要在闭区间 [a, b] 上讨论二次函数的最大值或最小值，这时要把开区
间 (a, b) 内的极值和两端点处的函数值作比较，再确定出最大值或最小值．

例 5.18 设 0 ≤ x ≤ 3, 讨论 y = x2 − 4x+ 5 的最大值和最小值．

解：
y = (x− 2)2 + 1

当 x = 2 时，ymin = 1；又当 x = 0 时，y = 5；当 x = 3 时，y = 2．
所以当 x = 2时，y 取最小值 ymin = 1；当 x = 0时，y 取最大值 ymax = 5

（图 5.19）．

x

y

1

1

2

2

3

3

4

5

图 5.19

习题 5.2

1. 求下列各函数的最大值和最小值，并且求这时的 x 的值：
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(a) y = x2 − 6x+ 10

(b) y = 3x2 + 6x− 2

(c) y = 5− 4x− x2

(d) y = 3 + 2x− 2x2

2. 求下列各函数的最大值和最小值：

(a) y = 2x2 + 5x+ 4, 0 ≤ x ≤ 1

(b) y = x2 − 3x+ 4, 0 ≤ x ≤ 1

(c) y = x2 − x+ 1, 0 ≤ x ≤ 1

3. 求证在周长相同的所有矩形中，正方形面积是最大的．

4. 求证在一边长固定，且周长固定的所有三角形中，等腰三角形面积是最大
的．

5. 把宽 40厘米的铁皮制成 U字形的雨水槽，要使它的断面积成为最大，深
度应为多少？

6. 一农民准备用篱笆围成一面靠墙的矩形，养鸡场共分五间，每间大小相等，
现有可编 120 米长的篱笆竹料，养鸡场每间的长宽各是多少米，养鸡场
面积最大．

7. 炮弹以初速度 U0 = 600 米/秒，仰角 θ = 30◦ 射出时，上升的高度 h 与
相应的水平距离 x 之间的函数关系是：

h = − 1

54000
x2 +

1√
3
x

试求炮弹能达到的最大高度．

8. 设有边长为 a 的等边三角形，要作内接矩形（如图），问如何作法使这矩
形面积最大？

9. 在半径是 20 厘米的圆内作一内接矩形，这个矩形的面积最大可以是多少
平方厘米？

10. 给了一个正方形ABCD（如图）．由它的各顶点量下相等的线段Aa,Bb, Cc,Dd,
并且以直线连结 a, b, c, d 各点，问 Aa 多长时正方形 abcd 的面积最小？

11. 已知三角形的两边之和为 4, 夹角是 60◦, 求：最大面积；最小周长．
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第 8 题

a O 20cm

第 9 题

A

C

B

D

第 10 题

a

b

c

d

三、一元二次方程图象解法

我们来观察二次函数 y = x2− 2x− 3 = (x− 1)2− 4 的图象（图 5.21），这
条抛物线交 x 轴于两点：A(−1, 0), B(3, 0).

这就是说，当 x = −1或 x = 3时，函数 y = x2− 2x− 3的值是 0, 换句话
说，也就是 x = −1和 x = 3是方程 x2−2x−3 = 0的两个根，这个例子告诉我
们，二次方程 ax2 + bx+ c = 0 的求根问题可归结为二次函数 y = ax2 + bx+ c

对于怎样的 x取值为零的问题，这样的 x称作二次函数的零点，因此二次方程
ax2 + bx+ c = 0 的（实）根就等同于二次函数 y = ax2 + bx+ c 的零点，这样
我们就可用图象来解二次方程，如

x

y

1

1

2

2

3

3

−1
−1

(1,−4)

O

图 5.20

x

y

1

1

2

2

3

3

−1
−1

O

图 5.21

例 5.19 用图象法解一元二次方程 x2 − 2x− 2 = 0．

解：先作出函数 y = x2 − 2x− 2 = (x− 1)2 − 3 的图象（图 5.21），从图中读
出二次函数零点：x1 ≈ −0.7; x2 ≈ 2.7, 这就是二次方程 x2 − 2x− 2 = 0 的两
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个近似实根．

从函数图象的观点看来，二次函数 y = ax2 + bx + c 的零点，就是它的
图象与 x 轴的交点的横坐标，因此二次方程 ax2 + bx + c = 0 能否有实数
解，或者有一个（实）重根，或者有两个不同的（实）根，实际上就等于抛物
线 y = ax2 + bx + c 是否与 x 轴相交，或者与 x 轴相切于一点；或者与 x 轴
相交于两个不同的点（这两个点必对称地位于抛物线对称轴的左、右两侧）．

当 a > 0 时，抛物线 y = ax2 + bx+ c 是开口向上的，并且其顶点是它的
最低点，因此二次方程 ax2 + bx+ c = 0 能否有解，有一解或二解，完全取决
于抛物线 y = ax2 + bx+ c 的顶点位于 x 轴的上方，位于 x 轴上，或位于 x 轴
的下方．

抛物线 y = ax2 + bx + c 的顶点坐标是
(
− b

2a
,
4ac− b2

4a

)
由于 a > 0, 因

此抛物线的顶点位于 x 轴的上方，位于 x 轴上，或者位于 x 轴的下方，分别
取决于 b2 − 4ac < 0, b2 − 4ac = 0, 或 b2 − 4ac > 0 （图 5.22），以前我们曾谈
过：二次方程 ax2 + bx+ c = 0 能否有解，取决于判别式 b2 − 4ac 的符号，现
在我们又可以看到，抛物线 y = ax2 + bx+ c 能否与 x 轴有交点，也取决于判
别式 b2 − 4ac 的符号．

当 a < 0 时，情况与上面相同，我们留给同学去考虑．

x

y

O

a > 0

b2 − 4ac > 0

b2 − 4ac = 0

b2 − 4ac < 0

x

y

O

a < 0

b2 − 4ac < 0

b2 − 4ac = 0

b2 − 4ac > 0

图 5.22
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前面考虑二次方程 ax2+bx+c = 0的根为二次函数 y = ax2+bx+c的图象
与 x轴的交点的横坐标，我们也可用另外一种观点来考虑．由于 ax2+bx+c = 0

与 ax2 = −bx − c 的解是一样的，故我们可以考虑抛物线 y = ax2 与直线
y = −bx− c 的交点．

为此，在同一坐标系里，把抛物线和直线画出来，如果直线与抛物线有交
点（至多两个）那么交点的横坐标就是二次方程的根．这是因为，如果交点是
(x1, y1), 那么必有 y1 = ax2

1 和 y1 = −bx1 − c, 从而有 ax2
1 = −bx1 − c, 即

ax2
1 + bx1 + c = 0．如果没有交点，则二次方程没有解．当我们使用函数图象求

解二次方程近似根时，这种方法是比较方便的，因为 y = ax2 与 y = −bx − c

都比较容易描绘，如果我们还是以例 5.19 的二次方程 x2 − 2x − 2 = 0 为例，
如图 5.23，求出近似根 x1 ≈ −0.7，x2 ≈ 2.7．

x

y

1

1

y = 2x+ 2

y = x2

(2.7, 7.4)

(−0.7, 0.6)

O

图 5.23

练习

1. 先画出函数 y = x2 的图象，然后利用这个图象解方程（精确到
0.1):

(a) x2 − x− 1 = 0

(b) 2x2 − 3x+ 6 = 0

(c) 3x2 + 5x− 15 = 0

(d) 5x2 − 2x− 10 = 0
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2. 解下列各一元二次方程，井说出与相应的函数图象之间的关系：

(a) x2 − 2x− 3 = 0

(b) x2 − 10x+ 21 = 0

(c) x2 − x− 6 = 0

(d) x2 + 7x+ 12 = 0

(e) 2x2 − 11x+ 15 = 0

(f) 3x2 + 5x− 12 = 0

(g) 6x2 − 13x+ 6 = 0

(h) 6x2 − 7x− 20 = 0

(i) x2 − 4x = 0

(j) (x− 2)2 + 2(x− 2)− 8 = 0

四、利用二次函数的图象解一元二次不等式

我们在第三章中讨论了二次三项式 ax2 + bx+ c 的值的符号，现在有了二
次函数的图象，就可以把一元二次不等式的解的情况利用图象更直观地表示出
来．

在解一元二次不等式时，只要看二次函数 y = ax2 + bx + c, 当 x 取何值
时，抛物线上的点的纵坐标是正的或是负的就可以了．解一元二次不等式 ax2+

bx+ c > 0(或 < 0) 可按照下列步骤：

1. 先求判别式；

2. 根据 a及判别式的符号决定二次函数图象形状（开口）与位置（这一步或
画草图，或在头脑中想象均可）；

3. 若 b2 − 4ac ≥ 0, 则求出二次方程 ax2 + bx+ c = 0 的根；

4. 根据图象决定二次不等式的解的范围．

例 5.20 解不等式 x2 − 2x− 3 > 0

解：

1. ∆ = b−4ac = (−2)2 + 12 > 0．

2. a = 1 > 0, 图象开口向上与 x 轴有两个交点．

3. x2 − 2x− 3 = (x− 3)(x+ 1)

∴ x = −1, x = 3 为 x2 − 2x− 3 = 0 的两根．

4. x2 − 2x− 3 > 0 的解集是：{x|x < −1} ∪ {x|x ≥ 3}．
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例 5.21 解不等式 2x2 − 4x+ 3 < 0.

解：

1. ∆ = (−42)− 4× 2× 3 = 16− 24 < 0．

2. a = 2 > 0, 图象开口向上且与轴无交点．

3. 因此 2x2 − 4x+ 3 < 0 的解集为 ∅．

例 5.22 求 k 值范围，使抛物线 y = (k− 1)x2 − 2(k+1)x− 4+ 4k 在 x 轴下
方与 x 轴没有交点．

解：抛物线在 x 轴下方与 x 轴没有交点的充分必要条件是： k − 1 < 0

∆ = 4(k + 1)2 − 4(k − 1)(4k − 4) < 0
⇒

 k − 1 < 0

3k2 − 10k + 3 > 0

解集：{
k|k < 1, 3k2 − 10k + 3 > 0

}
=

ß
k
∣∣∣k < 1, k <

1

3

™⋃
{k|k < 1, k > 3}

=

ß
k
∣∣∣k <

1

3

™⋃
∅

=

ß
k
∣∣∣k <

1

3

™
例 5.23 求 m 值的范围使方程 x2 + 2(m− 1)x+ 3m2 − 11 = 0 有正实数根．

解：方程有实数根的充分必要条件是：∆ = 4(m− 1)2 − 4(3m2 − 11) ≥ 0 即：

m2 +m− 6 ≤ 0 (5.16)

此两实数根同号，故在上述条件上还需添上条件

x1x2 = 3m2 − 11 > 0 (5.17)

又二同号实根均为正实数，故又在条件 (5.16) 和 (5.17) 上还需添上条件

x1 + x2 = −2(m− 1) > 0 (5.18)

因此原方程有正实数根的等价条件是：
m2 +m− 6 ≤ 0

3m2 − 11 > 0

−2(m− 1) > 0
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由 (5.16) 得：−3 ≤ m ≤ 2.

由 (5.17) 得：m < −
…

11

3
= −
√
33

3
≈ −1.91 或 m >

…
11

3
=

√
33

3
≈ 1.91

由 (5.18) 得：m < 1．

因此，m 的解集：®
m
∣∣∣− 3 ≤ m ≤ 2, m < −

√
33

3
, m < 1

´
⋃®

m
∣∣∣− 3 ≤ m ≤ 2, m >

√
33

3
, m < 1

´
=

®
m
∣∣∣− 3 ≤ m < −

√
33

3

´⋃
∅

=

®
m
∣∣∣− 3 ≤ m < −

√
33

3

´
故m的值在 −3 ≤ m < −

√
33

3
的范围内，可使方程 x2+2(m−1)x+3m2−11 =

0 有正实数根．

例 5.24 求 p 的范围使方程 (p− 3)x2 − 2px+ 6p = 0 有两符号相反实根，且
最小实根大于 −3．

解：方程有两符号相反实根，即 0在两根之间的充分必要条件是 f(0)·(p−3) < 0

（图 5.24）．即

6p(p− 3) < 0

又 −3 小于最小实根，故需添上条件；

f(−2)(p− 3) > 0

即：[9(p− 3) + 6p+ 6p](p− 3) > 0．化简得 p < 1
2

7
或 p > 3

因此原方程有两符号相反实根，且最小实根大于 −3 的等价条件是： 0 < p < 3

p < 1
2

7
, 或 p > 3

所以 p 的解集：
ß
p
∣∣∣0 < p < 1

2

7

™
．
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x

y

p− 3 > 0

x2x1 O
f(0)

x

y

p− 3 < 0

x2x1 O

f(0)

图 5.24

练习

1. 解下列不等式：

(a) (3− 4x)(2x− 1) > 0

(b) (x+ 1)2 + 2 < 0

(c) (x+ 2)2 ≥ 9

(d) 12x− 4x2 − 9 < 0

(e) 2x2 + 5x− 1 > 0

(f) x2 − 3x+ 2 > 0

(g) 2x2 − 3x+ 1 < 0

(h) −x2 − x− 1 < 0

(i) x2 − x+ 1 < 0

(j) 1 + x− x2 > 0

(k) 1− x+ x2 > 0

2. 求 k 的范围使方程：kx2 + 3kx+ k − 3 = 0 的两根都是负数．

3. k 在什么范围，方程 3x2 − (k − 4)x + 3 = 0 的根是实数，并确定
这两根的符号．

4. k 在什么范围，方程 (k + 2)x2 − 2kx− k = 0 的两根符号相反．

五、一元二次方程的判别式与求函数的极值

利用一元二次方程的判别式，可以求一类函数的极值，我们先说明如何应

用判别式，求二次函数的极值，然后将此法推广去求 y =
ax2 + bx+ c

a′x2 + b′x+ c′
这一

类函数的极值．
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我们借助于函数的图象来说明这个方法，先作出 y = ax2 + bx+ c (a ≠ 0)

的图象，然后用一族和 x 轴平行的直线 y = d 去截割它（图 5.25）．直线 y = d

和抛物线的交点满足方程组：

x

y

y = dM N

O
x

y

y = d

M N

O

图 5.25

®
y = ax2 + bx+ c (5.19)

y = d (5.20)

将 (5.20) 代入 (5.19) 得到交点横坐标满足的方程：

ax2 + bx+ (c− d) = 0

为简单起见就写成：
ax2 + bx+ (c− y) = 0 (5.21)

因为直线与抛物线相交，故方程 (5.21) 有实数解，也就是说它的判别式：

D = b2 − 4a(c− y) ≥ 0 (5.22)

在 a > 0的情况下，让 y的值越来越小，也就是说让直线 y = d平行 x轴下
降，这时两个交点M,N 就越来越靠近，直到这两个交点重合时为止，也就是说
当直线 y = d与抛物线切于顶点时为止．(5.21)的判别式D = b2−4a(c−y) = 0,

就是函数 y = ax2 + bx+ c 的极小值所满足的条件，所以 ymin =
4ac− b2

4a
．

在 a < 0 的情况下，让直线 y = d 平行 x 轴上升，直到两交点重合为止，
同样 (5.21) 的判别式 D = b2 − 4a(c − y) = 0 是 (5.19) 的极大值所满足的条

件，所以 ymax =
4ac− b2

4a
．
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为求极值点，我们应用根和系数的关系．设 x1, x2 是方程 (5.21) 的两个实
数根，于是 x1+2 = − b

a
，当 x1 = x2 时，则 x1 = x2 = − b

2a
，因此，极值点

x0 = −
b

2a
．

通过上面的说明，可以知道 (5.21) 的判别式 D = 0 是 (5.19) 的极值的必
要条件，剩下的问题是怎样辨认 D = 0 的解是极大值或是极小值．由于我们在
前面已经知道了二次函数的极值存在且唯一和二次函数的图象，所以根据 a 的
符号就可以确定 D = 0 的解是极大值还是极小值．假如我们不知道二次函数
的性质和它的图象，那么我们用什么办法去辨认呢？一个常用的方法就是在解
方程 D = 0 的同时还去解不等式 D > 0．使 D > 0 成立的每个解 y 都使直线
y = d 和抛物线 (5.19) 有两个交点，故这些交点的纵坐标可以由不等式：

D = b2 − 4a(c− y) > 0

解出．它的解：

• 当 a > 0 时，y >
4ac− b2

4a
；

• 当 a < 0 时，y <
4ac− b2

4a
．

把 D = 0 和 D > 0 的解合取在一起得到 D ≥ 0 的解：

y ≥ 4ac− b2

4a
(a > 0) 或 y ≤ 4ac− b2

4a
(a < 0)

由上面第一个不等式知道，二次函数在极值点 x0 = −
b

2a
的邻近的函数值都比

4ac− b2

4a
大，故

4ac− b2

4a
是 (5.19)的极小值．由第二个不等式知道，二次函数

在极值点 x0 = − b

2a
的邻近的函数值都比

4ac− b2

4a
小，故

4ac− b2

4a
是 (5.19)

的极大值．
上面应用二次方程判别式，求二次函数的极值的方法，也可以用来求 y =

ax2 + bx+ c

a′x2 + b′x+ c′
这类函数的极值，下面通过例子来说明．

例 5.25 求 y =
x2 + 2x+ 4

x
的极值．

解：假设给 y 在函数

y =
x2 + 2x+ 4

x
(5.23)

值域中的任何一个值，那么 (5.23) 中和 y 对应的 x 值是方程

x2 + (2− y)x+ 4 = 0 (5.24)
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的实数解．

方程 (5.24) 的判别式是

D = (2− y)2 − 16 = (y + 2)(y − 6) (5.25)

由 D = 0 得到 (5.24) 有重根的条件，也就是 (5.23) 的极值满足的条件，
解得

y1 = −2 或 y2 = 6

将 y1 = −2 代入 (5.24), 得到对应于 −2 的 x 值

x1 = −
4

2
= −2

将 y2 = 6 代入 (5.24)，得到对应于 6 的 x 值

x2 = −
2− 6

2
= 2

由 D > 0 得到 (5.24) 有不同实根的条件，也就是说，它的解是在 (5.23)
的值域中，并且是在点 x1 = −2, x2 = 2 附近的函数值．解得

y < −2 和 y > 6

由 y < −2 和 y > 6, 知道：−2 是 (5.23) 的极大值，6 是 (5.23) 的极小值（图
5.26）．

例 5.26 说明函数 y =
2x

1− x2
没有极值．

解：假设给 y 在函数

y =
2x

1− x2
(5.26)

的值域中的一个值，那么 (5.26) 中和 y 对应的 x 值是方程

yx2 + 2x− y = 0 (5.27)

的实数解．

(5.27) 的判别式是 D = 4 + 4y2, 因为 D = 0 没有实数解，而 D > 0 的解
是一切实数，即 y ∈ R．
这就是说函数 (5.26)的值域是一切实数．因此 (5.26)没有极值（图 5.27）．



第二节 和二次函数有关的课题 203

x

y

1
1
O

(2, 6)

(−2,−2)

图 5.26

x

y

−1 1

O

图 5.27

练习

1. 求下列函数的极值：

(a) y =
1

1− x2

(b) y =
2x

1 + x2

(c) y =
x2 − 4x+ 3

x+ 1

(d) y =
x2 + 3x+ 5

x2 + 1

(e) y =
x2 − 3x+ 4

x2 + 3x+ 4

(f) y =
x2 − x+ 1

x2 + x+ 1

(g) y =
(x+ 1)(x− 2)

(x− 1)(x+ 2)

(h) y =
x2 − 2x+ 4

x2 + 2x+ 4

2. 有一杠杆的支点在它的一端，而在距支点一米处挂一重为 490 公
斤的物体，同时加力于杆的它端，使杠杆保持水平．若杠杆本身每
米长的重量为 5 公斤，求最省力的杆长（如图 5.28）．
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F

P

490 公斤

1 米

图 5.28

第三节 多项式函数的增减性

一、多项式函数的增减性

我们已经在第四章中，给出了函数在某一区间上是增函数和减函数的定义，
在前面也讨论过一、二次函数的增减性与极值．这就是：

一次函数 f(x) = kx+ b

• 当 k > 0 时，一次函数 f(x) = kx+ b 在定义域 (−∞,+∞) 上递增；

• 当 k < 0 时，一次函数 f(x) = kx+ b 在定义域 (−∞,+∞) 上递减．

• 一次函数在定义域 (−∞,+∞) 上无极值．

二次函数 f(x) = ax2 + bx+ c

• 当 a > 0 时，二次函数 f(x) = ax2 + bx+ c 在
(
−∞,− b

2a

)
上递减，在(

− b

2a
,+∞

)
上递增，且当 x = − b

2a
时，ymin =

4ac− b2

4a
．

• 当 a < 0 时，二次函数 f(x) = ax2 + bx+ c 在
(
−∞,− b

2a

)
上递增，在(

− b

2a
,+∞

)
上递减，且当 x = − b

2a
时，ymax =

4ac− b2

4a
．

可是对于二次以上的多项式函数就不能象二次多项式那样，利用配方和图
象来研究它．在研究二次以上多项式函数的时候，确定出函数的递增、递减变
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化的区间对作出函数的图象，求出函数的极值都很重要，下面举一个例子来说
明．

例 5.27 证明函数 y = x3−3x在开区间 (−∞),−1)上递增；在开区间 (−1,+1)

上递减；在开区间 (1,+∞) 上递增；作出这个函数图象的草图．

解：

1. 设 x1 < x2 < −1,则 −x1 > −x2 > 1,从而 (−x1)(−x2) > 1,即 x1 ·x2 > 1．

f(x2)− f(x1) = x3
2 − 3x2 − (x3

1 − 3x1)

= x3
2 − x3

1 − 3(x2 − x1)

= (x2 − x1)(x
2
2 + x2x1 + x2

1 − 3)

> (x2 − x1)(3x2x1 − 3)

= 3(x2 − x1)(x2x1 − 1)

(5.28)

∵ x2 − x1 > 0, x2x1 − 1 > 0

∴ f(x2)− f(x1) > 0, 即 f(x) = x3 − 3x 在 (−∞,−1) 上递增．

2. 设 −1 < x1 < x2 < 1, 当 −1 < x1 < x2 < 0 时，有 1 > −x1 > −x2 > 0,
从而 (−x1)(−x2) < 1, 即 x1x2 < 1；当 −1 < x1 < 0 < x2 < 1 时，有
x1x2 < 0 < 1；�0 < x1 < x2 < 1 时，有 x1x2 < 1, 无论哪种情形都有
x1x2 < 1．因此由 (5.28) 得到：f(x2)− f(x1) < 0, 即 f(x) = x3 − 3x 在
(−1, 1) 上递减．

3. 设 1 < x1 < x2, 则 x1x2 > 1. 因此由 (5.28) 得到：f(x2)− f(x1) > 0, 即
f(x) = x3 − 3x 在 (1,+∞) 上递增．

这个函数的图象通过原点且关于原点对称，函数变化增、减情形如下表：

x −1 0 1
f(x) = x3 − 3x ↗ 2 ↘ 0↘ −2 ↗

草图如图 5.29．
现在的问题是怎样找出一个多项式函数的递增区间和递减区间？
我们的办法是考虑多项式函数在各点的变化趋向，也就是考虑函数 f(x)

在 x = x0 这一点有递增变化趋向，还是有递减变化趋向？从图 5.29 可以直观
地看出随着 x 值的增加，当 x = 2 时，f(x) = x3 − 3x 有递增变化趋向，当

x = −1

2
时，f(x) = x3 − 3x 有递减变化趋向；当 x = −1 时，函数由递增转
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x

y

−1

−1

1

1

−2

−2

2

2

O

图 5.29

变到递减；当 x = 1 时，函数由递减转变到递增，现在我们来考虑如何给函数
在某一点递增或递减的概念以明确的定义，一个很自然的办法是让自变量从 x0

点开始作很小的改变．令 x − x0 = h, 即 x = x0 + h, 这里 h 可正、可负，但
是它的绝对值很小，我们把 h 叫做自变量的改变量，以 x = x0 + h 代入 f(x),
得到自变量改变量的对应函数 f(x0 + h), 我们把差 f(x0 + h) − f(x0) 叫做函
数 f(x) 在 x = x0 这一点的改变量．

定义

如果存在一个充分小正数 δ,使得在以 x0为中心的开区间 (x0−δ, x0+δ),
即在点 x0 的邻域内，使得

1. 对于一切点 x = x0 + h (−δ < h < 0) 和一切点 x′ = x0 + h′ (0 <

h′ < δ), 有
f(x0 + h) < f(x0) < f(x0 + h′)

则称函数 f(x) 在点 x0 递增（图 5.30），

2. 对于一切点 x = x0 + h (−δ < h < 0) 和一切点 x = x0 + h′ (0 <

h′ < δ), 有
f(x0 + h) > f(x0) > f(x0 + h′)

则称函数 f(x) 在点 x0 递减（图 5.31）．

例 5.28 说明 f(x) = x3 − 3x 在点 x0 = 2 是递增．
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x

y
y = f(x)

O x0 − δ x0 + δx0

f(x0)

x0 + h

f(x0 + h)

x0 + h′

f(x0 + h′)

图 5.30

x

y

y = f(x)

O x0 − δ x0 + δx0

f(x0)

x0 + h

f(x0 + h)

x0 + h′

f(x0 + h′)

图 5.31

解：取一个充分小的 δ > 0, 譬如 δ = 0.01, 令 0 < |h| < 0.01，即 −0.01 < h <

0.01, h ̸= 0．
函数在点 x = 2 的改变量是 f(2 + h)− f(2),

f(2 + h) = (2 + h)3 − 3(2 + h)

= 8 + 12h+ 6h2 + h3 − 6− 3h

= 2 + 9h+ 6h+ h3

又 f(2) = 23 − 3× (2) = 2，
∴ f(2 + h)− f(2) = 9h+ 6h2 + h3

当 x = 2+h在点 2的左边，且−0.01 < h < 0时，我们来确定 f(2+h)−f(2)
的符号，暂取 h = −0.009, 于是

f(2− 0.009)− f(2) = 9(−9× 10−3) + 6(−9× 10−3)2 + (−9× 10−3)3

= −0.0081 + 0.00000486− 0.00000000729

我们看到这个算式的后面两项的和的绝对值，比第一项的绝对值小得多，所以
略去后面两项，不会改变结果的符号．因此，只要 δ 充分小，f(2 + h)− f(2)

的符号，完全可以由 h 的一次幂项的符号决定，这就是说当 −0.01 < h < 0 时，
f(2 + h)− f(2) > 0．
当 x = 2+h在点 2的右边且 0 < h < 0.01时，我们来确定 f(2+h)−f(2)

的符号，暂取 h = 0.0001, 于是

f(2 + 0.0001)− f(2) = 9(10−4) + 6(10−4)2 + (10−4)3

= 0.0009 + 0.00000006 + 0.000000000001
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我们看到只要 h 是一个微小的数量，那么 h2, h3 就是更小，更更小的量，略去
含 h2 和 h3 的项，不影响 f(2+h)− f(2) 的符号，这也就是说只要充分小，那
么 f(2 + h)− f(2) 的符号与它的按 h 升幂展开式中的 h 的一次项的符号一致，
所以当 0 < h < 0.01 时，f(2 + h)− f(2) > 0．

根据上面的定义，我们说 f(x) = x3 − 3x 在点 x0 = 2 是递增的．
让我们来找出一般的三次多项式函数 f(x) = a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0, 在点

x = x0 的递增性或递减性的判别方法．
取充分小的 δ > 0, f(x) = a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0, 在点 x = x0 的邻近一

点 x = x0 + h (这里 |h| < δ) 的函数值 f(x0 + h), 按 h 的升幂展开得到

f(x0 + h) = a3(x0 + h)3 + a2(x0 + h)2 + a3(x0 + h) + a0

= a3x
3
0 + 3a3x

2
0h+ 3a3x0h

2 + a3h
3 + a2x

2
0 + 2a2x0h

+ a2h
2 + a1x0 + a1h+ a0

= f(x0) + (3a3x
2
0 + 2a2x0 + a1)h+ (3a3x0 + a2)h

2 + a3h
3

在 x0 处的函数改变量：

f(x0 + h)− f(x0) = (3a3x
2
0 + 2a2x0 + a1)h+ (3a3x0 + a2)h

2 + a3h
3

因为当 δ 充分小时，在 3a3x
2
0 + 2a2x0 + a1 ̸= 0 的场合，f(x0 + h)− f(x0) 的

符号与 h 的一次幂项即 (3a3x
2
0 + 2a2x0 + a1)h 的符 f(x0 + h)− f(x0) 的符号

与 h 的系数 3a3x
2
0 + 2a2x0 + a1 的符号一致．这样

• 如果
3a3x

2
0 + 2a2x0 + a1 > 0 (5.29)

则
f(x0 + h)− f(x0)

h
> 0，即：当 h < 0 时，由

f(x0 + h)− f(x0)

h
> 0，

得到 f(x0 + h)− f(x0) < 0；当 h > 0 时，由
f(x0 + h)− f(x0)

h
> 0，得

到 f(x0 + h)− f(x0) > 0．因此条件 (5.29) 表明 f(x) 在点 x = x0 递增．

• 如果
3a3x

2
0 + 2a2x0 + a1 < 0 (5.30)

则
f(x0 + h)− f(x0)

h
< 0，即：当 h < 0 时，f(x0 + h)− f(x0) > 0；当

h > 0 时，f(x0 +h)− f(x0) < 0．因此条件 (5.30) 表明 f(x) 在点 x = x0

递减．

数 3a3x
2
0 + 2a2x0 + a1 可以看作多项式 f ′(x) = 3a3x

2
0 + 2a2x0 + a1 在

x = x0 的值．而多项式 f ′(x) = 3a3x
2
0 + 2a2x0 + a1 称为原来多项式函数的导
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出函数，它的二次项系数等于原来多项式的三次项系数与 3 的乘积，它的一次
项系数等于原来多项式二次项的系数与 2 的乘积，它的常数项等于原来多项式
一次项的系数．
将上面讨论的结果总结成下面的定理：

定理

如果 f(x) = a3x
3+a2x

2+a1x+a0 的导函数 f ′(x) = 3a3x
2
0+2a2x0+a1

在 x = x0 的值 f ′(x0) > 0, 则 f(x) 在点 x = x0 递增；如果 f(x) 在
x = x0 的值 f ′(x0) < 0, 则 f(x) 在点 x = x0 递减．

f ′(x0) 也简称为 f(x) 在 x = x0 的导数．

推论

如果三次多项式 f(x) 的导函数 f ′(x), 在区间 (a, b) 内各点有 f ′(x) > 0

成立，那么 f(x) 在区间 (a, b) 上递增．
如果 f ′(x) 在区间 (c, d) 内各点有 f ′(x) < 0 成立，那么 f(x) 在区间
(c, d) 上递减．（定理和推论的严格证明在第六册）

虽然我们在上面仅讨论了三次多项式函数，其实 n次多项式函数也有类似
上面的定理与推论．

例 5.29 确定 f(x) = x3 − 3x 的递增区间和递减区间．

解： f(x) = x3− 3x 的导函数是 f ′(x) = 3x2− 3 = 3(x2− 1). 它的两个零点是
−1 和 1．
因为，当 x < −1 或 x > 1 时，f ′(x) = 3(x− 1) > 0, 所以 f(x) = x3 − 3x

在区间 (−∞,−1) 和 (1,+∞) 上递增．
因为，当 −1 < x < 1 时，f ′(x) = 3(x − 1) < 0, 所以 f(x) = x3 − 3x 在

区间 (−1, 1) 上递减．
注意：在 x = 1 或 x = −1 这两个点，函数既不是递增也不是递减．

例 5.30 确定 f(x) = (x − 1)2(x − 2) 的递增区间和递减区间，并画出这个函
数图象的草图．

解：
f(x) = (x− 1)2(x− 2) = x3 − 4x2 + 5x− 2

导函数 f ′(x) = 3x2 − 8x+ 5 = (3x− 5)(x− 1)



210 第五章 二次函数

• 当 x < 1或 x >
5

3
时，f ′(x) > 0,所以 f(x)在区间 (−∞, 1)和

(
5

3
,+∞

)
上递增；

• 当 1 < x <
5

3
时，f ′(x) < 0, 所以 f(x) 在区间

(
1,

5

3

)
上递减．

又 x 轴与 y = (x− 1)2(x− 2) 的图象交于一个二重点 (1, 0) 和点 (2, 0), 由
此知道函数的图象与 x 轴切于 (1, 0) 点．把 f(x) = (x − 1)2(x − 2) 的递增变
化和递减变化的情形列成下面的表，就更加醒目．

x 1 5
3

2
f ′(x) = (3x− 5)(x− 1) 0 0 1
f(x) = (x− 1)2(x− 2) ↗ 0 ↘ − 4

27
↗ 0 ↗

图象的草图如图 5.32．

x

y

O 1 2

图 5.32

练习

确定下面函数的递增区间和递减区间，井画出函数图象的草图：
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1. f(x) = 3x+ 1

2. g(x) = −4x+ 2

3. f(x) = −(x− 1)2 + 1

4. y = x3 − 3x2 + 7

5. f(x) = x3 − 5x2 + 3x− 5

6. f(x) = x4 − 2x2 + 5

二、高次多项式函数的极值

定义

如果对于 x0 附近的任何 x, 即如果存在 δ > 0, 当 |x− x0| < δ 时，都有

f(x) ≤ f(x0) (f(x) ≥ f(x0))

则称函数 f(x)在 x0 点达到相对极大值（相对极小值）．简称极大值（极
小值），而称 x0 为极大值点（极小值点）．
极大值点和极小值点统称为极值点．

下面考虑，随着 x 值的增加，f ′(x) 在点 x = a 处由正变负，或者在点
x = b 处由负变正时，那么函数 f(x) 的变化状态是怎样的？
在 x 值的增加过程中，如果在点 x = a 处，导函数 f ′(x) 由正变负，于是

函数 f(x) 在这一点便由递增变为递减，就图象来看，当 x = a 时，图象上的
对应点比这点附近图象上的点都高（图 5.33 的 A 点），换言之，对于 x = a 附
近的任何 x 都有 f(x) ≤ f(a), 因此 f(a) 是极大值．

x

y

O a

A

b

B

图 5.33

又在 x = b点处，如果导函数由负变正，则函数 f(x)由递减变为递增，就
图象看，当 x = b 时，图象上的对应点比这点附近图象上的点都低（图 5.33 的
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B 点），换言之，对于 x = b 附近的任何 x 都有 f(x) ≥ f(b), 因此 f(b) 是极小
值．

如果函数 f(x) 的导函数 f ′(x) 随着 x 的值连续地增加而连续地变化，也
就是说 f ′(x) 的图象是一条连续的曲线，那么 f ′(x) 在 x = a, 由正变负必经过
0, f ′(x) 在 x = b 由负变正也必经过 0, 这就是说，如果 y = f ′(x) 是一条连续
的曲线，那么 f ′(a) = 0, f ′(b) = 0 是极值点的必要条件．必须注意在求函数
f(x) 的极值点时，可以令 f ′(x) = 0 求出方程的解，但不能认为 f ′(x) = 0 的
解一定是极值点．例如 f(x) = x3 的导函数是 f ′(x) = 3x2, 而 f ′(x) = 3x2 = 0

的根是一个二重根零，但当 x ̸= 0 时，f(x) = 3x2 > 0, 即导函数 f ′(x) = 3x2

在 x = 0这一点处不由正变负，因此这个函数没有极值．函数 f(x) = x在整个
实数范围内是递增的，只不过在 x = 0 这一点函数变化暂时处于平稳状态，它
的图象如图 5.34．

x

y

O

y = x3

图 5.34

x

y

O a b c d

f(a)

f(b)

f(c)

f(d)

B

D

A

C

图 5.35

我们在第五章中已经说过极大值、极小值和最大值、最小值是不同的概念．
如果函数只有一个极大值或只有一个极小值时，那么最大值与极大值，最小值
与极小值必定一致．二次函数可作为这方面例子，如果我们在闭区间 [a, d] (a ≤
x ≤ d) 上来求函数 f(x) 的最大值和最小值时，如图 5.35 所示，f(x) 的极大
值是 f(b), 也是最大值，f(x) 的极小值是 f(c), 但不是最小值，f(x) 的最小值
是 f(a). 从这里立即可以看出最大值、最小值一定出现在端点上，或极值点上．
因此要寻求最大值（最小值），只需要把 (a, d) 内一切极大值（极小值）和两端
点处的函数值都求出来比较就可以了．

例 5.31 求二次多项式函数 f(x) = ax2 + bx+ c (a ̸= 0) 的极值．
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解：取充分小的正数 δ, 对应于 x′ = x+ h, |h| < δ 的函数值：

f(x+ h) = f(x) + (2ax+ b)h+ ah2

量 x 得到改变量 h 之后，函数改变量为：

f(x+ h)− f(x) = (2ax+ b)h+ ah2

所以 f(x) 的导函数是：
f ′(x) = 2ax+ b

它的零点是：x = − b

2a
．

依 a 的符号不同，f ′(x) = 2ax+ b 的符号有两种不同情形：
情形 I：a > 0

• 当 x < − b

2a
时，f ′(x) = 2ax+ b < 0, 这时 f(x) 在区间

(
−∞,− b

2a

)
内

是递减的；

• 当 x > − b

2a
时，f ′(x) = 2ax+ b > 0, 这时 f(x) 在区间

(
− b

2a
,+∞

)
内

是递增的．

所以，x = − b

2a
是极小值点，f

(
− b

2a

)
=

4ac− b2

4a
是极小值也是最小值．

情形 II：a < 0

• 当 x < − b

2a
时，f ′(x) = 2ax+ b > 0, 这时 f(x) 在区间

(
−∞,− b

2a

)
内

是递增的；

• 当 x > − b

2a
时，f ′(x) = 2ax+ b < 0, 这时 f(x) 在区间

(
− b

2a
,+∞

)
内

是递减的．

所以，x = − b

2a
是极大值点，f

(
− b

2a

)
=

4ac− b2

4a
是极大值也是最大值．

例 5.32 将各边为 a 的正方形铁皮，于各角截去相等的小正方块，然后折起各
边，要做成体积最大的无盖箱，问所截去的小正方形的边长应该是多少？

解：令 x 为小正方形的边长，则正方形箱底边长为 a− 2x（图 5.36），其体积
为：

V (x) = (a− 2x)2x

x 的变化区间是
(
0,

a

2

)
．于是问题成为求这函数在这区间内的最大值．

V (x) = 4x3 − 4ax2 + a2x
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a

a− 2x

x

图 5.36

它的导函数是

V ′(x) = 12x2 − 8ax+ a2

导函数的根是：x1 =
a

6
, x2 =

a

2

• 当 x <
a

6
或 x >

a

2
时，V ′(x) > 0；

• 当 a

6
< x <

a

2
时，V ′(x) < 0．

V (x) 的变化情形如下表所示：

x 0 < x < a
6

a
6

a
6
< x < a

2

V ′(x) = 12x2 − 8ax+ a2 + 0 −
V (x) = (a− 2x)2x ↘ 2

27
a3 ↘

∴ x =
a

6
是一个极大点，极大值

V
(a
6

)
=

2

27
a3

因为在区间
(
0,

a

2

)
内，极大值 V

(a
6

)
=

2

27
a3, 就是所求最大体积．所以

截去的正方形的边，等于所给正方形边长的六分之一．
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练习

1. 证明函数 y = x3 + x 处处递增．

2. 求下面函数的极大值和极小值：

(a) y = 2x3 − 9x2 + 12x+ 5

(b) y = 4x3 − 6x2 − 9x+ 1

3. 求内接于半径为 R 的球中的直圆柱的最大体积．

4. 某自来水厂设计一座圆柱形自来水塔，它的全面积合计为 150π 平
方米，要使这座水塔有最大的容量，应该怎样定出水塔的高和底面
圆的半径，才能达到最大容量的要求，并算出水塔的容量．

复习题五

1. 指出下列函数图象的顶点，对称轴和开口方向：

(a) y = 2x2 − 16x+ 32

(b) y = 4x2 + 12x− 7

(c) y = −2x2 − 4x+ 6

(d) y = 1 + 4x− x2

(e) y = (1− x)2 + 2

(f) y = 2(x− 2)(x+ 3)

2. 已知下列函数：

(a) y = x2 + 4x− 5

(b) y = x2 − 4x+ 1

(c) y = 6− 4x− 2x2

(d) y = −1

4
x2 + x− 1

(e) y = (x− 2)(x− 3)

(f) y = (2x+ 1)(3− x)

问：

(a) x 取什么值时，y = 0? y > 0? y < 0?

(b) 当 x 取什么值时，函数是增函数，减函数，并求出极值点和极值．

(c) 画出它们的图象．

3. 把 24, 27, 34, 37 各分成两个正整数，使它们的乘积最大．
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4. 抛物线 y = −1

2
x2+

9

2
x−6, 当 x的取值在什么范围内，位于直线 y =

1

2
x

的下方．

5. 平移抛物线 y =
1

2
x2, 使顶点到 P (t, t2) 点，并通过 A(2, 4) 点，求平移后

的抛物线方程．

6. 求函数 y =
1√

x2 + 4x+ 7
的定义域和值域．

7. 通过作函数 y = |x2 + 2x − 3| 的图象，写出函数的递增区间和递减区间，
并给出函数的极值点和极值．

8. 按照自变量 x 可取值的范围，画出函数 y =
√
−x2 + 3x− 2 的图象，并

求最大值和最小值．

9. 已知二次函数 y = x2 + px+ q 的图象和 x 轴交于 (1, 0) 和 (−6, 0) 两点，
求 p, q 的值．

10. 已知二次函数 y = ax2 + bx+ c, 按照下面的条件确定 a, b, c 的值．

(a) x = 6 时，y = 0; x = 4 时，函数有极小值 −8；

(b) x =
1

2
时，函数有极大值 25; x = 0 时，y = 24；

(c) 顶点是 (6,−12), 开口向上，且和 x 轴的一个交点是 (8, 0)；

(d) 顶点是 (2,−7), 开口向下，且和 y 轴有一个交点 (0,−15)．

11. m 为何值使二次方程 x2 + (m− 2)x− (m+ 3) = 0 的二根平方和有最小
值．

12. 求 m 的范围，使方程 x2 + (m− 2)x− (m+ 3) = 0 的二根都是正数．

13. 求 p 的范围，使方程 px2 − x+ p = 0 的一个根在区间 (0, 1) 内，又它的
另一个根在什么范围内．

14. 用一根长为 6 米的木料，做一个分成上下两部分的矩形窗框（如图），问
窗的宽和高各取多少米时，才能使通过窗的光线最多．

15. 扇形的周长为 4 厘米，问这扇形所在圆的半径 r 为多少时，扇形面积最
大．

16. 将长为 ℓ 的铁丝剪成两段，各围成长与宽之比为 2:1 的矩形，问面积之和
的最小值是多少？
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图 5.37 第 14 题

17. 在半径为 R 的半圆中，作一个内接等腰梯形，使它的一个底边是半圆的
直径，问其它三边为何值时等腰梯形周长最大．

18. 求顶点在原点、对称轴为 y 轴的抛物线，使它和直线 x+ y = 1 在第一象
限的交点的坐标的乘积最大．

19. 抛物线 y = 4− x2 和直线 y = 3x 相交于点 A,B, 且使 △PAB 的面积为
最大时，点 P 的坐标是 (p, q), 求 p 的值和最大面积．

20. 求下列函数的极大值或极小值：

(a) y =
1

x2 + 6x+ 11

(b) y =
1

−2x2 + 8x− 9

(c) y =
x2

x2 − 2x− 3

(d) y =
4x

x− 2
+

x

2

21. 在闭区间 [−2, 3] 上，求下列各函数的最大值和最小值．

(a) f(x) = x3 − 3x+ 1 (b) f(x) = −x3 + 3x2 + 2



第六章 任意角的三角函数

第一节 弧和角的概念及其度量

一、任意大小的角

在平面几何里，每一个角可以看作是由一条射线绕着它的端点旋转而形成
的．射线的端点叫做角的顶点，射线旋转的开始位置叫做角的始边，终止位置
叫做角的终边．如图 6.1 所示的角 α 是射线 OA 绕着端点 O, 按着箭头所示的
方向旋转到 OB 所形成．O 点是角 α 的顶点，射线 OA 和 OB 分别是角 α 的
始边和终边．

O A

B

α

图 6.1

O A

B
(a)

O
A

B

(b)

O A

B

(c)
图 6.2

射线旋转所形成的角可以是任意大小的角，这也就是说，一条射线旋转所

218
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成的角可以是锐角，钝角，平角，也可以大于一个平角 (图 6.2a), 也可以绕端
点若干周后和开始的位置重合 (图 6.2b), 也可以旋转若干周又一周的部分 (图
6.2c)．
我们还看到射线有两种相反的旋转方向：逆时针方向和顺时针方向．为了

加以区别，我们把按逆时针方向旋转所形成的角叫做正角，按顺时针方向旋转
所形成的角叫做负角．例如图 6.3 中以 OA 为始边的角 α = 210◦, β = −150◦,
γ = −660◦.

O
A

B1

B2

β = −150◦

α = 210◦

γ = −660◦

图 6.3

如果射线 OA 没有作任何旋转，仍留在开始的位置，那么我们也把它看成
一个角，叫做零角．

这样，我们把角的概念推广到了任意的角，包括正角、负角和零角．

我们这样引进来的广义角的概念，是由下列三个因素组成：“始边”、“旋
转方向”、“旋转量”．旋转量的大小通常是以度数或弧度数来表示．

和角的概念对应的是弧的概念．

我们已经讨论了任意大小的角，现在再来讨论任意大小的弧．

圆弧可以看做是射线上的一点（不与端点重合），随着射线旋转所形成的
轨迹．

如图 6.4 所示，弧 M̆M ′ 是射线 OA 上的 M 点，随着射线 OA 旋转，由
起始位置到 OB 时所形成的轨迹．显然，对于任意角 α 的终边的每个位置，都
有 M 点划出的弧 M̆M ′ 和它对应．和规定角的正负一样，我们规定：当射线
上的一点按逆时针方向旋转时，该点所划出的弧为正的；按顺时针方向旋转时，
该点所划出的弧为负的，这样规定就使正、负角和正、负弧对应起来．

再来规定角和它所对应弧的量数．在平面几何里，我们曾规定把圆周分成
360等分，每一份叫做一度的弧，一度弧所对的圆心角叫做一度的角．因此，一



220 第六章 任意角的三角函数

AO

B

M

M ′

图 6.4

个圆弧含有多少度、分、秒，它所对圆心角也含有多少度、分、秒，即弧与其
所对应的圆心角有完全相同的量数．例如圆心角是 500◦ 的角时，它所对的弧
就是 500◦ 的弧；圆心角是 −300◦ 时，它所对的弧也是 −300◦.

二、角的度量

角的度量是取一个确定的角作为度量单位，利用它来量所有的角．用周角
的

1

360
作为度量单位的叫做“度”．在高等数学和其它基础科学理论系统中也

常用弧度作为度量圆弧和角的单位．
在弧度制中，取等于半径长的圆弧作为单位弧长．这样的弧叫做一弧度弧．

用一弧度弧度量同一个圆上的圆弧所得到的量数叫做这个圆弧的弧度数，这也
就是说给定圆弧的弧度数等于圆弧的弧长和半径的比值：

α =
ℓ

R
(6.1)

这里 α 是圆弧的弧度数，ℓ 是弧长，R 是圆的半径．
我们指出圆心角所张的圆弧的弧度数由这个角的大小决定，而和圆的半径

长短无关．
事实上，从几何里知道，在圆心角相同时，两个圆上的弧长的比等于它们

的半径长的比 (图 6.5), 即
Ă1B1

Ă2B2

=
R1

R2

或
Ă1B1

R1

=
Ă2B2

R2

这就是说，两个圆弧 Ă1B1, Ă2B2 的弧度数是相同的．
因此，一个圆心角所对的弧的弧度数可以表示这个角的大小，我们也把圆

心角所对的圆弧的弧度数称为这个角的弧度数．
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A2

A1

B2

B1

O

R1
R2

图 6.5

定义

以一个角为圆心角，这个角所对的弧的长和这个弧的半径长之比，叫做
这个角的弧度数．

当弧长等于半径时，这个比值等于 1, 因此，在弧度制里，度量一个角时，
我们规定：

长度等于半径的圆弧所对的圆心角叫做 1 弧度角．换言之，一弧度圆弧所
对的圆心角叫做 1 弧度角．

这样，由 (6.1) 推得
ℓ = aR (6.2)

即圆弧长等于这圆弧的弧度数（或这弧所对圆心角的弧度数）和半径长的乘积．
特别地，单位圆上的弧长等于它的弧度数．

利用 (6.1) 还可以接计算一些特殊角的弧度数．
当弧长等于圆周长 C = 2πR 时，这个比值等于 2π, 因此，

周角 =
2πR

R
= 2π弧度

平角 =
1

2
周角 = π弧度

直角 =
1

4
周角 =

π

2
弧度

45◦ =
1

2
直角 =

π

4
弧度

30◦ =
1

3
直角 =

π

6
弧度

60◦ =
1

3
平角 =

π

8
弧度



222 第六章 任意角的三角函数

注意：角的量数是以弧度数表示的，通常只写出数值不写出单位，以后我们都
将单位“弧度”二字省略不写．例如平角 = π 弧度就写成平角 = π．但是千万
不要误解平角就是圆周率 3.1415926 · · ·．
度与弧度的互化．
因为平角 = 180◦ = π, 所以 1◦ =

π

180
≈ 0.017453．A◦ 的角相应的弧度数：

α =
Aπ

180

1′ =

(
1

60

)◦

=
1

60

( π

180

)
≈ 0.00029088

1(弧度) = 180◦

π
= 57.295◦ ≈ 3438′ ≈ 206265′′ = 57◦17′45′′

α 弧度的角相应的度数：
A◦ =

a · 180◦

π

下表给出一些常见角的弧度和它们的近似值：

度 30◦ 45◦ 60◦ 90◦ 180◦ 270◦ 360◦

弧度
π

6

π

4

π

3

π

2
π

3

2
π 2π

近似值 0.5236 0.7854 1.0472 1.5708 3.1416 4.7124 6.2832

例 6.1 化 67◦30′ 为弧度．

解：
67◦30′ = 67.5◦ =

π

180
× 67.5 =

3

8
π (弧度)

例 6.2 化
3

5
π 弧度为度．

解：
3

5
π =

180◦

π
× 3

5
π = 108◦

例 6.3 两皮带轮的半径 R1 = 20, R2 = 30, 求它们的转速之比 (图 6.6)．

解：因为在相同的时间内，两轮周上转过的弧长相等，即 S1 = S2,在弧度制下：

S1 = α1R1, S2 = α2R2

∴ α1R1 = α2R2 ⇒ α1

α2

=
R2

R1

=
30

20
∴ α1 : α2 = 3 : 2
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O1 O2

S1

S2

α1

α2

图 6.6

例 6.4 地球的半径为 6400 公里，在同一经线上，甲、乙两地的距离为 150 公
里，试求甲、乙两地纬度差．

解：设 θ 为甲、乙两地纬度差，则

θ =
150

6400
≈ 0.0234

= 0.0234× 180◦

π

≈ 0.0234× 3438′

≈ 13◦14′

答: 两地纬度差为 13◦14′．

练习

1. 把下列各角的度数化为弧度数：

(a) 2◦

(b) 5◦

(c) 7◦30′

(d) 12◦30′

(e) 22.5◦

(f) 200◦

(g) 320◦

(h) 14◦24′

(i) 86◦45′

(j) 157◦30′

2. 把下列各角的弧度数化为度数：

(a) 0.4800

(b) 0.0099

(c) 2.6400

(d) 3

5
π

(e) 4

5
π

(f) π

15

(g) π

10

(h) 3π

3. 已知 200◦ 的圆心角所对的弧长等于 50cm, 求圆的半径．
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4. 轮子每秒旋转 5

18
弧度，20 秒钟内转了多大角度？

5. 一个大钟的长针长 2 尺 8 寸．20 秒间针端走了几寸？

6. 扇形弧长为 20cm, 半径为 15cm, 求扇形面积．

7. 地球半径为 6400 公里，地面上一弧所对球心角为 1′, 问弧长若干
公里？

三、始边和终边相同的角

今后我们常在直角坐标系里讨论角，并把角放在下面的标准位置：使角的
顶点与坐标原点重合，角的始边与 x 轴的正半轴重合，角的终边在第几象限，
就把这个角叫做第几象限角（或说这个角属于第几象限）．如图 6.7(1) 中，π

6
,

13π

6
和 −11π

6
都是第一象限的角．在图 6.7(2)中，−π

3
, 5π
3
都是第四象限的角．

x

y

B

O

π
6

13π
6

− 11π
6

(1)

x

y

B

O

−π
3

5π
3

(2)
图 6.7

在图 6.7(1) 中可以看到 13π

6
与 −11π

6
都和

π

6
的角终边相同．

13π

6
和

−11π

6
可以写成下列形式：

2π +
π

6
, −2π +

π

6

显然，除了这两个角以外，与的角终边相同的角还有：

2× 2π +
π

6
, − 2× 2π +

π

6

3× 2π +
π

6
, − 3× 2π +

π

6

· · · · · · · · · · · ·
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所有和
π

6
的角终边相同的角，连同

π

6
在内，可以用下式表示：

2kπ +
π

6
, (k ∈ Z)

当 k = 1 时，它表示
π

6
的角；k = 1 时，它表示

13π

6
的角；k = −1 时，它表

示 −11π

6
的角．

一般地，所有和 α角终边相同的角，连同 α在内，可以用式子 2kπ+α (k ∈
Z) 来表示．
由此可见，具有相同始边和终边的角不止一个，而是无穷多个，它们之间

彼此相差整数周（正的或负的）即 2π 的整数倍．实际上，相同始边和终边的
角是由无穷多个角组成的集合．与 α 终边相同的角（α 角处在标准位置）的集
合可记作：

{β|β = 2kπ + α, k ∈ Z} (若 α 以弧度制给出）

或

{β|β = k · 360◦ + α, k ∈ Z} (若 α 以度数制给出）

例 6.5 在 0◦ 到 360◦ 的范围内，找出与下列各角终边相同的角，并判定下列
各角是哪个象限的角．

−120◦, 640◦, −950◦12′

解：

1. ∵ −120◦ = −360◦ + 240◦

∴ −120◦ 的角与 240◦ 的角的终边相同，它是第三象限的角．

2. ∵ 640◦ = 360◦ + 280◦

∴ 640◦ 的角与 280◦ 的角的终边相同，它是第四象限的角．

3. ∵ −950◦12′ = −3x360◦ + 129◦48′

∴ −950◦12′ 的角与 129◦48′ 的角的终边相同，它是第二象限的角．

例 6.6 写出与下列各角终边相同的角的集合 S, 并把 S 中 −2π 到 4π 间的角
写出来：

π

3
, −π

4
,

15π

7

解：
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1. S =
{
β
∣∣∣β = 2kπ +

π

3
, k ∈ Z

}
S 中在 −2π 到 4π 间的角：

• 当 k = −1 时，β = −2π +
π

3
=
−5π
8

• 当 k = 0 时，β =
π

3

• 当 k = 1 时，β = 2π +
π

3
=

7π

3

2. S =
{
β
∣∣∣β = 2kπ − π

4
, k ∈ Z

}
S 中在 −2π 到 4π 间的角：

• 当 k = 0 时，β = −π

4

• 当 k = 1 时，β = 2π − π

4
=

7π

4

• 当 k = 2 时，β = 4π − π

4
=

15π

4

3. S =

ß
β
∣∣∣β = 2kπ +

15π

7
, k ∈ Z

™
S 中在 −2π 到 4π 间的角：

• 当 k = −2 时，β = −4π +
15π

7
= −13π

7

• 当 k = −1 时，β = −2π +
15π

7
=

π

7

• 当 k = 0 时，β =
15π

7

如果处在标准位置的角的终边落在坐标轴上，那么如何写出终边相同的角
呢？下面我们来研究这个问题．

1. 终边落在 x 轴的正向上，这些角的量数为

2nπ (n ∈ Z)

2. 终边落在 x 轴的负向上，这些角的量数

2nπ + π = (2n+ 1)π (n ∈ Z)

把 1、2结合起来，量数为 kπ (k ∈ Z)的角的终边落在 x轴上，在 k 为偶
数时，终边落在 x 轴的正向上；在 k 为奇数时，终边落在 x 轴的负向上．
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3. 终边落在 y 轴的正向上，这些角的量数为

2nπ +
π

2
(n ∈ Z)

4. 终边落在 y 轴的负向上，这些角的量数为

−π

2
+ 2nx = (2n− 1)π +

π

2
(n ∈ Z)

把 3、4 结合起来，量数为 kπ +
π

2
(k ∈ Z) 的角的终边落在 y 轴上，在

k 为偶数时，终边落在 y 轴的正向上，在 k 为奇数时，终边落在 y 轴的
负向上．

量数为 k · π
2

(k ∈ Z) 的角的终边，或落在 x 轴上，或落在 y 轴上．在
k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . 时，终边依次落在 z 轴正向、y 轴正向、x 轴负向、y 轴
负向、x 轴正向、y 轴正向⋯⋯在 k = −1,−2,−3,−4,−5, . . . 时，终边依次落
在 y 轴负向、x 轴负向、y 轴正向、x 轴正向、y 轴负向⋯⋯
此外，若 α 的终边落在右半平面（一、四象限），则满足

−π

2
+ 2kπ < α <

π

2
+ 2kπ (k ∈ Z)

若 α 的终边落在上半平面（一、二象限），则满足

2kπ < α < (2k + 1)π

以上这些表示法希望大家熟悉，因为以后经常要用到．

练习

1. 在度数制下，写出下面处在标准位置的终边相同的角．

(a) 30◦

(b) 终边落在 x 轴正向上；

(c) 终边落在 x 轴负向上；

(d) 终边落在 x 轴上；

(e) 终边落在 y 轴正向上；

(f) 终边落在 y 轴负向上；

(g) 终边落在 y 轴上；

(h) 角 α 的终边落在左半平面上；

(i) 角 α 的终边落在下半平面上．

2. 把下列角放在标准位置上，用量角器作出下列各角，并指出它们是
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哪个象限的角．

−55◦, −265◦, 400◦, 1000◦, −512◦

3. 当时钟上指出 3点，6点和 8点的时候，写出分针与时针所成角的
一般形式．

4. 试求出下列处在标准位置的各角的最小正同边角及最大负同边角，
并说明各角为何象限角：

1140◦, 1680◦, −1290◦, −1510◦

5. 写出与下列各角终边相同的角的集合，并把集合中在 −4π 到 2π

间的角写出来：

π

4
, −π

6
,

36π

5
, −8π

7

四、单位圆

定义

以坐标原点为圆心，半径长为 1 的圆叫做单位圆．它上面任一弧的长度
恰好等于弧度数．

如图 6.8,单位圆交坐标轴于四个点 A(1, 0)、B(0, 1)、A1(−1, 0)、B1(0,−1)．
过 A 作单位圆的切线 ℓ, 在 ℓ 上这样来建立坐标系：取 A 为原点，取向上的方
向为正向，单位等于半径长，这样 ℓ 就是一条实数轴．我们已经知道实数轴上
的点和全体实数是一一对应的．

现在把数轴 ℓ 设想为一条无限长而没有伸缩性的丝线，把数轴 ℓ 正的那一
半按反时针方向来包卷单位圆，而用这条数轴负的那一半按顺时针方向包卷于
单位圆上．设 S1 是数轴 ℓ 正的那一半上的一点（图 6.8），当 ℓ 包卷到圆上
后，此点就落到单位圆上的 P1 点，此时 S1 点的坐标是单位圆上弧 ĀP1 的长
或 ĀP1 的弧度数，也是 ĀP1 所对圆心角 θ 的弧度数．如果数轴 ℓ 上的一点坐
标是负的，那么它就是 ℓ 的负半轴按顺时针方向包卷在单位圆上的负弧或它所
对负圆心角的弧度数，通过数轴在单位圆上的包卷，我们建立了数轴上一切点
的坐标和处在标准位置的圆心角 θ 的弧度数之间的一一对应，并且由于它们的
基本单位相等，于是 θ 角的弧度数就可以从包卷在单位圆上的数轴 ℓ 上的点的
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图 6.8

坐标直接读出来．
我们必须注意，在数轴 ℓ 上，坐标相差 2π 的或相差 2π 整数倍的那些点，

当把 ℓ 包卷在单位圆上时，都位于同一点，例如 P1 点是弧长 S1 达到的一点，
那么弧长等于 S1± 2π, S1± 4π, . . . 的弧，当 ℓ 包卷在单位圆上时也达到同一个
点 P1, 这就说明了数轴上的点和单位圆上的点是多一对应．于是数轴 ℓ 上的任
意两个实数 S1, S2 和单位圆上同一个点对应的充要条件是：

S1 − S2 = 2nπ (n ∈ Z)

我们把上述两种对应复合在一起得到：

实数R←→ {θ|标准位置有向角的弧度数} (一一对应)

−→ {(x, y)|x2 + y2 = 1} (多一对应)

这里 (x, y) 是单位圆上点的坐标．我们在下面将应用这种对应关系来研究
三角函数的许多性质．并且把角的三角函数与实变数的三角函数统一起来．

例 6.7 在单位圆上作出对应于下列各数的点：

0,
π

6
,

π

3
,

π

2
,

2π

3
,

5π

6
, π,

7π

6
,

4π

3
,

3π

2
,

5π

3
,

11π

6
, 2π

解：这些数中每相邻两数的差是
π

6
，即在单位圆上以相邻两数为端点的弧都相

等，因此我们将单位圆 12 等分后，就得到对应于上列各数的点（图 6.9）．

例 6.8 在数轴 ℓ 上找到和单位圆上 (0, 1) 点对应的一切实数．
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x

y

P1

P2P3

P4

P5

P6 P7

P8

AA1

B

B1

O

π

6
→ P1,

π

3
→ P2

π

2
→ B,

2π

3
→ P3

5π

6
→ P4, π → A1

7π

6
→ P5,

4π

3
→ P6

3π

2
→ B1,

5π

3
→ P7

11π

6
→ P8, 2π → A

图 6.9

解：在单位圆上 B 点的坐标是 (0, 1), ÃB 的弧长是
π

2
，因此在数轴 ℓ 上和

(0, 1) 点对应的一切实数是：
π

2
+ 2kπ (k ∈ Z)．

练习

1. 在单位圆上找出与实数 0, π

2
, −π

2
，π 对应的点 P1、P2、P3、P4.

并写出与 ∠AOP1、∠AOP2、∠AOP3、∠AOP4 对应的一切实数的
一般形式．

2. (a) 在单位圆上找出分别与下面各实数 0、π

6
、

π

4
、

π

3
、

π

2
对应的

点 P0、P1、P2、P3、P4．

(b) 分别写出 P0、P1、P2、P3、P4 各点的直角坐标．

(c) 与下面各实数对应的点，哪些和 P0、P1、P2、P3、P4 关于坐
标轴对称？哪些关于原点对称？并写出它们的直角坐标．

2π

3
,

3π

4
,

5π

6
, π,

7π

6
,

5π

4
,

4π

3
,

3π

2
,

5π

3
, −π

4
,

11π

6

第二节 任意角的三角函数

在描述和研究有关转动和振动的实际问题的时候，我们就要研究任意角的
三角函数，下面我们来研究任意角的三角函数．
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一、任意角三角函数的定义

如图 6.10, 在角 α 的终边上任意取一点 P（不是坐标系的原点）．
以坐标系的原点为起点，P 为终点的有向线段

−−→
OP 叫做 P 点的向量半径

或旋转半径．
设 P 点的坐标是 (x, y), 它和原点的距离为 r > 0（即旋转半径

−−→
OP 的长），

横坐标 x 与纵坐标 y 的正负是由 P 点所在的象限来确定的．距离 r 总是正的，
并且

r =
√
x2 + y2

x

y

P (x, y)

M(x, y)

A

O

α

图 6.10

定义

1. y

r
叫做角 α 的正弦，记作 sinα, 即 sinα =

y

r
；

2. x

r
叫做角 α 的余弦，记作 cosα, 即 cosα =

x

r
；

3. y

x
叫做角 α 的正切，记作 tanα, 即 tanα =

y

x
；

4. x

y
叫做角 α 的余切，记作 cotα, 即 cotα =

x

y
；

5. r

x
叫做角 α 的正割，记作 secα, 即 secα =

r

x
；

6. r

y
叫做角 α 的余割，记作 cscα, 即 cscα =

r

y
．
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对于确定的角 α，
y

r
,
x

r
,

y

x
,
x

y
,

r

x
,

r

y
这六个比值的大小，和我们在 α

角的终边上所取 P 点的位置没有关系，如图 6.11 中，P1(x1, y1) 点为角 α 终
边上另一点，P1 到原点 O 的距离为 r1，x 和 x1、y 和 y1 的符号相同，因为
△POM ∼ △P1OM1，所以

y1
r1

=
y

r
,

x1

r1
=

x

r
,

y1
x1

=
y

x
x1

y1
=

x

y
,

r1
x1

=
r

x
,

r1
y1

=
r

y

x

y
P1(x1, y1)

M1

P (x, y)

M O

图 6.11

这就是说，对于确定的角 α, sinα、cosα、tanα、cotα、secα、cscα 都有
确定的值，因为它们的值是随着 α 变化而变化的，当 α 角取确定值的时候，它
们的值也相应地唯一确定，所以，角 α 的正弦、余弦、正切、余切、正割和余
割都是角 α 的函数，这些函数都叫做三角函数．
很明显，当角 α 是锐角或钝角时，上面三角函数的定义和锐角、钝角三角

函数的定义完全一样，所以锐角、钝角三角函数定义是任意角三角函数定义的
特例．
根据任意角三角函数定义，可以看出

secα =
1

cosα, cscα =
1

sinα
, cotα =

1

tanα

今后我们主要研究 sinα、cosα、tanα、cotα 四个函数．

例 6.9 已知单位圆中旋转半径 OP 和 OX 轴正方向成 300◦ 角，求 sin 300◦,
cos 300◦, tan 300◦, cot 300◦．

解：设 OP 的端点 P 的坐标是 (x, y). 作直线 PM⊥OX 轴于 M 点，A 点是
单位圆与 OX 轴的交点 (1, 0), 联结 P,A(图 6.12). 在 △OPA 中，

∵ OP = OA = 1, ∠POA = 360◦ − 300◦ = 60◦
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∴ △OPA 是等边三角形，因此，PM 垂直平分 OA, |x| = |OM | = 1

2

|y| = |PM | =
»
|OP |2 − |OM |2

=

√
1−

(
1

2

)2

=

√
3

2

x

y

M( 1
2
, 0)

P (x, y)

A(1, 0)O

300◦

图 6.12

又 ∵ P 点在第四象限，∴ P 点坐标是

x =
1

2
, y = −

√
3

2

由此求得

sin 300◦ = −
√
3

2
, cos 300◦ =

1

2

tan 300◦ = −
√
3, cot 300◦ = − 1√

3
= −
√
3

3

例 6.10

cos 0 = 1, sin 0 = 0, cos π
2
= 0, sin π

2
= 1

cosπ = −1, sinπ = 0, cos 3π
2

= 0, sin 3π

2
= −1



234 第六章 任意角的三角函数

二、数值变数的三角函数与三角函数的定义域

在数学中两个变数之间的函数可以表示不同物理量或几何量之间的函数关
系，例如，数学中的二次函数 y = ax2, 如果 a = 1, a 表示正方形的边长的数
值，y 就表示正方形的面积数值；但是当 a =

1

2
g 时，x 表示自由落体下降的时

间，则 y 表示下降的距离．同样，有许多物理或技术问题，常常要用到的三角
函数，其中的自变量就不一定是角或弧而是时间或长度等，所以为了满足科学
技术上的需要，就必需把角的三角函数扩充为变数 x 的三角函数．

假设 x 是在函数定义域内的任意实数，根据前节讨论知，对应此实数有一
个量数是 x 的角或弧（用弧度作单位），而对应于该角又有它的各三角函数值，
由于这种关系，对于任意实数 x 就有完全确定的三角函数值 y 与之对应，于是
得到了一个数值变数的三角函数．

定义

变数 x 的三角函数就是具有弧度数 x 的角（或弧）的三角函数．

例 6.11 若 x = 1.54, 求 sinx 的值．

解：因为 sin 1.54 = sin 1.54弧度，又 1.54弧度 ≈ 88◦14′，

所以 sin 1.54 ≈ sin 88◦14′ ≈ 0.9995

在任意大小的角、弧及数之间所能建立的对应，使得我们可以认为三角函
数是角的函数，或是弧的函数，或是数的函数，其中变数由我们处理，可以解
释为角或解释为弧，或解释为数．

现在给每个三角函数确定它的定义域：

设数值 α, 有单位圆上的点 P 与之对应（如图 6.13），那么 P 点的坐标是

x = cosα, y = sinα

因此：

tanα =
y

x
=

sinα

cosα, cotα =
x

y
=

cosα
sinα

secα =
1

x
=

1

cosα, cscα =
1

y
=

1

sinα

1. 函数 cosα 和 sinα 的定义域是开区间 −∞ < α < +∞, 即 (−∞,+∞),
这是因为 cosα 和 sinα 是单位圆上对应于数 α 的点 P 的横坐标和纵坐
标，它们对于任何实数 α 都有明确的值．
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x

y

P (cosα, sinα)

MO A(1, 0)

α

图 6.13

2. 函数 tanα 的定义域是除去形如
π

2
+ kπ (k ∈ Z) 的数的实数集：

{
α
∣∣∣α ∈ R, α ̸= π

2
+ kπ, k ∈ Z

}
即正切的定义域是无限个开区间组成的一个集：

· · · ,
(
−3π

2
,−π

2

)
,
(
−π

2
,
π

2

)
,

(
π

2
,
3π

2

)
,

(
3π

2
,
5π

2

)
, · · ·

这是因为 tanα =
y

x
是单位圆上 P 点的纵坐标对横坐标之比，唯有当

x = 0 时它失去意义，单位圆上与 x = 0 对应的点只有 (0, 1) 和 (0,−1),
与 (0, 1) 点对应的一切实数是 α =

π

2
+ 2kπ (k ∈ Z), 与 (0,−1) 点对应的

一切实数是 α = −π

2
+ 2kπ (k ∈ Z), 和 (0, 1) 点、(0,−1) 点这两点对应

的一切实数可以合并写成：

α =
π

2
+ kπ (k ∈ Z)

3. 函数 cotα的定义域是除去形如 kπ (k ∈ Z)的数的实数集：{α|α ∈ R, α ̸=
kπ, k ∈ Z}, 即余切的定义域是无限个开区间组成的一个集：

· · · , (−π, 0), (0, π), (π, 2π), · · ·

4. 函数 secα的定义域与正切函数 tanα的定义域
{
α
∣∣∣α ∈ R, α ̸= π

2
+ kπ, k ∈ Z

}
相同．

5. 函数 cscα的定义域与余切函数 cotα的定义域 {α|α ∈ R, α ̸= kπ, k ∈ Z}
相同．
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三、三角函数的正负

设单位圆上点 P 与数 α 对应，以后我们把与 α 对应，处在标准位置，以
α（弧度）为量数的角 ∠AOP 简称为角 α．

1. 若 P 点在第一象限（或者角 α终边在第一象限），则 P 点的横坐标 x > 0,
纵坐标 y > 0, 因此，

cosα > 0, sinα > 0, tanα =
sinα

cosα > 0, cotα =
cosα
sinα

> 0

2. 若 P 点在第二象限（或者角 α终边在第二象限），则 P 点的横坐标 x < 0,
纵坐标 y > 0, 因此，

cosα < 0, sinα > 0, tanα =
sinα

cosα < 0, cotα =
cosα
sinα

< 0

3. 若 P 点在第三象限（或者角 α终边在第三象限），则 P 点的横坐标 x < 0,
纵坐标 y < 0, 因此，

cosα < 0, sinα < 0, tanα =
sinα

cosα > 0, cotα =
cosα
sinα

> 0

4. 若 P 点在第四象限（或者角 α终边在第四象限），则 P 点的横坐标 x > 0,
纵坐标 y < 0, 因此，

cosα > 0, sinα < 0, tanα =
sinα

cosα < 0, cotα =
cosα
sinα

< 0

总之，三角函数的符号可以由单位圆上 P 点在哪一象限，或者由角 α 的
终边在哪一象限决定，如图 6.14 所示．

x

y

O

+−

− +

cosα 和 secα

x

y

O

++

− −

sinα 和 cscα

x

y

O

+−

+ −

tanα 和 cotα
图 6.14

例 6.12 例 1 决定下列三角函数的符号：

cos 120◦, sin(−465◦), csc
(
−4π

3

)
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解：

1. 120◦ 的角是第二象限的角，而第二象限的角的余弦为负，所以

cos 120◦ < 0

2. −465◦ 的角是第三象限的角，而第三象限的角的正弦为负，所以

sin(−465◦) < 0

3. −4π

3
的角是第二象限的角，而第二象限的角的余割为正，所以

csc
(
−4π

3

)
> 0

例 6.13 如果 α 是第四象限的角，那么 sinα tanα 和
cosα

cotα 各取什么符号？

解：因为 α 是第四象限的角，根据第四象限角的三角函数的符号得：

sinα < 0, cosα > 0, tanα < 0, cotα < 0

所以
sinα tanα > 0,

cosα
cot a < 0

例 6.14 若 α 是第三象限的角，求证：tanα+ cotα ≥ 2

解： ∵ α 是第三象限的角，tanα > 0, cotα > 0. 根据两个正数的算术平均
值不小于它的几何平均值，因此有：

tan a+ cot a
2

≥
√

tanα cotα

即：
tan a+ cot a

2
≥ 1

∴ tan a+ cot a ≥ 2

练习

1. 图示下列各点位置，并求出与原点的距离．写出角的终边通过这些
点的三角函数值：P1(−3, 4), P2(4,−5), P3(−5,−3)．

2. 若 P 点的坐标为 (−4, y)、OP 长为 5, 试求 y 值，并写出角的终
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边通过 P 点的三角函数值．

3. secα 能否小于 tanα? cscα 能否小于 cotα?

4. 就绝对值而言能否 cosα 大于 cotα? sinα 大于 tan a?

5. x 为何值，不等式 | sinx|+ | cosx| < 1 成立？

6. 决定下列各角正弦、余弦、正切的符号：

885◦, −395◦, 19π

6

7. 若 cosA < 0 且 tanA < 0, 试决定 A 为何象限角？

8. 设 sinα

tanα
< 0, cotα

cosα < 0, sinα cosα < 0, 角 α 的终边应当在哪些
象限？

9. 设 α 的终边在第三象限内，决定下列各式的符号：

(a) sinα+ cosα

(b) tanα− sinα

(c) cosα+ cotα

(d) secα+ tanα+ cotα

10. α 为何值时，下面式子失去意义：

(a) cosα+
1

cosα
(b) tanα+ sinα

(c) tanα+ cotα

(d) 1

cosα + tanα

(e) 1

sinα cosα

四、一些特殊角的三角函数值

我们常常要考虑在 [0, 2π]范围的一些特殊角的三角函数值，仍利用单位圆
来讨论，设向量半径

−−→
OP 的端点为 P (x, y), 于是

• 当 α = 0 时，则 P 的坐标是 (1, 0), 那么，cos 0 = 1, sin 0 = 0, tan 0 = 0,
cot 0 不存在，sec 0 = 1, csc 0 不存在．

• 当 α =
π

2
时，则 P 的坐标是 (0, 1), 那么，cos π

2
= 0, sin π

2
= 1, tan π

2
不存在, cot π

2
= 0，sec π

2
不存在, csc π

2
= 1．
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• 当 α = π 时，则 P 的坐标是 (−1, 0), 那么，cosπ = −1, sinπ = 0,
tanπ = 0, cotπ 不存在，secπ = −1, cscπ 不存在．

• 当 α =
3π

2
时，则 P 的坐标是 (0,−1), 那么，cos 3π

2
= 0, sin 3π

2
= −1,

tan 3π

2
不存在, cot 3π

2
= 0，sec 3π

2
不存在, csc 3π

2
= −1．

把上面结果列成表．要记着表上结果并不难，只要记着特殊点 P 的相应位
置，根据三角函数的定义就很快得到函数值．

P (x, y) α cosα sinα tanα cotα secα cscα
P (1, 0) 0 1 0 0 不存在 1 不存在

P (0, 1)
π

2
0 1 不存在 0 不存在 1

P (−1, 0) π −1 0 0 不存在 −1 不存在

P (0,−1) 3π

2
0 −1 不存在 0 不存在 −1

在
(
0,

π

2

)
之间的几个特殊角的函数值，以前见过了，现在再复习一下（见

图 6.15）：

x

y

P
(√

3
2
, 1
2

)
O

π
6

x

y

P
(√

2
2
,
√
2
2

)

O

π
4

x

y

P
(

1
2
,
√
3
2

)

O

π
3

图 6.15

• 设 α =
π

6
(= 30◦), 根据直角三角形性质（30◦ 角的对边等于斜边的一半），
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得 P 点坐标 P

(√
3

2
,
1

2

)
，那么

cos π
6
=

√
3

2
, sin π

6
=

1

2
, tan π

6
=

1√
3
=

√
3

3
, cot π

6
=
√
3

• 设 α =
π

4
(= 45◦), 这时得 P

(√
2

2
,

√
2

2

)
，那么

cos π
4
=

√
2

2
, sin π

4
=

√
2

2
, tan π

4
= 1, cot π

4
= 1

• 设 α =
π

3
(= 60◦), 这时得 P

(
1

2
,

√
3

2

)
，那么

cos π
6
=

1

2
, sin π

6
=

√
3

2
, tan π

6
=
√
3, cot π

6
=

1√
3
=

√
3

3

把上述结果列表如下：

α
π

6
(30◦)

π

4
(45◦)

π

3
(60◦)

sinα
1

2

√
2

2

√
3

2

cosα
√
3

2

√
2

2

1

2

tanα
1

2
1

√
3

cotα
√
3 1

√
3

3

练习

1. 求下列各式的值：

(a) 5 sin 90◦ + 2 cos 0◦ − 3 sin 270◦ + 10 cos 180◦

(b) a2 cos 270◦ + b2 sin 0◦ + 2ab cot 270◦

(c) m sin 270◦ − n sin 90◦

cos 180◦ + k tan 180◦

(d) a2 cos 0◦ − b2 sin 270◦ + ab cos 180◦ − ab cos 0◦

(e) a2 sin 90◦ + 2ab cos 180◦ + b2

cos2 0◦

2. 求下列各式的值：
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(a) p2 sin 90◦ − 2pq cos 0◦ − q2 sec 180◦

其中：p =
1

3
, q =

1

2

(b) cos π
3
− tan π

4
+

3

4
tan2 π

6
− sin π

6
+ cos2 π

6
+ sin 3π

2

(c) cos π
3
− sin2 π

4
cosπ − 1

3
tan2 π

3
sin 3π

2
+ cos 0

第三节 三角函数的诱导公式

一、三角函数的奇偶性

关于函数的奇偶性的概念我们在以前已经学习过了，现在我们来研究三角
函数的奇偶性，以便在计算函数值时得到一些简便的法则．

我们有下面的定理．

定理

余弦函数是偶函数，正弦函数、正切函数和余切函数都是函数，这就是
说，对于一切容许的 α 值，都有

sin(−α) = − sinα, cos(−α) = cosα

tan(−α) = − tanα, cot(−α) = − cotα
(6.3)

证明：设 α 和 −α 是处在标准位置（即如图 6.16 所示）的，按相反的旋转方
向且有相同绝对值的角，于是这两个角的终边关于 Ox 轴对称．

x

y

Pα

P−α

α

−α

A(1, 0)

O

图 6.16

设它们的终边与单位圆交于 Pα 和 P−α 两点，此两点也必定关于 Ox 轴对
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称．
根据三角函数的定义，

• Pα 点的坐标是 (cosα, sinα)；

• P−α 点的坐标是 (cos(−α), sin(−α))．

因此，由它们关于 Ox 轴的对称性便知道它们的横坐标相等，纵坐标是相
反数，也就是说

cos(−α) = cosα, sin(−α) = − sinα

由此，

tan(−α) = sin(−α)
cos(−α) =

− sinα

cosα = − tanα

cot(−α) = cos(−α)
sin(−α) =

cosα
− sinα

= − cotα

例 6.15 求 cos
(
−π

6

)
，sin

(
−π

6

)
，tan

(
−π

6

)
，cot

(
−π

6

)
的值．

解：

cos
(
−π

6

)
= cos π

6
=

√
3

2

sin
(
−π

6

)
= − sin π

6
= −1

2

tan
(
−π

6

)
= − tan π

6
= −
√
3

3

cot
(
−π

6

)
= − cot π

6
= −
√
3

例 6.16 下面函数哪些是偶函数，哪些是奇函数，哪些都不是？

1. g(x) = 1− cosx

2. F (x) = x− sinx

3. h(x) = x2 cosx

4. y(x) =
x+ sinx

x− sinx

解：

1. ∵ g(−x) = 1− cos(−x) = 1− cosx = g(x)

∴ g(x) 是偶函数．
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2. ∵ F (−x) = (−x)− sin(−x) = −x− (− sinx) = −(x− sinx) = −F (x)

∴ F (x) 是奇函数．

3. ∵ h(−x) = (−x)2 cos(−x) = x2 cosx = h(x)

∴ h(x) 是偶函数．

4. ∵ y(−x) = (−x) + sin(−x)
(−x)− sin(−x) =

−(x+ sinx)

−(x− sinx)
=

x+ sinx

x− sinx
= y(x)

∴ y(x) 是偶函数．

练习

下面函数哪些是偶函数，哪些是奇函数，哪些都不是？

1. f(x) = | sinx|

2. H(x) = x2 + sinx

3. ϕ(x) = cosx sinx

4. G(x) =
1− cosx
1 + cosx

5. f(t) =
t2 + sin t2

1 + sin2 t

6. y = tan(x+ 2)

7. y = − tan 2x+ 2

8. y = tan(3− x)

二、2π ± α 与 α 的三角函数间的关系

根据三角函数的定义可以知道，终边相同的角的同一三角函数的值相等，
即

sin(α+ 2kπ) = sinα, cos(α+ 2kπ) = cosα

tan(α+ 2kπ) = tanα, cot(α+ 2kπ) = cotα
(6.4)

其中 k ∈ Z．
利用上面的公式可以把求任意角的三角函数值的问题，转化为求 0 到 2π

间角的三角函数值的问题．

例 6.17 求下列三角函数值：

1. sin(−1480◦10′) 2. cos
(
9π

4

)
3. tan

(
−11π

3

)

解：
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1. sin(−1480◦10′) = − sin(1480◦10′) = − sin(4×360◦+40◦10′) = − sin 40◦10′ =

−0.6451

2. cos
(
9π

4

)
= cos

(
2π +

π

4

)
= cos π

4
=

√
2

2

3. tan
(
−11π

3

)
= tan

(
−4π +

π

3

)
= tan π

3
=
√
3

在上面公式中，若令 k = 1, 则有

sin(2π + α) = sinα, cos(2π + α) = cosα

tan(2π + α) = tanα, cot(2π + α) = cotα
(6.5)

现在来看 2π − α 的各三角函数值：

sin(2π − α) = sin[2π + (−α)] = sin(−α) = − sinα

cos(2π − α) = cos[2π + (−α)] = cos(−α) = cosα

tan(2π − α) = tan[2π + (−α)] = tan(−α) = − tanα

cot(2π − α) = cot[2π + (−α)] = cot(−α) = − cotα

于是有

sin(2π − α) = − sinα, cos(2π − α) = cosα

tan(2π − α) = − tanα, cot(2π − α) = − cotα
(6.6)

例 6.18 求下列各三角函数值：

1. sin 11π

6
2. cos 13π

8

3. cot 310◦18′

4. sin
(
−17

3
π

)
5. tan(−324◦18′)

解：

1. sin 11π

6
= sin

(
2π − π

6

)
= − sin π

6
= −1

2

2. cos 13π
8

= cos
(
2π − 3π

8

)
= cos 3π

8
= cos 67◦30′ = 0.3827

3. cot 310◦18′ = cot(360◦ − 49◦42′) = − cot 49◦42′ = −0.8481

4. sin
(
−17

3
π

)
= sin

(
−6π +

π

3

)
= sin π

3
=

√
3

2

或者

sin
(
−17

3
π

)
= − sin 17π

3
= − sin

(
6π − π

3

)
= − sin

(
−π

3

)
= sin π

3
=

√
3

2
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5. tan(−324◦18′) = − tan 324◦18′ = − tan(360◦−35◦42′) = −(− tan 35◦42′) =

tan 35◦42′ = 0.7186

三、
π

2
± α 与 α 的三角函数间的关系

π

2
± α 与 α 的三角函数间有下述关系：

sin
(π
2
+ α

)
= cosα, cos

(π
2
+ α

)
= − sinα

tan
(π
2
+ α

)
= − cotα, cot

(π
2
+ α

)
= − tanα

(6.7)

证明：设 P 和 P ′ 是单位圆上的点，且 ∠POP ′ =
π

2
．若 P 点分别在第一、二、

三、四象限，那么 P ′ 点就依次在第二、三、四、一象限，如图 6.17 所示．

x

y

P

M

P ′
M ′

O

αα+ π
2

图 6.17

从 P 点和 P ′ 点分别向 Ox 轴和 Oy 轴引垂线 PM , P ′M ′．从直角三角形
OMP 和 OM ′P ′ 全等得

|OM | = |OM ′|, |MP | = |M ′P ′|

由上面等式和对于任意角 α 的 P, P ′ 两点所在象限知道：P 点的横坐标
xP = OM，恒与 P ′ 点的纵坐标 yP ′ = OM ′ 相等，即它们的绝对值和符号都
相同，也就是 xP = yP ′，因此 cosα = sin

(
α+

π

2

)
．

又 P 点的纵坐标 yP = MP 是 P ′ 点的横坐标 xP ′ = M ′P ′ 的相反数，即
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yP = MP = −M ′P ′ = −xP ′，因此，sinα = − cos
(
α+

π

2

)
．这样就得到：

sin
(π
2
+ α

)
= cosα

cos
(π
2
+ α

)
= − sinα

tan
(π
2
+ α

)
=

sin
(π
2
+ α

)
cos
(π
2
+ α

) =
cosα
− sinα

= − cotα

cot
(π
2
+ α

)
=

cos
(π
2
+ α

)
sin
(π
2
+ α

) =
− sinα

cosα = − tanα

由公式 (6.7) 我们可以得到，对于任意角 α，

sin
(π
2
− α

)
= sin

[π
2
+ (−α)

]
= cos(−α) = cosα

cos
(π
2
− α

)
= cos

[π
2
+ (−α)

]
= − sin(−α) = sinα

tan
(π
2
− α

)
= tan

[π
2
+ (−α)

]
= − cot(−α) = cotα

cot
(π
2
− α

)
= cot

[π
2
+ (−α)

]
= − tan(−α) = tanα

于是有

sin
(π
2
− α

)
= cosα, cos

(π
2
− α

)
= sinα

tan
(π
2
− α

)
= cotα, cot

(π
2
− α

)
= tanα

(6.8)

四、π ± α、
3π

2
± α 与 α 的三角函数间的关系

由于

sin(π + α) = sin
[π
2
+
(π
2
+ α

)]
= cos

(π
2
+ α

)
= − sinα

cos(π + α) = cos
[π
2
+
(π
2
+ α

)]
= − sin

(π
2
+ α

)
= − cosα

tan(π + α) = tan
[π
2
+
(π
2
+ α

)]
= − cot

(π
2
+ α

)
= −(− tanα) = tanα

cot(π + α) = cot
[π
2
+
(π
2
+ α

)]
= − tan

(π
2
+ α

)
= −(− cotα) = cotα

因此有：

sin (π + α) = − sinα, cos (π + α) = − cosα

tan (π + α) = tanα, cot (π + α) = cotα
(6.9)
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由于

sin(π − α) = sin[π + (−α)] = − sin(−α) = sinα

cos(π − α) = cos[π + (−α)] = − cos(−α) = − cosα

tan(π − α) = tan[π + (−α)] = tan(−α) = − tanα

cot(π − α) = cot[π + (−α)] = cot(−α) = − cotα

因此有：

sin (π − α) = sinα, cos (π − α) = − cosα

tan (π − α) = − tanα, cot (π − α) = − cotα
(6.10)

由于

sin
(
3π

2
+ α

)
= sin

[
π +

(π
2
+ α

)]
= − sin

(π
2
+ α

)
= − cosα

cos
(
3π

2
+ α

)
= cos

[
π +

(π
2
+ α

)]
= − cos

(π
2
+ α

)
= −(− sinα) = sinα

tan
(
3π

2
+ α

)
= tan

[
π +

(π
2
+ α

)]
= tan

(π
2
+ α

)
= − cotα

cot
(
3π

2
+ α

)
= cot

[
π +

(π
2
+ α

)]
= cot

(π
2
+ α

)
= − tanα

因此有：

sin
(
3π

2
+ α

)
= − cosα, cos

(
3π

2
+ α

)
= sinα

tan
(
3π

2
+ α

)
= − cotα, cot

(
3π

2
+ α

)
= − tanα

(6.11)

由于

sin
(
3π

2
− α

)
= sin

[
3π

2
+ (−α)

]
= − cos(−α) = − cosα

cos
(
3π

2
− α

)
= cos

[
3π

2
+ (−α)

]
= sin(−α) = − sinα

tan
(
3π

2
− α

)
= tan

[
3π

2
+ (−α)

]
= − cot(−α) = cotα

cot
(
3π

2
− α

)
= cot

[
3π

2
+ (−α)

]
= − tan(−α) = tanα

因此有：

sin
(
3π

2
− α

)
= − cosα, cos

(
3π

2
− α

)
= − sinα

tan
(
3π

2
− α

)
= cotα, cot

(
3π

2
− α

)
= tanα

(6.12)
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例 6.19 求 sin(−1650◦)，cos
(
−19π

6

)
的值．

解：

sin(−1650◦) = − sin(1650◦) = − sin(4× 360◦ + 210◦)

= − sin 210◦ = − sin(180◦ + 30◦)

= sin 30◦ =
1

2

cos
(
−19π

6

)
= cos 19π

6
= cos

(
2π +

7π

6

)
= cos 7π

6
= cos

(
π +

π

6

)
= − cos π

6
= −
√
3

2

五、三角函数的诱导公式

把上面的自变数是 −α、π

2
± α、π ± α、

3π

2
± α、2π ± α 的三角函数表示

为自变数就是 α 的三角函数的公式，叫做三角函数的诱导公式．为便于查阅和
比较，我们把三角函数的诱导公式全部都列于下表中．

cos sin tan cot
−α cosα − sinα − tanα − cotα

π

2
+ α − sinα cosα − cotα − tanα

π

2
− α sinα cosα cotα tanα

π + α − cosα − sinα tanα cotα
π − α − cosα sinα − tanα − cotα
3π

2
+ α sinα − cosα − cotα − tanα

3π

2
− α − sinα − cosα cotα tanα

2π + α cosα sinα tanα cotα
2π − α cosα − sinα − tanα − cotα

比如要计算 tan
(π
2
+ α

)
的值，在表中找到标记

π

2
+ α 的第二行与标记

tan 的第三列，它们相交之处，标记着 − cotα, 于是，相应的诱导公式可以写
成 tan

(π
2
+ α

)
= − cotα．
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表中最后一列，给出对于锐角 α（带斜条的全等直角三角形的顶点在圆心
的锐角）的三角函数诱导公式的几何解释．
我们称正弦与余弦，正切与余切互为余函数．
从表中，可知 −α、π

2
± α、π± α、

3π

2
± α 和 2π± α 都可以化成 k

π

2
± α

(k = 0, 1, 2, 3, 4) 的形式，并且这些角的三角函数和角 α 的三角函数之间的关
系，可以总结出下面的法则．

1. 符号

要确定结果的符号，只要假定 α 为锐角（实际上，在所有公式中的 α 都
是任意角），看角 k · π

2
±α 在哪一象限，然后用原来函数在这个象限内应

取的符号，作为结果的符号．

2. 函数名称

(a) 若 k 为偶数（包括 k = 0 在内）则等式两边函数名称相同．

(b) 若 k为奇数，则等式两边函数名称不同，可由原来函数名称中的“正”
变“余”，或“余”变“正”（就是正弦变余弦，正切变余切；或余弦
变正弦，余切变正切等等）而得到．

为了便于记忆，上述法则还可以概括成下面的口诀：

正负看象限，奇变偶不变．

利用上面的法则，便可以迅速地写出三角函数的诱导公式，下面举例来说
明．

例 6.20 写出 cos
(
3π

2
+ α

)
的诱导公式．

解：

1. 假定 α 是锐角，则
3π

2
+α 是第四象限的角，而第四象限的角的余弦是正

的，所以结果应取正号．

2. 因为 3π

2
= 3 · π

2
，3 是奇数，所以，结果中函数名称应由余弦变为正弦，

因此，有

cos
(
3π

2
+ α

)
= cos

(
3 · π

2
+ α

)
= sinα

例 6.21 写出 tan(π − α) 的诱导公式．

解：
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1. 假定 α 是锐角，则 π − α 是第二象限的角，而第二象限的角的正切是负
的，所以结果应取负号．

2. 因为 π = 2 · π
2
，2 是偶数，所以，结果中函数名称与原来的相同，仍为正

切，因此，有
tan(π − α) = − tanα

利用三角函数的诱导公式，我们可以把求任意角的三角函数值的问题化为
求锐角三角函数值的问题．下面分三种情形举例说明．
第一种情形：0 到 2π (或 0◦ 到 360◦) 之间的角的三角函数．先选用适当的

诱导公式化为锐角函数，然后求值．

例 6.22
sin 150◦ = sin(180◦ − 30◦) = sin 30◦ =

1

2

或
sin 150◦ = sin(90◦ + 60◦) = cos 60◦ =

1

2

例 6.23
cos 2π

3
= cos

(
π − π

3

)
= − cos π

3
= −1

2

或
cos 2π

3
= cos

(π
2
+

π

6

)
= − sin π

6
= −1

2

例 6.24 tan 4π

3
= tan

(
π +

π

3

)
= tan π

3
=
√
3

例 6.25 cot 313◦25′ = cot(360◦ − 46◦35′) = − cot 46◦35′ = −0.9463

第二种情形：大于 2π (或大于 360◦) 的角的三角函数，可利用公式 (6.4),
化为上述第一种情形，然后求值．

例 6.26 sin 510◦ = sin(360◦ + 150◦) = sin 150◦ = sin 30◦ =
1

2

例 6.27 cos 8π
3

= cos
(
2π +

2π

3

)
= cos 2π

3
= cos

(
π − π

3

)
= − cos π

3
= −1

2

例 6.28

tan 500◦ = tan(360◦ + 140◦) = tan 140◦

= tan(180◦ − 40◦)

= − tan 40◦ = −0.8391
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第三种情形：负角的三角函数，可先化为正角的三角函数，然后再分别按
上述两种情形求值．

例 6.29

sin(−680◦) = − sin 680◦ = − sin(360◦ + 320◦)

= − sin 320◦ = − sin(360◦ − 40◦)

= −(− sin 40◦) = sin 40◦ = 0.6428

或
sin(−680◦) = sin(−680◦ + 2× 360◦) = sin 40◦ = 0.6428

例 6.30

cos
(
−22π

5

)
= cos 22π

5
= cos

(
4π +

2π

5

)
= cos 2π

5
= cos 72◦ = 0.3090

例 6.31 化 tan(α− 270◦) 为角 α 的三角函数．

解：

tan(α− 270◦) = tan[−(270◦ − α)] = − tan(270◦ − α) = − cotα

或

tan(α− 270◦) = tan[(α− 270◦) + 360◦] = tan(90◦ + α) = − cotα

习题 6.1

1. 用余角的三角函数来替换下面的三角函数．

(a) sin 75◦30′

(b) sin(30◦ − α)

(c) cos(2α+ 14◦)

(d) cos
(α
2
+ 55◦

)
(e) tan

(
66◦ − α

3

)
(f) cot(45◦ + α)

2. 查表求下列三角函数值：
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(a) sin 105◦45′

(b) cos 165◦24′
(c) tan 200◦

(d) cot 290◦

3. 查表求下列三角函数值：

(a) sin 5π

8

(b) cos 9π
8

(c) tan 1.4π

(d) cot 1.8π

(e) − tan 0.3π

4. 查表求下列三角函数值：

(a) sin(−1640◦)

(b) cos(−900◦)

(c) tan(−700◦)

(d) cot
(
−133

4
π

)

5. 查表求下列三角函数值：

(a) sin 2

(b) cos 1

(c) tan(−3)

(d) cot(sin 2)

6. 查表求下列三角函数值：

(a) sin 1160◦

(b) tan(−1596◦)

(c) cot 864◦

(d) cos(−320◦)

(e) tan 1190◦

(f) cos(−847◦32′)

(g) − sin 570◦

(h) − cot 390◦

7. 已知 sin(180◦ + α) = −1

2
，计算：

(a) sin(270◦ + α)

(b) cos(90◦ + α)

(c) tan(α− 270◦)

(d) tan(α− 180◦)

8. 计算下列各式的值：

(a) 2 sin2 17π

4
+ tan2 33π

4
cot 3π

4
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(b) tan 10◦ · tan 20◦ · tan 30◦ · tan 40◦ · tan 50◦ · tan 60◦ · tan 70◦ · tan 80◦

(c) sin 110◦+sin 130◦+sin 150◦+sin 170◦+sin 190◦+sin 210◦+sin 230◦+

sin 250◦ + sin 270◦

9. 确定下列各式的符号：

(a) sin 100◦ + cos 100◦ (b) 1

cos 230◦ −
1

cos 220◦

10. 查表求角，若

(a) sinα = −0.515, 180◦ < α < 270◦

(b) sinα = 0.669, 90◦ < α < 180◦

(c) tanα = −1.376, 90◦ < α < 180◦

(d) cosα = 0.407, 270◦ < α < 360◦

(e) tanα = 0.577, 180◦ < α < 270◦

(f) cotα = −2.747, 90◦ < α < 180◦

六、正切函数线与余切函数线

定义

过单位圆与坐标系的横轴 Ox的交点 A(1, 0)的切线叫做正切函数线，简
称正切线；而过单位圆与坐标系纵轴 Oy 的交点 B(0, 1) 的切线叫做余
切函数线，简称余切线（图 6.18）．

正切线与 Oy 轴平行，在正切线上，规定它的正方向与 Oy 轴的正方向一
致，它上面的单位长等于单位圆的半径．
令 P 是角 α 的终边与单位圆的交点，延长旋转半径 OP 或反向延长旋转

半径 OP 与正切线交于 L 点（当 P 点位于 Oy 轴上时，过 O、P 两点的直线
就不与正切线相交），如图 6.19 所示．

定理

角 α 的正切等于它的终边所在直线与正切线的交点的纵坐标．

证明：如果角 α 的终边 OP 在 Oy 轴的右侧，射线 OP 与正切线交于 L 点．
设 P 点坐标为 (x, y), L 点坐标为 (1, y1)，这时

tanα =
y

x
=

AL

1
= y1
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x

y

余切线

正切线

O A(1, 0)

B(0, 1)

图 6.18

这里 AL 是有向线段
−→
AL 的数量（图 6.19(a)）．

x

y

O A(1, 0)

L(1, y)P (x, y)

α

(a)

x

y

O A(1, 0)M

P (x, y)

L(1, y)

α

(b)
图 6.19

如果角 α 的终边 OP 在 Oy 轴的左侧，反向延长 OP 与正切线交于 L 点．
设 P 点、L点的坐标分别是 (x, y)、(x1, y1)，这时 P 点和 L点的同名称坐标的
符号相反，但由于 △OPM ∼ △OLA, 所以它们的坐标的比相同（图 6.19(b)），
即

tanα =
y

x
=

MP

OM
=

AL

OA
=

y1
1

= y1

如果 P 点在 Oy 轴上则 L 点不存在，tanα 不存在．

余切线与 Ox 轴平行，在余切线上，规定它的正方向与 Ox 轴的正方向一
致，它上面的单位长等于单位圆的半径．

我们可以用同样的方法证明下面的定理．
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定理

角 α 的余切等于角 α 终边所在直线与余切线交点的横坐标（图 6.20）．

x

y

α

O

B(0, 1) L1(x1, 1)

P (x, y)

图 6.20

√
3
2

x

y

O

P1P2

π

3
A(1, 0)

图 6.21

（证明留给读者去完成）

例 6.32 求适合下列各式的角 α 的值（用弧度表示）．

1. sinα =

√
3

2

2. sin 2α = −
√
3

2

3. cos α
2
= −1

2

4. 3 tanα+
√
3 = 0

解：

1. 在单位圆上，纵坐标等于
√
3

2
的点，分别是在第一象限的点 P1 和第二象

限的点 P2（如图 6.21）．

∵ sin π

3
=

√
3

2
，故通过 P1 点的一切角

α1 =
π

3
+ 2kπ, k ∈ Z

通过 P2 点的一切角

α2 =
(
π − π

3

)
+ 2kπ =

2π

3
+ 2kπ, k ∈ Z

另解： ∵ sinα =

√
3

2
> 0
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∴ α 角终边在第一或第二象限．但知 sin π

3
=

√
3

2
，根据诱导公式得到

sin
(π
3
+ 2kπ

)
= sin

[(
π − π

3

)
+ 2kπ

]
= sin π

3
=

√
3

2

所以 sinα =

√
3

2
的解集是{

α
∣∣∣α =

π

3
+ 2kπ, k ∈ Z

}⋃ß
α
∣∣∣α =

2π

3
+ 2kπ, k ∈ Z

™
2. 在单位圆上，纵坐标等于 −

√
3

2
的点，分别是在第三象限的点 P1 和第四

象限的点 P2 (如图 6.22)

x

y

P2P1

P ′
(

cos π
3
, sin π

3

)

A(1, 0)
π

3

√
3

2

√
3

2

O

图 6.22

∵ sin π

3
=

√
3

2
，故通过 P1 点的一切 2α1 角：

2α1 =
(
π +

π

3

)
+ 2kπ =

4π

3
+ 2kπ

由此得 α1 =
2π

3
+ kπ, k ∈ Z．

通过 P2 点的一切 2α2 角：

2α2 =
(
2π − π

3

)
+ 2kπ =

5π

3
+ 2kπ

由此得 α2 =
5π

6
+ kπ, k ∈ Z

所以 sin 2α = −
√
3

2
的解集是ß

α
∣∣∣α =

2π

3
+ kπ, k ∈ Z

™⋃ß
α
∣∣∣α =

5π

6
+ kπ, k ∈ Z

™
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另解： ∵ sin 2α = −
√
3

2
< 0

∴ 角 2α 终边在第三或第四象限．

∵ sin π

3
=

√
3

2
，根据诱导公式

sin
[(

π +
π

3

)
+ 2kπ

]
= sin

[(
2π − π

3

)
+ 2kπ

]
= − sin π

3
= −
√
3

2

得知
2α =

4π

3
+ 2kπ 或 2α =

5π

3
+ 2kπ (k ∈ Z)

∴ α =
2π

3
+ kπ 或 α =

5π

6
+ kπ (k ∈ Z)

3. 在单位圆上，横坐标等于 =−1

2
的点分别是在第二象限的 P1 点和第三象

限的 P2 点（如图 6.23）．

x

y

P1

P2

P ′
2

(
cos π

3
, sin π

3

)

A(1, 0)O

1

2
1

2

图 6.23

∵ cos π
3
=

1

2
，故通过 P1 点的一切

α1

2
角：

α1

2
=
(
π − π

3

)
+ 2kπ =

2π

3
+ 2kπ

由此得：α1 =
4π

3
+ 4kπ (k ∈ Z)．

通过 P2 点的一切
α2

2
角：

α2

2
=
(
π +

π

3

)
+ 2kπ =

4π

3
+ 2kπ

由此得：α1 =
8π

3
+ 4kπ (k ∈ Z)．
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所以解集是：ß
α
∣∣∣α =

4π

3
+ 4kπ, k ∈ Z

™⋃ß
α
∣∣∣α =

8π

3
+ 4kπ, k ∈ Z

™
另解：∵ cos α

2
= −1

2
< 0，

∴ 角
α

2
的终边在第二象限或第三象限．

∵ cos π
3
=

1

2
，根据诱导公式

cos
[(

π − π

3

)
+ 2kπ

]
= cos

[(
π +

π

3

)
+ 2kπ

]
= − cos π

3
= −1

2

得知：
α

2
=

2π

3
+ 2kπ 或

α

2
=

4π

3
+ 2kπ

∴ α =
4π

3
+ 4kπ 或 α =

8π

3
+ 4kπ (k ∈ Z)

4. 3 tanα+
√
3 = 0 ⇒ tanα = −

√
3

3

在正切线上纵坐标等于 −
√
3

3
的点 L 对应着单位圆上第二象限的 P1 点

和第四象限的 P2 点（如图 6.24）．

x

y

P1

P2

√
3
3

√
3
3

L
(
1,−

√
3
3

)
O

π
6

图 6.24

因为 tan π

6
=

√
3

3
，所以通过 P2 点和 P1 点的一切角 α = −π

6
+ kπ, (k ∈

Z)

所以解集是：
{
α
∣∣∣α =

π

6
+ kπ, k ∈ Z

}
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另解： ∵ tanα = −
√
3

3
< 0

∴ 角 α 终边在第二象限或第四象限．

∵ tan π

6
=

√
3

3
，根据诱导公式

tan
[(

π − π

6

)
+ 2kπ

]
= tan

[(
2π − π

6

)
+ 2kπ

]
= − tan π

6
= −
√
3

3

得知：

α =
5π

6
+ 2kπ 或 α =

5π

6
+ (2k + 1)π (k ∈ Z)

练习

查表求适合下面等式的所有角，并图示所求角的终边．

1. sinα = −1

3

2. cosα =
2

5

3. tanα = −2

3

4. cotα = −2

第四节 三角函数的基本关系

一、相同角的三角函数的关系

根据任意角三角函数的定义，我们得到

倒数关系

1. sinα · cscα = 1, α ̸= kπ (k ∈ Z)

2. cosα · secα = 1, α ̸= π

2
+ kπ (k ∈ Z)

3. tanα · cotα = 1, α ̸= k · π
2

(k ∈ Z)

证明：根据任意角三角函数定义得

sinα · cscα =
y

r
· r
y
= 1, α ̸= kπ (k ∈ Z)

cosα · secα =
x

r
· r
x
= 1, α ̸= π

2
+ kπ (k ∈ Z)

tanα · cotα =
y

x
· x
y
= 1, α ̸= k · π

2
(k ∈ Z)
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商数关系

1. tanα =
sinα

cosα, α =
π

2
+ kπ (k ∈ Z)

2. cotα =
cosα
sinα

, α ̸= kπ (k ∈ Z)

证明：

sinα

cosα =

y

r
x

r

=
x

y
= tanα, α =

π

2
+ kπ (k ∈ Z)

cosα
sinα

=

x

r
y

r

=
y

x
= cotα, α ̸= kπ (k ∈ Z)

平方关系

1. sin2 α+ cos2 α = 1

2. 1 + tan2 α = sec2 α, α ̸= π

2
+ kπ (k ∈ Z)

3. 1 + cot2 α = csc2 α, α ≠ kπ (k ∈ Z)

证明：根据任意角三角函数定义，得

sin2 α+ cos2 α =
(y
r

)2
+
(x
r

)2
=

x2 + y2

r2

因为 y2 + x2 = r2，所以 sin2 α+ cos2 α = 1．

把 sin2 α+ cos2 α = 1 的两边同除以 cosα, α ̸= π

2
+ kπ (k ∈ Z), 便得到

tan2 α+ 1 = sec2 α

或

1 + tan2 α = sec2α

把 sin2 α+ cos2 α = 1 的两边同除以 sin2 α,α ̸= kπ (k ∈ Z)，便得到

1 + cot2 α = csc2 α
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上面八个公式，除去使公式中的函数不存在的那些 a的值以外，对于 α 其
它的值都成立，因此，把它们叫做三角函数的基本恒等式．

利用这些恒等式，可以进行同角的三角函数式的恒等变换，使较繁的式子
化为简单的形式；或利用它们，根据给出的一个角的某一个三角函数值，推导
出该角的其余三角函数值．

例 6.33 化简 sin3 α(1 + cotα) + cos3 α(1 + tanα)

解：

原式 = sin3 α
(
1 +

cosα
sinα

)
+ cos3 α

(
1 +

sinα

cosα

)
= sin3 α

sinα+ cosα
sinα

+ cos3 αcosα+ sinα

cosα
= sin2 α(sinα+ cosα) + cos2 α(cosα+ sinα)

= (sinα+ cosα)
(
sin2 α+ cos2 α

)
= sinα+ cosα

例 6.34 当 α = 24◦30′ 时, 计算 2 sinα cosα− cosα
1 + sin2 α− cos2 α− sinα

的值．

解：如果直接把 α 的值代入，查表计算将很烦琐，因此最好先把式子进行化简．

原式 =
cosα(2 sinα− 1)

1 + sin2 α− (1− sin2 α)− sinα

=
cosα(2 sinα− 1)

2 sin2 α− sinα

=
cosα(2 sinα− 1)

sinα(2 sinα− 1)

=
cosα
sinα

= cotα

最后把 α 值代入，查表可得：

cot 24◦30′ = 2.194

例 6.35 化简
√
1− sin2 α · tanα
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解：

原式 =
√

cos2 α · tanα

= | cosα| · tanα

=


cosα · tanα = sinα, −π

2
+ 2kπ < α <

π

2
+ 2kπ

− cosα · tanα = − sinα,
π

2
+ 2kπ < α <

3π

2
+ 2kπ

练习

证明恒等式：

1. (a) (tan2 α− sin2 α) cot2 α = sin2 α

(b) 1

1− cosα ·
1

cscα+ 1
+

1

1 + cosα ·
1

cscα− 1
= sec2 α

2. (a) tanα− sinα

tanα
= 1− cosα

(b) tanα+ cotα− 2

tanα+ cotα+ 2
=

(
tanα− 1

tanα+ 1

)
3. (a) tanα+ tanβ

cotα+ cotβ = tanα tanβ

(b) cosα+ cotα
cotα − 1 = tanα cot cosα

4. (a) 1 + tan4 α

tan2 α+ cot2 α = tan2 α

(b) 1

sin2 α− cos2 α
=

1 + cot2 α
1− cot2 α

5. (a) (cosα+ sinα)2 − 1

cotα− sinα cosα = 2 tan2 α

(b)
√
2 tanα+ sec2 α = 1 + tanα, （α 是正锐角）

化简下列各式：

1. (a)
√
1− cos2 α · cotα

(b)
…

1− cosα
1 + cosα

(c)
»

sin2 α(1 + cotα) + cos2 α(1 + tanα)
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2. 已知 sinα+ cosα =
√
2，求：

sinα cosα, sin3 α+ cos3 α, sin4 α+ cos4 α

3. 把 sin4 α− sin2 α+ cos2 α 化为只含 cosα 的式子．

二、根据一个三角函数计算其余各三角函数

根据前面中所推导出的三角函数间的基本公式，可以从一个已知的三角函
数值，计算其余的三角函数值．

例 6.36 已知 cosα =
12

13
，求 α 角的其余的三角函数．

解：因为 cosα =
12

13
>，所以 α 角的终边在第一象限或在第四象限．

从公式 secα =
1

cosα，有 secα =
1
12

13

=
13

12
．

其次，从公式 sin2 α+ cos2 α = 1 得

sinα = ±

√
1−

(
12

13

)2

= ± 5

13

因为 cscα =
1

sinα
，所以

cscα =
1

± 5

13

= ±13

5

从公式 tanα =
sinα

cosα 求得

tanα =
± 5

13
12

13

= ± 5

12

最后

cotα =
1

tanα
= ±12

5

例 6.37 已知 sinα =
3

5
，求 α 角的其余各三角函数值．



264 第六章 任意角的三角函数

解：因为 sinα =
3

5
> 0，所以 α 角是第一象限角或第二象限角．

cscα =
1

sinα
=

5

3

cosα = ±
√
1− sin2 α = ±

√
1−

(
3

5

)2

= ±4

5

secα =
1

cosα = ±5

4

tanα =
sinα

cosα =

3

5

±4

5

= ±3

4

cotα =
1

tanα
= ±4

3

例 6.38 已知 tanϕ =
7

8
, π < ϕ <

3π

2
，求 ϕ 角的其余三角函数值，准确到

0.01．

解： cotϕ =
1

tanϕ
=

8

7
≈ 1.14

∵ ϕ 是第三象限角，∴ secϕ < 0

因此：

secϕ = −

√
1 +

(
7

8

)2

≈ −1.33

cosϕ = − 1 
1 +

(
7

8

)2
≈ − 1

1.33
≈ −0.75

sinϕ = tanϕ · cosϕ ≈ 7

8
(−0.753) ≈ −0.66

cscϕ = − 1

0.658
≈ −1.52

例 6.39 已知 cotα = m，−π

2
< α < 0，求 α 角的其余各三角函数值．



第四节 三角函数的基本关系 265

解：因为 −π

2
< α < 0，所以 cotα = m ̸= 0，cscα < 0，于是

tanα =
1

m

cscα = −
√
1 + cot2 α = −

√
1 +m2

sinα = − 1√
1 +m2

cosα = cotα · sinα = m

(
− 1√

1 +m2

)
= − m√

1 +m2

secα =
1

cosα = −
√
1 +m2

m

例 6.40 已知 tanα = −3，求：

1. sinα− cosα
cosα+ sinα

的值；

2. 1

sin2 α− cos2 α
的值．

解：

1. 因为 tanα = −3，所以 α ̸= π

2
+ kπ，即 cosα ̸= 0．分子、分母分别除以

cosα ̸= 0，则
sinα− cosα
cosα+ sinα

=
tanα− 1

1 + tanα
=
−3− 1

1 + (−3)
= 2

2. 1

sin2 α− cos2 α
=

sin2 α+ cos2 α
sin2 α− cos2 α

分子、分母分别除以 cos2 α ̸= 0，则

1

sin2 α− cos2 α
=

tan2 α+ 1

tan2 α− 1
=

(−3)2 + 1

(−3)2 − 1
=

5

4

注意：

1. 在包含有函数 tanα 或 secα 的一切公式里，要除去 α =
π

2
+ 2kπ 的诸

值，其中 k ∈ Z；在包含有 cotα 或 cscα 的一切公式里，要除去 α = kπ,
其中 k ∈ Z．

2. 在包含有根号的那些公式里，一般的情形在根号之前应置双号“±”，若
已给出 α 角终边所在象限，则可选择确定的符号，根号前面符号的选择，
依赖于 α 角终边所在的象限所求三角函数的符号．

3. 含有 sinα 和 cosα 的有理式，当分子和分母都是关于 sinα 和 cosα 的同
次的齐次多项式时，可以化为只含有 tanα 的有理式．



266 第六章 任意角的三角函数

习题 6.2

1. 已知 sinα = −24

25
，计算 cosα, tanα, cotα．

2. 已知 cosα = − 9

41
，90◦ < α < 180◦，计算 sinα, tanα, cotα, secα, cscα．

3. 已知 cotα = 3
41

60
, π < α <

3π

2
，计算 cosα．

4. 已知 tan = 1.4, π < α <
3π

2
，计算 α角的其它三角函数值（准确到 0.01）．

5. 已知 cotα = − 52

173
和 0◦ < α < 180◦，计算 tanα− secα 的值．

6. 已知 tanα = −1.5，100◦ < α < 200◦，计算 cosα．

7. 已知 sinα =
a√

a2 + b2
，计算 tanα− cotα 的值．

8. 已知 cotα = 3, π < α <
3π

2
，求积 sinα cosα．

9. (a) 设 tanα = 2，计算
sinα+ cosα
sinα− cosα；

(b) 设 cotα = −2，计算 1

sin2 α− sinα cosα+ cos2 α
．

10. (a) 若 0 < α < π，化简
…

1 + sinα

1− sinα
−
…

1− sinα

1 + sinα
；

(b) 若 3π

2
< α < 2π，化简

…
1− cosα
1 + cosα +

…
1 + cosα
1− cosα．

复习题六

1. cos 1◦ 和 cos 1 哪个大？又 tan 1◦ 和 tan 1 哪个大？

2. 圆的半径等于 240mm, 求这个圆上长 500mm 的弧所对圆心角的度数．

3. 直径是 20cm 的滑轮，每秒旋转 45 弧度，求轮周上一点在 5 秒钟内所转
过的弧长．

4. 已知一扇形的弧含有 45◦, 半径等于 20cm, 求扇形的周长和面积（精确到
1cm）．
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5. 在 0◦ 到 360◦ 的范围内，找出与下列各角终边相同的角，并判定它们是
哪个象限的角：

−54◦18′, 395◦8′, −1190◦30′, 1563◦

6. 试说明 k · 360◦ + 130◦ 与 k · 360◦ − 230◦, (k ∈ Z) 为同边角．

7. 若一四边形内角的比为 5 : 9 : 10 : 12, 求各角的度数及弧度数．

8. 已知角 α 的终边上一点 P (−2, 2), 求角 α 的各三角函数值，如果已知终
边上一点 Q(−1, 1) 时，α 的各三角函数值有变化吗？

9. 设 A 为三角形的一个内角，下列函数中哪些可以是负值，哪些只能是正
值．

sinA, cosA, tanA, cot A
2

10. 确定下列各函数的符号：

(a) sin 1000◦

(b) cos(−2200◦)

(c) tan
(
− 3

11
π

)
(d) cot 10

11. 求下列各函数的定义域：

(a) y =

…
− sinx

cosx
(b) y =

√
− sinx+

√
cosx

(c) y =
√

tanx · cosx

12. 求下列各式的值：

(a) csc 180◦ + sin 60◦ + tan 45◦ − cos 230◦ + sin 30◦ + cot 90◦

(b) 4 sinπ − 2 cos 3π
2

+ 3 sin 2π − tanπ

13. 下面函数哪些是偶函数，哪些是奇函数，哪些都不是？

(a) y = tan 2x

(b) y = | tanx|

(c) y = sin(tanx)

(d) y = cos(tanx)

(e) y = x tanx

(f) f(x) =
tanx+ 1

tanx− 1

(g) g(x) = tanx · sinx

(h) h(α) = sinα · cotα

(i) F (y) = tan y · cot2 y
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14. 求下列各式的值：

(a) 5 sin 90◦ + 2 cos 0◦ − 2 sin 270◦ + 10 cos 180◦

(b) cos π
8
− sin2 π

4
cosπ − 1

8
tan2 π

3
sin 3π

2
+ cos 0

(c) 8 sin 510◦ · cos (−300◦) · tan 240◦

(d) 10 cot 315◦ · sin (−150◦) · cos 225◦,

(e) cos (−120◦)
cos 30◦ +

tan 210◦ sin 315◦

cos 180◦
(f) sin (450◦ − α)− sin (180◦ − α) + cos (450◦ − α) + cos (α− 180◦)

(g) [tan2(π + α)− cot2(π − α)] sin(2π − α) · cos(α− 2π)

(h)
√

sin2 30◦ + sin2 35◦ − 2 sin 30◦ + cos2 35◦

15. 证明对于任何角 α，下面各等式都成立：

(a)
sin(2π − α) tan

(π
2
+ α

)
cot
(
3π

2
− α

)
cos(2π + α) tan(π + α)

= 1

(b) sin2(π + α)

sin2

(
3π

2
+ α

) +

tan2

(
3π

2
+ α

)
cot2(π + α)

=
1

cos2(α− 2π)

16. 已知三角函数值求角：

(a) sinx =
1

2
,

(
0 < x <

π

2

)
(b) cosx = −1

2
,

(π
2
< x < π

)
(c) tanx = −1,

(π
2
< x < π

)
(d) cotx+

√
3 = 0,

(
3π

2
< x < 2π

)
(e) 2 sinx−

√
2 = 0, (0 < x < 2π)

(f) 3 tanx+
√
3 = 0, (0 < x < 2π)

(g) 2 cosx−
√
3 = 0, (0 < x < 2π)

(h)
√
3 cotx− 1 = 0, (0 < x < 2π)

17. 证明下列各恒等式：

(a) sin4 α+ cos2 α+ sin2 α cos2 α = 1
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(b) sin6 α+ cos6 α = 1− 3 sin2 α cos2 α

(c) (cscα− sinα)(secα− cosα)(tanα+ cotα) = 1

(d) (1− cotα+ cscα)(1− tanα+ secα) = 2

(e) cosα cscα− sinα secα
cosα+ sinα

= cscα− secα

(f) sin2 α+ sin2 β − sin2 α sin2 β + cos2 α cos2 β = 1

(g)
sin(π − α) sin

(
3π

2
− α

)
tan

(π
2
− α

)
sin
(π
2
+ α

)
tan

(
3π

2
+ α

)
tan(2π − α)

= − cosα

(h) sin2(π + α)

sin2

(
3π

2
+ α

) +

tan2

(
3π

2
+ α

)
cot2(π + α)

= sec2(α− 2π)

(i) (a sinα+ b cosα)2 + (a cosα− b sinα)2 = a2 + b2

(j) tanα
(
1− cot2 α

)
+ cotα

(
1− tan2 α

)
= 0

(k) (1− sinα− cosα)(1− sinα+ cosα)
sin2 α− sinα

= 2

(l) 1− 2 sinα cosα
cos2 α− sin2 α

=
cos2 α− sin2 α

1 + 2 sinα cosα

18. (a) 已知 sin θ =
15

17
, 90◦ < θ < 180◦, 求 cos θ, tan θ 和 cot θ．

(b) 已知 cot θ = −
√
3

3
, θ 在第四象限, 求 sin θ 和 cos θ．

19. x 取 0◦ 到 720◦ 之间的哪些值时，下面等式成立：…
1− sin2 x

2
= cos x

2

20. 已知 sinα cosα =
60

169
，并且

π

4
< α <

π

2
，求 sinα 和 cosα 的值．

21. 已知 sin(180◦ + α) = −1

3
，且 0◦ < α < 90◦，计算 cot(α− 180◦) 的值．

22. 已知 tanx = −2，求 cot(3π − x), cos(x− 4π) 的值．

23. 已知 tanA =
2mn

m2 − n2
(0◦ < A < 180◦)，求 sinA．
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我们知道，函数图象能把函数性质形象地表现出来，为了便于研究三角函
数的性质，我们现在来做出各三角函数的图象．

第一节 正弦函数的图象和性质

一、正弦函数的图象

我们知道正弦函数的定义域是 (−∞,+∞), 且它是个奇函数，故它的图象
可在 x 轴的正、负方向无限延伸，且图象关于原点对称．

我们先用描点法作出它的图象，列出 x 由 0 到 2π 每隔
π

6
取值的正弦值

表如下：

x 0 π

6

π

3

π

2

2π

3

5π

6
π

sinx 0 1

2

√
3

2
1

√
3

2

1

2
0

x
7π

6

4π

3

3π

2

5π

3

11π

6
2π

sinx −1

2
−
√
3

2
−1 −

√
3

2
−1

2
0

把表内 x, y 的每一对值作为点的坐标，在直角坐标系内作出对应的点，将
它们依次连结成平滑曲线，这条曲线就是 [0, 2π] 上正弦函数 y = sinx 的图象
(图 7.1)．
因为终边相同的角的三角函数值相等，所以正弦函数 y = sinx 在区间

[2kπ, 2(k + 1)π] (k = ±1,±2,±3, . . .) 上的图象，与它在 [0, 2π] 上的图象完
全一样，因此，为了要作出整个定义域上的正弦函数的图象，我们只要把它在
[0, 2π] 上的图象向左或向右平移 2π, 4π, . . . 就可以得到 y = sinx, x ∈ R 的图
象 (图 7.2)．
正弦函数 y = sinx 的图象叫做正弦曲线．

270
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x

y

1

−1

O

−π

6

π

6

π

3
π

2

2π

3

5π

6

π

7π

6

4π

3

3π

2

5π

3

11π

6

2π 13π

6

图 7.1

由上面描点法可以看出，要作出整个定义域上正弦函数的图象，关键要作
出 [0, 2π] 上的正弦函数的图象，而要作出 [0, 2π] 上正弦函数图象，有五个关

键点：(0, 0),
(π
2
, 1
)

, (π, 0),
(
3π

2
,−1

)
, (2π, 0) 就可以把图象基本确定了．

x

y

−2π

−3π

2

−π −
π

2
π

2

π

3π

2

2π 5π

2

3π

7π

2

4π

1

−1

图 7.2

因此，在精确度要求不太高时，我们常用“五点法”作出关于正弦函数在
[0, 2π] 上的图象．

例 7.1 用五点法作出 y = 1 + sinx, x ∈ [0, 2π] 的图象．

解：列表

x 0 π

2
π

3π

2
2π

sinx 0 1 0 −1 0
1 + sinx 1 2 1 0 1

描点作图：（如图 7.3）
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x

y

1

2

O π

2

π 3π

2

2π

y = 1 + sinx, x ∈ [0, 2π]

图 7.3

我们也可以用几何法作出 [0, 2π] 上正弦函数的图象．如图 7.4 所示，在
O − x 轴的负半轴上任意取一点，以这点为圆心，单位长为半径作圆，从这个
圆的右半圆和 O−x轴的交点 P0 量起，把这个圆分成 12等份，并在 O−x轴
上，从原点起向右取长等于 2π(即单位圆的周长）的一段，也分成 12 等份，过
圆上的各个分点，分别向 Ox 轴作垂线，便得到各分点上的纵坐标，显然，这
些点的纵坐标就是对应各角（数）的正弦值，因此过各分点作平行于 O− x 轴
的直线，它们分别与由 O− x 轴上各个对应点处所作 Ox 轴的垂线相交，这些
交点就是 y = sinx图象上的点．把这些点依次连结成平滑的曲线，就得到正弦
函数 y = sinx 在 [0, 2π] 区间上的图象．

如果把曲线在 [0, 2π] 间的一段，沿着 Ox 轴向左、右连续移动，每次移动
2π 个单位，就可以得到如图 7.2 所示的连续不断的正弦曲线．

x

y
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1
234

5

7
8 9 10

11

−π

6

13π

6

π

6

π

3

π

2

2π

3

5π

6
π

7π

6

4π

3

3π

2

5π

3

11π

6
2π

11 0 1

06 O

图 7.4
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练习

1. 作 y = | sinx|, x ∈ R 的图象．

2. 用“五点法”作出下列各函数的图象 (0 ≤ x ≤ 2π),并且和 y = sinx

的图象比较，说明这些图象和 y = sinx 的图象的区别．

(a) y = sinx− 1

(b) y = 1− sinx

(c) y = 2 sinx

二、正弦函数的主要性质

由上一章的讨论和正弦函数图象，我们可以得到正弦函数 y = sinx 的主
要性质如下：

1. 定义域 正弦函数的定义域是一切实数，也就是说，当自变量 x 取任何
实数值时，正弦函数 y 都有唯一确定的值与之对应，从图象上看曲线随
着 x 轴连续不断地无限延伸．

2. 值域 由图 7.2 看出，曲线上点的纵坐标最小是－ 1, 最大是 1, 正弦函
数值是在 −1 与 +1 之间，这说明正弦函数的值域是闭区间 [−1, 1], 或
| sinx| ≤ 1.

3. 奇偶性 正弦函数是奇函数，因此，正弦曲线关于原点对称．

4. 函数的符号 终边落在 x 轴的上半平面时，正弦函数为正；落在轴的下
半平面时，正弦函数为负．也就是说，在区间 (0, π) 内，sinx > 0．一般
地，当 2kπ < x < (2k + 1)π 时（k ∈ Z），sinx > 0．在区间 (π, 2π) 内，
sinx < 0. 一般地，当 (2k + 1)π < x < 2(k + 1)π 时，sinx < 0．这反映
在图象上，在区间 (2kπ, (2k + 1)π), k = 0,±1,±2, . . . 上，曲线在 x 轴
的上方；在区间 ((2k + 1)π, 2(k + 1)π), k = 0,±1,±2, . . . 上，曲线在 x

轴下方．

当横坐标 x = 0, x = π 和 x = 2π 时，正弦函数值为零．一般地，当
x = kπ (k ∈ Z) 时，sinx = 0, 这时曲线与 x 轴相交．

5. 增减性 由正弦曲线容易看出，随着 x增加正弦函数在区间
(
−π

2
,
π

2

)
内

是递增的；在区间
(
−π

2
,
3π

2

)
内是递减的．一般的情况是 sinx 在区间
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−π

2
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ

)
内是递增的，在区间

(π
2
+ 2kπ,

π

2
+ (2k + 1)π

)
内

是递减的，这里 k ∈ Z．

由 sinx 的增减性看出，在 x =
π

2
一处，正弦函数由递增变为递减，因此

在 x =
π

2
处，sinx 取得极大值 1. 一般地，当 x =

π

2
+ 2kπ (k ∈ Z) 时，

sinx = 1是极大值．同时还看出，在 x =
3π

2
处，正弦函数由递减变为递增，

因此在 x =
3π

2
处，sinx取得极小值−1,一般地，当 x =

3π

2
+2kπ (k ∈ Z)

时，sinx = −1 是极小值．

6. 周期性 当横坐标 x 每隔 2π 时，曲线重复出现，也就是说，正弦曲线上
任何一点的横坐标加上或减去 2π 时，对应的纵坐标相等，即

sin(x± 2π) = sinx

一般地：
sin(x+ 2kπ) = sinx (k ∈ Z)

从上面的公式知道正弦函数是周期函数，它的周期有无穷多个，即 2π 的
整数倍，但是我们所关心的是最小正周期．

下面我们来研究一般的周期函数的定义，并证明正弦函数的最小正周期
是 2π．

定义

设有 x 的函数 f(x), 若存在不等于 0 的一个常数 p, 使对于函数定义域
中的任何实数 x, 等式

f(x) = f(x+ p) (7.1)

成立，则称 f(x) 是周期函数，常数 p 叫做函数 f(x) 的一个周期．

下面我们来说明，任何周期函数一定有正周期．
在等式 (7.1) 中，以 x− p 替换 x, 就得到

f(x− p) = f(x)

因此有 f(x) = f(x± p)．这也就是说，±p 都是函数 f(x) 的周期，故 f(x) 必
有正周期．
函数 f(x) 的最小正周期应满足：

1. p > 0；
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2. 对于任意实数 x, 正数 p 须使 f(x+ p) = f(x) 成立；

3. p 为满足 1、2 的最小正数．

下面我们来证明 sinx 的最小正周期等于 2π．
在恒等式 sin(x+ p) = sinx 中，令 x = 0, 得到 sin p = 0, 在单位圆上，弧

的始点为 (1, 0), 而弧长分别等于 0 和 π 的这两个弧的端点 P0, Pπ 的纵坐标等
于 0, 又和这两个点对应的最小正数分别是 2π 和 π．在这两个数中，π 显然不
能是周期，因为，sin π

2
= 1，但 sin

(π
2
+ π

)
= −1 ，因此最小正周期只可能

是 2π, 由于 sin(x+ 2π) = sinx, 对于任何数 x 都成立，所以 sinx 的最小正周
期等于 2π．

例 7.2 求下列函数的最小正周期：

1. y = sin 2x 2. y = 2 sin
(
4x− π

6

)
解：

1. 因为 sin 2x = sin(2x + 2π) = sin 2(x + π), (x ∈ R), 即当自变量 x 改变
成 x+ π 时，函数值不变，所以 y = sin 2x 的周期 T = π.

为证明 π 是 sin 2x 的最小正周期，我们用反证法．假设 y = sin 2x 还有
一个比 π 小的正周期 T ′, 即 0 < T ′ < π，根据周期 T ′ 的定义，我们有

sin 2(x+ T ′) = sin 2x

即
sin(2x+ 2T ′) = sin 2x

令 x = 0, 代入上式得 sin 2T ′ = 0, 依不等式 0 < T ′ < π，从而 0 < 2T ′ <

2π，得到 2T ′ = π 即
T ′ =

π

2

今验知，sin 2
(
x+

π

2

)
= sin(2x + π) = − sin 2x. 故 T ′ 不是 y = sin 2x

的周期，因此得到矛盾．这就是说 sin 2x 的最小正周期是 π．

2. 由于：

2 sin
(
4x− π

6

)
= 2 sin

(
4x− π

6
+ 2π

)
= 2 sin

[
4
(
x+

π

2

)
− π

6

]
(x ∈ R)
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即当自变量 x 改变成 x +
π

2
时，函数值不变，所以 y = 2 sin

(
4x− π

8

)
的周期 T =

π

2
. 再证 T =

π

2
是 y = 2 sin

(
4x− π

8

)
的最小正周期．

假设 y = 2 sin
(
4x− π

8

)
还有一个比

π

2
小的正周期 T ′，即 0 < T ′ <

π

2
，

从而得到

0 < 4T ′ < 2π (7.2)

根据周期 T ′ 的定义，我们有

2 sin
[
4(x+ T ′)− π

6

]
= 2 sin

(
4x− π

6

)
(7.3)

即

2 sin
[(

4x− π

6

)
+ 4T ′

]
= 2 sin

(
4x− π

6

)
(7.4)

令 4x− π

6
= 0, 即 x =

π

24
, 代入 (7.4), 得

2 sin 4T ′ = 0

依不等式 (7.2)，4T ′ 的值只能是 π，即 T ′ =
π

4
．今验证知

2 sin
[
4
(
x+

π

4

)
− π

6

]
= 2 sin

(
4x+ π − π

6

)
= −2 sin

(
4x− π

6

)
故 T ′ =

π

4
不是 2 sin

(
4x− π

6

)
的周期，因此得到矛盾．这就证明了 y =

2 sin
(
4x− π

6

)
的最小正周期是

π

2
．

一般地，对于函数 y = A sin(ωx+ φ) （ω, φ 为常数，且 ω ̸= 0，x ∈ R），
由于

A sin(ωx+ φ) = A sin(ωx+ φ+ 2π)

= A sin
[
ω

(
x+

2π

ω

)
+ φ

]

故
2π

|ω|
是 y = A sin(ωx + φ) 的一个正周期，它只与自变量的系数有关，而与

A,φ 无关．用上面同样的方法可以证明
2π

|ω|
是 y = A sin(ωx+ φ) 的最小正周

期（证明留给读者去完成）．

例 7.3 不求值决定下列各差的符号：

1. sin 20◦12′ − sin 20◦13′
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2. sin
(
− π

18

)
− sin

(
− π

10

)
3. sin 1605◦ − sin 1657◦

解：

1. 正弦函数在第一象限是增函数，

∴ sin 20◦12′ < sin 20◦13′ 即

sin 20◦12′ − sin 20◦13′ < 0

2. ∵ −π

2
< − π

10
< − π

18
<

π

2

正弦函数 y = sinx 在 −π

2
< x <

π

2
上是增函数

∴ sin
(
− π

10

)
< sin

(
− π

18

)
即

sin
(
− π

18

)
− sin

(
− π

10

)
> 0

3. ∵ sin 1605◦ = sin 165◦, sin 1657◦ = sin 217◦

又 ∵ 90◦ < 165◦ < 217◦ < 270◦，正弦函数 y = sinx在 90◦ < x < 270◦

上是减函数．

∴ sin 165◦ > sin 217◦，即

sin 1605◦ − sin 1657◦ > 0

例 7.4 求证定圆的外切菱形中以正方形的面积最小．

解：如图 7.5, 设定圆 O 的半径为 r, 它的外切菱形中的 ∠A = θ, 由于对边切点
连线必过圆心，故外切菱形的高等于 2r, 外切菱形的边长为 2r

sin θ
．

于是，菱形面积 S = 2r · 2r

sin θ
，当 sin θ = 1 时，菱形面积 S 最小，这时

θ = 90◦ (0◦ < 0 < 180◦).
因此，定圆的外切菱形中以正方形的面积最小．

例 7.5 求函数 y =

(
sinx− 1

2

)2

+ 2 的最大值和最小值，并求取最大值或最

小值时的 x 值．

解：把 y 看作 sinx 的二次函数，这样问题变成求闭区间 −1 ≤ sinx ≤ 1 上的
y 的最大值和最小值．也就是要把开区间 (−1, 1) 内的极值和两端点处的函数
值作比较．
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A

D

C

B

O
θ

图 7.5

1. 当 sinx = −1 时，y =

(
−1− 1

2

)2

+ 2 = 4
1

4

2. 当 sinx = 1 时，y =

(
1− 1

2

)2

+ 2 = 2
1

4

3. 当 sinx =
1

2
时，极小值 y = 2, 这是函数在 (−1, 1) 中的唯一极值点．

因此，

1. 当 sinx = −1, 即 x = −π

2
+ 2kπ (k ∈ Z) 时，最大值 y = 4

1

4
；

2. 当 sinx =
1

2
，即 x =

π

6
+ 2kπ 或

5π

6
+ 2kπ (k ∈ Z) 时，最小值 y = 2．

习题 7.1

1. 比较下列各组中两个三角函数值的大小（不求值）：

(a) sin 250◦ 和 sin 260◦

(b) sin
(
−54

7
π

)
和 sin

(
−63

8
π

)
(c) sin 380◦ 和 sin 480◦

2. 说出下列各函数的最小正周期：

(a) y = sin 3x

(b) y = sin x

2

(c) y = sin
(
x+

π

3

)
(d) y = cos

(
2x− π

6

)
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(e) y = 3 sin
(x
3
+

π

4

)
(f) y = 3 sin

(
πx+

π

3

)
+ 1

3. 求下列函数的最大值和最小值，又在何时有最大值或最小值:

(a) y = | sinx|

(b) y = 1 + sinx

(c) y = 1 + 5 sin2 x

(d) y =
1

1− sinx

(e) y =

(
sinx− 3

2

)2

− 2

(f) y = 2−

(
sinx−

√
3

2

)2

4. 求证等腰三角形中，若腰长一定则等腰直角三角形的面积最大．

5. y = | sinx| 是周期函数吗？如果是，说出它的最小正周期．

6. 作 y = sin |x| 的图象，试从它的图象说明函数 y = sin |x| 不是周期函数：

7. 利用单位圆，容易看出 sinx <
1

2
的解的范围，如下图所示．

5π

6
+ 2kπ < x <

π

6
+ 2(k + 1)π

x

y

(0, 1
2
) Pπ

6
P 5π

6

用同样的方法解下面不等式：

sin 2x >
1

2
, sin 3x ≥ −

√
2

2
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第二节 余弦函数的图象和性质

一、余弦函数的图象

我们知道余弦函数的定义域是 (−∞,+∞), 它是个偶函数，故它的图象向
x 轴的正负方向无限延伸，图象关于 y 轴对称．

我们从第五章中知道，函数 f(x+ℓ)的图象是由函数 f(x)的图象向左、右
平移 |ℓ| 个单位得到，当 ℓ > 0 时，向左平移 1 个单位，当 ℓ < 0 时，向右平
移 |ℓ| 个单位．

在上一章我们又知道，cosx = sin
(π
2
+ x
)

, 故 y = cosx 的图象就是 y =

sin
(
x+

π

2

)
的图象，而正弦型函数 y = sin

(
x+

π

2

)
的图象恰是正弦函数 y =

sinx的图象向左平移
π

2
个单位得到，这就是说，我们只须把正弦曲线 y = sinx

沿着 x 轴向左平移
π

2
个单位就得到余弦函数 y = cosx 的图象．如图 7.6 所示．

x

y

y = cosx y = sinx

−π

2
−π

3
−π

6

π

6

π

3

π

2
2π

3

5π

6

π 7π

6

4π

3

3π

2

5π

3

11π

6

2πO

图 7.6

当然，也可以用描点法来作余弦函数的图象．根据上面所说的我们可以借
助第一节中的正弦函数值表，将自变数 x 的取值分别减去

π

2
而对应的 y 值仍

不变就能够得到余弦函数值表．

把表内 x、y 的每一对值作为点的坐标，在直角坐标系内作出对应的点，将

它们依次连结成平滑曲线，这样就得到余弦函数在
[
π

2
,
3π

2

]
上的图象．如果把

曲线
[
π

2
,
3π

2

]
上的一段，沿着 x 轴向左、右推移，每次移动 2π 个单位，就可

以得到连续不断的余弦函数的图象 (图 7.7)．



第二节 余弦函数的图象和性质 281

x −π

2
−π

3
−π

6
0 π

6

π

3

π

2

y = cosx 0 1

2

√
3

2
1

√
3

2

1

2
0

x
2π

3

5π

6
π

7π

6

4π

3

3π

2

y = cosx −1

2
−
√
3

2
−1 −

√
3

2
−1

2
0

x

y

1

−1

O

−5π

2
−π

2

5π

2

−3π

2

π

2
3π

2

y = cosx, x ∈ R

图 7.7

余弦函数 y = cosx 的图象叫做余弦曲线．
如作正弦函数的图象那样，只要把

(
−π

2
, 0
)
、(0, 1)、

(π
2
, 0
)
、(π,−1)、

(
3π

2
, 0

)
这五个点作出后，余弦函数 y = cosx, x ∈

[
−π

2
,
3π

2

]
的图象就基本确定了．

因此，在精确度要求不太高的情况下，也可用“五点法”作出关于余弦函数的
图象．

例 7.6 用“五点法”作出 y = − cosx, x ∈ [0, 2π] 的图象．

解：列表并作图（如图 7.8 所示）

x 0 π

2
π

3π

2
2π

cosx 1 0 −1 0 1
− cosx −1 0 1 0 −1

二、余弦函数的主要性质

由上一章的讨论和余弦函数图象，我们可以得到余弦函数 y = cosx 的主
要性质如下：

1. 定义域 余弦函数 y = cosx 的定义域是一切实数，即 −∞ < x < +∞
或 (−∞,+∞)；
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x

y

1

−1

O π

2

π 3π

2

2π

y = − cosx, x ∈ [0, 2π]

图 7.8

2. 值域 余弦函数 y = cosx 的值域是 [−1, 1], 或 | cosx| ≤ 1；

3. 奇偶性 余弦函数是偶函数；

4. 函数的符号

• 当 −π

2
+ 2kπ < x <

π

2
+ 2kπ 时，cosx > 0；

• 当 π

2
+ 2kπ < x <

π

2
+ (2k + 1)π 时，cosx < 0；

• 当 x =
π

2
+ kπ 时，cosx = 0，这里 k ∈ Z．

5. 增减性

• y = cosx 在区间 [2kπ, (2k + 1)π] 内是递减的；

• y = cosx 在区间 [(2k + 1)π, 2(k + 1)π] 内是递增的．

因此，

• 当 x = 2kπ 时，cosx = 1 是极大值．

• 当 x = (2k + 1)π 时，cosx = −1 是极小值，这里 k ∈ Z．

6. 周期性 余弦函数 y = cosx 的最小正周期（以后简称周期）是 2π．

函数 y = cosx 的周期是 2π

|ω|
(ω ̸= 0, x ∈ R) 一般地，函数 y =

A cos(ωx+ φ) 的周期是
2π

|ω|
（ω, φ 为常数，且 ω ̸= 0, x ∈ R）．

因为 cos(ωx + φ) = sin
[
ωx+

(
φ+

π

2

)]
, 这里 ω 是不等于 0 的常数，

φ +
π

2
仍是常数，根据函数 y = A sin

[
ωx+

(
φ+

π

2

)]
的最小正周期是

2π

|ω|
，因此 cos(ωx+ φ) 的最小正周期也是

2π

|ω|
．
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例 7.7 求函数 y = 4 cos(2x+ 3) 的周期，极值和极值点．

解：函数 y = 4 cos(2x+ 3) 的周期是
2π

2
= π

把 2x+ 3 看作一个变数，并根据余弦函数的增减性知：

1. 当 2x+ 3 = 2kπ 时，y 达到极大值，这时 x = kπ − 3

2
, 极大值 y = 4;

2. 当 2x+ 3 = (2k + 1)π 时，y 达到极小值，这时 x = kπ +
π

2
− 3

2
极小值

y = −4．

例 7.8 求 4− 2 cosα− sin2 α 的最大值和最小值．

解：
4− 2 cosα− sin2 α = 3− 2 cosα+ cos2 α = 2 + (1− cosα)2

1− cosα 的最小值为 0, 最大值为 2, 故知 4− 2 cosα− sin2 α 的最小值为
2, 最大值为 6, 且当 α = 2kπ (k ∈ Z) 时，4 − 2 cosα − sin2 α 有最小值；当
α = (2k + 1)π (k ∈ Z) 时，4− 2 cosα− sin2 α 有最大值．

例 7.9 已知函数

1. sin
(
ωx+

π

4

)
的周期是

2π

3

2. cos
(
ωx+

π

3

)
的周期是 π

试确定函数．

解：

1. ∵ 2π

|ω|
=

2π

3

∴ |ω| = 3, ω = ±3

故所求函数为：sin
(
±3x+

π

4

)
2. ∵ 2π

|ω|
= π

∴ |ω| = 2, ω = ±2

故所求函数为：cos
(
±2x+

π

3

)
= cos

(
2x± π

3

)

习题 7.2

1. 确定差的符号（不查表）：
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(a) sin 72◦ − sin 80◦

(b) cos 15◦ − cos 16◦
(c) sin 200◦ − sin 250◦

(d) cos 300◦ − cos 340◦

2. 用“五点法”作出下列函数的图象 (x ∈ [0, 2])：

y = − sinx, y = 1 + cosx, y = 1 + | cosx|

3. 求下列各函数周期：

(a) y = sin 3x

(b) y = cos x
6

(c) y = 3 sin x

4

(d) y = sin
(
x+

π

10

)
(e) y = cos

(
2x+

π

3

)
(f) y =

√
8 sin

(
1

2
x− π

4

)

4. 求下面函数的极大值和极小值以及取极值时的 x 值：

y = 2 + cosx, y = 2− cosx, y =
1

1 + cos2 x

5. 求函数 y = − cos2 α − 0.1 sinα + 1.15 的最大值和最小值．又当 α (0 <

α < 2π) 为何值时，函数有最大值和最小值．

6. 求 y =
√
2 cos 2x−

√
3 的定义域．

第三节 正切函数的图象和性质

一、正切函数的图象

我们知道正切函数的定义域是除去
π

2
+ kπ (k ∈ Z) 的实数集．也就是由

下面无数个开区间

. . . ,

(
−3π

2
,−π

2

)
,
(
−π

2
,
π

2

)
,

(
π

2
,
3π

2

)
,

(
3π

2
,
5π

2

)
, . . .

组成的一个集，图象在这些点：
π

2
+ kπ (k ∈ Z) 处断开．

我们又知道正切函数是奇函数，故它的图象关于原点对称．

现在，我们用描点法作出正切函数的图象．

列表：
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x −π

2
−5π

12
−π

3
−π

4
−π

6
− π

12
y = tanx 不存在 −3.73 −1.73 −1 −0.58 −0.27

x 0
π

12

π

6

π

4

π

3

5π

12

π

2
y = tanx 0 0.27 0.58 1 1.73 3.73 不存在

把表内 x、y 的每一对值作为点的坐标，在直角坐标系内作出对应的点，将
它们依次连结成平滑曲线，这样就得到正切函数在

(
−π

2
,
π

2

)
上的图象，如果把

图象向左、右扩展出去，就得出 y = tanx, x ∈
(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
, k ∈ Z

的图象 (图 7.9)．

x

y

−2

−1

2

1

O−π π 2π−π

2

π

2
3π

2

5π

2

y = tanx x ∈
(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
图 7.9

正切函数 y = tanx 的图象叫做正切曲线，由图 7.9 可以看出，正切曲线
是由互相平行的直线 x =

π

2
+ kπ (k ∈ Z) 隔开的无穷多支曲线所组成．

下面我们说明 y = tanx 图象的几何画法．

应用单位圆上的正切线，我们在开区间
(
−π

2
,
π

2

)
和
(
π

2
,
3π

2

)
内作出正

切函数 y = tanx 的图象．画图象时让横坐标每隔
π

12
取点，作法如图 7.10．

二、正切函数的主要性质

由上一章的讨论和正切函数图象，我们可以得到正切函数 y = tanx 的主
要性质如下：
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x

y

C

π

2

−π

2

O−π

2

π

2
3π

2

π

图 7.10

1. 定义域 正切函数 y = tanx 的定义域是 x ̸= π

2
+ kπ, (k ∈ Z) 的一切实

数，也就是由下面无数个开区间：(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
, k = 0,±1,±2,±3, . . .

组成的一个集．

2. 值域 正切函数 y = tanx 的值域为一切实数．

3. 奇偶性 正切函数是奇函数．

4. 函数的符号 当 x在一、三象限时，tanx > 0;在二、四象限时，tanx < 0.
一般地，

• 若 x ∈
(
2kπ,

π

2
+ 2kπ

)
或
(
(2k + 1)π,

π

2
+ (2k + 1)π

)
时，tanx > 0；

• 若 x ∈
(π
2
+ 2kπ, (2k + 1)π

)
或
(π
2
+ (2k + 1)π, 2kπ

)
时，tanx <

0．（这里 k ∈ Z）

5. 增减性 正切函数 y = tanx 在 x ∈
(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
(k ∈ Z) 的每

一个开区间内，都是递增的．
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但是要注意，正切函数在整个定义域内并不是增函数．事实上，设 x1 =
π

4
,

x2 =
3π

4
，那么

tanx1 = tan π

4
= 1

tanx2 = tan 3π

4
= tan

(
π − π

4

)
= − tan π

4
= −1

这样，x1 < x2 时，有 tanx1 > tanx2．当 x = kπ 时 (k ∈ Z), tanx = 0.

6. 周期性 由诱导公式 tan(x+π) = tanx（这里 x 为定义域内任意数），知
正切函数的周期是 π, 现在我们证明 π 是正切函数的最小正周期．

证明：设 p 是 tanx 的正周期且 0 < p < π，根据周期 p 的定义，我们有
tan(x+ p) = tanx (这里 x 是定义域内任意数）．

令 x = 0, 则 tan p = tan 0 = 0, 由此得到 p = kπ (k ∈ Z,且k ̸= 0), 这
就是说，如果 p 是 tanx 的周期，p 只能是 π 的整数倍，这就与存在比 π

小的正周期 p 的假设矛盾．

因此，π 就是 tanx 的最小正周期．

• 函数 y = tanωx 的最小正周期是
π

|ω|
（ω ̸= 0, ωx 为定义域内的数）．

• 函数 y = tan(ωx+φ) 的最小正周期是
π

|ω|
（ω, φ 为常数，且 ω ̸= 0,

ωx 为定义域内的数）．

7. 渐近线 由图 7.9 可以看到，当 0 < x <
π

2
时，tanx > 0, 又当 x <

π

2

而 x 又无限地趋近
π

2
时，（记作 x→ π−

2
），正切曲线无限地下降但与直

线 x =
π

2
永远不相交，我们把这个性质说成当 x 由小于

π

2
的方面无限

趋近
π

2
时，tanx 的值增大并超出任何指定的正数，并且写成

lim
x→π−

2

tanx = +∞

当
π

2
< x < π 时，tanx < 0，又当 x >

π

2
，而且 x 无限地趋近

π

2
时（记

作 x→ π+

2
）, 正切曲线无限地上升，但与直线 x =

π

2
永远不相交，我们

把这个性质说成当 x 由大于
π

2
的方面无限趋近

π

2
时，tanx 取负值减小

但其绝对值增大并超出任何指定的正数，并且写成

lim
x→π+

2

tanx = −∞
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同样地，还有

lim
x→−π−

2

tanx = +∞, lim
x→−π+

2

tanx = −∞

我们把直线 x = −π

2
和 x =

π

2
叫做正切曲线的渐近线．一般地，直线

x = (2k + 1)
π

2
, k ∈ Z 都是正切曲线的渐近线．

注意：这里对渐近线的叙述，同学们只要从图象上了解其意义就可以了，这个
问题到高中还要详细地介绍．

练习

1. 证明 y = tan
(
x− π

2

)
是奇函数，作出它的图象．

2. 作 y = −| tanx| 的图象，并说出它的周期．

3. 求下列函数的周期：

tan
(
2x− x

4

)
, tan x

2

第四节 余切函数的图象和性质

一、余切函数的图象

我们知道余切函数的定义域是除去 x = kπ (k ∈ Z) 的实数集．也就是由
下面无数个开区间 . . . , (−2π,−π), (−π, 0), (0, π), (π, 2π), . . . 组成的一个集，
图象都在 kπ (k ∈ Z) 处断开．

我们又知道余切函数是奇函数，故它的图象关于原点对称．
由关系式 cotx = − tan

(
x+

π

2

)
, 知道余切函数 cotx 的图象就是正切函

数型 y = − tan
(
x+

π

2

)
的图象，又 y = − tan

(
x+

π

2

)
的图象，可以通过将

正切曲线 y = tanx 沿 x 轴向左平移
π

2
个单位，再把所得曲线作关于 Ox 轴

反射，这个最后得到的曲线就是余切函数 y = cotx 的图象（如图 7.11）．
在具体画图时，我们也可以将正切函数 y = tanx 的数值表作相应的改变

得到余切函数 y = cotx 的数值表，然后用描点法作图．为此，只须将 tanx 的
自变数 x 的取值各减去

π

2
而使原来的对应函数值都变为相应的相反数就可以

了．今由正切函数 y = tanx, 在区间
(
π

2
,
3π

2

)
上的数值表：
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x

y

3

2

1

−1

−2

−3

π
2

π 3π
2

O

y = tanx

y = tan
(
x+

π

2

)

y = − tan
(
x+

π

2

)
= cotx

图 7.11

x
6π

12

7π

12

8π

12

9π

12

10π

12

11π

12
y = tanx 不存在 −3.73 −1.73 −1 −0.58 −0.27

x π
13π

12

14π

12

15π

12

16π

12

17π

12

18π

12
y = tanx 0 0.27 0.58 1 1.73 3.73 不存在

作相应的改变后得到余切函数 y = cotx 的数值表：

x 0
π

12

2π

12

3π

12

4π

12

5π

12
y = cotx 不存在 3.73 1.73 1 0.58 0.27

x
6π

12
=

π

2

7π

12

8π

12

9π

12

10π

12

11π

12

12π

12
= π

y = cotx 0 −0.27 −0.58 −1 −1.73 -3.73 不存在

根据此表，我们可以画出在区间 (0, π) 上的余切函数 y = cotx 的图象．
余切函数 y = cotx的图象叫做余切曲线．整个余切曲线在点 x = kπ (k ∈

Z) 处间断开，分成无数多个分支（图 7.12）．

二、余切函数的主要性质

由上一章的讨论和余切函数图象，我们可以得到余切函数 y = cotx 的主
要性质如下：
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x

y

−π −π

2

π

2

π 3π

2

2π 5π

2

O

图 7.12

1. 定义域 余切函数 y = cotx 的定义域是 x ̸= kπ (k ∈ Z) 的实数集，也
就是由下面无数个开区间：(

kπ, (k + 1)π
)
, k = 0,±1,±2,±3, . . .

组成的一个集．

2. 值域 余切函数 y = cotx 的值域为一切实数．

3. 奇偶性 余切函数是奇函数．

4. 函数的符号 当 x 在第一、三象限时，cotx > 0；在第二、四象限时，
cotx < 0，一般地：

• 若 x ∈
(
2kπ,

π

2
+ 2kπ

)
或
(
(2k + 1)π,

π

2
+ (2k + 1)π

)
时，cotx >

0；

• 若 x ∈
(π
2
+ 2kπ, (2k + 1)π

)
或
(π
2
+ (2k + 1)π, (2k + 2)π

)
时，

cotx < 0，这里 k ∈ Z

5. 增减性 余切函数 y = cotx 在区间 (kπ, (k + 1)π) (k ∈ Z) 都是减函数．

当 x =
π

2
+ 2kπ (k ∈ Z) 时，cotx = 0．

6. 周期性 余切函数的周期是 π．

事实上，假设 p > 0是 cotx的一个周期，根据周期 p的定义，有 cot(x+
p) = cotx, 这里 x 是 cotx 的定义域中任何一个数．
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令 x =
π

2
，则

cot
(π
2
+ p
)
= cot π

2

即
tan p = 0

∴ p = kπ (k ∈ Z, k ̸= 0)

由于 cot(x + kπ) = cotx 对于 x 的任何容许值都成立，所以能使上面等
式成立的最小正数 p = x. 即 cotx 的最小正周期等于 π．

• 函数 y = cotωx 的最小正周期是 π

|ω|
，（ω ̸= 0, ωx 为定义域内的数）．

• 函数 y = A cot(ωx+φ)的最小正周期是
π

|ω|
，（ω, φ为常数，ω ̸= 0, ωx

为定义域内的数）．

7. 渐近线 因为

lim
x→0+

cotx = +∞, lim
x→0−

cotx = −∞

lim
x→π−

cotx = −∞, lim
x→π+

cotx = +∞

故 x = 0, x = π 的直线就是余切曲线的渐近线．

一般地，直线 x = kπ, (k ∈ Z)，都是余切曲线的渐近线．

习题 7.3

1. 确定差的符号：

(a) tan 72◦ − tan 80◦

(b) cot 15◦ − cot 16◦
(c) tan 70◦ − cot 70◦

(d) cot 100◦ − cot 90◦

2. 求下列各式子的符号：

(a) sin 3 · tan 5

(b) cos 8 · cos 5 · tan 1

(c) tan 5 · cot 3 · tan 1

(d) sin(−5) cos(−3) tan(−2) cot 2

3. 在怎样的区间内随着不超过 360◦ 的正角 α 的增大：

(a) sinα 和 cotα 同时增大？同时减小？
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(b) cosα 和 tanα 同时增大？同时减小？

(c) sinα 和 cosα 同时增大？同时减小？

4. 作下面函数的图象：

y = cot
(
x− π

2

)
, y = cot

(
x+

π

3

)
5. 利用单位圆和余切函数线，解下面不等式

cotx > 1, 3 cotx+
√
3 < 0

6. 作下面函数的图象：
y = secx, y = cscx

为了便于比较和查阅，我们把正弦函数，余弦函数，正切函数，余切函数
的主要性质列表如下：

函数 y = sinx y = cosx y = tanx y = cotx
定义域 R R {x|x ∈ R, x ̸=

π

2
+ kπ}

{x|x ∈ R, x ̸=
kπ}

值域 [−1, 1] [−1, 1] R R
奇偶性 奇函数 偶函数 奇函数 奇函数

函 数 的
符号

在一、二象限为
正；在三、四象
限为负

在一、四象限为
正；在二、三象
限为负

在一、三象限为
正；在二、四象
限为负

在一、三象限为
正；在二、四象
限为负

增减性 在一、二象限是
增函数；在三、四
象限是减函数

在一、二象限是
减函数；在三、四
象限是增函数

在各象限都为增
函数

在各象限都为减
函数

函 数 的
极值

x =
π

2
+2kπ 时，

取极大值 1；x =
3π

2
+2kπ 时，取

极小值 −1

x = 2kπ 时，取
极大值 1；x =

(2k+1)π 时，取
极小值 −1

无 无

周期性 2π 2π π π

渐近线 无 无 直线 x = (2k +

1)
π

2

直线 x = kπ
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第五节 正弦型曲线

在这一节，我们来研究正弦型曲线，即函数 y = A sin(mx+a) 的图象，这
个图象在学习物理、电工和力学时将会遇到，下面我们先研究几种特殊正弦型
曲线的作法，然后再归结到一般情形．

一、函数 y = A sinx 的图象

我们取 A =
1

2
, A = 1, A = 2 三种情形来讨论，即讨论

y =
1

2
sinx, y = sinx, y = 2 sinx

考虑到函数 sinx 的周期是 2π, 我们只须画出闭区间 [0, 2π] 上的图象，先列出
x由 0到 π

2
，每隔

π

6
取值的正弦值表，然后，应用诱导公式 sin(π−x) = sinx,

列出
π

2
到 π 之间的正弦值；最后应用诱导公式 sin(π+ x) = − sinx 列出 π 到

2π 之间的正弦值．对于同一个 x 值，函数
1

2
sinx 的值为函数 sinx 的值的

1

2
，

而函数 2 sinx 的值为函数 sinx 的值的 2 倍．
把它们的自变量及对应函数值列表于下：

x y = sinx y = 1
2

sinx y = 2 sinx

· · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0
π
6

0.5 0.25 1
π
3

0.87 0.44 1.74
π
2

1 0.5 2
2π
3

0.87 0.44 1.74
5π
6

0.5 0.25 1
π 0 0 0
7π
6

−0.5 −0.25 −1
4π
3

−0.87 −0.44 −1.74
3π
2

−1 −0.5 −2
5π
3

−0.87 −0.44 −1.74
11π
6

−0.5 −0.25 −1
2π 0 0 0
· · · · · · · · · · · ·
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对于每一个函数，把表内 x、y 的每一对值作为点的坐标，在直角坐标系内
作出对应点，将它们依次连结成平滑曲线，这三条曲线就是正弦函数 y = sinx,
及正弦型函数 y =

1

2
sinx 和 y = 2 sinx 的图象 (如图 7.13).

x

y

−1

−2

1

2

O π

2

3π

2

π 2π

y = 1
2

sinx

y = sinx

y = 2 sinx

图 7.13

由图象显然看出：

1. 对于同一横坐标 x, y =
1

2
sinx 的纵坐标为 y = sinx 的纵坐标的

1

2
，

y = 2 sinx 的纵坐标为 y = sinx 的纵坐标的 2 倍，因此，可以说，把曲
线 y = sinx 沿纵轴方向压缩到

1

2
，就得到曲线 y =

1

2
sinx; 沿纵轴方向

拉长 2 倍，就得到曲线 y = 2 sinx．

2. y = sinx 的最大纵坐标是 1; y = 2 sinx 的最大纵坐标是 2; y =
1

2
sinx

的最大纵坐标是
1

2
. 我们这个最大的纵坐标叫做该曲线的振幅．

3. 它们的周期相同，都是 2π．

推广到一般情形，就得出下面的结论：

函数 y = A sinx 的图象是把 y = sinx 的图象沿着纵轴方向压缩到
A (0 < A < 1) 倍或拉长到 A (A > 1) 倍而得到，曲线 y = A sinx 的振
幅为 A, 周期为 2π．
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二、函数 y = sinmx 的图象

我们取 m =
1

2
, m = 1, m = 2 三种情形来讨论，即讨论 y = sin x

2
,

y = sinx, y = sin 2x．
三个函数的周期分别是 4π, 2π 和 π, 它们有相同的振幅 A = 1. 所有这些

函数在自变量 mx 取相同值的变化过程中对应的函数值也相同，但现在 m 值
不同，因此，只有当取不同的值时，才能使这些函数的对应值相同．比如，

• 当 x =
π

6
时，sinx 的值为 0.5；

• 当 x =
π

3
时，sin 1

2
x 的值为 0.5；

• 当 x =
π

12
时，sin 2x 的值为 0.5．

这就是说，只要我们有一个函数 y = sinx 在闭区间 [0, 2π] 上的函数值
表，我们就可以通过把这个数值表中自变量 x 的取值乘以 2, 就得到函数 y =

sin 1

2
x 在闭区间 [0, 4π] 上的函数值表；如果把 y = sinx 的数值表中自变量 x

的取值除以 2, 就可以得到 y = sin 2x 在闭区间 [0, π] 上的函数值表．
列表作图于下：
将 y = sinx 的函数值表

x · · · 0 π

6

π

3

π

2

2π

3

5π

6
π

y = sinx · · · 0 0.5 0.87 1 0.87 0.5 0

x
7π

6

4π

3

3π

2

5π

3

11π

6
2π · · ·

y = sinx −0.5 −0.87 −1 −0.87 −0.5 0 · · ·

里的 x 的取值分别乘以 2 得到 y = sin 1

2
x 的函数值表如下：

x · · · 0 π

3

2π

3
π

4π

3

5π

3
2π

y = sin 1

2
x · · · 0 0.5 0.87 1 0.87 0.5 0

x
7π

3

8π

3
3π

10π

3

11π

3
4π · · ·

y = sin 1

2
x −0.5 −0.87 −1 −0.87 −0.5 0 · · ·

作图：
由上面的表和图 7.14 可以看出：

1. 当 y = sin 1

2
x 的横坐标为 y = sinx 的横坐标的 2 倍时，它们的纵坐标相

等．
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x

y

O

−1

1

π

2

π 3π

2

2π

5π

2 3π

7π

2 4π

y = sinx y = sin 1

2
x

图 7.14

2. 它们的振幅相同，都是 1.

3. y = sin 1

2
x 的周期是 4π =

2π

1/2
，二倍于 y = sinx 的周期．

因此，y = sin 1

2
x 的图象是把 y = sinx 的图象沿横轴方向拉长 2 倍而得

到．

将 y = sinx 的函数值表里的 x 取值分别除以 2, 得到 y = sin 2x 的函数值
如下：

x · · · 0 π

12

π

6

π

4

π

3

5π

12

π

2

y = sin 1

2
x · · · 0 0.5 0.87 1 0.87 0.5 0

x
7π

12

2π

3

3π

4

5π

6

11π

12
π · · ·

y = sin 1

2
x −0.5 −0.87 −1 −0.87 −0.5 0 · · ·

作图象：

x

y

O

−1

1

π

2

π

3π

2

2ππ

4

3π

4

y = sinxy = sin 2x

图 7.15
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由上面的表和图 7.15 可以看出：

1. 当 y = sin 2x 的横坐标为 y = sinx 的横坐标的一半时，它们的纵坐标相
等．

2. 它们的振幅相同，都是 1.

3. y = sin 2x 的周期是 π
(
=

π

2

)
因此，y = sin 2x 的图象是把曲线 y = sinx 沿横轴方向压缩

1

2
倍，就得

到曲线 y = sin 2x.
根据上述情况，可得一般结论如下：

函数 y = sinmx 的图象是把 y = sinx 的图象沿横轴方向拉长
1

m
倍

(0 < m < 1)，或压缩到
1

m
, (m > 1) 而得到．曲线 y = sinmx 的振幅

为 1, 周期为 2π

m
．

三、函数 y = A sin(mx+ α) 的图象

现在我们来说明如何画一般的正弦型曲线 y = A sin(mx + α). 这里 A 和
m 为已给的正实数，α 为已给的实数．

把函数

y = A sin(mx+ α) (7.5)

改写成

y = A sinm
(
x+

α

m

)
(7.6)

函数 (7.5), (7.6) 和函数 y = A sinmx 的振幅相同，都等于 A. 而且它们的周
期也相同，都等于

2π

m
.

显然，y = A sinm
(
x+

α

m

)
的图象上一点的横坐标 x1 所对应的纵坐标是

y = A sinm
(
x1 +

α

m

)
, 并且恒等于 y = A sinmx 的图象上横坐标是 x1 +

α

m
的一点的纵坐标．由于在 Ox 轴上点 x1 是在点 x1 +

α

m
, (α > 0) 的左方

∣∣∣ α
m

∣∣∣
个单位处，或者点 x1 是在点 x1 +

α

m
, (α < 0) 的右方的

∣∣∣ α
m

∣∣∣ 个单位处，所以
我们只须把 y = A sinmx 的图象沿横轴方向左移 x1 +

α

m
, (α > 0) 个单位，或

者右移 x1 +
α

m
, (α < 0) 个单位，就得到 y = A sinm

(
x+

α

m

)
的图象．
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例 7.10 作函数 y = 1.5 sin
(
2t+

π

4

)
的图象．

解：所求函数 y = 1.5 sin
(
2t+

π

4

)
的图象，可以由函数 y = 1.5 sin 2t 的图象

沿横轴方向左移
π

8
个单位得到．这时，曲线 y = 1.5 sin 2t 上的 (0, 0) 点就平

移到
(
−π

8
, 0
)
点，我们把它作为曲线 y = 1.5 sin 2

(
t+

π

8

)
的起点．

列出函数 y = sin t 在闭区间 [0, 2π] 上自变量 t 每隔
π

4
的函数值表：

t 0 π

4

π

2

3π

4
π

5π

4

3π

2

7π

4
2π

y = sin t 0 0.71 1 0.71 0 −0.71 −1 −0.71 0

按照给出的曲线方程作相应的变更，分别得到函数 y = sin 2t, y = 1.5 sin 2t

和 y = 1.5 sin 2
(
t+

π

8

)
在一个周期内的函数值表如下：

t 0 π

8

π

4

3π

8

π

2

5π

8

3π

4

7π

8
π

y = sin 2t 0 0.71 1 0.71 0 −0.71 −1 −0.71 0
y = 1.5 sin 2t 0 1.07 1.5 1.07 0 −1.07 −1.5 −1.07 0

t −π

8
0 π

8

π

4

3π

8
y = 1.5 sin

(
2t+

π

4

)
0 1.07 1.5 1.07 0

t
π

2

5π

8

3π

4

7π

8
y = 1.5 sin

(
2t+

π

4

)
−1.07 −1.5 −1.07 0

作图：

x

y

O−π

8

π

8

π

4
3π

8

π

2

5π

8

3π

4

7π

8 π

−1.5
−1

1

1.5

图 7.16
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上面这种作图方法，把几种曲线之间的关系明确的揭露出来，使我们能够
了解到它们之间的内在联系，但是，这样作图比较费事，在实际问题中往往只
须知道函数 y = A sin(mx + α) 的草图，只要这个图能够表示出它的三个特征

量：振幅 A, 周期 2π

m
，起点

(
− α

m
, 0
)
就可以了．

y = A sin(mx+ α) 的图象的简便作法如下：

1. 化函数 y = A sin(mx+ α) 为下面的形式

y = A sinm
(
x+

α

m

)
2. 确定：振幅为 A; 周期为 2π

m
；起点为

(
− α

m
, 0
)
．

3. 选取比例尺：1 个单位为几厘米．

4. 在 Ox 轴上以
(
− α

m
, 0
)
为起点，并把 x = − α

m
到 x = − α

m
+

2π

m
的一

段分成 4 等份，每等份长为 2π

m
÷ 4 =

π

2m
, 各分点的横坐标是

− α

m
, − α

m
+

π

2m
, − α

m
+

π

m
, − α

m
+

3π

2m
, − α

m
+

2π

m

它们对应的纵坐标分别是 0, A, 0,−A, 0．

根据上述结果，便可作出函数 y = A sin(mx+α)在区间
[
− α

m
, − α

m
+

2π

m

]
上的图象．

例 7.11 求作函数 y =
3

2
sin(3t− π) 的图象．

解：

1. 化函数 y =
3

2
sin(3t− π) 为下面的形式：

y =
3

2
sin 3

(
t− π

3

)
2. 确定：振幅为 3

2
，周期为

2π

8
，起点为

(π
8
, 0
)

3. 选取比例尺：1 个单位长 = 0.8 厘米．

4. 列表：

t · · · π

3

π

2

2π

3

5π

6
π · · ·

y =
3

2
sin(3t− π) · · · 0 3

2
0 −3

2
0 · · ·
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x

y

O−π

3
−π

6

π

6

π

2
5π

6

7π

6

3π

2

11π

6

π

3

2π

3 π

4π

3

5π

3 2π

−1.5

−1

1

1.5

图 7.17

图中虚线表示曲线 y =
3

2
sin(3t− π) 上未画出的部分，我们把图象变换总

结如下：

位置变换

1. y = sin(x + b) 的图象可由 y = sinx 的图象沿 x 轴的方向左、右
平移而得到（当 b > 0 时向左，b < 0 时向右）．

2. y = sinx+ ℓ 的图象可由 y = sinx 的图象沿 y 轴的方向上、下平
移而得到（当 ℓ > 0 时向上，ℓ < 0 时向下）．

3. y = − sinx 的图象可由 y = sinx 的图象作关于 Ox 轴的反射得到．

形状变换

1. y = A sinx (A > 0) 的图象可由 y = sinx 的图象的振幅扩大 A 倍
而得到．

2. y = sinmx (m > 0) 的图象可由 y = sinx 的图象沿 x 轴方向拉长

(0 < m < 1) 或压缩 (m > 1) 到 1

m
倍而得到（周期 T 为

2π

m
）．
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位置形状全变换

y = A sin(mx+ α) + ℓ = A sinm
(
x+

α

m

)
+ ℓ (A > 0, m > 0)

可由 y = sinx 的图象沿轴方向拉长或压缩到原来的
1

m
倍，（周期变为

2π

m
）, 沿 x 轴向左或向右平移

∣∣∣ α
m

∣∣∣ 个单位，然后把振幅扩大到原来的
A 倍；最后沿 y 轴向上或向下平移 |ℓ| 个单位．

练习

1. 作下面三角函数的图象：

(a) y = 1 + sin 2x

(b) y = sin
(
x+

π

4

) (c) y = 2 sin
(
3t− π

3

)
(d) y =

2

3
cos
(
1

2
x+

π

4

)

2. 求下面函数的图象在 (0, 2π) 区间的交点坐标：

(a) y = sin 2x 和 y = 2 cosx

(b) y = sin 3x 和 y = 2 sinx

复习题七

1. 求 θ 所在的象限，已知：

(a) sin θ 和 cot θ 同号

(b) cos θ 和 tan θ 异号

(c) tan θ

cot θ 是正值

(d) sin θ < 0，而 cos θ > 0

2. 根据三角函数性质，比较两函数值的大小：

(a) sin 20◦, sin 21◦

(b) cos 20◦, cos 120◦

(c) tan 120◦, tan 121◦

(d) cot 175◦, cot 185◦

(e) cos 1◦, cos 1

(f) sin 1, cos 1

(g) sin(−310◦), cos(−310◦)

(h) sin 4π

5
, cos 4π

5
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3. 说出下列各函数的周期：

(a) y = sin 4x

(b) y = cos x
2

(c) y = tan ax (a > 0)

(d) y = sin
(
x+

π

8

)
(e) y = cos

(
2x− π

6

)
(f) y = 3 tan

(x
2
+

π

4

)
4. (a) 等式 sin

(
7π

6
+

2π

3

)
= sin 7π

6
，能不能成立？

(b) 如果上面的等式成立，能不能说 2π

3
是 sinx 的周期？为什么？

5. (a) 等式 sin(x+ 4π) = sinx 是不是对于 x 的一切值都能成立？

(b) 如果上面的等式对于 x 的一切值都能成立，能不能说 4π 是 sinx 的
周期？为什么？

6. 用下面给出的周期，各举出一个周期函数来：

3π,
π

6
,

2π

3

7. 说明正弦曲线 y = sinx 经过怎样的变化能得到下列的函数曲线：

(a) y =
1

2
sin 3x

(b) y = 2 sin
(
x+

π

4

) (c) y = sin
(
2x+

π

2

)
(d) y = 2 sin

(
3x− π

8

)
8. 电流强度 I 随时间 t 变化的函数关系是 I = A sinωt．设 ω = 100π(弧度
／秒)，A = 5(安培)：

(a) 求电流强度变化的周期和频率（往复振动一次所需的时间 T =
2π

ω
,

叫做振动的周期，单位时间内往复振动的次数 f =
1

T
=

ω

2π
，叫做振

动的频率）；

(b) 当 t = 0、
1

200
、

1

100
、

3

200
、

1

50
（秒）时，求电流强度；

(c) 画出图象表示电流强度 I 随时间 t的变化情况（以 I 为纵坐标，0.5cm
表示 1 安培；以 t 为横坐标，1cm 表示 1

200
秒）．

9. 如图，一质点 P 在线段 CC ′ 上作往复运动，取原点 O 为 CC ′ 中点，
又 CC ′ = 16cm, 设 P 点离开原点 O 的坐标 x 是时间 t 的函数 x =

8 sin
(π
4
t+

π

6

)
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C O C ′
P

问：

(a) 当 t = 0, 2, 4 秒时，P 点在何位置？

(b) 从 0 秒算起，经过多少秒，P 点第一次到达 C 点．

(c) 经过多少秒后 P 点开始重复运动．
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