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前 言

这一套中学数学实验教材，内容的选取原则是精简实用，教材的处理力求
深入浅出，顺理成章，尽量作到使人人能懂，到处有用．

本教材适用于重点中学，侧重在满足学生将来从事理工方面学习和工作的
需要．

本教材的教学目的是：使学生切实学好从事现代生产、特别是学习现代科
学技术所必需的数学基础知识；通过对数学理论、应用、思想和方法的学习，培
养学生运算能力，思维能力，空间想象力，从而逐步培养运用数学的思想和方
法去分析和解决实际问题的能力；通过数学的教学和学习，培养学生良好的学
习习惯，严谨的治学态度和科学的思想方法，逐步形成辩证唯物主义世界观．

根据上述教学目的，本教材精选了传统数学那些普遍实用的最基础的部分，
这就是在理论上、应用上和思想方法上都是基本的、长远起作用的通性、通法．
比如，代数中的数系运算律，式的运算，解代数方程，待定系数法；几何中的
图形的基本概念和主要性质，向量，解析几何；分析中的函数，极限，连续，微
分，积分；概率统计以及逻辑、推理论证等知识．对于那些理论和应用上虽有
一定作用，但发展余地不大，或没有普遍意义和实用价值，或不必要的重复和
过于繁琐的内容，如立体几何中的空间作图，几何体的体积、表面积计算，几
何难题，因式分解，对数计算等作了较大的精简或删减．

全套教材共分六册．第一册是代数．在总结小学所学自然数、小数、分数
基础上，明确提出运算律，把数扩充到有理数和实数系．灵活运用运算律解一
元一次、二次方程，二元、三元一次方程组，然后进一步系统化，引进多项式
运算，综合除法，辗转相除，余式定理及其推论，学到根式、分式、部分分式．
第二册是几何．由直观几何形象分析归纳出几何基本概念和基本性质，通过集
合术语、简易逻辑转入欧氏推理几何，处理直线形，圆、基本轨迹与作图，三
角比与解三角形等基本内容．第三册是函数．数形结合引入坐标，研究多项式
函数，指数、对数、三角函数，不等式等．第四册是代数．把数扩充到复数系，
进一步加强多项式理论，方程式论，讲线性方程组理论，概率（离散的）统计
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ii 前 言

的初步知识．第五册是几何．引进向量，用向量和初等几何方法综合处理几何
问题，坐标化处理直线、圆、锥线，坐标变换与二次曲线讨论，然后讲立体几
何，并引进空间向量研究空间解析几何初步知识．第六册是微积分初步．突出
逼近法，讲实数完备性，函数，极限，连续，变率与微分，求和与积分．
本教材基本上采取代数、几何、分析分科，初中、高中循环排列的安排体

系．教学可按初一、初二代数、几何双科并进，初三学分析，高一、高二代数
（包括概率统计）、几何双科并进，高三学微积分的程序来安排．

本教材的处理力求符合历史发展和认识发展的规律，深入浅出，顺理成章．
突出由算术到代数，由实验几何到论证几何，由综合几何到解析几何，由常量
数学到变量数学等四个重大转折，着力采取措施引导学生合乎规律地实现这些
转折，为此，强调数系运算律，集合逻辑，向量和逼近法分别在实现这四个转
折中的作用．这样既遵循历史发展的规律，又突出了几个转折关头，缩短了认
识过程，有利于学生掌握数学思想发展的脉络，提高数学教学的思想性．
这一套中学数学实验教材是教育部委托北京师范大学、中国科学院数学研

究所、人民教育出版社、北京师范学院、北京景山学校等单位组成的领导小组
组织“中学数学实验教材编写组”，根据美国加州大学伯克利分校数学系项武
义教授的《关于中学实验数学教材的设想》编写的．第一版印出后，由教育部
实验研究组和有关省市实验研究组指导在北京景山学校、北京师院附中、上海
大同中学、天津南开中学、天津十六中学、广东省实验中学、华南师院附中、长
春市实验中学等校试教过两遍，在这个基础上编写组吸收了实验学校老师们的
经验和意见，修改成这一版《中学数学实验教材》，正式出版，内部发行，供中
学选作实验教材，教师参考书或学生课外读物．在编写和修订过程中，项武义
教授曾数次详细修改过原稿，提出过许多宝贵意见．
本教材虽然试用过两遍，但是实验基础仍然很不够，这次修改出版，目的

是通过更大范围的实验研究，逐步形成另一套现代化而又适合我国国情的中学
数学教科书．在实验过程中，我们热忱希望大家多提意见，以便进一步把它修
改好．

中学数学实验教材编写组
一九八一年三月
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第一章 函数的极限和连续函数的性
质

第一节 函数的极限

一、函数极限的概念

在第四册下，我们研究了数列的极限，数列是一种特殊的函数，这里的自
变数 n 取自然数列 1, 2, 3, . . . , n, . . . 的值，现在我们来研究更一般的情形，即
函数 f(x) 随 x 连续变化而变化的情形，下面转到一般函数的极限．

定义 1

如果 x 通过任何一个无限增大的数列 {xn}, 对应的函数值数列
f(x1), f(x2), . . . , f(xn), . . . 都以定数 ℓ 为它的极限，就说函数 f(x), 当
x→ +∞ 时，以 ℓ 为极限，记作

lim
x→+∞

f(x) = ℓ 或 f(x) → ℓ (x→ +∞) (1.1)

从几何上看，极限式 (1.1) 表示随着 x 无限增大，曲线 y = f(x) 以直线 ℓ

为渐近线（图 1.1）．
类似地，可以定义函数极限 lim

x→−∞
f(x) = ℓ, 这时，变量 x 通过代数值无

限地变小，而绝对值无限地增大的任何一个数列 {xn}．
如果函数 f(x) 当 x→ +∞ 和 x→ −∞ 时，都以定值为极限，就说 f(x)

当 x→ ∞ 时，以定值 ℓ 为极限，记作 lim
x→∞

f(x) = ℓ, 或者 f(x) → ℓ (x→ ∞)．

例 1.1 证明 lim
x→∞

1

x
= 0

证明：任何数列 {xn} 的值 x1, x2, . . . , xn, . . . 趋向于 +∞ 或 −∞ 时，对应的

1



2 第一章 函数的极限和连续函数的性质

x

y

y = ℓ

O

图 1.1

函数数列
1

x1
,
1

x2
, . . . ,

1

xn
, . . .

的绝对值
∣∣∣∣ 1xn

∣∣∣∣ 便趋向于零，即
lim
n→∞

∣∣∣∣ 1xn
∣∣∣∣ = 0

从而 lim
x→∞

1

x
= 0

例 1.2 证明函数 sinx, 当 x→ ∞ 时，没有极限．

证明：令自变量 x取数列 xn = −π
2
+2nπ (n = 1, 2, 3, . . .)的值趋向 +∞，则

对应的函数值数列

sinxn = sin
(
−π
2
+ 2nπ

)
= sin

(
−π
2

)
= −1 (n = 1, 2, 3, . . .).

恒取定值 −1, 于是

lim
n→∞

sinxn = lim
n→∞

sin
(
−π
2
+ 2nπ

)
= −1

再令自变量 x 取数列

xn =
π

2
+ 2nπ (n = 1, 2, 3, . . .)

的值趋向于 +∞, 则对应的函数值数列

sinxn = sin
(π
2
+ 2nπ

)
= 1 (n = 1, 2, 3, . . .)
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恒取定值 1, 于是

lim
n→∞

sinxn = lim
n→∞

sin
(π
2
+ 2nπ

)
= 1

由于 x 取趋向 +∞ 的两个不同数列时，y = sinx 可以有不同的极限，因此
lim
x→∞

sinx 不存在．

定义 2

设函数 f(x) 在点 a 附近有定义（但在 x = a 时，可以没有定义），如果
当自变量 x不论通过怎样一个以 a为极限但始终不等于 a的数列 {xn},
对应的函数值数列 f(x1), f(x2), . . . , f(xn), . . . 总有极限 ℓ, 就说：
当 x 趋近于 a 时，f(x) 以 ℓ 为极限，记作

lim
x→a

f(x) = ℓ, 或 f(x) → ℓ (x→ a) (1.2)

极限式 (1.2) 的几何意义如图 1.2 所示：当 x 无限地靠近 a，但总不能等
于 a 时，曲线 y = f(x) 上的点 (x, f(x)) 无限地近 (a, ℓ) 点．

x

y

O

y = f(x)

a

(a, ℓ)

(x, f(x))
(x, f(x))

图 1.2

初学的人常常要问：为什么在定义中谈到 x 趋近于 a 时，要限制 x 始终
不等于 a 呢？这是因为我们关心的是函数 f(x) 在 a 附近的变化趋势，它和函
数 f(x) 在 x = a 这一点的值没有什么必然关系，这也就是说，无论 f(x) 在点
a 取什么值甚至没有定义，都不影响在这一点的极限的存在和极限值．

例 1.3 设 f(x) =
3

4
· x

2 − 1

x− 1
，x ∈ (−∞, 1) ∪ (1,+∞)，求 lim

x→1
f(x)

解： f(x) =
3

4
· x

2 − 1

x− 1
在 x = 1 时无意义，因为那时分母就变成零，因此，这

里没有函数值 f(1), 曲线 y = f(x) 也没有相应于横坐标为 1 的那个点，但是
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让 x 任意地趋近于 1 是完全可以的，若 x 6= 1, 则有

f(x) =
3

4
· (x− 1)(x+ 1)

x− 1
=

3

4
(x+ 1)

因此，不论 x通过怎样一个以 1为极限的数列 {xn},对于相应的数列 {f(xn)},
我们都有

lim
xn→1

f(xn) =
3

4
(1 + 1) =

3

2

从几何上看，曲线 y = f(x) 除去点
(
1, 1

1

2

)
外是与直线 y =

3

4
(x+ 1) 一

致的，唯独在那一点，曲线有个空隙，而在 x = 1 的邻近的点只要充分接近于
点 1, 所对应的函数值与 3

2
的差的绝对值可以任意小，如图 1.3．

x

y

1

1

2

2

3

3O

(
1, 1 1

2

)
y =

3

4
· x

2 − 1

x− 1

图 1.3

例 1.4 证明当 x→ 0 时，函数 f(x) = sin 1

x
没有极限．

证明：函数 f(x) = sin 1

x
对于一切 x 6= 0的值有定义，因此这个函数在点 x = 0

的领域内有定义．

当 x 取数列 {xn} =

ß
2

(2n+ 1)π

∣∣∣n = 1, 2, 3, . . .

™
的值而趋于零时，数列ß

1

xn

™
相应的值是

3π

2
,
5π

2
,
7π

2
, . . . , (2n+ 1)

π

2
, . . .

此时数列
ß

sin 1

xn

™
便交替地取 −1 和 +1 这两个数值，换言之

sin 1

xn
= (−1)n, n = 1, 2, 3, . . .
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因此，当 n→ ∞ 时，数列
ß

sin 1

xn

™
不趋于任何极限值．这就证明了当 x→ 0

时，函数 f(x) = sin 1

x
的极限不存在．

函数的图象大致如图 1.4 所示．曲线关于原点对称，在包含原点的每一个
对称邻域 (−δ, δ) 内，曲线 y = sin 1

x
在原点的邻近作无数次振动，且曲线的振

幅恒为 1, 虽将原点的邻域的长缩小，也不能减少振动的次数．

x

y

y = 1

y = −1

12

π

图 1.4

上面是用数列的极限来说明函数的极限，其实我们也可以直接定义函数极
限．

定义 3

如果函数 f 在点 a 邻域上有定义（可能去掉点 a 本身），使得当 0 <

|x− a| < δ 时，就有 |f(x)− ℓ| < ε, 那么就说 ℓ 为当 x 趋近于 a 时，函
数 f 在点 a 的极限值．

我们对这个定义需要说明以下几点：

1. 用定义 3 验证某数 ℓ 是函数 f 在点 a 的极限的办法就是对于任给的
ε > 0, 要找到这样的正数 δ 使得能够由不等式 |x − a| < δ 推出不等式
|f(x)− ℓ| < ε，虽然 ε 是任意的正数，但是在找 δ 的过程中，ε 是固定不
变的，δ 依赖于 ε．

2. 对于已给的 ε, 只要证明有一个 δ > 0 存在就行．因为如果有一个 δ 存在，
把 δ 再缩小一些，显然仍满足我们的要求．

3. 不等式 |x − a| > 0 只是说明 x 6= a, 即把 x 等于 a 的情况去掉，这是因
为我们关心的是函数 f 在点 a 附近的变化趋势，而和函数在 x = a 这点
的值无关．
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4. 我们指出定义 2 和定义 3 是等价的．

例 1.5 用定义 3 证明 lim
x→1

x3 − 1

x− 1
= 3

证明：任给 ε > 0, 要找 δ > 0, 使由 0 < |x − 1| < δ 推出
∣∣∣∣x3 − 1

x− 1
− 3

∣∣∣∣ < ε 成

立．
当 x 6= 1 时，∣∣∣∣x3 − 1

x− 1
− 3

∣∣∣∣ = |(x2 + x+ 1)− 3|

= |(x− 1)(x+ 2)| = |x− 1| · |x− 2|

要由 |x− 1| · |x+ 2| < ε 找 δ，显然，这里因子 |x+ 2| 引起了麻烦．为方
便起见，先假定 0 < |x− 1| < 1，即取 δ1 = 1，这样

0 < |x− 1| < 1 → |x+ 2| = |(x− 1) + 3| ≤ |x− 1|+ 3 < 4

因此，要使  0 < |x− 1| < 1

|x− 1| · |x+ 2| < ε

只须  0 < |x− 1| < 1

4|x− 1| < ε
→

 0 < |x− 1| < 1

|x− 1| < ε

4

由此可见，只须取 δ = min
(
1,
ε

4

)
，即取 δ 为 1 与 ε

4
中的较小者．

∴ 对于任意 ε > 0，取 δ = min
(
1,
ε

4

)
，则当 0 < |x− 1| < δ 时，即有∣∣∣∣x3 − 1

x− 1
− 3

∣∣∣∣ < ε

这也就证明了

lim
x→1

x3 − 1

x− 1
= 3

例 1.6 证明 lim
x→a

√
x =

√
a (a > 0)

证明：对于任意的 ε > 0, 我们必须找到一个 δ > 0, 使得当 |x − a| < δ 时，
|
√
x−

√
a| < ε 成立，因为

|
√
x−

√
a| = |x− a|√

x+
√
a
<

|x− a|√
a
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所以要使
|x− a|√

a
< ε，只须 |x− a| <

√
aε

如果取 δ =
√
aε，则

|x− a|√
a

<

√
aε√
a

= ε 因此，对于任意 ε > 0，取

δ =
√
aε，则当 |x− a| < δ 时，就有 |

√
x−

√
a| < ε 成立．这也就证明了

lim
x→a

√
x =

√
a (a > 0)

有时虽然 f(x) 在某点的左边（或右边）没有定义，如图 1.5 中的 a, b 两
点，我们也可以谈论 f 在点 a 或点 b 两点的极限，譬如对于所有小于 a 的数，
f 虽然没有定义，但是我们可以考察，当 x 从 a 的右侧趋近于 a 时，函数 f

的变化趋势，也就是考察 f 的单边极限是否存在．

x

y

y = f(x)

a bO

图 1.5

定义

设 f(x) 在区间 (a, b) 上有意义，如果任给 ε > 0, 总存在某个 δ > 0 使
得当 x ∈ (a, a+ δ) 时，总有 |f(x)− ℓ| < ε，我们就说函数 f 在点 a 以
ℓ 为右极限，记作：

lim
x→a+

f(x) = ℓ

类似地，可以定义左极限，只需把开区间 (a, a+ δ) 换成 (b− δ, b) 就行了，
并记作

lim
x→b−

f(x) = ℓ

例 1.7 设函数 f(x) =

 x− 1, x ≤ 1

x+ 1, x > 1
求 lim

x→1−
f(x) 和 lim

x→1+
f(x)
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x

y

1
2

1O

y = x− 1

y = x+ 1

图 1.6

x

y

−2 −1 1 2 3

−2

−1

1

2

O

图 1.7

解：

lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

(x− 1) = 0

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

(x+ 1) = 2

图 1.6 显示了上面的结果．

例 1.8 函数 y = [x] 代表不超过 x 的最大整数，即若 n ≤ x < n+ 1，n ∈ Z，
则 y = [x] = n．（图 1.7）

求 lim
x→2+

[x]

x
, lim

x→2−

[x]

x

解：显然，当 x = 2 时，
[x]

x
=

[2]

2
=

2

2
= 1, 又

[x]

x
=


1

x
, x ∈ (1, 2)

2

x
, x ∈ (2, 3)

所以

lim
x→2+

[x]

x
= lim

x→2+

2

x
= 1

lim
x→2−

[x]

x
= lim

x→2−

1

x
=

1

2

下面的命题说明函数的极限与函数的单边极限的关系：
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定理

极限 lim
x→a

f(x) 存在的必要和充分条件是左极限 lim
x→a−

f(x) 和右极限
lim

x→a+
f(x) 都存在，并且二者相等．

证明：必要性
如果 lim

x→a
f(x) = ℓ,就是说任给 ε > 0,总存在 δ > 0,使得当 0 < |x−a| < δ,

即当 x ∈ (a− δ, a)∪ (a, a+ δ) 时，有 |f(x)− ℓ| < ε．换言之，当 x ∈ (a− δ, a)

和 x ∈ (a, a+ δ) 时，都有 |f(x)− ℓ| < ε，因此

lim
x→a−

f(x) = ℓ, lim
x→a+

f(x) = ℓ

充分性
如果 lim

x→a−
f(x) = ℓ 且 lim

x→a+
f(x) = ℓ, 那么总存在 δ1 > 0, 使得当 x ∈

(a− δ1, a) 时，有 |f(x)− ℓ| < ε．
又存在 δ2 > 0, 使得当 x ∈ (a, a+ δ2) 时，有 |f(x)− ℓ| < ε．
取 δ = min(δ1, δ2)，于是当 x ∈ (a− δ, a+ δ) 时，有 |f(x)− ℓ| < ε．这就

是说：
lim
x→a

f(x) = ℓ

例 1.9 说明 lim
x→3

|x− 3|
x− 3

是否存在？

解：

|x− 3| =

 x− 3, x > 3

3− x, x < 3

lim
x→3−

|x− 3|
x− 3

= lim
x→3−

3− x

x− 3
= lim

x→3−
(−1) = −1

lim
x→3+

|x− 3|
x− 3

= lim
x→3+

x− 3

x− 3
= lim

x→3+
(1) = 1

∵ lim
x→3−

|x− 3|
x− 3

6= lim
x→3+

|x− 3|
x− 3

∴ lim
x→3

|x− 3|
x− 3

不存在．

二、函数值趋于无穷大

如果函数 f 在点 a 的邻域上有定义（可能去掉点 a 本身）对于无论多
么大的正数 G, 总存在一个够小的正数 δ, 使得当 0 < |x − a| < δ 时，就有
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|f(x)| > G, 那么就说当 x 趋于 a 时，函数 f(x) 趋于无穷大，记作

lim
x→a

f(x) = ∞

例 1.10 求证 lim
x→0

1

x
= ∞

证明：设 G 是任意给定的正数，我们要求出一个 δ > 0, 使得当 |x| < δ 时，

|f(x)| =
∣∣∣∣1x
∣∣∣∣ > G．

事实上，要使
1

|x|
> G, 只须 0 < |x| < 1

G
．取 δ =

1

G
, 于是当 |x| < δ 时，

就有
1

|x|
> G 因此，

lim
x→0

1

x
= ∞

例 1.11 证明当 x→ 0 时，函数 f(x) =
1

x
sin 1

x
(x 6= 0) 不趋于无穷大．

证明：如果自变量 x 取数列 {xn} =

ß
2

(2n+ 1)π

∣∣∣n = 1, 2, 3, . . .

™
的值趋于 0

时，sin 1

x
在原点的任意邻域内无限次交替地取 −1, 1 这两个值，对于这些值，

|f(x)| = 1

x
=
π

2
(2n+ 1) 趋于无穷大．

但是当 x取数列 {x} =

ß
1

nπ

∣∣∣n = 1, 2, 3, . . .

™
的值趋于 0时，由于 sin 1

x
=

sin(nπ) = 0, 故对于这些值， lim
x′
n→0

f(x) = 0.

可见在原点的邻近不存在这样的 δ > 0, 使得当 |x| < δ 时，|f(x)| > G, 因
此，当 x→ 0 时，f(x) =

1

x
sin 1

x
(x 6= 0) 不趋于无穷大．

y = f(x) 的图象位于两条双曲线 xy = ±1 之间，且在原点的邻近作无限
多次振动，越靠近原点，曲线的振幅越大（图 1.8）.

如果对于任何 G > 0, 存在 δ > 0, 当 0 < |x− a| < δ 时，有 f(x) > G, 就
说当 x→ a 时，函数 f(x) 趋于正无无穷大，记作

lim
x→a

f(x) = +∞

如果对于任何 G > 0, 存在 δ > 0, 当 0 < |x − a| < δ 时，有 f(x) < −G,
就说当 x→ a 时，函数 f(x) 趋于负无穷大，记作

lim
x→a

f(x) = −∞
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x

y

图 1.8

例如，我们有：

lim
x→0

1

x2
= +∞, lim

x→0

(−1)

x2
= −∞

类似地，我们可以定义：

lim
x→a−

f(x) = +∞, lim
x→a+

f(x) = +∞, lim
x→a−

f(x) = −∞, lim
x→a+

f(x) = −∞

的含义，这里不再写出．建议读者将这些定义严格地写出来．
例如，我们有：

lim
θ→π+

2

tan θ = +∞, lim
θ→π−

2

tan θ = −∞

lim
x→0+

loga x = −∞ (a > 1), lim
x→0+

loga x = +∞ (0 < a < 1)

练习

1. 用函数极限定义证明：

(a) lim
x→∞

1

2x+ 1
= 0

(b) lim
x→2

x2 = 4

(c) lim
x→−1

x− 3

x2 − 9
=

1

2

(d) lim
x→1

1

x2
= 1

(e) lim
x→1

x3 − x

x− 1
= 2
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2. 说明： lim
x→3

x

x2 − 9
= ∞

3. 下面极限是否存在？

(a) lim
x→1

2x|x− 1|
x− 1

(b) lim
x→3

[x]2 − 9

x2 − 9

三、函数极限算法定理

函数的极限算法定理与数列的极限算法定理类似，因为所谓 lim
x→a

u(x) = A,
lim
x→a

v(x) = B的意思就是对于任何一个各项都不同于 a并且以 a为极限的数列
xn → a,便有函数值数列 {u(xn)}, {v(xn)},并且 lim

n→∞
u(xn) = A, lim

n→∞
v(xn) =

B, 因此，根据第四册下第三章的定理就可以直接得到相应的结果．现在给出函
数的极限运算定理如下：

定理

设 lim
x→a

u(x) = A, lim
x→a

v(x) = B，那么

1. lim
x→a

[u(x) + v(x)] = lim
x→a

u(x) + lim
x→a

v(x)

2. lim
x→a

[u(x) · v(x)] = lim
x→a

u(x) · lim
x→a

v(x)

3. lim
x→a

[c · u(x)] = c · lim
x→a

u(x)

4. lim
x→a

u(x)

v(x)
=

lim
x→a

u(x)

lim
x→a

v(x)

只要 v(x) 恒不为 0，而且 lim
x→a

v(x) 6= 0

5. lim
x→a

n

»
u(x) = n

√
lim
x→a

u(x)

6. 如 lim
x→a

u(x) = A = lim
x→a

v(x)，而 |x−a| < δ时，u(x) < f(x) < v(x)，
则：

lim
x→a

f(x) = A

即：如果 u(x) 与 v(x) 趋向同一极限 A，且 f(x) 在 u(x) 与 v(x)

之间，那么，f(x) 便也趋向那个极限 A．

现在只有 5 需要补证．
设 lim

x→a
u(x) = A > 0, 则根据函数极限定义：对于 ε =

A

2
> 0, 存在 δ > 0，
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使得 0 < |x− a| < δ 时，有

u(x) >
A

2
> 0 (1.3)

于是，
n

»
u(x)− n

√
A =

u(x)−A∑n
k=1[u(x)]

n−k
n A

k−1
n

由 (1.3) 式

[u(x)]
n−k
n >

(
A

2

)n−k
n

故

n∑
k=1

[u(x)]
n−k
n A

k−1
n >

n∑
k=1

(
A

2

)n−k
n

A
k−1
n

= A
n−1
n

n∑
k=1

(
1

2

)n−k
n

= A
n−1
n


(
1

2

)n−1
n

+

(
1

2

)n−2
n

+ · · ·+
(
1

2

) 1
n

+ 1


= A

n−1
n


1−

(
1

2

)n−1
n

·
(
1

2

) 1
n

1−
(
1

2

) 1
n


= A

n−1
n ·

1

2

1−
(
1

2

) 1
n

=
A

n−1
n

2− 2
n−1
n

∴
∣∣∣ n
√
u(x)− n

√
A
∣∣∣ < |u(x)−A| · 2− 2

n−1
n

A
n−1
n

由题设 lim
x→a

u(x) = A，而
2− 2

n−1
n

A
n−1
n

是一个与 x 无关的常数，所以

lim
x→a

n

»
u(x) =

n
√
A = n

√
lim
x→a

u(x)

下面我们来证明两个重要极限公式，为此先介绍一个引理．
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引理

对于任意实数 θ, 都有 | sin θ| ≤ |θ|

证明：由于对于任意实数．有 | sin θ| ≤ 1, 那么仅考虑 θ ∈ (0, π/2) 即可．

在单位圆 O 上（图 1.9），截取弧 P̆0M 使弧长 |P̆0M | 等于 θ, 其中 P0 和
M 分别有坐标 (1, 0) 和 (x, y), 于是

sin θ = y <
»
y2 + (1− x)2 = |P0M | < |P̆0M | = θ

显然，当 θ = 0 时，有 sin θ = θ. 因此

| sin θ| ≤ |θ|, θ ∈ (0, π/2)

如果 −π/2 < θ < 0, 则仍有 |MN | < P̆0M，于是

| sin θ| < |θ|, θ ∈ (−π/2, 0)

如果 |θ| ≥ π/2, 则因为 π/2 > 1 与 | sin θ| ≤ 1, 而同样地也得到 | sin θ| <
|θ|.
因此，对于一切 θ 6= 0的值，有 | sin θ| < |θ|; 当 θ = 0时，有 | sin θ| = |θ|．

x

y

M(x, y)

P0(1, 0)NO

图 1.9

x

y C

A(1, 0)B

D

O

θ

图 1.10

定理

lim
θ→0

sin θ
θ

= 1, lim
θ→0

cos θ − 1

θ
= 0

证明：让我们先证明 lim
θ→0

sin θ
θ

= 1．由图 1.10 容易看出：
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假定 θ 的单位是弧度，于是：

4OBD的面积 =
1

2
OB ·BD =

1

2
cos θ · sin θ

4OAC的面积 =
1

2
OA ·AC =

1

2
· 1 · tan θ

扇形 OAD 的面积 =
1

2
OA · ÃD =

1

2
· 12 · θ

假如角是用 180 等分平角的“度”作为单位，则扇形面积就是 1

2
· 1 · π

100
θ．

因为上述扇形是夹在 4OBD 和 4OAC 之间，所以

1

2
cos θ sin θ < 1

2
θ <

1

2
tan θ = 1

2

sin θ
cos θ (1.4)

即有，若 0 < θ <
π

2
，则

cos θ < sin θ
θ

<
1

cos θ (1.5)

注意到：sin(−θ) = − sin θ 和 cos(−θ) = cos θ, 不等式 (1.5) 也蕴含，若 −π
2
<

θ < 0, 则

cos(−θ) < sin(−θ)
−θ

<
1

cos(−θ) (1.6)

将不等式 (1.5) 和 (1.6) 合并为，若 0 < |θ| < π

2
，则

cos θ < sin θ
θ

<
1

cos θ (1.7)

又因为

0 ≤ |1− cos θ| =
∣∣∣∣2 sin2 θ

2

∣∣∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣sin θ2
∣∣∣∣ < |θ|

从而

0 ≤ lim
θ→0

|1− cos θ| ≤ lim
θ→0

|θ| = 0

所以

lim
θ→0

|1− cos θ| = 0

即：lim
θ→0

cos θ = 1 由 (1.7) 知被夹逼在两者之间的 sin θ
θ
极限值也就一定是 1

了！
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以 lim
θ→0

sin θ
θ

= 1 为基础，则：

lim
θ→0

cos θ − 1

θ
= lim

θ→0


−2

(
sin θ

2

)2

θ


= lim

θ→0

(
− sin θ

2

) sin θ
2

θ

2

= lim
θ→0

(
− sin θ

2

)
· lim
θ→0

sin θ
2

θ

2

= 0 · 1 = 0

例 1.12 求： lim
x→2

x2 + 3x− 10

3x2 − 5x− 2
, lim

x→0

3
√
1 + x2 − 1

x2

解：如果应用前面的定理去分别求两式中的分子、分母的极限时，其分子、分
母的极限值均为零，即我们得到

0

0
的不定形式．我们通常要对原代数式变形，

找出分子、分母中具有 x− a 的因子，消去 x− a 的公共因子，一般问题就可
解决．

lim
x→2

x2 + 3x− 10

3x2 − 5x− 2
= lim

x→2

(x+ 5)(x− 2)

(3x+ 1)(x− 2)

= lim
x→2

x+ 5

3x+ 1

=
2 + 5

3× 2 + 1
= 1

lim
x→0

3
√
1 + x2 − 1

x2
= lim

x→0

(1 + x2)− 1

x2
(

3
√
(1 + x2)2 + 3

√
1 + x2 + 1

)
= lim

x→0

1
3
√
(1 + x2)2 + 3

√
1 + x2 + 1

=
1

3

例 1.13 求： lim
x→0

cosx− 1

x2
, lim

x→π

sinmx
sinnx (m,n ∈ N)
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解：

lim
x→0

cosx− 1

x2
= lim

x→0

−2
(

sin x
2

)2
x2

=
−2

22
lim
x→0

sin x
2

x

2

· lim
x→0

sin x
2

x

2

=

(
−1

2

)
· 1 · 1 = −1

2

由三角函数诱导公式易知

sinm(π − x) = sin(mπ −mx) = (−1)m−1 sinmx

同样得到

sinn(π − x) = (−1)n−1 sinnx

因此：

(−1)m−n sinmx
sinnx =

sinm(π − x)

sinn(π − x)

两边乘以 (−1)m−n，得

sinmx
sinnx = (−1)m−n sinm(π − x)

sinn(π − x)

设 y = π − x, 则当 x→ π, 有 y → 0, my → 0, ny → 0. 因此：

lim
x→π

sinmx
sinnx = lim

y→0
(−1)m−n sinmy

sinny

= (−1)m−n lim
y→0

(
m

n
· sinmy

my
· ny

sinny

)
= (−1)m−n · m

n
· 1 · 1 = (−1)m−nm

n

例 1.14 由条件 lim
x→−∞

(√
x2 − x+ 1− ax− b

)
= 0，求出 a, b 的值．

解： ∵ lim
x→−∞

(√
x2 − x+ 1− ax− b

)
= 0, lim

x→−∞

1

x
= 0

∴ lim
x→−∞

(√
x2 − x+ 1− ax− b

)
· 1
x
= 0

即：

lim
x→−∞

(√
x2 − x+ 1

x
− a− b

x

)
= 0
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又因为：当 x < 0 时，

√
x2 − x+ 1 =

 
x2
(
1− 1

x
+

1

x2

)
= −x

…
1− 1

x
+

1

x2

所以上式可写成

lim
x→−∞

(
−
…
1− 1

x
+

1

x2
− a− b

x

)
= 0

即：−1− a− 0 = 0 → a = −1

代入原条件，得

lim
x→−∞

(√
x2 − x+ 1 + x− b

)
= 0

即：

b = lim
x→−∞

(√
x2 − x+ 1 + x

)
= lim

x→−∞

x2 − x+ 1− x2√
x2 − x+ 1− x

= lim
x→−∞

−x
(
1− 1

x

)
−x
(…

1− 1

x
+

1

x2
+ 1

)

= lim
x→−∞

1− 1

x…
1− 1

x
+

1

x2
+ 1

=
1

2

∴ a = −1, b =
1

2
为所求．

练习

1. 说明当 x→ ∞ 时，函数 x5 − 4

x3 + x
的变化趋势．

2. 求极限
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(a) lim
x→0

(x+ 2)2

x2 + 4

(b) lim
x→2

x2 − 4

x− 2

(c) lim
x→2

5x2 + x− 8

x2 − 4

(d) lim
x→0

(4x3 − 3) (1− 2x)

7x3 − 6x+ 4

(e) lim
x→∞

3x5

x5 − x2 + 1

(f) lim
x→∞

(x2 − 5) (x2 + 7)

x4 + 35

(g) lim
x→3

x2 − 8x+ 15

x2 − 7x+ 12

(h) lim
x→−3

x2 − 9

x2 + 9x+ 18

(i) lim
x→−1

x (x2 + 4x+ 3)

x3 + 3x2 + 5x+ 3

(j) lim
x→1

x3 + x2 − 2

x4 + 2x2 − 2x− 1

(k) lim
x→∞

x+ sinx
2x+ 5

(l) lim
x→0

(1 + x)5 − (1 + 5x)

x2 + x5

(m) lim
x→0

(1 +mx)n − (1 + nx)m

x2
(m,n ∈ N)

(n) lim
x→1

x2 + x4 + · · ·+ x2n − n

x− 1

3. 求极限

(a) lim
x→0+

√
3x

(b) lim
x→1−

√
1− x

(c) lim
x→3−

3[x]

(d) lim
x→1+

[x+ 3]

(e) lim
x→−3+

(
1 +

√
x+ 3

)
(f) lim

x→4−

(√
4− x+ [x− 1]

)
(g) lim

x→1+

2x|x− 1|
x− 1

(h) lim
x→4−

([x]− x)

(i) lim
x→0+

b

x

[x
a

]
(a > 0, b > 0)

(j) lim
x→0+

x

a

[
b

x

]
(a > 0, b > 0)

4. 求极限
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(a) lim
x→1

1− x√
1− x2

;

(b) lim
x→1

1−
√
x

1− x
;

(c) lim
x→1

(2x− 3)(
√
x− 1)

2x2 + x− 3

(d) lim
x→2

x− 2√
x2 − 2−

√
2

(e) lim
t→+∞

(
√
1 + t−

√
t);

(f) lim
x→+∞

√
x(
√
x+ a−

√
x)

(g) lim
x→5

√
x− 1− 2

x− 5
;

(h) lim
x→0

3
√
1 + x− 3

√
1− x

x

(i) lim
x→1

4x+
√
x− 1

2x−
√
x+ 1

(j) lim
x→1

x− 1√
x2 − 1 +

√
x− 1

(k) lim
x→a

√
x− a+

√
x−

√
a√

x2 − a2

(l) lim
x→−∞

x− 2√
x2 − 4x+ 3

(m) lim
x→−∞

[
2(x− 1)2√
4x2 + 2x+ 1

+ x

]

(n) lim
x→+∞

(√
x+
»
x+

√
x−

√
x

)
(o) lim

x→+∞
x
(√

x2 + 2x− 2
√
x2 + x+ x

)

5. (a) f(x) =


0, x > 1

1, x = 1

x2 + 2, x < 1

求 f(x) 在 x = 1 的左右极限．

(b) f(x) =

 x sin 1

x
, x > 0

1 + x2, x < 0

求 f(x) 在 x = 0 的左右极限．

(c) lim
x→3

[x]2 − 9

x2 − 9
是否存在？

(d) lim
x→0

x

|x|
是否存在？

6. 若 0 < x <
π

2
，求证：

(a) tanx > x (b) x− x2

4
< sinx < x

7. 求极限
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(a) lim
x→0

sin ax
x

(b) lim
x→0

sin 7x

4x

(c) lim
θ→0

sec 2θ sin θ
θ

(d) lim
θ→0

tan θ
θ

(e) lim
t→0

15t

tan 6t

(f) lim
x→0

tan 2x

sin 7x

(g) lim
θ→0

tan θ − sin θ
θ2

(h) lim
x→0

cscx− cotx
x

(i) lim
x→0

sin2 x

2
x2

(j) lim
x→π

sinx
π − x

(k) lim
x→1

1 + cosπx
tan2 πx

(l) lim
x→π

4

tan 2x tan
(π
4
− x
)

(m) lim
x→1

(1− x) tan πx
2

(n) lim
x→0

sinmx
sinnx

(o) lim
x→0

x+ sinx
x+ 2 sinx

(p) lim
x→0

√
cosx− 1

x2

四、数 e

我们在这里要利用数列的极限来定义一个新的数，这一个数不论对于分析
本身或者对于它的应用来说都是非常重要的．

考虑数列 an =

(
1 +

1

n

)n

, n = 1, 2, 3, . . . 的极限．

首先我们计算一下数列 {aN} 的数值：

a1 = 2.0 a2 = 2.250 a3 = 2.370 a4 = 2.441

a5 = 2.488 a6 = 2.522 a7 = 2.546 a8 = 2.565

· · · a256 = 2.712 · · · a1024 = 2.717

观察这一串数，我们会猜测这个数列是递增的，可能收敛于一个极限值，现
在我们来证明这个猜想成立．

依牛顿二项式定理，即有

(
1 +

1

n

)n

= 1 + n · 1
n
+
n(n− 1)

1 · 2
· 1

n2
+
n(n− 1)(n− 2)

1 · 2 · 3
· 1

n3

+ · · ·+ n(n− 1)(n− 2) · · · [n− (n− 1)]

1 · 2 · 3 · · ·n
· 1

nn
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这个等式的右边的第二项等于 1，其它各项可以变换如下：
n(n− 1)

1 · 2
· 1

n2
=
n(n− 1)

n2
· 1

2!

=

(
1− 1

n

)
· 1

2!

n(n− 1)(n− 2)

1 · 2 · 3
· 1

n3
=
n(n− 1)(n− 2)

n3
· 1

3!

=

(
1− 1

n

)
·
(
1− 2

n

)
· 1

3!

· · · · · · · · ·
n(n− 1)(n− 2) · · · [n− (n− 1)]

1 · 2 · 3 · · ·n
· 1

nn
=
n(n− 1)(n− 2) · · · [n− (n− 1)]

nn
· 1

n!

=

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(
1− n− 1

n

)
· 1

n!

其中 n! = 1 · 2 · 3 · · ·n．因此：(
1 +

1

n

)n

= 1 + 1 +

(
1− 1

n

)
1

2!
+

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· 1

3!

+ · · ·+
(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(
1− n− 1

n

)
· 1

n!

(1.8)

用 n+ 1 代替 n 代入此公式，求出：(
1 +

1

n+ 1

)n+1

= 1 + 1 +

(
1− 1

n+ 1

)
1

2!
+

(
1− 1

n+ 1

)(
1− 2

n+ 1

)
· 1

3!

+ · · ·+
(
1− 1

n+ 1

)(
1− 2

n+ 1

)
· · ·
(
1− n

n+ 1

)
· 1

(n+ 1)!

(1.9)

(1.9) 的展开式项数比 (1.8) 的展开式的项数多一项，此外 (1.9) 的展开式各项
由第三项起大于 (1.8) 的展开式对应项，这是因为

1− 1

n+ 1
> 1− 1

n
, 1− 2

n+ 1
> 1− 2

n
, . . . , 1− n− 1

n+ 1
> 1− n− 1

n

所以 (
1 +

1

n+ 1

)n+1

>

(
1 +

1

n

)n

这就是说数列 an =

(
1 +

1

n

)n

, n = 1, 2, 3, . . . 是递增的．

但是由等式 (1.8) 可知(
1 +

1

n

)n

< 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!
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又因为
1

1 · 2 · 3
<

1

22
,

1

1 · 2 · 3 · 4
<

1

23
, . . . ,

1

1 · 2 · 3 · · ·n
<

1

2n−1

所以： (
1 +

1

n

)n

< 2 +
1

2
+

1

22
+ · · ·+ 1

2n−1

但是由第二项起的级数总和小于
1
2

1− 1
2

= 1，所以：

(
1 +

1

n

)n

< 2 +

1

2

1− 1

2

= 3

这就是说数列
ß(

1 +
1

n

)n™
是递增有上界的，所以它有极限，设它的极限用 e

表示，因而我们有数

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

这个数 e 是无理数，取它的十进小数到十五位，其值是

e = 2.718281328459045 · · ·

现在要把变数 n 推广到实数 x, 这是一个以后常要用到的重要极限．

定理

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e (x ∈ R)

证明：先证 lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x

= e

令 [x] = n，于是 n ≤ x < n+ 1，所以，当 x→ +∞ 时，n→ +∞，而且

1 +
1

n+ 1
< 1 +

1

x
≤ 1 +

1

n

根据指数函数的单调性和幂函数在 x > 0 半直线上的单调性，有：(
1 +

1

n+ 1

)n

≤
(
1 +

1

n+ 1

)x

<

(
1 +

1

x

)x

≤
(
1 +

1

n

)x

<

(
1 +

1

n+ 1

)n+1

因为：

lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)n+1

= lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)n(
1 +

1

n

)
= lim

n→+∞

(
1 +

1

n

)n

· lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)
= e
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lim
n→+∞

(
1 +

1

n+ 1

)n

= lim
n→+∞

(
1 +

1

n+ 1

)n+1

1 +
1

n+ 1

=

lim
n→+∞

(
1 +

1

n+ 1

)n+1

lim
n→+∞

(
1 +

1

n+ 1

) = e

所以

e ≤ lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x

≤ e

即： lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x

= e

当 x→ −∞ 时，令 x = −y，那么 y → +∞，这时(
1 +

1

x

)x

=

(
1− 1

y

)−y

=

(
y − 1

y

)−y

=

(
y

y − 1

)y

=

(
1 +

1

y − 1

)y

=

(
1 +

1

y − 1

)y−1(
1 +

1

y − 1

)
所以

lim
x→−∞

(
1 +

1

x

)x

= lim
y→+∞

(
1 +

1

y − 1

)y−1(
1 +

1

y − 1

)
= lim

y→+∞

(
1 +

1

y − 1

)y−1

· lim
y→+∞

(
1 +

1

y − 1

)
= e

综合上面两个结果，即得

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e

推论

lim
y→0

(1 + y)
1
y = e

事实上，令 x =
1

y
，当 y → 0 时，x→ ∞，于是：

lim
y→0

(1 + y)
1
y = lim

x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e
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练习

1. 求下面变量的极限：

(a) lim
x→∞

(
1 +

8

x

)x

(b) lim
y→0

(1 + y)
1
3
y

(c) lim
t→∞

(
1− 1

t

)t

(d) lim
t→∞

(
t

1 + t

)t

(e) lim
n→+∞

(
1 +

x

n

)n
(f) lim

n→+∞

(
1 +

1

n2

)n

(g) lim
x→+∞

(
2x+ 3

2x+ 1

)x+1

2. 证明：

(a) lim
x→∞

ax

x
= ∞ (b) lim

x→∞

ax

xa
= ∞

其中 a 为任意正常数．

第二节 函数的连续性

一、连续函数的概念

在第四册下，我们用数列的语言规定了函数 f 在点 a 连续的意义．现在用
ε− δ 语言来描述函数 f 在其定义域中的点 a 是连续的含义：

定义 1

函数 f 在其定义域 M 中的点 a 是连续的，如果对于每一个正数 ε, 有 a

的一个 δ 邻域 (a− δ, a+ δ), 使得对于定义域中满足 |x− a| < δ 的一切
x 值，不等式

|f(x)− f(a)| < ε

成立．

注意：在函数极限定义那里不要求 f(a)存在，所以特别注意要 x 6= a,现在，在
函数于某点 a连续的定义中，只盼 lim

x→a
f(x) = f(a),因此，保证 |f(x)−f(a)| < ε

成立的充分条件 |x− a| < δ 不再要求 x 6= a 了．
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对于一个在点 a 处连续的函数，有

lim
x→a

f(x) = f
(

lim
x→a

x
)
= f(a)

极限符号同函数符号可以改变次序或者说可以互换．

定义 2

如果函数 f(x) 在一个区间 (a, b) 的每一点都连续，我们就说，它在这个
区间 (a, b) 上连续．

函数也可以只在一点的一侧连续，当

lim
x→x+

0

f(x) = f(x0)

时，便说 f(x) 在 x0 的右侧连续；当

lim
x→x−

0

f(x) = f(x0)

时，便说 f(x) 在 x0 的左侧连续．显然，在一点的两侧都连续时，必在这点上
连续．
所谓函数 f(x)在闭区间 [a, b]上连续，除了它在 (a, b)内每一点都连续外，

在 a 点右侧连续，在 b 点左侧连续．
在一般自然现象中连续是常态，不连续则是在特殊情形的突变．例如，在

火箭的发射过程中，随着火箭的燃烧，质量逐渐变化，当每一级火箭烧尽时，该
级火箭的壳自行脱落，于是质量突然减小，质量变化如图 1.11 所示．所以，常
用的函数一般只有几个特别的点是不连续的：如果 f(x) 在 x = a 处不是连续
的，则称 a 为函数的间断点．对于左右极限存在的间断点叫第一类间断点，不
属于第一类间断点的叫第二类间断点．
例如 y = [x] 在所有的整数点 n 有第一类间断点；y = tanx 在 x = π/2

有第二类间断点．

例 1.15 设函数 f(x) =

 x, 0 ≤ x ≤ 1

2− x, 1 ≤ x ≤ 2

问在 x = 1 处是否连续？

解：在 x = 1处的两侧，函数的对应规则由不同的式子表示，所以研究在 x = 1

处函数是否连续，就需要从左右极限入手（图 1.12）．

lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

x = 1, lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

(2− x) = 1
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t 时间

M 质量

t0O

图 1.11

x

y

O 21

1

图 1.12

∴ lim
x→1

f(x) = 1

又 f(1) = 1, 故有 lim
x→1

f(x) = f(1), 即 f(x) 在 x = 1 处是连续的．

例 1.16 函数 f(x) = x sin 1

x
在 x = 0 处是否连续？如不连续，是第几类间断

点？

解：函数 f 只在 x = 0没有定义，故 f 在 x = 0处间断，它的定义域是 R−{0}.

因为
∣∣∣∣sin 1

x

∣∣∣∣ ≤ 1，从而：

0 <

∣∣∣∣x sin 1

x

∣∣∣∣ ≤ |x|

0 ≤ lim
x→0

∣∣∣∣x sin 1

x

∣∣∣∣ ≤ lim
x→0

|x| = 0

lim
x→0

x sin 1

x
= 0

所以，f 在 x = 0 处左、右极限存在，这就是说 x = 0 是第一类间断点，它的
图象大致如图 1.13 所示．

如果把上面的函数 f 加以扩充，即我们定义一个新函数 g:

g(x) =

 x sin 1

x
, x 6= 0

0, x = 0

那么我们便得到一个在 x = 0 处的连续函数．
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x

y
y = xy = −x

O 2

π

图 1.13

定义 3

lim
x→a

f(x) 存在，但不等于 f(a), 或者 f(a) 没有定义，则称 f 在 a 处有
可去间断点．

例 1.16 中的 x = 0 就是 f 的可去间断点．

由函数在某一点连续的概念可以直接导出连续函数的一个重要性质如下：

定理

若函数 f(x) 在 x = a 连续，且 f(a) > 0, 则存在一个 a 的 δ 邻域
(a− δ, a+ δ), 使得对于每一个 x ∈ (a− δ, a+ δ), f(x) 都是正的．

证明：因为 lim
x→a

f(x) = f(a) > 0, 所以对于 ε =
1

2
f(a), 必定存在一个 δ 使得

|x− a| < δ 时，有

f(x) > f(a)− 1

2
f(a) =

1

2
f(a) > 0

二、连续函数的运算

连续函数的概念是函数概念和极限概念一个自然结合，由本章函数极限算
法定理直接得出下面定理．
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定理 1

设 f 和 g 在 a 处连续，则

1. f ± g 在 a 处连续；

2. f · g 在 a 处连续；

3. 1

g
在 a 处连续（若 g(a) 6= 0）；

4. n
√
f 在 a 处连续（若 f(a) > 0）．

证明：

1. 因为 f 和 g 在 a 处连续，所以

lim
x→a

f(x) = f(a), lim
x→a

g(x) = g(a)

根据函数极限算法定理，得

lim
x→a

(f ± g)(x) = lim
x→a

[f(x)± g(x)] = lim
x→a

f(x)± lim
x→a

g(x)

= f(a)± g(a) = (f ± g)(a)

这正好就是断言 f + g 在 a 处连续．

2.

lim
x→a

(f · g)(x) = lim
x→a

f(x) · g(x) = lim
x→a

f(x) · lim
x→a

g(x)

= f(a) · g(a) = (f · g)(a)

即 f · g 在 a 处连续．

3. 由于 g(a) 6= 0, 又 g 在 a 处连续，根据定理，知道存在点 a 的 δ 邻域，使
得对于每一个 x ∈ (a− δ, a+ δ)，有 g(x) · g(a) > 0，因此

lim
x→a

1

g
(x) =

1

lim
x→a

g(x)
=

1

g(a)
=

1

g
(a)

4. 证明留给读者．

在第四册下，我们根据定理证明了一些基本初等函数在其定义域上到处连
续的命题，现在总结如下：
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命题 1

任何多项式函数到处连续．

命题 2

若 f 和 g 是两个多项式，g 6= 0, 那么有理函数 r = f/g, 除去 g 的零点
集合，函数 r 是有定义的，而且在其定义域上到处连续．

命题 3

n 次算术方根函数 n
√
x 在 [0,+∞) 上到处连续．

因为每一个无理数可以用两串有理数数列从左、右两方面去逼近它，同样
无理指数幂也可以用相应的有理指数幂去逼近它，我们用逼近法定义了无理指
数幂，从而把有理指数函数开拓为在实数域上到处连续的实指数函数，于是得
到下面的命题．

命题 4

指数函数 ax (a > 0, a 6= 1) 到处连续．

由反函数连续定理，直接得到

命题 5

对数函数 loga x 在 (0,+∞) 上到处连续．

现在将继续证明另外一些基本初等函数连续性的命题．

命题 6

三角函数 sinx 和 cosx 到处连续．

证明：设 x0 是任意给定的实数，由三角函数的和差化积公式，得到

| sinx− sinx0| = 2

∣∣∣∣sin x− x0
2

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣cos x+ x0
2

∣∣∣∣
因为

∣∣∣∣cos x+ x0
2

∣∣∣∣ ≤ 1, 并根据引理得到

| sinx− sinx0| ≤ 2

∣∣∣∣x− x0
2

∣∣∣∣
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即

| sinx− sinx0| ≤ |x− x0|

当 x→ x0 时，|x− x0| → 0, 从而 | sinx− sinx0| → 0, 即

lim
x→x0

sinx = sinx0

因为 x0 是任意一点，所以 sinx 到处连续．
同样证明，得到：当 x→ x0 时，

| cosx− cosx0| ≤ |x− x0| → 0

即

lim
x→x0

cosx = cosx0

因此，cosx 到处连续．
由反函数连续性定理直接得出下面命题．

命题 7

反三角函数 y = arcsinx
(
−π
2
≤ x ≤ π

2

)
, y = arccosx (0 ≤ x ≤ π),

y = arctanx
(
−π
2
< x <

π

2

)
, y = arccotx (0 < x < π) 在它们各自

的定义域上到处连续．

命题 8

幂函数 xα（α 是任何一个实数）在开区间 (0,+∞) 上到处连续．

证明：为确定起见，假设 α > 0, n 是任何一个大于 α 的整数

(x+ h)α − xα = xα
[(

1 +
h

x

)α

− 1

]

若 h > 0, 则
(
1 +

h

x

)α

> 1，（实指数幂性质），并且

1 <

(
1 +

h

x

)α

<

(
1 +

h

x

)n

(指数函数单调性) (1.10)

若 h < 0, 将上面不等式方向反向，得到(
1 +

h

x

)n

<

(
1 +

h

x

)α

< 1 (1.11)
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因为
(
1 +

h

x

)n

是关于 h 的 n 次多项式，并且显然当 h→ 0 时，

(
1 +

h

x

)n

→ 1

于是，由不等式 (1.10) 和 (1.11), 得到当 h→ 0 时，
(
1 +

h

x

)n

→ 1. 因此

lim
h→0

[(x+ h)α − xα] = 0

即：

lim
h→0

(x+ h)α = xα

这就是说 xα 在 (0,+∞) 上处处连续．

下面介绍常用的复合函数连续性定理．

定理 2

设 X、Y、Z 是实数集，函数 g : X 7→ Y , f : g(X)(⊂ Y ) 7→ Z, 又
h : X 7→ Z 定义为 f 和 g 的复合函数，即 h(x) = f(g(x)) (x ∈ X).
若 y = g(x) 在 x = a 处连续；z = f(y) 在 y = g(a) = b 处连续，那么
复合函数 z = h(x) = f(g(x)) 在点 a 处也连续．

证明：由于

lim
x→a

g(x) = g(a) = b, x ∈ X (1.12)

又因为：

lim
y→b

f(y) = f(b), y ∈ g(X) ⊂ Y (1.13)

∴ lim
x→a

h(x) = lim
x→a

f(g(x)) = lim
y→b

f(y) = f(b) = f(g(a)) = h(a)

这就说明复合函数在点 a 的连续性．

把上面的等式写成

lim
x→a

f(g(x)) = f(g(a)) = f
(

lim
x→a

g(x)
)

这个等式表示可以这样求复合函数的极限 lim
x→a

f(g(x)), 如果内层函数 g(x) 在
点 a的极限存在，即 lim

x→a
g(x) = b,而且 f 在点 b连续，就可以把极限符号 lim

x→a

与函数符号 f 互换，也就是把极限运算移到内层函数上去施行．

例 1.17 说明 h(x) = 4

…
1

1 + x2
到处连续，并求 lim

x→a
h(x)
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解： h(x) = 4

…
1

1 + x2
可以看作 y = g(x) =

1

1 + x2
, x ∈ R 和 z = f(y) =

4
√
y, y ∈ [0,+∞) 的复合函数．

由于 g(x) =
1

1 + x2
在 R 上到处连续并且它的值域

g(R) = (0, 1] ⊂ [0,+∞) = Y

又幂函数 f(y) = 4
√
y 在 Y = [0,+∞) 上到处连续，因此 f(y) = 4

√
y 在 g(R) =

(0, 1] 上也到处连续，于是

lim
x→a

h(x) = h
(

lim
x→a

g(x)
)
= 4

…
1

1 + a2

例 1.18 求 lim
x→2

…
1− cosπx
4− x2

解：设 y = g(x) =
1− cosπx
4− x2

(x 6= ±2)，z = f(y) =
√
y (y ≥ 0)，且知 f 在

[0,+∞) 上到处连续，于是

f(g(x)) =

…
1− cosπx
4− x2

因此：

lim
x→2

g(x) = lim
x→2

1− cosπx
4− x2

= lim
x→2

2 sin2 π

2
x

4− x2
= lim

x→2

π sin2 π

2
(2− x)

π

2
(2− x)(2 + x)

= lim
x→2

sin π
2
(2− x)

π

2
(2− x)

· 1

2 + x
· sin π

2
(2− x)


= 1 · 1

4
· 0 = 0 ∈ [0,+∞)

∴ lim
x→2

…
1− cosπx
4− x2

=

 
lim
x→2

(
1− cosπx
4− x2

)
=

√
0 = 0

例 1.19 求 lim
x→0

arcsinx
x

解：设 α = arcsinx，这里 −1 ≤ x ≤ 1，−π
2
≤ α ≤ π

2
，于是，sinα = x．

根据反正弦函数的连续性，有

lim
x→0

α = lim
x→0

arcsinx = arcsin 0 = 0
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进行变量替换，得到

lim
x→0

arcsinx
x

= lim
x→0

α

sinα = 1

下面根据指数函数与对数函数的连续性，我们要建立几个重要的极限：

1. lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1, 这里 ln 表示 loge

2. lim
x→0

ex − 1

x
= 1

3. lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= α

证明：

1. lim
x→0

ln(1 + x)

x
= lim

x→0
ln(1 + x)

1/x 因为右端在对数号下的式子当 x→ 0 趋
向于 e, 所以根据对数函数的连续性，得到

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= lim

x→0
ln(1 + x)

1/x
= ln e = 1

2. 令 ex − 1 = y, 于是当 x → 0 时，由指数函数连续性有 y → 0, 其次，我
们有 x = ln(1 + y), 因此，有

lim
x→0

ex − 1

x
= lim

y→0

y

ln(1 + y)
= lim

y→0

1

ln(1 + y)
1/y

= 1

3. 我们令 (1 + x)α − 1 = y, 当 x→ 0 时，由幂函数的连续性，也有 y → 0,
在等式 (1 + x)α = 1 + y 的两边取对数得到

α ln(1 + x) = ln(1 + y)

利用这一关系式，我们把所给的表达式变形为

(1 + x)α − 1

x
=
y

x
=

y

ln(1 + y)
· α · ln(1 + x)

x

因此：

lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= lim

x→0

y

ln(1 + y)
· α · lim

x→0

ln(1 + x)

x
= α

我们讨论了下面的函数：

1. f(x) = c （c 为常数）



第二节 函数的连续性 35

2. xn （n 是整数）

3. n
√
x (x ≥ 0)

4. an (a > 0, n 6= 1)

5. loga x

6. xα （α 是任意实常数）

7. sinx, cosx, tanx, cotx

8. arcsinx, arccosx, arctanx, arccotx

上面这些函数统称为基本初等函数．
凡是由基本初等函数及常数，经过有限次四则运算（加、减、乘、除）及

有限次函数复合的步骤而得到的且由一个式子表示的函数，及可以化为这种形
式的函数，统称为初等函数．
例如，下列函数都是初等函数：

1. f(x) = x sin 1

x
+ 2x log2 x

2. φ(x) = arctan 1

x
+ sin(x2 + 1)

连续函数的四则运算定理，复合函数连续性定理及反函数连续性定理，在
研究初等函数的连续性时具有重要作用．现在根据这些定理，立即得到一个重
要结论：

定理

一切初等函数在它有定义的任何区间内到处连续．

练习

1. 试证 y = |x| 是一个到处连续的函数．

2. 说明下列函数到处连续：

(a) f(x) = x2

1 + x2

(b) f(x) = sin |x|

(c) φ(x) = | sinx|

(d) k(x) = {cosx− sin |x|}3

3. 求出下列函数的间断点，并指出其类型．
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(a) f(x) = 1

x− 2

(b) f(x) = x− 1

x2 − 1

(c) h(x) = x cos2 1

x

(d) y =
1

sinπx
(e) y = tan(x− 1)

(f) y =
sinx
|x|

(g) f(x) =


sinx
|x|

, x 6= 0

1, x = 0

(h) f(x) = cot 1

x

(i) f(y) =

 cos πx
2
, |x| ≤ 1

|x− 1|, |x| > 1

4. 试证明下列函数在其定义域内是连续的：

(a) f(x) =

 x2 sin 1

x
, x 6= 0

0, x = 0

(b) φ(x) =


1− x, x < 0

2x2 + 1, x = 0

2 + (x− 1)3, x > 0

5. 求下列变量的极限：

(a) lim
x→+∞

(
sin

√
x+ 1− sin

√
x
)

(b) lim
x→1

1 + cosπx
tan2 πx

(c) lim
x→0

x sinx
1− cosx

(d) lim
x→0

x√
1− cosx

(e) lim
x→0

cosx− cos 3x
x2

(f) lim
x→π

4

tan 2x tan
(π
4
− x
)

(g) lim
h→0

arctan(x+ h)− arctanx
h

(h) lim
x→∞

arcsin 1− x

1 + x

(i) lim
x→0

1 + sinx− cosx
1 + sin px− cos px

(j) lim
x→0

logp(1 + x)

x

(k) lim
x→0

ax − 1

x

(l) lim
n→∞

n
(

n
√
x− 1

)

三、闭区间上的连续函数的性质

我们在一中已经定义了闭区间上连续函数的意义．对于这类函数，我们要
介绍它的几个重要性质．
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中间值定理

设 y = f(x) 是一个在闭区间 [a, b] 上到处连续的函数，设 c 是一个介于
f(a) 和 f(b) 之间的常数，则必须存在一个介于 a、b 之间的实数 x0, 使
得 f(x0) = c.

用几何术语来说，y = f(x), a ≤ x ≤ b 的图象是一条连结 P (a, f(a))

点和 Q(b, f(b)) 点的连续曲线，而 P、Q 分居于直线 y = c 的两侧，则曲线
y = f(x), a ≤ x ≤ b至少和直线 y = c 有一个交点（x0, f(x0) = c）．(图 1.14).

x

y

y = f(x)

a

P (a, f(a))

b

Q(b, f(b))

y = c

x0

图 1.14

对这个定理，我们在第四册中利用二分逼近法及连续函数的性质给出了它
的证明，这里不再重述．

最大值、最小值

在闭区间 [a, b] 上连续的函数 f 一定在该区间上取到一个最大值和最小
值．

我们先利用连续函数的图象来直观地说明这个性质，然后用证明中间值定
理的同样方法来证明这个定理．初学者可略过定理的证明，这不影响对本书后
面内容的学习．

从图 1.15 可以看出，在 [a, b] 中，能够找到两点 x1, x2 使 f(x1) = M ,
f(x2) = m, 而对于 [a, b] 中所有的 x, 都有

m = f(x2) ≤ f(x) ≤ f(x1) =M
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x

y

a
b

x1

x2

O

图 1.15

x

y

1

1

O

图 1.16

注意：这个定理是假定 f 在整个闭区间上连续，如果在一点不连续，则定理的
结论就可能不成立．

例如，函数 f(x) = x− [x], x ∈ [0, 1] 在 x = 1 这一点不连续，它的图象如
图 1.16, 我们要说明它有最小值 0, 而无最大值．
事实上，f 是分段函数：

f(x) =

 x, 0 ≤ x < 1

0, x = 1

f 在 [0, 1) 上递增，故 f(0) = f(1) = 0 最小．又在 [0, 1] 上没有一点的函数值
为 1, 但是对于任何一个小于 1 的正数 k, 恒有

f(k) = k − [k] = k < 1

这就说明了 f 在 [0, 1] 上有上界 1, 但始终达不到 1, 现在我们进一步说明 1 是
它的最小上界，假设定数 k′ < 1 是 f 在 [0, 1] 上的上界，我们在 (k′, 1) 内任意
取一个数 x, 于是

f(x) = x− [x] = x > k′

这与假设 k′ 是 f 在 [0, 1] 上的上界矛盾，因此 1 是 f 在 [0, 1] 上的最小上界，
但是它不属于 f 的值域，这就说明了 f 无最大值．

从这个例中还可以看出，定理中的闭区间不能用开区间来代替．

现在给出定理的证明如下：

证明：令 A1 = a, B1 = b, S1 = {f(x)|x ∈ [a, b]}，设 K 是 S1 的最小上界，记
K = l.u.b{S1}. 再令

S′
1 =

ß
f(x); x ∈

[
a,
a+ b

2

]™
, S′′

1 =

ß
f(x); x ∈

[
a+ b

2
, b

]™
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显然有：
S1 = S′

1 ∪ S′′
1

由此不难看到：

K = l.u.b{S1} = max (l.u, b{S′
1}, l.u.b{S′′

1 })

所以 l.u.b{S′
1} 和 l.u.b{S′′

1 } 两者之中，至少有一个等于 K, 换句话说，我们总
可以在 [A1, B1] 的两个半段之中，选取其一为 [A2, B2], 使得

l.u.b{S2} = K, S2 = {f(x), x ∈ [A2, B2]}

如此逐步二分，每次由 [An, Bn] 归纳地选取其半段作为 [An+1, Bn+1]，使得

l.u.b{f(x); x ∈ [An+1, Bn+1]} = l.u.b{f(x); x ∈ [An, Bn]}

= · · ·

= l.u.b{f(x); x ∈ [a, b]} = K.

对 {An}, {Bn}, 根据实数的连续性，知存在 c使得 c ∈ �An, Bn], n = 1, 2, 3, . . .,
且 Bn −An → 0.
现在我们要再利用 f(x) 到处连续这一性质，说明 f(c)�K. 假若不然，即

f(c) < K，则可以取 ε =
1

2
(K − f(c)) > 0，然后利用 f(x) 在 c 点的连续性，

知存在点 c 的 δ 邻域，使得当 |x− c| < δ 时，有

|f(x)− f(c)| < ε

即：

f(x) < f(c) + ε = f(c) +
1

2
K − 1

2
f(c)

=
1

2
[K + f(c)]

=
1

2
[K +K − 2ε] = K − ε

所以
l.u.b{f(x); x ∈ (c− δ, c+ δ)} ≤ K − ε

但是，由 lim
n→∞

An = lim
n→∞

Bn = c, 知当 n 足够大时，有

[An, Bn] ⊂ (c− δ, c+ δ)

这显然和 [An, Bn] 的选取法，亦即保持

l.u.b{f(x); x ∈ [An, Bn]} = K

相矛盾，因此，f(c) 必须等于 K.
类似地，可以证明存在使函数 f 达到它的最小值的一个点．
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习题 1.1

1. 求下列函数的极限：

(a) lim
x→0

(cosx)sin x

(b) lim
x→0

x2

e2x

ln
(
1 +

x2

e2x

)

(c) lim
x→0

x2

e2x

sin2 x

ex

(d) lim
x→∞

n2

(
−x

1
n − x

1
n+1

)
(e) lim

x→0

(ex + e−x) (ex − e−x)

2x

(f) lim
x→0

(1− 2x)
1
x

(g) lim
x→∞

10

(
1 +

0.03

n

)n

(h) lim
x→+∞

arccos
(√

x2 + x− x
)

(i) lim
x→−∞

arctan x− 4

(x− 2)2

(j) lim
x→−∞

arctan x√
1 + x2

(k) lim
x→−∞

x√
1 + x2

(l) lim
x→0

ln 1 + x

1− x
arctan(1 + x)− arctan(1− x)

2. 在一个以弦 AB 为界的弓形中，把点 A 与 B 与弧 ÃB 的中点 C 用直线
连结起来，于是得到一个等腰三角形 4ABC, 再在 A 与 B 作切线，它们

交于 D, 试计算 lim
x→0

4ABC
4ABD

，其中 x 是弦 AB 所对应的中心角．

3. f(x) = ax3 + bx2 + cx+ d

x2 − x− 2
满足条件

lim
x→∞

f(x) = 2, lim
x→2

f(x) = 3

求 f(x).
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从本章起，我们开始学习单变量的微积分学的基本概念和基础理论．
微积分学是研究变量的数学，变量之间的关系就是函数，因此，函数是微

积分学研究的主要对象．
在函数的基本性质中，有两个最基本、最重要的概念－变率与求和，为了

解决求函数的变率与求函数 f 在 [a, b] 上的和的问题就相应地产生微分与积分
运算，而这两种运算之间，也存在着一种自然的互逆关系，在本章中，我们由
函数的变率问题引出函数的微商（导数）概念，并给出初等函数的一套求导法
则，在下一章中，我们揭示微分运算与积分运算的互逆关系，这就是微积分学
的基本定理．
总起来说，微分反映了函数的局部性质，或在某个点附近的性质；积分则

反映了函数的整体性质，或某个区间的性质；函数的局部性质与整体性质之间
的有机联系，恰恰反映了微分运算与积分运算之间的互逆关系．

第一节 微商（导数）的定义

函数关系 y = f(x) 就是确定变量 y 如何随着变量 x 的变动而变动的关系，
对于给定的函数 y = f(x), 变量 y 在变量 x 的不同点附近的变动情况是不尽相
同的，这就是说，在变量 x 的某个值 x1 外，当 x1 略加变动时，相应的 y 的
变动可能相当剧烈（急增，或急减）；而在变量 x 的另一个值 x2 处，y 的变动
就可能较为迟缓，但是，用这样的语言来表达函数在某一点处的变率是不精确
的，我们需要用“数量”来确切地表达这个意思，这就是函数在某点（或菜时
刻）的变率的问题，简称变率．

一、直线函数的变率

一次函数 f(x) = kx + b 是一种最简单的函数，它的函数图象是一条斜率
等于 k 的直线，如图 2.1 所示．

41
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x

y

θ

P1

x1

P

x

f(x)− f(x1)

x− x1

O

图 2.1

设 x1, f(x1) 和 x, f(x) 分别是直线上点 P1 和 P 的坐标，为了反映函数
变化快慢的问题，无论 x < x1 还是 x > x1，自然地考虑在点 x1 邻近，函数与
自变量的相应的改变量的比：

f(x)− f(x1)

x− x1
=

(kx+ b)− (kx1 + b)

x− x1
= k = tan θ

上面的表达式称为函数的差商，它表示函数在区间 [x1, x] 或 [x, x1] 上对于自
变量 x 的平均变化率．由于 k 是不随变量 x 变动而变动的常数，因此，一次
函数在自变量的任何一个区间内的平均变化率都是常数．

如果让自变量的变化区间的长度无限地缩短，也就是让 x 无限地接近于
x1 时，平均变化率所趋向的极限

lim
x→x1

f(x)− f(x1)

x− x1
= k

二、平滑曲线的切线与变率

一般的函数 y = f(x) 的图象通常不是直线，由于函数和它的图象的多样
性，为了讨论的方便起见，我们先把讨论的范围限制在“平滑”的曲线上，常
用的函数 y = f(x) 的图象往往是“平滑的”，平滑性的直观内涵是：用愈高倍
的显微镜去观察曲线的微段，就愈象直线段，比较明确的几何说法是：一条曲
线在 P 点的平滑性就是存在唯一的一条过 P 点的切线，它无限地逼近曲线在
P 点邻近的微段，于是，当 y = f(x) 的图象 C 在 P 点存在唯一的一条切线
时，我们就说曲线 C 在 P 点平滑，而 P 点叫做曲线的平滑点，一条在每点都
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平滑的曲线叫做平滑的曲线，一个函数的图象平滑曲线时，我们就称这种函数
为平滑函数．

同学可能会问这样一个问题：在曲线的点 P 存在唯一的一条切线的含义
是什么？因为迄今我们对于一般的曲线的切线还未下过定义呢！

我们从图 2.2 和 2.3 注意到不能把切线定义为与曲线只有一个交点的直线．
这样的定义限制得既太紧同时又太松．因为，照此定义，图 2.2 所示的直线就
不是过曲线上 P 点的切线了，实际上，尽管图 2.2 的直线与曲线还有一个交点
Q, 但它在曲线 P 点邻近却与曲线密合，故仍应该是过曲线 P 点的切线；又
图 2.3 表明过抛物线上任何一点 P 与 y 轴平行的直线虽然与抛物线只有一个
交点，但它的其余部分却远离 P 点邻近的弧，故它不应该是抛物线的切线，定
义切线的可行途径是从割线开始，并应用极限的概念．

x

y

y = f(x)

O

P

Q

图 2.2

x

y

f(x) = x2 P

O

图 2.3

如图 2.4 所示，取曲线 y = f(x) 上点 P 附近的另一点 Q, 通过这两点画
一条直线，这直线叫做过曲线上 P 点的割线，让 Q 点沿曲线向点 P 移动，这
条割线将达到极限位置，此极限位置与 Q 点从哪一侧趋向于 P 是无关的，我
们称这个割线的极限位置为过曲线上 P 点的切线．

割线的这种极限位置的存在性这一假设，与曲线在点 P 具有唯一的一条
切线或确定的方向的假设是等价的．

现在我们要对曲线 y = f(x) 用解析式子把割线的这种极限位置存在的过
程表示出来．设 α 是割线 PQ 同正 x 轴构成的夹角，α1 是过点 P 点的切线
同正 x 轴构成的夹角，于是

lim
Q→P

α = α1

设 x1, y1 和 x, y 分别是点 P 和 Q 的坐标，这时，我们立即得到

tanα =
y − y1
x− x1

=
f(x)− f(x1)

x− x1
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x

y

O

y = f(x)
P

Q

α1 α

图 2.4

因此，上述求极限的过程（不考虑垂直切线 α1 =
π

2
的情况）可由下式来表示：

lim
x→x1

f(x)− f(x1)

x− x1
= lim

α→α1

tanα = tanα1

这就是说过曲线 y = f(x) 上 P (x1, y1) 点的切线的斜率等于 y = f(x) 的差商
当 x→ x1 时的极限．

例 2.1 求抛物线 y = ax2 + bx+ c 在 x0 处的切线的斜率．

解：解依题意 (x0, f(x0) = ax20+ bx0+ c) 在抛物线上，并设 (x0+h, f(x0+h))

是抛物线上点 (x0, f(x0)) 的附近的一点，我们有

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

(x0 + h)− x0

= lim
h→0

[a(x0 + h)2 + b(x0 + h) + c]− [ax20 + bx0 + c]

h

= lim
h→0

(2ax0 + b)h+ h2

h

= lim
h→0

[(2ax0 + b) + h] = 2ax0 + b

所以抛物线 y = ax2 + bx+ c 在 x0 处的切线的斜率是 2ax0 + b.

例 2.2 一质点沿一直线在 t 秒内移动的距离是 s = s(t) = t2 + 4t．
求：质点的初速度；在两秒末的速度；前两秒内的平均速度．

分析：如果质点从起点开始所走的距离 s 是时间 t 的线性函数，则由 2.1 知
道该质点在每一时刻的速度都是常数，它的大小由平均速度来确定，即等于一
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次函数的斜率，此时我们说该质点作匀速运动，但是，如果运动不再是匀速的，
即质点的速度每时每刻都是变的，那么我们将时刻 t的速度（也叫做瞬时速度）
理解成什么呢？为了回答这个问题，我们考察差商

∆s

∆t
=
s(t)− s(t0)

t− t0

或者写成

s(t0 +∆t)− s(t0)

∆t

这个差商称为在 t0 和 t0 +∆t 之间的这段时间间隔上的质点的平均速度，对照
着 s = s(t) = t2+4t的图象来看，这个平均速度也就是过曲线上的 P (t0, s(t0))

点及它邻近一点 Q(t0 +∆t, s(t0 +∆t)) 的割线的斜率（图 2.5）．当 ∆t 很小时，
可以认为，从时刻 t0 到 t0 +∆t 这段时间内，速度来不及有很大变化，可以近
似地看成匀速运动，因而这段时间内的平均速度就可以看成时刻 t0 的瞬时速
度的近似值．

t

s

−2 1O

图 2.5

显然，从时刻 t0 到时刻 t0 +∆t, 质点走过的路程为

∆s = s(t0 +∆t)− s(t0)

= (t0 +∆t)2 + 4(t0 +∆t) + (t20 + 4t0)

= (2t0 + 4)∆t+ (∆t)2
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所以这段时间内的平均速度为

∆s

∆t
=
s(t0 +∆t)− s(t0)

∆t

=
(2t0 + 4)∆t+ (∆t)2

∆t

= (2t0 + 4) + ∆t

∆t 越小，这个平均速度就越接近时刻 t0 的瞬时速度 v0, 我们自然令 ∆t → 0,
求差商的极限值，得到

lim
∆t→0

s(t0 +∆t)− s(t0)

∆t
= lim

∆t→0
[(2t0 + 4) + ∆t]

= 2t0 + 4

这样平均速度
s(t0 +∆t)− s(t0)

∆t
，当 ∆t→ 0 时的极限值就表达了质点在时刻

t0 的瞬时速度，把它记作

s′(t0) = lim
∆t→0

s(t0 +∆t)− s(t0)

∆t

解：

1. 质点的初速度
s′(0) = 2× 0 + 4 = 4(m/s)

2. 质点在两秒末的速度

s′(2) = 2× 2 + 4 = 8(m/s)

3.

质点在前两秒内的平均速度 =
在前两秒内所走距离

时间
=

22 + 4× 2

2
= 6(m/s)

从这个问题可以看出质点在 t0 时刻的瞬时速度 s′(t0) 的几何意义就是曲
线 s = s(t) 在 P (t0, s(t0)) 点的切线的斜率，所以函数在某点的变率有确定值
与函数的图象在该点有唯一的一条切线是两个密切相关的概念．

三、微商（导数）的定义

从上面所举的两个例子来看，问题来自不同的领域：
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1. 求过曲线上一点的切线，

2. 求函数在某点的变率.

但解决的方法却完全一样，就是计算函数的差商的极限，这种极限反映了自然
界中很多不同现象在量方面的共性，因此有必要从这些具体问题中把它抽象出
来加以研究，再反过来去解决这类具体问题．

定义

设 y = f(x) 是定义在闭区间 [a, b] 上的一个函数，x0 ∈ (a, b), 如果极限

lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x

存在，我们就说 f(x) 在点 x0 处可微，并称这极限为函数 f(x) 在 x0 点

的微商（或导数），记为 f ′(x0) 或
dy
dx

∣∣∣
x=x0

.

显然，f ′(x0)的值与点 x0 有关，当点 x0 在开区间 (a, b)内变化时，f ′(x0)

也将跟着变化，因此，如果函数 f(x) 在开区间 (a, b) 内每点都可微（即存在有
限导数），那么 f ′(x) 便是一个新的函数，称为 f(x) 的导函数．
求已知函数的导函数 f ′(x) 的运算，称为微商运算，计算过程如下：

1. 设 ∆x 为自变量某个值 x 的改变量：

2. 计算 f(x) 在点 x 的相应改变量

∆y = f(x+∆x)− f(x)

3. 计算 f(x) 在点 x 的差商

∆y

∆x
=
f(x+∆x)− f(x)

∆x

4. 计算
lim

∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
= f ′(x) =

dy
dx

应当注意，这里
dy
dx 是一个独立的记号，它表示函数 f(x) 在点 x 的导数，

不能把它当成一个分数来看待，必须把它看成一个整体．
从微商的定义可以看出：

1. 曲线在一点的切线的斜率，就是函数在这一点的变率（微商或导数）．
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2. 微商所涉及的是函数的“局部”性质，也就是说，函数 y = f(x) 在一点
x0 处是否可微只与函数 y = f(x) 在 x = x0 处及其近旁的性质有关，而
与其它地方无关．

3. 如果 f(x) 在点 x 可微，按照极限存在的条件，必须且只须

lim
∆x→0+

f(x+∆x)− f(x)

∆x
, lim

∆x→0−

f(x+∆x)− f(x)

∆x

同时存在而且相等．

上面两式分别称为 f(x)在点 x的右导数和左导数，记为 f ′
+(x)和 f ′

−(x).

例 2.3 今有一个正在膨胀的肥皂泡，

1. 求肥皂泡的体积对于半径的增大率，

2. 如果肥皂泡的半径每秒增大 0.1cm，问当半径为 2cm 时，体积的增大率
是多少？

解：肥皂泡的体积 V 与半径 r 的函数关系是．

V (r) =
4

3
πr3

体积 V (r) 对于半径 r 的增大率，依导函数定义，就是 V (r) 对于 r 的导函数，
故

V ′(r) = lim
∆r→0

V (r +∆r)− V (r)

∆r

= lim
∆r→0

4π

3
[(r +∆r)3 − r3]

∆r

=
4π

3
lim

∆r→0
[3r2 + 3r(∆r) + (∆r)2]

= 4πr2

因此，肥皂泡的体积 V 对于半径 r 的增大率是 4πr2. 当 r = 2 时，

V ′(2) = 4π · 22 = 16π

上式表示在 r = 2 时，肥皂泡体积对于半径的增大率是 16π, 它的含义也可以
这样理解，体积增大的快慢在 r = 2 时，是 16π 倍于半径增大的快慢．
由于半径的增大率是每秒 0.1cm，故体积在半径等于 2 时的增大率是

16π × 0.1 = 1.6π(cm3/s)
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练习

1. 设 y =
1

x
, (x 6= 0)，求

(a) 当 x 取改变量 ∆x 后，函数改变量 ∆y 的表达式；

(b) 当 x = 3, ∆x = −1 时，∆y 的值；

(c) 当 x = 3 时，
∆y

∆x
的表达式和

dy
dx

∣∣∣
x=3
的值．

2. 设 ϕ(x) =
2

x2
, (x 6= 0), 求

(a) 当 x = 1, ∆x = −0.5 时，∆ϕ(x) 的值；

(b) 对于任何 x (x 6= 0), 在 ∆x 的间隔内，ϕ(x) 的平均变率
∆ϕ

∆x
的表达式；

(c) ϕ(x) 在任何点 x (x 6= 0) 处的瞬时变率 ϕ′(x).

3. 平均变化率 ∆y

∆x
=
f(x+∆x)− f(x)

∆x
依赖于哪两个变量？在平均

变化率取极限求瞬时变化率的过程中，x 是变量还是常量？∆x 是
变量还是常量？

4. 点 P (2, 8) 在抛物线 y = x2 + 2x 上，点 Q 为抛物线上任何一点．

(a) 求割线 PQ 的斜率的表达式；

(b) 当 Q 点横坐标为 2.1, 1.9, 2.002, 1.998, 2 + h 时，求割线斜率
的值；

(c) 求在 P (2, 8) 点处，抛物线 y = x2 + 2x 的切线方程和法线方
程．

5. 求圆面积对于它的半径的变率，对于它的直径的变率．

6. 圆的半径的变率为 2cm/s, 求圆面积在半径等于 4cm 时的变率．
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四、函数的可微性与连续性的关系

定理

如果函数 f(x) 在点 x0 可微，那么 f(x) 在点 x0 处连续．

证明：设 f(x) 在点 x0 处是可微的，也就是 f(x) 在 x0 处有导数，则

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

所以

lim
x→x0

[f(x)− f(x0)] = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
(x− x0)

= lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
· lim
x→x0

(x− x0)

= f ′(x0) · 0 = 0

上面的定理说明函数在其有导数的点一定连续，在其不连续的点一定没有
导数．但是它的逆命题不一定成立，即连续的函数不一定有导数．前面我们曾
指出一个函数可微的充分必要条件是它的左导数和右导数都存在而且相等，下
面给出在某些点不可微的函数的例子．

例 2.4 求函数 f(x) = |x2 − 1| 的导函数的定义域．

x

y

OO−1 1

图 2.6

解：函数 f(x) = |x2 − 1| 是一个到处连续的函数，它的图象如图 2.6 所示．
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去掉函数式中的绝对值的符号，f(x) 便可以写成分段函数式：

f(x) =

 x2 − 1, x ≤ −1 或 x ≥ 1

−(x2 − 1), −1 ≤ x ≤ 1

所以

f ′(x) =

 2x, x < −1 或 x > 1

−2x, −1 < x < 1

但是当 x = −1 和 1 时，函数 f(x) 的左导数和右导数不相等，即此时导数不
存在．因为当 x = −1 时，函数 f(x) 在 −1 点左邻域的表达式是

f(x) = x2 − 1

而在 −1 点右邻域的表达式是

f(x) = −(x2 − 1)

所以 f(x) 在 x = −1 点的左导数是

f ′
−(−1) = lim

∆x→0−

f(−1 + ∆x)− f(−1)

∆x

= lim
∆x→0−

[(−1 + ∆x)2 − 1]− 0

∆x

= lim
∆x→0−

(−2 + ∆x) = −2

f(x) 在 x = −1 点的右导数是

f ′
+(−1) = lim

∆x→0+

f(−1 + ∆x)− f(−1)

∆x

= lim
∆x→0+

−[(−1 + ∆x)2 − 1]− 0

∆x

= lim
∆x→0+

(2−∆x) = 2

由于 f ′
−(−1) 6= f ′

+(−1), 所以我们说 f(x) 在 x = −1 处的导数不存在，同样可
得

−2 = f ′
−(1) 6= f ′

+(1) = 2

故 f(x) 在 x = 1 处也不可微．
因此，f(x) = |x2 − 1| 的导函数的定义域是 x 6= ±1 的点的集合，它的函

数值如下：

f ′(x) =

 2x, |x| > 1

−2x, |x| < 1
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对照图 2.6 来看，尽管函数 f(x) = |x2 − 1| 处处连续，但是在 x = −1 和
1 这两点，曲线的特征是当动点由左侧趋于定点 1(或 −1) 时，割线的极限位置
存在；当动点由右侧趋于定点 1(或 −1) 时，割线的极限位置也存在，这两个极
限位置分别叫 1(或 −1) 点的左、右切线，并且它们之间的夹角不为平角，点
−1 和 1 分别是曲线的一种角点．

图 2.7 的情形是曲线 y = f(x) 在 P (x0, y0) 点连续并且在此点有平行于 y

轴的切线．现在我们来讨论图 2.7 中所示各函数在点 x0 处的导数：

x

y

(a)

O x0

P (x0, y0)

x

y

(b)

O x0

P (x0, y0)

x

y

(c)

O x0

P (x0, y0)

x

y

(d)

O x0

P (x0, y0)

图 2.7

图 (a)表示的函数在点 x0 的邻近递增，因此过曲线上 P (x0, y0)和 Q(x0+

∆x, y0 +∆y) 两点的割线，无论 Q 点在 P 点的哪一侧，∆x 与 ∆y 都有相同
正、负号，于是

∆y

∆x
=
f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
> 0
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而且当 ∆x→ 0 时，割线的倾斜角 φ（0◦ ≤ φ ≤ 180◦）便以 π/2 为极限，从而

lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
= lim

φ→π−

2

tanφ = +∞

可见 f(x) 在点 x0 不可微（不存在有限导数），但是我们常常把这种情况：当

∆x → 0 时，
∆y

∆x
→ ∞ 简略地叙述为函数 f(x) 在 x0 的导数为正无穷大，记

作 f ′(x0) = +∞．
图 (b) 表示的函数 f 在点 x0 的邻近递减，因此过曲线上 P (x0, y0) 和

Q(x0 +∆x, y0 +∆y) 两点的割线，无论 Q 点在 P 点的哪一侧，∆x 与 ∆y 都
有相反的正、负号，于是

∆y

∆x
=
f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
< 0

而且当 ∆x→ 0 时，φ→ π+

2
，从而

lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
= lim

φ→π+

2

tanφ = −∞

因此 f(x) 在点 x0 处不可微，但是我们常常把这种情况叙述为函数 f(x) 在 x0

处的导数为负无穷大，记作 f ′(x0) = −∞．
图 2.7(c) 表示的函数在点 x0 处连续，让 x 由 x0 变动到 x0 +∆x，于是

由 ∆x 所引起的相应的函数的改变量 ∆y 的情形是：

• 当 ∆x < 0 时，有 ∆y < 0，从而
∆y

∆x
> 0；

• 当 ∆x > 0 时，有 ∆y < 0，从而
∆y

∆x
< 0．

于是：

• 当 ∆x→ 0− 时，φ→ π−

2
，从而

∆y

∆x
= tanφ→ +∞；

• 当 ∆x→ 0+ 时，φ→ π+

2
，从而

∆y

∆x
= tanφ→ −∞．

因此 f(x) 在点 x0 不可微，但是我们常把这种情况叙述为 f(x) 在点 x0 的左
导数 f ′

−(x0) = +∞, 而它的右导数为 f ′
+(x0) = −∞, 曲线在 x0 处由上升转为

下降有一个尖点，它的切线垂直于 x 轴．
图 (d) 表示的函数在点 x0 处连续，但是

• 当 ∆x→ 0− 时，
∆y

∆x
= tanφ→ −∞；
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• 当 ∆x→ 0+ 时，
∆y

∆x
= tanφ→ +∞．

因此，f(x) 在点 x0 不可微，我们常常把这种情况叙述为 f ′
−(x0) = −∞ 和

f ′
+(x0) = +∞, 点 x0 是曲线的一个尖点，它的切线垂直于 x 轴．

例 2.5 设 f(x) =

 0, x = 0

x sin 1

x
, x 6= 0

讨论它在 0 点的导数．

解：在第一章，我们已经说明了

lim
x→0

x sin 1

x
= 0 = f(0)

因此，f(x) 在点 x = 0 连续，很明显 f(x) 在其它各点处也都连续，所以说
f(x) 是一个到处连续的函数，我们将说明它在原点不存在导数．
因为

f(0 + ∆x)− f(0)

∆x
=

∆x sin 1

∆x
∆x

= sin 1

∆x

而当 ∆x→ 0 时，sin 1

∆x
没有极限，故 f ′(0) 不存在，就其几何意义来说，当

动点沿着曲线 y = x sin 1

x
趋于原点 O 时，割线 OQ 不断地在 −π

4
≤ θ ≤ π

4
这个幅度之内摆动，而不趋于任何极限位置，即切线不存在（图 2.8）．

x

y

1

π

2

π

3

π

4

π

O

图 2.8

通过以上的例子，我们知道函数的连续点未必是它的可以微分点．几种常
见的不可微分点如例 2.4 的角点，平行于 y 轴的切线的切点，特别是曲线上的
尖点和在例 2.5 的曲线上的不存在割线的极限位置的点．
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假如区间 [a, b] 上的函数 f(x), 在开区间 (a, b) 中存在着导数 f ′(x), 并且
f ′
+(a) 和 f ′

−(b) 都存在，则称 f(x) 在闭区间上可以微分（可导）．

练习

1. 说明下面函数在点 x = 0 不可微：

(a) f(x) = |x|

(b) f(x) =

 x2, x ≤ 0

x, x ≥ 0

(c) f(x) = 3
√
x

(d) f(x) =
√
|x|

2. 说明函数 f(x) =

 x2, x ≥ 0

−x2, x < 0
处处可微．

3. (a) 假设 g(x) = f(x + c). 从定义出发证明 g′(x) = f ′(x + c), 并
绘图说明．

(b) 设 f 可微并有周期 φ, 证明 f ′ 也是有周期的．

第二节 微商运算的基本法则

一、几个基本函数的微商（导数）

（一）常数函数的导数恒等于 0

证明：设 f(x) = c （c 是常数），则根据常数函数的性质，由自变数 x 的改变
量 ∆x 引起的相应的函数的改变量为：

∆y = f(x+∆x)− f(x) = c− c = 0

显然差商
∆y

∆x
=

0

∆x
= 0, 故

f ′(x) = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0
0 = 0

这个事实是明显的，因为当自变数 x有增、减时，函数值并无增、减，因此，它
的变化率为零．

（二）一次函数（直线函数）的导数是常数

若 f(x) = kx+ b, 则 f ′(x) = k.
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（三）若 f(x) = xn （n 是正整数），则 f ′(x) = nxn−1

证明：由自变量的改变量 ∆x 引起的函数改变量为

∆y = f(x+∆x)− f(x) = (x+∆x)n − xn

按牛顿二项式定理展开，得

∆y = xn + nxn−1∆x+
n(n− 1)

1 · 2
xn−2(∆x)2 + · · ·+ nx(∆x)n−1 + (∆x)n − xn

= nxn−1∆x+
n(n− 1)

1 · 2
xn−2(∆x)2 + · · ·+ nx(∆x)n−1 + (∆x)n

其中差商

∆y

∆x
= nxn−1 +

n(n− 1)

1 · 2
xn−2∆x+ · · ·+ nx(∆x)n−2 + (∆x)n−1

式中除第一项外，其余各项随 ∆x→ 0 而趋于 0，因此：

f ′(x) = lim
∆x→0

∆y

∆x
= nxn−1

（四）若 f(x) = xµ (其中 µ 是任意实数，函数的定义域依赖于 µ), 则 f ′(x) =

µxµ−1

证明：

∆y

∆x
=

(x+∆x)µ − xµ

∆x
= xµ−1 ·

(
1 +

∆x

x

)µ−1

∆x

x

利用第一章中已经算出的极限

lim
x→0

(1 + x)µ − 1

x
= µ

就得到
f ′(x) = lim

∆x→0

∆y

∆x
= µxµ−1

特殊情形：

1. 若 f(x) =
1

x
= x−1, (x 6= 0)，则 f ′(x) = (−1)x−2 = − 1

x2

2. 若 f(x) =
√
x = x

1
2 , (x ≥ 0)，则 f ′(x) =

1

2
x−

1
2 =

1

2
√
x
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（五）若 f(x) = loga x (0 < a 6= 1, 0 < x < +∞)，则 f ′(x) =
loga e

x

证明：

∆y

∆x
=

loga(x+∆x)− loga x

∆x

=
1

x
·

loga

(
1 +

∆x

x

)
∆x

x

=
1

x
· loga

(
1 +

∆x

x

) 1
∆x/x

利用极限 lim
t→0

(1 + t)1/t = e，以及对数函数是连续函数，得到

f ′(x) = lim
∆x→0

∆y

∆x
=

1

x
lim

∆x
x

→0

loga

(
1 +

∆x

x

) 1
∆x/x

=
1

x
loga

 lim
∆x
x

→0

(
1 +

∆x

x

) 1
∆x/x


=

1

x
loga e =

loga e

x

特别：当 f(x) = lnx 时，f ′(x) =
1

x
．

上面的结果表明对数函数（a > 1 时）的增大速度是与自变数的值成反比
的，当自变数无限增大时，增大速度就保持正值而趋向于 0. 由于自然对数的
导数比较简单，所以在理论研究中常常采用自然对数．

（六）若 f(x) = ax (0 < a 6= 1, −∞ < x < +∞)，则 f ′(x) = ax · ln a

证明：
∆y

∆x
=
ax+∆x − ax

∆x
= ax · a

∆x − 1

∆x

利用 lim
∆x→0

a∆x = 1，则可设 a∆x = 1 + α，且当 ∆x → 0 时，有 α → 0. 在此
等式的两边取对数，得：

∆x = loga(1 + α)

于是
∆y

∆x
= ax · α

loga(1 + α)
= ax · 1

loga(1 + α)1/α
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因此

f ′(x) = lim
∆x→0

∆y

∆x
= ax · 1

lim
α→0

loga(1 + α)1/α

= ax · 1

loga

[
lim
α→0

(1 + α)1/α
]

= ax · 1

loga e

又因为 ln a =
1

loga e
，所以

f ′(x) = ax · ln a

特别，若 f(x) = ex，则 f ′(x) = ex．

这个事实表明指数函数（当 a > 1 时）的增大速度与函数值成正比例，当
底数为 e 时，导数的结果特别简单．

（七）若 f(x) = sinx, 则 f ′(x) = cosx

证明：

∆y

∆x
=

sin(x+∆x)− sinx
∆x

=

2 cos
(
x+

∆x

2

)
sin ∆x

2

∆x

= cos
(
x+

∆x

2

)
·

sin ∆x

2
∆x

2

因此

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

cos
(
x+

∆x

2

)
·

sin ∆x

2
∆x

2


= lim

∆x→0
cos
(
x+

∆x

2

)
· lim
∆x/2→0

sin ∆x

2
∆x

2

根据 cosx 的连续性与极限 lim
t→0

sin t
t

= 1, 得到 f ′(x) = cosx.
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（八）若 f(x) = cosx, 则 f ′(x) = − sinx

证明：

∆y

∆x
=

cos(x+∆x)− cosx
∆x

=

−2 sin
(
x+

∆x

2

)
· sin ∆x

2

∆x

= − sin
(
x+

∆x

2

)
·

sin ∆x

2
∆x

2

因此

lim
∆x→0

∆y

∆x
= − lim

∆x→0

sin
(
x+

∆x

2

)
·

sin ∆x

2
∆x

2


= − lim

∆x→0
sin
(
x+

∆x

2

)
· lim
∆x/2→0

sin ∆x

2
∆x

2

= − sinx

现在将上面的导数公式列成下表：

1. dc
dx = 0

2. d(kx+ b)

dx = k

3. dxn
dx = nxn−1 （n 为自然数）

4. dxµ
dx = µxµ−1 （µ 为任意实数）

5. d loga x

dx =
loga e

x
,

d lnx
dx =

1

x

6. dax
dx = ax · ln a, dex

dx = ex

7. sinx
dx = cosx, d cosx

dx = − sinx
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二、求导的基本法则

现在要建立一些求导数的公式，用这些公式等函数的导数．

定理 1

函数和的导数等于各函数的导数的和，即：

[f(x) + g(x)]′ = f ′(x) + g′(x)

证明：设 u(x) = f(x) + g(x), 任意固定 x, 作取非零数 ∆x，有

∆u(x)

∆x
=

[f(x+∆x) + g(x+∆x)]− [f(x) + g(x)]

∆x

=
f(x+∆x)− f(x)

∆x
+
g(x+∆x)− g(x)

∆x

=
∆f(x)

∆x
+

∆g(x)

∆x

令 ∆x→ 0，即得：

[f(x) + g(x)]′ = lim
∆x→0

∆u(x)

∆x

= lim
∆x→0

∆f(x)

∆x
+ lim

∆x→0

∆g(x)

∆x

= f ′(x) + g′(x)

这个法则可以推广到任意有限个函数．

定理 2

[Aφ(x)]′ = Aφ′(x), 其中 A 是常数，即常因数不因微分法而改变．

证明：设 f(x) = Aφ(x)，

[Aφ(x)]′ = f ′(x) = lim
∆x→0

[
A
φ(x+∆x)− φ(x)

∆x

]
= A lim

∆x→0

φ(x+∆x)− φ(x)

∆x

= Aφ′(x)

例 2.6 求 3x2 − 7x− 1 的导数．
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解：
(3x2 − 7x− 1)′ = (3x2)′ + (−7x)′ + (−1)′ = 6x− 7

推论

设 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 (an 6= 0)，则

f ′(x) = nanx
n−1 + (n− 1)an−1x

n−2 + · · ·+ a1

例 2.7 求过抛物线 y = 3x2 + 6 外一点 P (2,−9) 所引抛物线的两条切线的方
程．

解：在点 x 处的抛物线的切线的斜率为

k = y′x = 6x

故过抛物线上一点 T (x1, y1) 的切线方程为

y − y1 = 6x1(x− x1)

∵ y1 = 3x21 + 6

∴ 切线方程可化简为

y = 6x1x− 3x21 + 6

设切线通过 P (2,−9) 点，于是

9 = 12x1 − 3x21 + 6

即：x21 − 4x1 − 5 = 0

∴ x1 = −1 或 5，从而 y1 = 9 或 81.
故所求切线方程为：

y − 9 = −6(x+ 1) 和 y − 81 = 30(x− 5)

即：
y + 6x− 3 = 0 和 y − 30x+ 69 = 0

例 2.8 求三次函数 f(x) = ax3 + 3bx2 + 3cx+ d 的图象与 x 轴相切的条件．



62 第二章 变率和微商

解：由函数 f(x) = ax3 + 3bx2 + 3cx + d 求得它的图象任意一点 x = x0 处的
切线斜率为

f ′(x) = 3ax20 + 6bx0 + 3c = 3(ax20 + 2bx0 + c)

要此曲线与 x 轴相切于 (x0, 0) 点，x0 必须满足条件®
ax30 + 3bx20 + 3cx0 + d = 0 (2.1)

ax20 + 2bx0 + c = 0 (2.2)

将 (2.1) 改写成

x0(ax
2
0 + 2bx0 + c) + bx20 + 2cx0 + d = 0 (2.3)

(2.2) 代入得
bx20 + 2cx0 + d = 0 (2.4)

于是解 (2.1) 和 (2.2) 即解 (2.2) 和 (2.4)，要方程 (2.2) 和 (2.4) 有公共解，必
须

D =

∣∣∣∣∣a 2b

b 2c

∣∣∣∣∣ = 2(ac− b2) 6= 0

于是

x20 =
c2 − bd

b2 − ac
, x0 =

ad− bc

2(b2 − ac)
(b2 − ac 6= 0)

所以，a, b, c, d 必须适合条件
b2 − ac 6= 0

c2 − bd

b2 − ac
=

(ad− bc)2

4(b2 − ac)2

即  b2 − ac 6= 0

(ad− bc)2 = 4(b2 − ac)(c2 − bd)

定理 3

二函数之积的导数为两项之和，其中第一项是第一个因子的导数与第二
个因子的乘积，而第二项是第二个因子的导数与第一个因子的乘积，即

[f(x) · g(x)]′ = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x)
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证明：设 h(x) = f(x) · g(x), 任取非零数 ∆x, 则

[f(x) · g(x)]′ = lim
∆x→0

∆h(x)

∆x

= lim
∆x→0

f(x+∆x)g(x+∆x)− f(x)g(x)

∆x

= lim
∆x→0

1

∆x

[
f(x+∆x)g(x+∆x)− f(x)g(x+∆x)

+ f(x)g(x+∆x)− f(x)g(x)
]

= lim
∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
· g(x+∆x)

+ lim
∆x→0

f(x) · g(x+∆x)− g(x)

∆x

= f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x)

重复应用这个定理，我们便可以求两个以上的函数之积的导数，例如
d

dx(uvw) = (vw)
du
dx + u

d
dx(vw)

但是
d

dx(vw) = w
dv
dx + v

dw
dx

代入上式便得到
d

dx(uvw) = vw
du
dx + uw

dv
dx + uv

dw
dx

例 2.9 设 f(x) =
√
x(x2 − 3)，求 f ′(x)

解：

f ′(x) =
[√
x(x2 − 3)

]′
=
(√
x
)′
(x2 − 3) +

√
x(x2 − 3)′

=
7

2
√
x
(x2 − 3) +

√
x · 2x =

5x2 − 3

2
√
x

例 2.10 设 f(x) =
1

2
sin2 x+ x sinx+

7

x2
，求 f ′(x)

解：

f ′(x) =

(
1

2
sin2 x

)′

+ (x sinx)′ +
(

7

x2

)′

=
1

2
[(sinx)′ sinx+ sinx(sinx)′] + (sinx+ x cosx)− 14

x3

= sinx cosx+ sinx+ x cosx− 14

x3
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定理 4

两个函数的商的导数，等于分子的导数与分母的积，减去分母的导数与
分子的积，再除以分母的平方，即(

u(x)

v(x)

)′

=
v(x) · u′(x)− u(x) · v′(x)

[v(x)]2

证明：设 f(x) =
u(x)

v(x)
，任取非零数 ∆x，则

(
u(x)

v(x)

)′

= lim
∆x→0

∆f(x)

∆x
= lim

∆x→0

u(x+∆x)

v(x+∆x)
− u(x)

v(x)

∆x

= lim
∆x→0

1

∆x

ß
u(x+∆x) · v(x)− u(x) · v(x+∆x)

v(x+∆x) · v(x)

™
= lim

∆x→0

1

∆x

ß
v(x)[u(x+∆x)− u(x)]

v(x)v(x+∆x)
− u(x)[v(x+∆x)− v(x)]

v(x)v(x+∆x)

™
=
v(x) lim

∆x→0

u(x+∆x)− u(x)

∆x
v(x) lim

∆x→0
v(x+∆x)

−
u(x) lim

∆x→0

v(x+∆x)− v(x)

∆x
v(x) lim

∆x→0
v(x+∆x)

=
v(x)u′(x)− u(x)v′(x)

v2(x)

例 2.11 求证：(tanx)′ = sec2 x, (cotx)′ = −csc2x

证明：

(tanx)′ =
(

sinx
cosx

)′

=
cosx(sinx)′ − sinx(cosx)′

cos2 x

=
cos2 x+ sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x = sec2 x

(cotx)′ =
(cosx

sinx

)′
=

− sin2 x− cos2 x
sin2 x

= − csc2 x
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例 2.12 求
(
2x− 1

x2 + 1

)′

解：

(
2x− 1

x2 + 1

)′

=
(x2 + 1)(2x− 1)′ − (2x− 1)(x2 + 1)′

(x2 + 1)2

=
(x2 + 1) · 2− (2x− 1)(2x)

(x2 + 1)2

=
2(x2 + 1)− (4x2 − 2x)

(x2 + 1)2

=
−2(x2 − x− 1)

(x2 + 1)2

练习

1. 求下面各函数的导函数：

(a) 3x3 − 1

(b) x+ 2x2 + 3x3

(c) 1− 1

x2

(d) x2 + 1

x

(e) 1 +
1

x
− 1

x2

(f) 2x5 − 7x3 − 3x2

6x2

(g) (x+ 2) (x2 + 1)

(h) x+
√
x

(i) x− 1√
x

(j) x+ 1√
x

(k) 2x
√
x− x

5
2 + 3x

1
2

−
√
x

(l) ex − e−x

(m) xn − x−n

x

(n) sinx+ cosx

(o) sinx− cosx

2. 求下面各函数的导函数：
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(a) (x2 + 1)
3 √

x

(b) x+ 1√
x

(c) x sinx

(d) x cotx

(e) tanx
x

;

(f) x log2 x+ x2 tanx

(g) x2

x3 + c3

(h) x3e−x;

(i) a−x sinx

(j) ax{(x+ 1) cosx+ log2 x}

(k)
√
x+ 1

2x+ 1

(l) 2x− 1

x2 + 1

(m) (x− 3)(x− 4)

(x− 5)

(n) x2 (x2 − 1) (x3 − 1)

x+ 1

(o) x

x+ 1
− 1

x− 1

(p) x sinx cosx

(q) secx

(r) cscx

(s) sinx
1 + tanx

3. 已知抛物线 y = x2 −x 上一点的切线平行于直线 y = x．求此点的
坐标．

4. 求曲线 y = x3 − x2 上这样的点，使过该点的切线与 x 轴平行．

5. 若抛物线 y = ax2 + bx+ c 通过原点，且过该点的切线的斜率等于
2, 又抛物线过 (1, 1) 点，求 a、b、c.

6. 对于函数 f(x) = x3 + ax2 + bx+ c, 方程 f(x) +
1

2
x = 0 有不相等

的三根 2, α, β, 若 f ′(α) = f ′(β), f ′(1) = 0, 求 a, b, c.

7. 求三次函数 y = f(x), 使它同时满足下面的条件：

(a) 用 x+ 1 去除 f(x) 与用 (x− 1)(x− 2) 去除，f(x) 所得余式
相同；

(b) 过曲线 y = f(x) 上的点 (1, f(1)) 的切线方程是 y = −2x+ 1

8. 过 (2, 0) 点求与曲线 y =
1

x
相切的直线方程．

9. (a) 在抛物线 y = x2 上求这样一点，使过该点的切线与过 (a, a2)

点的切线垂直；

(b) 求抛物线两条正交切线交点的轨迹方程．
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10. 设抛物线方程为 y = x2 + ax+ b, 试问点 (x0, y0) 位于何处时，可
以从点 (x0, y0) 对此抛物线作出两条切线或一条切线，或作不出切
线？

11. 求抛物线 y = x2 + ax, y = x2 + bx (a 6= b) 的公切线的方程．

三、复合函数的求导法则

定理

假设函数 y = g(x) 在点 x 可导，而函数 z = f(y) 在点 g(x) 可导，那
么复合函数 z = φ(x) = f(g(x)) 在点 x 可导，并且

[f(g(x))]′ = f ′(g(x)) · g′(x)

简写成 [f(g(x))]′ = f ′
g · g′x，或者写成

dz
dx =

dz
dy · dy

dx

证明：设 Dg, Df 分别是函数 g(x), f(y) 的定义域，令 x ∈ Dg, g(x) ∈ Df , 任
取非零数 ∆x, 且使 g(x + ∆x) ∈ Df，于是 ∆g = g(x + ∆x) − g(x), 又根据
g(x) 在点 x 连续，故当 x→ 0 时，∆y → 0. 因为 g(x) 在点 x 可导，可以设

α =
∆y

∆x
− g′(x) (2.5)

而且由上式知道

lim
∆x→0

α = lim
∆x→0

(
∆y

∆x
− g′(x)

)
= g′(x)− g′(x) = 0

把 (2.5) 改写成
∆y = g′(x)∆x+ α∆x (2.6)

其中 α 随 ∆x 一同趋向于零，且 α∆x 是比 ∆x 更小的量．

1. 若 g′(x) 6= 0，只要 ∆x 够小，由 (2.6) 知 ∆y 6= 0，那么

φ(x+∆x)− φ(x)

∆x
=
f(g(x+∆x))− f(g(x))

g(x+∆x)− g(x)
· g(x+∆x)− g(x)

∆x

=
f(g(x) + ∆y)− f(g(x))

∆y
· ∆y
∆x
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令 ∆x→ 0，由上式得

φ′(x) = f ′(g(x)) · g′(x)

即
[f(g(x))]′ = f ′(g(x)) · g′(x)

2. 如果 g′(x) = 0，则当 ∆x→ 0 时，有两种情形：

(a) 若 ∆y = g(x+∆x)− g(x) = 0，则

φ(x+∆x)− φ(x)

∆x
=
f(g(x+∆x))− f(g(x))

∆x

=
f(g(x))− f(g(x))

∆x
= 0

(b) 若 ∆y 6= 0，则

φ(x+∆x)− φ(x)

∆x
=
f(g(x+∆y))− f(g(x))

∆y
· ∆y
∆x

令 ∆x→ 0，得到
φ′(x)f ′(g(x)) · 0 = 0

合并上述两种情形，都有

φ′(x) = [f(g(x))]′ = 0

于是定理得证．

这个定理是说：复合函数对自变量的导数，等于已知函数对中间变量的导
数，乘以中间变量对自变量的导数．

例 2.13 设 φ(x) = 2sin x, 求 φ′(x)．

解：把 φ(x) 看成 u = sinx 和 f(u) = 2u 的复合函数，于是 φ(x) = 2sin x =

f(sinx).
依上述定理，得

φ′(x) = [f(u)]′ · u′x = (2u)′ · (sinx)′

= 2u ln 2 · cosx

= 2sin x · cosx · ln 2
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例 2.14 设 y = sin(x2 + x+ 1) · cos(x3 + 2x2), 求 y′x.

解：设 u = x2 + x+ 1, v = x3 + 2x2, 则

y′ = (sinu)′ · u′x · cos v + sinu · (cos v)′ · v′x
= cosu · u′x · cos v − sinu · sin v · v′x
= (2x+ 1) cos

(
x2 + x+ 1

)
cos
(
x3 + 2x2

)
− (3x2 + 4x) sin

(
x2 + x+ 1

)
sin
(
x3 + 2x2

)
例 2.15 设 f(x) =

x√
9 + x2

，求 f ′(x).

解：

f ′(x) =

√
9 + x2(x)′ − x

(√
9 + x2

)′
9 + x2

=

√
9 + x2 − x · 1

2
(9 + x2)−

1
2 (9 + x2)′

9 + x2

=

√
9 + x2 − x2√

9 + x2

9 + x2
=

9

(9 + x2)
3/2

推论 1

如果函数有两个以上的中间变量，上面的求导法则可以推广使用．

例如，设 y = f(u), u = g(v), v = h(x), 那么对于复合函数．y = φ(x) =

f{g[h(x)]} 的导数可以这样来求：

dy
dx =

dy
du · du

dv · dv
dx

即：y′x = y′u · u′v · v′x
事实上，依前定理有

dy
dx =

dy
du · du

dx
这里 u = g[h(x)]．再用同一定理

du
dx =

du
dv · dv

dx
所以

dy
dx =

dy
du · du

dv · dv
dx



70 第二章 变率和微商

例 2.16 设 y = ln
√
5− 2x+ 3x4, (5− 2x+ 3x4 > 0)，求 y′x.

解：设 y = lnu，u =
√
v，v = 5− 2x+ 3x4，于是：

dy
dx =

dy
du · du

dv · dv
dx

=
1

u
·
(
1

2
v−

1
2

)
· (−2 + 12x3)

=
1√

5− 2x+ 3x4
· 1
2

1√
5− 2x+ 3x4

· (−2 + 12x3)

=
6x3 − 1

5− 2x+ 3x4

求复合函数的导数，关键在于分析清楚函数的复合关系，适当选定中间变
量，根据复合函数求导法则由外向里逐层求导，直到最后一个中间变量对自变
量求导为止，每次求导时，必须明确是哪个变量对哪个变量求导，所有这些导
数的乘积就是复合函数的导数．

推论

(ln |g(x)|)′ = g′(x)

g(x)
(g(x) 6= 0)

证明：

ln |g(x)|有意义 ⇐⇒ g(x) 6= 0

又

|g(x)|′存在 ⇐⇒ g(x) 6= 0

所以由

|g(x)|′ =

 g′(x), g(x) > 0

[−g(x)]′ = −g′(x), g(x) < 0

和复合函数求导法则，便得

[ln |g(x)|]′ = 1

|g(x)|
· |g(x)| = g′(x)

g(x)
(g(x) 6= 0)

例 2.17 求 (ln |x2 − 5x+ 4|)′



第二节 微商运算的基本法则 71

解：

(ln |x2 − 5x+ 4|)′ = (x2 − 5x+ 4)′

x2 − 5x+ 4
=

2x− 5

x2 − 5x+ 4

其中：x2 − 5x+ 4 6= 0，即 x 6= 1 和 x 6= 4.

例 2.18 求

(x2 + 1)
1
2 (x− 1)2

(x+ 1)
3
2

′

解：设 y =
(x2 + 1)

1
2 (x− 1)2

(x+ 1)
3
2

，则

ln |y| = 1

2
ln
(
x2 + 1

)
+ 2 ln |x− 1| − 3

2
ln |x+ 1|

1

y
· y′ = 1

2

2x

x2 + 1
+

2

x− 1
− 2

2(x+ 1)

=
3x3 + 7x2 − x+ 7

2(x2 + 1)(x− 1)(x+ 1)

y′ =
3x3 + 7x2 − x+ 7

2(x2 + 1)(x− 1)(x+ 1)
· (x

2 + 1)
1
2 (x− 1)2

(x+ 1)
3
2

=
(3x3 + 7x2 − x+ 7)(x− 1)

2(x2 + 1)
1
2 (x+ 1)

5
2

例 2.19 设 f(x) = u(x)v(x) (u(x) > 0)，求 f ′(x).

解：先求此函数的对数，有

ln f(x) = v(x) lnu(x)

两边对 x 求导，即得

− 1

f(x)
· f ′(x) = v′(x) lnu(x) + v(x) · 1

u(x)
· u′(x)

所以

f ′(x) = u(x)v(x)
[
v′(x) lnu(x) + v(x)u′(x)

u(x)

]

例 2.20 一人在放风筝，且知风筝在 80 米的高度飘行，放线速度为 2 米/秒，
求当线长为 100 米时，风筝和此人之间的水平距离的变率．
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解：设在某时刻 t, 线长为 ℓ(t) 米，水平距离为 x(t) 米，根据勾股定理得到绳
长和水平距离的关系式

ℓ2(t) = x2(t) + 6400

两边对时间 t 求导数，得到

dℓ2
dℓ · dℓ

dt =
d(x2 + 6400)

dx · dx
dt

即

ℓ · dℓ
dt = x · dx

dt

但是已知
dℓ
dt = 2(m/s)，又当 ℓ = 100 时，

x =
√
1002 − 6400 =

√
3600 = 60

于是

60
dx
dt = 100× 2

∴ dx
dt =

10

3
= 3

1

3
(m/s)

答：当 ℓ = 100 米时，风筝和人之间的水平距离的变率为 3
1

3
（米／秒）．

练习

1. 求下面函数对于 x 的导数:
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(a) (x+ 1)2

(b) (1− 3x)3

(c)
√
x+ 1

(d) 1√
x+ 1

(e)
√
x2 + 1

(f) 1√
x2 + 1

(g)
√
2x2 + x− 1

(h) 1√
tanx

(i) 1

sin3 x
(j) cos(ax+ b)

(k) cos3(ax+ b)

(l) cot
√
x

(m) sec
(
1

x

)
(n) x

√
sinx

(o) x2
√

sec 2x

(p) ln (1 + x2)

(q) loga(sinx)

(r) loga(secx)

(s)
√

lnx

(t) eax2

(u) e1+x−x2

(v) a
√
2x+1

2. 对下面各函数先取对数再求导数:

(a) x− 1

(x+ 1)2

(b)
√
x− 1(x+ 1)

x2 + 1

(c) (x− 3)(x− 4)

(x− 5)

(d)
…
x− 1

x+ 1

(e) (x+ 2)2(x+ 3)3(x+ 4)4

3. 求下列函数对于 x 的微商:

(a) e2x(2 cos 3x+ 3 sin 3x)

(b) ln
(
x+

√
x2 ± a2

)
(c) 2x+ 1√

3− 4x− 4x2

(d) cos[ln(x2 + 9)]

(e) ln
(
1− tan2 x

)
(f) xx + (lnx)x

(g) (1− x)
1
2 (1 + 3x)

3
20 (1− 2x)−

2
5

4. 若 y = eax cos(bx+ c)，求证：

1√
a2 + b2

dy
dx = eax cos(bx+ c+ r)

其中：tan r = b/a.
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5. 设 f(x) =

 x2 sin 1

x
, x 6= 0

0, x = 0
，求 f(x) 的导函数．

（提示：对于 x 6= 0，可用本节的方法得出，而 f ′(0) 需直接由定义
得出）．

6. 有一个长度为 5 米的梯子贴靠在铅直的墙上，假设其下端沿地板
以 3 米/秒的速率离开墙脚而滑动，则

(a) 当其下端离开墙脚 1.4 米时，梯子上端下滑之速率为多少？

(b) 何时梯子的上下端能以相同的速率移动？

(c) 何时其上端下滑之速度为 4 米/秒？

7. 求曲线 y = cos2
√
x 在点 x = 0 处的切线方程．

8. 在 4ABC 中，a = 7cm, b = 5cm, c = 8cm, P 为 AB 边上一动
点，从 A 往 B 以每秒 2 厘米的速度运动．当 P 点在 AB 边中点
时，CP 长度的变率是多少？

9. 求曲线 y = 2

(
ex +

1

5
e−3x

)
在横坐标 x0 = 0 的点的切线方程．

10. 试由公式 1+x+x2+ · · ·+xn =
xn+1 − 1

x− 1
分别导出 1+2x+3x2+

· · ·+ nxn−1 与 x+ 22x2 + 32x3 + · · ·+ n2xn 的公式．

四、反函数求导法则

定理

若函数 y = f(x)在 x0 的某一邻域内连续，且严格单调，又函数 f(x)在
点 x0 = f−1(y0) 的导数 f ′(x0) 存在并且异于零，则反函数 x = f−1(y)

在对应点 y0 = f(x0) 的导数存在，并且等于
1

f ′(x0)
=

1

f ′(f−1(y0))
，即

[f−1(y0)]
′ =

1

f ′(x0)
=

1

f ′[f−1(y0)]

证明：给数值 y = y0 以任意增量 ∆y, 则反函数 x = f−1(y) 也得到对应增量
∆x, 当 ∆y 6= 0 时，由于 y = f(x) 的严格单调性，从而 x = f−1(y) 也是严格
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单调的，也有 ∆x 6= 0, 于是有

f−1(y0 +∆y)− f−1(y0)

∆y
=

∆x

f(x0 +∆x)− f(x0)

=
1

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x

现在令 ∆y → 0，则由于反函数 x = f−1(y) 也是连续的，故增量 ∆x→ 0，于
是

lim
∆y→0

f−1(y0 +∆y)− f−1(y0)

∆y
=

1

lim
∆y→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x

上面等式右边的分母就趋于极限 f ′(x0) 6= 0，而左边按定义就是 [f−1(y0)]
′，因

此

[f−1(y0)]
′ =

1

f ′(x0)

再将 x0 = f−1(y0) 代入上式，得到

[f−1(y0)]
′ =

1

f ′[f−1(y0)]

推论

(arcsinx)′ = 1√
1− x2

, −1 < x < 1

(arccosx)′ = −1√
1− x2

, −1 < x < 1

(arctanx)′ = 1

1 + x2
, −∞ < x <∞

(arccotx)′ = −1

1 + x2
, −∞ < x <∞

证明：如果我们限制正弦函数 x = sin y 的定义域为
(
−π
2
,
π

2

)
，那么 x = sin y

的反函数存在，即

y = arcsinx, x ∈ (−1, 1)

于是

(arcsinx)′ = 1

(sin y)′ =
1

cos y =
1

cos(arcsinx)



76 第二章 变率和微商

由于 arcsinx ∈
(
−π
2
,
π

2

)
，所以 cos y > 0, 从而

cos(arcsinx) =
»

1− sin2(arcsinx) =
√
1− x2

最后得到

(arcsinx)′ = 1√
1− x2

, x ∈ (−1, 1)

我们除去了数值 x = ±1, 因为在它的对应值 y = ±π
2
处导数 (sin y)′ =

cos y = 0.
在第四册，我们已经证明 arcsinx+ arccosx =

π

2
，所以

(arccosx)′ =
(π
2
− arcsinx

)′
= − 1√

1− x2
, −1 < x < 1

其余同理可证．

例 2.21 求 (arcsecx)′.

解：函数 x = sec y 在区间
(
0,
π

2

)
上，由 1 递增到 +∞，而在区间

(π
2
, π
)
上，

由 −∞ 递增到 −1．因此，x = sec y，y ∈
(
0,
π

2

)
∪
(π
2
, π
)
有反函数存在，即：

y = arcsecx, x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞)

依反函数求导法则，有

(arcsecx)′ = 1

(sec y)′ =
1

sec y · tan y

=
1

sec(arcsecx) · tan(arcsecx)

=


1

x
√

sec2(arcsecx)− 1
, 0 < arcsecx < π

2
1

x
(
−
√

sec2(arcsecx)− 1
) , π

2
< arcsecx < π

=


1

x
√
x2 − 1

, x > 1

− 1

x
√
x2 − 1

, x < −1

例 2.22 若已知 (loga x)
′ =

loga e

x
, x ∈ (0,+∞)，试利用反函数求导法则求

(ax)′
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解：因为 y = ax, (a > 0, a 6= 1, −∞ < x < +∞) 是 x = loga y (y > 0) 的反
函数，所以

(ax)′ =
1

(loga y)
′ =

1

loga e

y

=
y

loga e

= ln a · (ax) = ax ln a

例 2.23 求函数 f(x) = 2x arctan 2x− ln
√
1 + 4x2 的导数．

解：

f ′(x) =

[
(2x)′ arctan 2x+ 2x · 1

1 + (2x)2
· (2x)′

]
− 1√

1 + 4x2
· 1

2
√
1 + 4x2

· (1 + 4x2)′

= 2 arctan 2x+
4x

1 + 4x2
− 4x

1 + 4x2

= 2 arctan 2x

例 2.24 求曲线 y = arcsinx 和 y = arccosx 的交角．

解：设这两条曲线交于 T (x0, y0) 点，则

y0 = arcsinx0 = arccosx0, 0 < y0 <
π

2

由此得

sin(arcsinx0) = sin(arccosx0) (2.7)

即

x0 =
»
1− x20

解得

x0 = ± 1√
2

因为 0 < y0 <
π

2
，所以 x0 > 0. 如此应取 x0 =

1√
2

. 由于

(arcsinx)′ = 1√
1− x2

, (arccosx)′ = −1√
1− x2
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所以在点 x =
1√
2
处，y = arcsinx 的切线的斜率为

tanα
∣∣∣
x=

1√
2

=
1…
1− 1

2

=
√
2

又 y = arccosx 的切线的斜率是

tanβ
∣∣∣
x=

1√
2

=
−1…
1− 1

2

= −
√
2

设 θ 是这两条曲线在交点
(

1√
2
,
π

4

)
的夹角，也就是过 T 点的两条切线

的交角，于是

tan θ = tanβ − tanα
1 + tanβ tanα =

−
√
2−

√
2

1 +
(
−
√
2
)√

2
=

−2
√
2

−1
= 2

√
2

因此，这两条曲线的交角 θ = arctan 2
√
2.

例 2.25 一飞机在离地面 2 公里的高度，以每小时 200 公里的速度飞临某目
标的上空，以便进行航空摄影，试求飞机飞至该目标正上方时摄影机转动的角
速度（图 2.9）．

解：我们把该目标取为坐标原点，设飞机和目标的水平距离为 x, 显然它是时
间 t 的函数 x = x(t). 现在要求出飞机在目标正上方时，dθ

dt 之值，为此，先找
出 θ 和 x 的关系，从图 2.9 中可以看出

tan θ = 2

x
, 0 < θ ≤ 2

π

∴ θ = arctan 2

x
于是

dθ
dt =

−2

x2 + 4

dx
dt

但根据题意知道
dx
dt = −200, 这里负号表示 x 在减小，故得

dθ
dt =

400

x2 + 4

当飞机在目标正上方时，即 x = 0 时，
dθ
dt = 100弧度/时，将弧度化为角度即

为
dθ
dt =

5

π
度/秒
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x

y

O

2

θ

θ

图 2.9

12cm

R = 5cm

y
r

图 2.10

例 2.26 有一底半径为 5cm, 高为 12cm 的正圆锥形容器（图 2.10）, 以每秒
2cm3 的速度往容器中倒水，试求容器水位等于锥高一半时，水面上升速度．

解：设在某时刻 t, 容器水高为 y, 则此时水的体积 V 为

V =
πR2h

3
− πr2

3
(h− y)

=
π

3
· 52 · 12− πr2

3
(12y)

= 100π − πr2

3
(12− y)

而
r

R
=
h− y

h

即
r =

R

h
(h− y) =

5

12
(12− y)

代入上式，得

V = 100π − π

3
· 52

122
(12− y)3

= 100π − 25π

432
(12− y)3

又由题设知：V = 2t，所以

2t = 100π − 25π

432
(12− y)3

即
t = 50π − 25π

864
(12− y)3 (2.8)



80 第二章 变率和微商

这就确定了水的高度与时间 t 的关系，水面上升速度就是 y 关于时间 t 的变化

率，也就是
dy
dt．根据反函数求导法则，有

dy
dt =

1

dt
dy

由 (2.8) 得

dt
dy =

25π

864
· 3(12− y)2(12− y)′ =

25π

288
(12− y)2

∴ dy
dt =

288

25π(12− y)2

当 y =
1

2
h = 6 时，

dy
dt

∣∣∣∣
y=6

=
288

25× 36π
≈ 0.102(cm/s)

答：水面上升速度为每秒 0.102 厘米．

练习

1. 求下列函数的微商：

(a) arcsin x
4

(b) arccosx2

(c) arctan 1

x
(d) arcsin

√
x

(e) (arcsinx)2

(f) arctan(tanx)

(g) arctan 2x

1− x2

(h) arctan(2 tanx)

(i) x2 arccot x
a

(j) ln
√
1 + 4x2 · arccot 1− x

1 + x

(k) 1− arccos 2x
arctanx

(l) arccscx

2. 证明
d

dx

ß
arctan

(
sinx

cos 2x

)™
=

3 cosx− cos 3x
2(1− sinx sin 3x)

3. 求下列函数的导数：

(a) arcsin · 6x2√
4 + 81x8
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(b) arctan 1

1− 3x2
− arctan 1

1 + 3x2

(c) arccot 4
√
x

1− 4x

4. 一圆锥形容器，深 10 尺，上顶圆半径为 4 尺；求

(a) 灌入水时，水的体积 V 对水面高度 h 的变化率；

(b) 体积 V 对容器截面圆半径 R 的变化率．

5. 一圆锥形容器底面朝上放着，它的顶角为 2 arctan 3

4
, 今向里面倒

进某种液体，试求

(a) 当液面半径 r 为 3, 半径增加的速度 dr
dt 为

1

4
时，体积增加

的速度
dV
dt ；

(b) 当液面半径为 6, 体积增加的速度为 24 时，半径增加的速度．

6. 水从高为 18 厘米，底半径为 6 厘米的圆锥形漏斗中流入半径为 5
厘米的圆柱形筒内．已知此漏斗中水深为 12 厘米时，漏斗中水面
的下降速度为 1 厘米/分，求此时圆筒中水面的上升速度．

7. 底数 a 为什么值时，直线 y = x 才能与对数曲线 y = loga x 相切？
在何处相切？

8. 求曲线 y = e−x 上的一点，使过该点的切线与直线 y = −ex 平行，
并写出该点的法线方程．

9. 求曲线 y =
1

2
(1 + 2x2 ±

√
1 + 4x2) 上横坐标 x = u 的点处的切线

方程．这切线还与曲线交于何处？y 的反函数为何？

五、隐函数的导数

到现在为止，我们所讨论的函数都是可以由自变量明显地表示出来的函数，
例如，方程 y = x3 + 1 就定义了一个明显的函数 f , 这里 f(x) = x3 + 1. 这
种函数叫做显函数．但是并不是所有的函数都可以用这种明显的表达式来定义
的，例如由下面的 x, y 的方程

x3 − x = y3 − y2 + 24
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就不容易解出用 x 表示 y 的解，或用 y 表示 x 的解．但是，却有可能存在一
个函数 f , 使得方程

x3 − x = f3(x)− f2(x) + 24

对于函数 f 的定义域中的一切 x 值都成立，这样一个函数，如果存在的话，就
叫做被这个方程定义的隐函数．最简的情形是二元一次方程：

Ax+By + C = 0

当 B 6= 0 时，就定义一个隐函数 f : R 7→ R, 这里 f(x) = −A
B
x− C

B
.

应该注意：

1. 方程 F (x, y) = 0 的解有可能不存在，例如方程 x2 + y2 +1 = 0 没有实数
解，因此，由它不能定义一个隐函数．

2. 由方程 F (x, y) = 0 可能定义几个函数．例如，由方程 x2 + y2 = 16 就定
义了两个函数：

f1(x) =
√
16− x2, x ∈ [−4, 4]

和
f2(x) = −

√
16− x2, x ∈ [−4, 4]

定义

方程
F (x, y) = 0 (2.9)

给出了变元 x, y 之间的一个关系．如果存在一个函数 y = f(x), 或
x = g(y) 使得对于函数的定义域中的一切值，等式 F (x, f(x)) = 0 或
F (g(x), y) = 0 恒成立，我们就说方程 (2.8) 定义了一个隐函数：

y = f(x) 或 x = g(y)

要对方程 (2.8) 给出的隐函数求导数，通常的办法是直接对这个方程求导
数，而不是先解出显函数，再来求导数．

例 2.27 设 xy + x2 − 1 = 0，求 y′x.

解：先把 y 看成 x 的函数，即 y = f(x), 然后，在等式 xf(x) + x2 − 1 = 0 的
两边对 x 求导数，得到

(x · f(x))′ + (x2)′ = 0

xf ′(x) + f(x) + 2x = 0
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∴ f(x) = −2x+ f(x)

x
= −

2x+
1− x2

x
x

= −1 + x2

x2

例 2.28 方程 x2 + y2 = 16 定义了两个可微函数：y =
√
16− x2 和 y =

−
√
16− x2, x ∈ [−4, 4]. 求每一个函数的导数．

解：我们用 f(x) 代表上面两个函数中的任何一个，则

x2 + f2(x) = 16, x ∈ [−4, 4]

对上面等式的两边微分，得到

2x+ 2f(x) · f ′(x) = 0

f ′(x) = − x

f(x)

即 (√
16− x2

)′
= − x√

16− x2(
−
√
16− x2

)′
=

x√
16− x2

, x ∈ [−4, 4]

注意：应用这个方法求隐函数的导数时，我们作了两点假设：

1. 存在一个由方程 F (x, y) = 0 定义的函数；

2. 这样定义的函数是可微的．

至于在什么条件下，这种假设是合理的问题，已经超出了本书的范围，故不在
此讨论．

例 2.29 求证椭圆
x2

a2
+
y2

b2
= 1 在点 (x0, y0) 处切线的方程为

x0x

a2
+
y0y

b2
= 1.

证明： (
x2

a2
+
y2

b2

)′

x

= (1)′x

2x

a2
+

2y

b2
· yx = 0

若 y 6= 0，则：

y′x = − b
2x

a2y
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于是，在点 (x0, y0) 处（这里 y0 6= 0）的切线方程为

y − y0 = − b
2x

a2y
(x− x0)

即：b2x0x+ a2y0y = b2x20 + a2y20

∵ 点 (x0, y0) 在椭圆上，
∴ b2x20 + a2y20 = a2b2，因此，所求切线方程是

b2x0x+ a2y0y = a2b2

也就是
x0x

a2
+
y0y

b2
= 1

若 y = 0 则 x = ±a, 显然在点 (−a, 0) 和点 (a, 0) 处的切线方程分别是
x = −a, x = a, 它们是方程 x0x

a2
+
y0y

b2
= 1 的特殊形式．

例 2.30 如果将抛物线 y2 = 2px 绕它的对称轴旋转成旋转挑物面，那么与对
称轴平行的光线射到曲面上，经曲面反射后通过焦点，试证明之．

证明：从物理学知道，光线经镜面反射后，要服从光的反射定律：

1. 在均匀介质中，光沿直线传播．

2. 当光线碰到平面镜时，光线要反射．入射线与镜面法线夹角（记作 i）等
于反射线与镜面法线的夹角（记作 r），见图 2.11, 角 i 称为入射角，角 r

称为反射角．

3. 光从曲面镜的反射也遵守同样的法则：

入射角i =反射角r

此时镜面的法线定义为与镜面在入射点的切线相垂直的直线．

假设光线经位于 xy 平面上的抛物线 y2 = 2px 形的镜面反射．当入射线与
x 轴平行且与抛物线交于 P1(x1, y1) 点时，我们要求反射线的方程，并证明它
通过焦点 F

(p
2
, 0
)

. 如果过 P1(x1, y1) 点的切线与 x 轴成 θ 角，那么平行于 x

轴的入射光线与法线的夹角是 90◦ − θ. 由光的反射定律，反射光线与法线的夹
角也是 90◦ − θ. 于是，从图 2.12 上看出，反射光线与 x 轴的夹角是 2θ.

现在，在方程 y2 = 2px 的两边对 x 求导数，得到

2yy′ = 2p ⇒ y′ =
2p

2y
=
p

y
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镜面

入射线 反射线

法线

ri

图 2.11

所以，由导数的几何意义得出，在 P1(x1, y1) 点的切线的斜率是

tan θ = y′x1
=

p

y1

于是反射光线的斜率是

tan 2θ =
2 tan θ

1− tan2 θ
=

2 · p
y1

1− p2

y21

=
2py1
y21 − p2

=
2py1

2px1 − p2
=

2y1
2x1 − p

从而，得出反射线方程

y − y1 =
2y1

2x1 − p
(x− x1)

令 y = 0, 得到反射光线与 x 轴交点的横坐标，

0− y1 =
2y1

2x1 − p
(x− x1) ⇒ x =

p

2

即反射线通过焦点 F
(p
2
, 0
)

. 由于 P1(x1, y1) 是抛物线上任意一点，所以只要

入射光线与 x 轴平行，反射光线必通过焦点．如果把光源放在焦点 F
(p
2
, 0
)

上，那么从焦点发出的光线经抛物线镜面反射后的反射光线是与对称轴（x 轴）
平行的光线．我们常利用这个原理获得平行光．

练习

1. 求下列隐函数在指定点的导数 dy
dx :
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x

y

y2 = 2px

F
(p
2
, 0
)θ

2θ

θ

θ

90◦ − θ

P1(x1, y1)

O

图 2.12

(a) y = cosx+
1

2
sin y, 点

(π
2
, 0
)

(b) yex + ln y = 1, 点 (0, 1)

(c) x2 + xy + y2 = 1, 点 (1,−1)

(d) x2y2 + x2 + y2 = 9, 点 (1, 2)

2. 求下列隐函数的导数 dy
dx :

(a) x2

a2
+
y2

b2
= 1

(b) y2 = 8x

(c) x2 = 2y

(d)
√
x+

√
y = 1

(e) x3 + y3 = a3

(f) x
2
3 + y

2
3 = a

2
3

(g) y − cos(x+ y) = 0

(h) y = x+ arctan y

(i) y = 1− ln(x+ y) + ey

(j) arctan y
x
= ln

√
x2 + y2

3. 求下列方程在指定点的导数 dy
dx :

(a) x−√
xy + y = 2，点 (x1, y1)

(b) (ax)
2
3 − (by)

2
3 = (a2 + b2)

2
3，点 (x0, y0)
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(c) (x+ y)
2
3 +(x− y)

2
3 = 2a

2
3 在 x = 0 的点；在 x = y 的点；在

x = −y 的点

(d) x2 + xy + y2 = c2，在斜率等于 −1 的点

4. 若 x
√
y + y

√
x = c，求

dy
dx 和

dx
dy .

5. 求椭圆 x2 + 4y2 = 9 的切线方程，使它和直线 2x+ 3y = 0 平行．

6. 曲线 y = (x − 2)(x − 3)(x − 4) 和 x 轴交于 P (2, 0), Q(3, 0) 和
R(4, 0) 点．

(a) 求证在 P 点和 R 点处的切线互相平行；

(b) 求曲线在 Q 点处的法线与 y 轴的交点．

7. 求曲线 2x3−xy+8 = 0上的 P 点，使在该点的切线通过原点，过
P 点的切线与曲线交于另一点 Q 的坐标．

8. (a) 求证直线 ℓx+my+ n = 0 与椭圆
x2

a2
+
y2

b2
= 1, 双曲线 x2

a2
−

y2

b2
= 1,抛物线 y2 = 2px相切的条件分别是 a2ℓ2+b2m2 = n2,

a2ℓ2 − b2m2 = n2, pm2 = 2nℓ.

(b) 证明对于任意 k, 直线 y = kx+
√
a2k2 + b2 是椭圆曲线

x2

a2
+

y2

b2
= 1 的切线．

9. (a) 求过 P (5, 3) 点与椭圆
x2

16
+ y2 = 1 相切的直线方程.

(b) 求过 (a) 中的两切点的直线方程．

10. 椭圆 x2

16
+ y2 = 1 的切线与 x 轴成 60◦ 角，求该切线的方程．

11. 通过双曲线 x2

a2
− y2

b2
= 1 的焦点而与横轴垂直的弦的两个端点分

别记作 A 和 B, 求证过 A、B 两点的切线交于横轴上的点 Q, 且
Q 点离中心的距离等于

a

e
.

12. 求证过双曲线上一点 P 的切线与过 P 点的焦点半径成等角．
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六、高阶导数

对于给定的可微函数 f(x), 它的导数 f ′(x) 仍是 x 的函数．如果 f ′(x) 是
可微的，它的导函数 (f ′(x))′ = f ′′(x)或 f (2)(x)称为 f(x)的二阶导函数，⋯⋯
如此类推，f(x) 的 n 阶导函数 f (n)(x), 可以归纳地定义为：

f (1)(x) = f ′(x)

f (n)(x) =
(
f (n−1)(x)

)′
, n = 2, 3, . . .

因此，求高阶导函数，实际上就是连续地求一阶导函数．

高阶导函数有时也记作
dny

dxn 或
dn

dxn f(x). 例如

f ′′(x) =
d

dxf
′(x) =

d
dx

(
dy
dx

)
=

d2y

dx2

f (3)(x) =
d

dx

(
d2y

dx2

)
=

d3y

dx3

二阶导数有它的实际意义，例如动点的速度 v 等于它所经过的路程 S 对

于时间 t 的变率：v =
dS
dt；而加速度 a 是速度 v 对于时间 t 的变率：a =

dv
dt，

这就是说加速度是路程 S 对于时间 t的二阶导数：a =
d2S

dt2 ．在以后的学习中，
我们还会知道二阶导数有它的重要的几何意义．我们已经知道一次函数 f(x) =

ax+b (a 6= 0)的图象是一条直线，而它的二阶导数 f ′′(x) = (f ′(x))′ = (a)′ = 0.
因此，若一函数的二阶导数 f ′′(x) 6= 0, 那么它的图象就不是直线．

例 2.31 设 y =
x

1− x
，求

d2y

dx2 , d3y

dx3 .

解：

y =
x

1− x
= −1 +

1

1− x
dy
dx = − (1− x)′

(1− x)2
=

1

(1− x)2

d2y

dx2 =
−[(1− x)2]′

(1− x)4
=

−2(1− x)(−1)

(1− x)4
=

2

(1− x)3

d3y

dx3 =
−2[(1− x)3]′

(1− x)6
=

2 · 3(1− x)2(−1)

(1− x)6
=

6

(1− x)4

例 2.32 若 f(x) =
√
a2 + x2，求 f ′′(x)
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解： 解法 1:

f ′(x) =
1

2
(a2 + x2)−

1
2 (a2 + x2)′

=
1

2
(a2 + x2)−

1
2 (2x) =

x√
a2 + x2

f ′′(x) =

√
a2 + x2 · x′ − x

(√
a2 + x2

)′
a2 + x2

=

√
a2 + x2 − x2√

a2 + x2

a2 + x2

=
a2 + x2 − x2

(a2 + x2)
3
2

=
a2

(a2 + x2)
3
2

解法 2: 将原来的函数变形为隐函数，用隐函数微分法求二阶导数．
设 y =

√
a2 + x2, 则 y2 = a2 + x2, 对 x 微分得：

y · yx = x

再对 x 微分得：

y · y′′x + (y′x)
2 = 1

将 y′ =
x

y
代入，得

y · y′′x +
x2

y2
= 1

因此：

y′′x =

1− x2

y2

y
=

1− x2

x2 + a2√
a2 + x2

=
a2

(a2 + x2)
3
2

例 2.33 若 y =
x2√
x2 + 1

，求证：

(x2 + 1)
d2y

dx2 + 3x
dy
dx − y = 2

√
x2 + 1

证明：将原式去分母
y
√
x2 + 1 = x2

对 x 微分得
√
x2 + 1 · dy

dx + y · x√
x2 + 1

= 2x
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两边乘以
√
x2 + 1，得到

(x2 + 1) · dy
dx + y · x = 2x

√
x2 + 1

再对 x 微分得：

(x2 + 1)
d2y

dx2 + (2x) · dy
dx + x

dy
dx + y = 2

√
x2 + 1 +

2x2√
x2 + 1

即：

(x2 + 1)
d2y

dx2 + 3x
dy
dx + y = 2

√
x2 + 1 + 2y

因此：

(x2 + 1)
d2y

dx2 + 3x
dy
dx − y = 2

√
x2 + 1

有时需要求一些函数的 n阶导数，但是在一般情形下，函数的 n阶导数是
如此的复杂，以致求函数的 n 阶导数的通式是办不到的，然而有一些函数，我
们不难写出它的 n 阶导数的通式．

例 2.34 设 y = (ax+ b)m, 求 y(n) (m > n)

解：

y′ = ma(ax+ b)m−1

y′′ = m(m− 1)a2(ax+ b)m−2

y(3) = m(m− 1)(m− 2)a3(ax+ b)m−3

· · · · · · · · ·

由此推知：

y(n) = m(m− 1) · · · (m− n+ 1)an(ax+ b)m−n =
m!

(m− n)!
an(ax+ b)m−n

这个结果的正确性可用数学归纳法证明．

例 2.35 设 y =
1

x2 − 4x+ 3
，求 y(n).

解：

y =
1

x2 − 4x+ 3
=

1

2

(
1

x− 3
− 1

x− 1

)



第二节 微商运算的基本法则 91

y′ =
1

2

[
−1

(x− 3)2
− −1

(x− 1)2

]
=

(−1)

2

[
1

(x− 3)2
− 1

(x− 1)2

]
y′′ =

(−1)

2

[
−2(x− 3)

(x− 3)4
− −2(x− 1)

(x− 1)4

]
=

(−1)22!

2

[
1

(x− 3)3
− 1

(x− 1)3

]
· · · · · · · · ·

假设一般地有：

y(n) =
(−1)nn!

2

[
1

(x− 3)n+1
− 1

(x− 1)n+1

]
那么：

y(n+1) =
(−1)nn!

2

[
−(n+ 1)(x− 3)n

(x− 3)2(n+1)
− −(n+ 1)(x− 1)n

(n− 1)2(n+1)

]
=

(−1)n+1(n+ 1)!

2

[
1

(x− 3)n+2
− 1

(x− 1)n+2

]
即仍有此规律．因此，对于任何自然数 n，都有

y(n) =
(−1)nn!

2

[
1

(x− 3)n+1
− 1

(x− 1)n+1

]
成立．

例 2.36 设 y = sin(ax+ b)，求 y(n).

解：
y′ = a cos(ax+ b) = a sin

(
ax+ b+

π

2

)
因此，求 sin(ax+ b) 的导数是将函数乘以 a，同时将幅角加上

π

2
.

不难推知：

y(n) = an sin
(
ax+ b+

nπ

2

)
请读者用数学归纳法证明这个猜想正确．

例 2.37 设 f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n，h 为任取非零实数，求证：

f(a+ h) = f(a) + f ′(a)h+
f ′′(a)

2!
h2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
hn

证明：已给 f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n，令 x = a+ h，并按 h 的升幂展开

每一项，得到一个形式如

f(a+ h) = C0 + C1h+ C2h
2 + · · ·+ Cnh

n (2.10)
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的表达式．
我们将说明，系数 C0, C1, . . . , Cn 由 f(x) 在点 a 的函数值 f(a) 以及直到

n 阶为止的各阶导数在 x = a 的值表示，即

C0 = f(a), Ci =
1

i!
f ′(a), i = 1, 2, . . . , n

为了证明这个事实，(2.10) 中把 h 看作自变量，首先令 h→ 0, 立刻得到

f(a) = C0

然后，应用复合函数求导法则，对方程 (2.10), 关于 h 逐次求导，依次得
到：

f ′(a+ h) = C1 + 2C2h+ 3C3h
2 + · · ·+ nCnh

n−1

f ′′(a+ h) = 2C2 + 3× 2C3h+ · · ·+ n(n− 1)Cnh
n−2

f (3)(a+ h) = 3!C3 +
4!

1!
C4h+

5!

2!
C5x

2 + · · ·+ n!

(n− 3)!
Cnh

n−3

· · · · · · · · ·

f (i)(a+ h) = i!Ci +
(i+ 1)!

1!
Ci+1h+ · · ·+ n!

(n− i)!
Cnh

n−i

· · · · · · · · ·

f (n−1)(a+ h) = (n− 1)!Cn−1 + n!Cnh

f (n)(a+ h) = n!Cn

把 h = 0 代入上面一个方程中，便得到

C1 = f (1)(a), C2 =
f (2)(a)

2!
, C3 =

f (3)(a)

3!
, . . . , Ci =

f (i)(a)

i!
, . . . , Cn =

f (n)(a)

n!

把上面 C0 = f(a), Ci =
f (i)(a)

i!
, i = 1, 2, . . . , n 代入 (2.10) 中，最后得

到：

f(a+ h) = f(a) + f ′(a)h+
f (2)(a)

2!
h2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
hn (2.11)

这个公式叫做多项式的泰勒公式．
在 (2.11) 中，令 a+ h = x, 则 (2.11) 可以改写成

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f (2)(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n



第二节 微商运算的基本法则 93

练习

1. 求下列函数的 n 阶导数：

(a) f(x) = 1− x

1 + x
(b) f(x) = sin2 x

2. 若 y = tan(m · arctanx)，验证

(1 + x2)
d2y

dx2 = 2(my − x)
dy
dx

3. 若 y =
A cosmx+B sinmx

xn
，其中 A,B,m, n 是常数，验证

d2y

dx2 + 2
n

x

dy
dx +

[
n(n− 1)

x2
+m2

]
y = 0

4. 若 h(x) = f(x)g(x)，其中 f(x), g(x) 和 h(x) 都是 n 阶可微，求
证：

h(n)(x) = f(x) · g(n)(x) + C1
nf

(1)(x)g(n−1)(x) + · · ·

+ Ch
nf

(h)(x)g(n−h)(x) + · · ·

+ Cn−1
n f (n−1)(x)g(1)(x) + Cn

nf
(n)(x)g(x)

5. 求下列函数的 n 阶导数：

(a) f(x) = x lnx

(b) f(x) = xex

(c) f(x) = eax sinβx

6. 证明 x3 − 7x2 + 15x− 9 = 0 有一个二重根．

7. 检验方程 x3 − 6x2 + 11x− 6 = 0 有无重根？

8. 方程 x4 − 6x2 − 8x− 3 = 0 有重根，解此方程．

9. 应用泰勒公式将多项式 (x+ a)n 按 x 的升幂展开．

10. 若 f(x) = x3 − 3kx+2k+8 在实数范围内能分解成一个二重因式，
试求 k 值和它的因式乘积．
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七、参数方程表示的函数的导数

用方程 y = f(x)来表示曲线在几何上受很大的限制：这样表示的曲线与平
行于 y 轴的任意直线相交不能多于一点．通常，把曲线分成可以表为 y = f(x)

的若干部分来克服这个限制，例如，以原点为中心，r 为半径的圆，可以由定
义在闭区间 [−r, r] 上的两个函数 y =

√
r2 − x2 和 y = −

√
r2 − x2 给出．

曲线最直接和最灵活的描述法是参数表示．我们不把直角坐标 x 或 y 中
的一个看成另一个的函数，而把两个坐标 x 和 y 都看成为第三个自变量 t 的
函数，t 叫做参数或参变量．当 t 在 t 轴上或 t 轴上的一个区间 [a, b] 变化时，
由 t 轴上的原象点，通过参数方程 x = φ(t), y = ψ(t) 映射到曲线 C 上的一点
(x, y) = (φ(t), ψ(t)), 使得对应于 t 的某个区间 [a, b] 或 (−∞,∞), 一对函数值
x = φ(t), y = ψ(t) 定义的点集{(

φ(t), ψ(t)
)∣∣∣t ∈ [a, b]

}
就是曲线 C 上的全部点，而且没有其它点．
在解析几何中，我们已经知道：
圆的参数方程是

x = a cos t, y = a sin t

这里 t 表示圆心角．
椭圆的参数方程是

x = a cos t, y = b sin t (a > b > 0)

这里 t 是偏心角．（图 2.13）
曲线 C 可以有许多参数表示法，就好象同一条路可以有许多不同走法，例

如抛物线 y2 = 2px可以用在其上的点 (x, y)的切线的斜率作参数，由于 2yy′ =

2p, 所以抛物线 y2 = 2px 的参数方程是

x =
p

2(y′)2
, y =

p

y′

其中 y′ ∈ (−∞, 0) ∪ (0,∞).
如果用

1

y′
= cot θ 作参数，那么它的参数方程是

x =
p

2
cot2 θ, y = p cot θ

我们也可以用
y

2p
=
x

y
= λ, λ ∈ (−∞,∞) 作参数，于是又得一参数方程

x = 2pλ2, y = 2pλ
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a

b

x

y

O

B

N

A

Mt
P

图 2.13

例 2.38 讨论由参数方程

x = sin t, y = cos2 t, t ∈ [0, 2π]

所定义的曲线 C.

解：因为 sin2 t+ cos2 t = 1，所以曲线 C 在抛物线

x2 + y = 1 (2.12)

上．反过来，抛物线 (2.12) 并不与曲线 C 一致，我们要说明限制在长方形区
域 R = {−1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} 内的抛物线 (2.12) 上的部分是曲线 C（图
2.14）．

x

y

O(−1, 0) (1, 0)

(0, 1)

图 2.14
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事实上，x = sin t 在闭区间 [0, 2π] 上处处连续，且在闭区间
[
π

2
,
3π

2

]
上

由 1 单调递减到 −1，因此根据反函数存在定理，对于每一个 x ∈ [−1, 1]，存
在唯一的一个 t，使得 sin t = x 成立，从而得到

y = 1− x2 = 1− sin2 t = cos2 t ∈ [0, 1]

这就说明了，点 (x, 1− x2) (x ∈ [−1, 1]) 在曲线 C 上，而且只有这些点在曲线
C 上，换言之，在 (2.12) 上的除去这些点的其它任何一点不在曲线 C 上．

在参数方程 x = φ(t), y = ψ(t) 中，由于 t 轴是有序的，我们可以用明显
的方式把曲线 C 的点规定一个次序或“指向”，即如果 t1 < t2，那么由 t1 映
射的点在由 t2 映射的点的前面．例如例 2.38 的曲线上的动点 P 随着 t 增加的
方向这样运动：P 点在 t = 0 时，由点 (0, 1) 开始移动到在 t =

π

2
时的 (1, 0)

点，然后沿原路线返回移动到 t = π 时的 (0, 1)点，再继续移动到在 t =
3π

2
时

的 (−1, 0) 点，最后又返回到在 t = 2π 时的 (0, 1) 点．

如果函数 φ(t), ψ(t) 的定义域是 t 轴上的闭区间 [a, b], 而且在这区间上的
t 的不同值对应曲线 C 上不同的点，那么我们称 C 为简单弧，例 2.38 中的抛
物线，由上面知道不是简单弧，而抛物线 x = t, y = t2, t ∈ [0, 1] 是简单弧的
一个例子．

如果曲线 C 上的始点 P (φ(a), ψ(a)) 与终点 P (φ(b), ψ(b)) 相同，并且除
t = a 和 t = b 外，在 [a, b] 上没有另外一对不同值对应曲线上同一点，那么曲
线 C 叫做简单闭曲线．x = a cos t, y = a sin t, t ∈ [−π, π] 就是简单的闭曲线．
有时我们使用 y = f(x) 表示曲线 C 或 C 的一部分是方便的，如果 C

用参数方程 x = φ(t), y = ψ(t) 给出，而对于曲线的一部分 t2 ≤ t ≤ t1, 函数
φ(t), ψ(t)中的一个，譬如说 x = φ(t)是单调的和连续的，那么这样的表示法总
是可能的，办法是先由 x = φ(t) 解出它的反函数 t = φ−1(x), 再代入 y = ψ(t)

中，便得到

y = ψ
(
φ−1(t)

)
= f(x)

即 y = f(x) 是由 y = ψ(t) 和 t = φ−1(x) 复合而成的复合函数．

要求曲线 C 的斜率，我们不必重新建立 y 对 x 的函数关系 y = f(x), 再
去求导，只须由方程组  x = φ(t)

y = ψ(t)
(2.13)

当
dφ
dt 6= 0 时，按照复合函数求导法则可以直接得到 f ′(x).
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事实上，当 φ′(t) 6= 0 时，t = φ−1(x) 的导数存在，并且是
dt
dx =

1

φ′(t)
.

按照复合函数求导法则，得到

f ′(x) =
dy
dt ·

dt
dx =

ψ′(t)

φ′(t)

于是，当
dφ
dt 6= 0 时，就得到曲线 C 的斜率：

dy
dx =

ψ′(t)

φ′(t)
(2.14)

当
dψ
dt 6= 0 时，就得到

dx
dy =

φ′(t)

ψ′(t)
(2.15)

因此，只要 [φ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 6= 0, 切线总是存在的：如果 ψ′(t) = 0, 切线是水
平的；如果 φ′(t) = 0, 切线是垂直的．

当曲线由参数方程组 (2.13)给出，那么曲线上点 (x0, y0)处的切线方程为

(y − y0)
dx
dt − (x− x0)

dy
dt = 0 (2.16)

法线的斜率是 − 1

y′x
，因此法线方程为

(x− x0)
dx
dt + (y − y0)

dy
dt = 0 (2.17)

例 2.39 求椭圆

 x = a cos t

y = b sin t
在点 t 的切线方程和法线方程．

解：椭圆在点 t 的切线方程，按照 (2.16) 得到

(y − b sin t)(−a sin t)− (x− a cos t)(b cos t) = 0

化简得
y(−a sin t)− x(b cos t) + ab = 0

两边除以 −ab, 得到在点 t 的切线方程

x

a
cos t+ y

b
sin t = 1

在点 t 的法线方程，按照 (2.17) 得到

(x− a cos t)(−a sin t) + (y − b sin t)(b cos t) = 0
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化简得

−ax sin t+ by cos t+ (a2 − b2) sin t · cos t = 0

或

xa sin t− yb cos t− c2

2
sin 2t = 0

例 2.40 求曲线

 x = t2

y = t3
在点 t 的切线方程，并求此切线与曲线的另一交

点的坐标.

解：在点 t 的切线方程是

(y − t3)(2t)− (x− t2)(3t2) = 0

若 t 6= 0, 则得切线方程

2y − 3tx+ t3 = 0

设此切线与曲线交于 (T 2, T 3) 点，于是数 T 满足等式

2T 3 − 3tT 2 + t3 = 0

这是 T 的三次方程，它表示切线与曲线相交于三个点，由于切点的 t 值是它的
二重根，根据根和系数的关系，得

2t+ T = −(−3t) ⇒ T = −1

2
t

故切线与曲线的另一交点的坐标是
(
1

4
t2,−1

6
t3
)

如果再假定 φ′′(t)，ψ′′(t) 存在，则 y 对 x 的二阶导数可按照复合函数求
导法及商的导数法来求：

y′′ =
dy′
dx =

dy′
dt · dt

dx

=
d
dt

(
ψ′(t)

φ′(t)

)
· 1

φ′(t)

=
φ′(t)ψ′′(t)− ψ′(t)φ′′(t){

φ′(t)
}3
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练习

1. 设 x =
1

2
pλ2, y = pλ 是抛物线以 λ 为参数的方程，求在点 λ 的切

线方程和法线方程．

2. 过点 (x0, y0) 作抛物线 y2 = 2px 的两条切线，设切点的参数为 λ1

和 λ2, 求证  p(λ1 + λ2) = 2y0

p1λ1λ2 = 2x0

3. 过抛物线 y2 = 2px 的定长为 c 的弦的两端作切线，求切线交点的
轨迹方程．

4. 求曲线

 x = t(1− t2)

y = 1 + t2
在点 t 的切线方程．

5. 曲线 y2 = x3 上点 P (t2, t3) 的切线交 x 轴于 T 点，过 T 点与 PT

垂直的直线交 y 轴于 N 点，求证
ON2

OT
是一个与 t 无关的常数，

这里 O 是原点．

6. 如果曲线 ay2 = x3 上 P (at2, at3) 点的切线交曲线于另一点 Q, 交
y 轴于 R 点，

(a) 求 Q 点坐标；

(b) 如果由点 P 引 x轴的垂线的垂足为 N 点，求证：OQ和 RN

的斜率的绝对值相等．

7. (a) 求以 a 为参数的抛物线系

y +
35

16
a =

a3

3

(
x+

3

4a

)2

的顶点的轨迹方程．

(b) 证明对应于参数 a 的抛物线与双曲线 xy = −7

6
相切于点(

1

a
,−7a

6

)
，又与双曲线 xy =

10

3
, 相切于点

(
−2

a
,−5

3
a

)
.

8. 试证曲线 x = a(cos t + t sin t), y = a(sin t − t cos t) 的每条法线都
与圆 x2 + y2 = a2 相切
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9. 若 x = sec θ 和 y = 2 tan θ,

(a) 求 dy
dx 和

d2y

dx2 以 θ 表示之；

(b) 求证：y3 d2y

dx2 + 16 = 0

10. 求证过椭圆 x = a cosφ, y = b sinφ 上两点 φ1、φ2 的切线的交点

的坐标为

acos φ1 + φ2

2

cos φ1 − φ2

2

, b
sin φ1 + φ2

2

cos φ1 − φ2

2



八、微分与变率（微商）

（一）微分的概念

当函数 y = f(x)的自变量 x在点 x0处得到一个微小的改变量∆x = x−x0
时，函数 y 的值得到相应的改变量，即

∆y = f(x0 +∆x)− f(x0) (2.18)

函数的改变量 ∆y 最能表现函数的特征，无论函数变化的大小，或者是函数在
某一点的递增或递减的变化趋势，都是由它来刻画的．
从数的观点来看，一个变量就是一个可以取很多不同的值的符号，所以我

们也可以把 ∆x 看成一个新变量，这样 ∆y 就是 x0 和 ∆x 这两个变量的函数．
如

例 2.41 设 y = x3，那么

∆y = (x0 +∆x)3 − x30 = 3x20∆x+ 3x0(∆x)
2 + (∆x)3

例 2.42 设 f(x) = x2 − 1

x
，那么

∆y =

[
(x+∆x)2 − 1

x+∆x

]
−
[
x2 − 1

x

]
= 2x∆x+ (∆x)2 +

∆x

x(x+∆x)

从上面的例子看出，通常 ∆y = f(x0 +∆x)− f(x0) 是一个很复杂的关系，
但是如果函数 f(x) 在点 x0 存在变率 f ′(x0), 我们可以把 ∆y 分解成一个的线
性部分和一个比 ∆x 变小得更快的微量部分．事实上

f ′(x0) = lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
(2.19)
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我们用 ε(x0,∆x) 表示
∆y

∆x
与 f ′(x0) 的差，那么，我们可以写出

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
= f ′(x0) + ε(x0,∆x) (2.20)

这里因为 (2.19)，而有 lim
∆x→0

∆x · ε(x0,∆x) = 0.
将 (2.20) 的两边乘以 ∆x，我们得到

f(x0 +∆x)− f(x0) = f ′(x0)∆x+∆x · ε(x0,∆x) (2.21)

这个等式右边的第一项是与 ∆x 成比例的量，其比例常数是 f(x) 在点 x0 的变
率 f ′(x0),而第二项 ε(x0,∆x)∆x和 ∆x比较起来，当 |∆x|很小时，|ε(x0,∆x) ·
∆x| 就更小，从极限的观点来看，就是

lim
∆x→0

ε(x0,∆x) ·∆x
∆x

= lim
∆x→0

ε(x0,∆x) = 0

这也就是说，ε(x0,∆x) ·∆x 比 ∆x 变小得更快．因此，若 f ′(x0) 6= 0, (2.21)
中的线性部分 f ′(x0)∆x, 当 |∆x| 很小时就是函数改变量 f(x0 + ∆x) − f(x0)

的很好的近似值，它的误差等于 ε(x0,∆x) ·∆x, 由于这个与 ∆x 成比例的部分
是 ∆y 的主要部分，我们把 f ′(x0)∆x 叫做函数 f(x) 在 x = x0 处微分．

定义

设函数 y = f(x) 是可微的，我们称 f ′(x)∆x 为函数 y = f(x) 在点 x 处
与自变量的改变量 ∆x 相对应的微分，记作 dy, 于是

dy = f ′(x)∆x (2.22)

因为函数 f(x) = x 的导数等于 1, 所以对于任何 x 来说，微分 df(x) 便
等于 dx = (x′)∆x = ∆x. 因此，习惯上，常以 dx 代替 ∆x, 于是 (2.22) 就可
以写成

dy = f ′(x) dx (2.23)

从而
f ′(x) =

dy
dx

即变率等于微分的商，这也就是称变率（导数）为微商的根据．
下面我们用前面的例 2.41 和例 2.42 将 dy 和 ∆y 的值作个比较．

例 2.43

y = x3, dy = 3x2 dx, ∆y = 3x2 dx+ (3x+ dx)( dx)2

当 x = 1 时，dy = 3 dx, ∆y = 3 dx+ (3 + dx)( dx)2.
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dx 10 1 0.1 0.01 · · ·
dy 30 3 0.3 0.03 · · ·
∆y 1330 7 0.331 0.030301 · · ·

我们注意到 | dx| 愈小，dy 与 ∆y 的值愈靠近，而且 ∆y 与 dy 的差的绝对值
比 dx 的绝对值变小得更快．

例 2.44

f(x) = x2 − 1

x
, df(x) = f ′(x) dx =

(
2x+

1

x2

)
dx

∆y = 2x dx+ ( dx)2 + dx
x(x+ dx)

令 x = 2，则 dy = 4.25dx, ∆y =

[
4 + dx+

1

2(2 + dx)

]
dx

dx 1 0.5 0.1 0.01 · · ·
dy 4.25 2.13 0.425 0.0425 · · ·
∆y 5.17 2.35 0.434 0.0426 · · ·

上面的例子验证了我们在前面讨论的结论：当自变量的改变量 ∆x 很小时，可
以用微分 dy 来近似地代替函数改变量 ∆y.

例 2.45 半径为 r 的金属圆片加热膨胀，求当半径从 r 变到 r +∆r 时，圆面
积 S 变化大小和此时圆面积 S 与 ∆r 相应的微分 dS, 并试用几何图形解释所
得的结果．

解：已知圆面积 S = πr2, 设 ∆S 是半径从 r 变到 r+∆r 时圆面积改变量，即
圆环的面积（图 2.15），则

∆S = π(r +∆r)2 − πr2 = π
[
2r∆r + (∆r)2

]
=

1

2
[2πr + 2π(r +∆r)]∆r

此时，dS = 2πr∆r.
把圆沿半径剖开，把圆周拉直，圆环就“变成”一个梯形，它的两个底边

长分别是 2πr, 2π(r + ∆r), 高为 ∆r（图 2.16），其中的矩形面积就是微分
dS = 2πr ·∆r, 它表示圆面积 S 在从 r 到 r +∆r 的整段变化过程中都以同一
瞬时变率 (πr2)′ = 2πr 作匀速变化所产生的面积增量．图 2.16 中的两个小直
角三角形的面积表示 ∆S 与 dS 的误差，即

∆S − dS = π(∆r)2
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r

∆r

图 2.15

2π(r +∆r)

2πr

∆r

图 2.16

它比 |∆r| 更快地变小，即

lim
∆r→0

∆S − dS
∆r

= lim
∆r→0

π(∆r) = 0

（二）微分的几何意义

从几何的观点来说，变率的根本想法就是以直代曲，即以在点 x0 处的切
线 y = f(x0)�f ′(x0)(x− x0) 来逼近曲线 y = f(x) 的微段．因此，f ′(x0)∆x 的
几何意义可以从图 2.17 看出．

x

y

O M(x0)

P

M ′(x0 +∆x)

P ′

∆x N

f ′(x0)∆x

T

α

图 2.17

在直角三角形 TPN 中，PN = ∆x, tanα = f ′(x0), 故

NT = PN · tanα = ∆x · f ′(x0) = f ′(x0)∆x
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也就是切线函数 y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) 的相应改变量．至于函数的改变量
则是曲线 y = f(x) 本身的纵坐标在这一段的改变量，在图 2.17 中用线段 NP ′

来代表．所以 f(x) 相应于这一段的微分就是以曲线的切线改变量代替函数的
改变量．从图 2.17 可以看出，当 |∆x| 减小时，TP ′ 跟着减小，但 TP ′ 比 |∆x|
要变小得更快．
回顾上面的讨论，微分的意义是，当 |∆x| 充分小时，曲线 y = f(x) 在点

x0 的切线
y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

的改变量 dy = f ′(x0)∆x = f ′(x0)(x − x0), 就是相应于函数改变量 ∆y =

f(x0 + ∆x) − f(x0) 的微分，它可以近似地表达函数改变量，而差是一个比
|∆x| = |x− x0| 变小得更快的微量．因此我们得到

∆y ≈ dy 或 f(x0 +∆x)− f(x0) ≈ f ′(x0)∆x

上式可改写为
f(x0 +∆x) ≈ f(x0) + f ′(x0)∆x

可见 f(x)在 x0+∆x点的函数值，可以通过它在 x0 的函数值 f(x0)加上一个
与 ∆x 成正比例的量 f ′(x0)∆x 来表达，比例系数就是 f 在点 x0 的微商．上
面的公式常用来作近似计算．

例 2.46 计算
√
101

解：设 y =
√
x，令 x0 = 100, ∆x = 1，则

dy =
∆x

2
√
x0

=
1

2
√
100

=
1

20
= 0.05

因此：
√
101 ≈

√
100 + dy = 10 + 0.05 = 10.05

例 2.47 一个立方体形状的盒子，它的设计边长等于 4(dm), 但允许误差为
0.05(dm), 求盒子体积的可能误差．

解：设盒子的边长由 x 改为 x+ dx, 那么盒子体积的改变量是

∆V = (x+ dx)3 − x3

但是
∆V ≈ dV = 3x2 dx
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令 x = 4, dx = ±0.05, 那么

dV = 3× 16× (±0.05) = ±2.4

因此，体积的可能误差近似地等于 ±2.4(dm)3.

例 2.48 证明当 |x| 很小时，ln(1 + x) ≈ x.

解：设 f(x) = ln(1 + x), 令 x0 = 0, ∆x = x，则

df(x) = f ′(x0)∆x =
1

1 + x0
∆x = x

因此：

f(x0 +∆x) = ln(1 + x) ≈ ln 1 + x = x

即：ln(1 + x) ≈ x

例 2.49 当 |x| 很小时，导出近似公式：tanx ≈ x.

解：设 f(x) = tanx, 令 x0 = 0, ∆x = x, 则

df(x) = sec2 x0 dx = sec2 0 · x = 1 · x = x

因此：

f(x0 +∆x) = tanx ≈ tan 0 + x = x

即：tanx ≈ x.

例 2.50 如图 2.18, 加工锥形工件时，已知工件两头直径分别为 d1, d2, 长度为
ℓ, 当斜角 α 很小时，导出近似公式：

α = 28.6◦ × d1 − d2
ℓ

d2 d1

ℓ

α

图 2.18
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解：由图：tanα =
d1 − d2

2ℓ
. 当 α 很小时，根据 tanα ≈ α，得到：

α ≈ d1 − d2
2ℓ

又：1弧度 =

(
180

π

)◦

≈ 57.3◦，因此：

α ≈ 57.3◦ × d1 − d2
2ℓ

≈ 28.6◦ × d1 − d2
ℓ

（三）微分的运算

如果函数 f(x)可微，即导数 f ′(x)存在，求函数的微分只要求出导数再乘
以自变量的改变量 ∆x 就行了，求已知函数的微分或求导数的方法都叫做微分
法．
我们已经知道当 x 是自变量时， dx = ∆x, 原来的微分表达式 dy =

f ′(x)∆x 就可以改写为 dy = f ′(x) dx, 例如 ( sinx) = cosx dx. 所以我们可
以根据函数的和、积、商的求导数法则得到函数的和、积、商的求微分法则，即

1. d(cu) = c du

2. d(u± v) = du± dv

3. d(uv) = v du+ u dv

4. d
(u
v

)
=
v du− u dv

v2

这里只证明最后一个法则，其余请读者自证．
证明：

d
(u
v

)
=
(u
v

)′
dx =

u′v − uv′

v2
dx

=
v(u′ dx)− u(v′ dx)

v2

=
v du− u dv

v2

现在我们来研究求复合函数的微分法则．
如果 y = f(x), x = φ(t), 那么 y 是 t 的复合函数 y = f(φ(t)), 这时 x 和

y 的微分根据定义都要以 t 为自变量来确定．在这情况下，须注意 dx 6= ∆x,
比如若 x = t2, 则 dx = 2tdt, 而 ∆x = (t + ∆t)2 − t2 = 2t∆t + (∆t)2, 显然
dx 6= ∆x, 对于复合函数 y = f(φ(t)) 的微分，我们有下面重要定理．
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定理

设 y = f(x), x = φ(t) 都是可微函数，x 是中间变量，那么关系式 dy =

f(x) dx 仍成立．

证明：
dy = [f(φ(t))]′ dt

根据复合函数求导数法则有

[f(φ(t))]′ = f ′(φ(t)) · φ′(t)

因此
dy = f ′(φ(t)) · φ′(t) dt

因为 x = φ(t), dx = φ′(t) dt，最后得到

dy = f ′(x) dx

这个定理是说不论 x 是自变量或是中间变量，函数 f(x) 的微分形式不变，
只须注意，若 x 是中间变量，dx 不是任意增量 ∆x, 而是 x 的微分，dy 不能
写成 f ′(x)∆x 即 dy 6= f ′(x)∆x, 这个性质叫做微分不变性．有了微分不变性，
我们在作微分运算时，就无需指明对哪一个变量的微分，而在求函数的变率时，
总要指明对中间变量求导数还是对自变量求导数．另外，求复合函数的导数法
则用微分符号写出，就是

dy
dt =

dy
dx · dx

dt
它就成为简单的代数恒等式了．

例 2.51 求由方程 y3 = x2 + xy + y2 确定的隐函数的导数
dy
dx .

解：对等式两边求微分得到

3y2 dy = 2x dx+ (x dy + y dx) + 2y dy

移项
(3y2 − x− 2y) dy = (2x+ y) dx

最后得到
dy
dx =

2x+ y

3y2 − x− 2y
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例 2.52 求 d sin[tan(x2 − x+ 1)].

解：

d sin
[
tan
(
x2 − x+ 1

)]
= cos

[
tan
(
x2 − x+ 1

)]
d tan

(
x2 − x+ 1

)
= cos

[
tan
(
x2 − x+ 1

)]
· sec2(x2 − x+ 1) · d(x2 − x+ 1)

= cos
[
tan
(
x2 − x+ 1

)]
sec2(x2 − x+ 1) · (2x− 1) dx

（例 2.52 的计算中，将微分符号“d”逐步顺着复合函数的层次从 sin 到 tan
到 x2 − x+ 1, 由外到里，尤如剥笋．）

练习

1. 边长 4cm 的正方形铁皮，在加热中边长增加了 0.001cm, 求此时刻
面积的可能误差 ∆S, 和可能误差的近似值 ds, 又正方形的面积近
似值是多少？

2. 半径为 10cm 的球，在冷却中 R 缩短了 0.001cm, 求此时刻体积的
微分 dV 和体积的近似值．

3. 当 |x| 很小时，导出下列近似公式：

(a)
√
1 + x ≈ 1 +

x

2
(b) ex ≈ 1 + x

(c) (1 + x)n ≈ 1 + nx

(d) n
√
1 + x ≈ 1 +

1

n
x

(e) sinx ≈ x

(f) arcsinx ≈ x

(g) ln(1 + sinx) ≈ x

4. 计算下列各式的值：

(a) 3
√
1.02

(b) 3
√
0.998

(c) e−0.1

(d) tan 0.01

(e) sin 0.1◦

(f) ln 1.0021

5. 求下列函数的徽分:
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(a) y =
x+ 5

x2 − 2

(b) y =
(√

1 + x2
)n

(c) y = ln(sin
√
x)

(d) y = sin3(
√
x)

(e) y = arcsin
√
2x

(f) y = arctan(cosx)

(g) y = sin(lnx)

(h) y = xn ln(nx)

(i) y = ex lnx

(j) y = (ex + e−x)
2

6. 一直圆锥内接于半径等于 R 的球中，球心在直圆锥的内部且到圆
锥底面的距离等于 p, 若 p 增加一个微量 x 而球半径 R 不变，求
证圆锥体积的增量约等于

π

3
(R+ p)(R− 3p)x.

7. 直圆锥的底面半径为 rcm, 高为 hcm, 若半径 r 和高 h 分别有一个

增量 ρcm 和 λcm, 求证圆锥体积的增量近似地等于
(
2ρ

r
+
λ

h

)
.

习题 2.1

1. 求下列函数的导函数：

(a) f(x) = 2x3 − 3x3 + 4x− 5

(b) f(x) = x5 − 6x2 + 13

(c) f(x) = x3 − 4x

x2 + 1

(d) f(x) = cosmx sinnx

(e) f(x) = [sinx+ cosx+ (x2 + x+ 1)]
2

(f) f(x) = tan [sinx+ cosx+ (x2 + x+ 1)]

(g) f ′(x) = cot (x2 + 1)

(h) f(x) =
√
a2 + b2x2

(i) f(x) = 3
√
x4 + x2 + 1

(j) f(x) = cos
(

3
√
3x4 + 5x2 + 6

)

(k) f(x) = (
√
x+ 1)

(
1√
x
− 1

)
(l) f(x) = x sinx+ cosx

(m) f(x) = 2sin2 1
x

(n) f(x) = xsin x

(o) f(x) = e−x2 cos
(
e−x2

)
(p) f(x) = arctan

√
x2 − 2x

(q) f(x) = xe1−cos x

(r) f(x) = x arccosx−
√
1− x2

(s) f(x) = (sinx)cos x

(t) f(x) = 5

 
x− 5

5
√
x2 + 2
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(u) f(x) = x− ln
(
2ex + 1 +

√
e2x + 4ex + 1

)
(v) f(x) =

»
x
√
x
√
x (w) f(x) = loga e

sin2 x+1

(x) f(x) = ln tan x
2
− cotx · ln(1 + sinx)− x

2. 验证函数 f(x) = ex sinx 满足方程

f ′′(x)− 2f ′(x) + 2f(x) = 0

3. 验证函数 f(x) =
x− 3

x+ 4
满足方程

2[f ′(x)]2 = [f(x)− 1]f ′′(x)

4. P 点在直线上运动，在时刻 t, 点 P 与直线上的定点 O 的距离由方程
s2 = a2 + V 2t2 给出，其中 a 和 V 是常量，试用 s 表示 P 点在时刻 t 的
速度和加速度．

5. 在 xy 平面上，求通过点 P (−3, 6) 且与曲线 y = x3 − 5x2 + x + 5 相切，
并且切点的横坐标满足 x ≥ 0 的切线方程．

6. 求证方程 16x4 − 24x2 + 16x − 3 = 0 在 (0, 1) 内有一个三重根，又在
(−2,−1) 内有一个单根．

7. 设三次函数 y = x3 − 3ax2 + bx+ c （其中 a, b, c 是常数）．

(a) 该曲线与直线 y = 2x− 1 切于点 (2, 3), 试用 a 的式子表示 b, c;

(b) 另外，该曲线还与 y = 2x+ 3 相切，试确定 a, b, c 的值．

8. 在中午十二点整，甲船以 6 公里/小时的速率向东行，乙船在甲船之北 16
公里，以 8 公里/小时的速率向南行，在下午一点整两船相近之速率为多
少？在下午两点整两船相离之速率是多少？

9. 已知圆心为 O, 半径为 1 的圆与直线 ℓ 相切于点 A, 一动点 P 自切点 A

沿直线 ℓ 向右移动时，取弧 ÃC 的长为
2

3
AP，直线 PC 与直线 AO 交

于点 M(图 2.19), 又知当 AP =
3π

4
时，点 P 的速率为 v, 求这时 M 点

的速率．

10. 溶液自深 18cm,顶直径 12cm的正圆锥形漏斗中漏入一直径为 10cm的圆
柱形筒中，开始时漏斗中盛满了水，已知当溶液在漏斗中深为 12cm时，其
水平面下落速率为 1cm/s, 问此时圆柱形筒中水平面上升之速率为多少？
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ℓ
A

M

P

C

O

图 2.19

11. 求曲线 y = arctan lnx 与 x 轴的交角．

12. 设质点 P 在时刻 t 的位移方程是

x =
58

240
+A cos

(√
24gt+ α

)
其中 A,α 是待定常数，g ≈ 9.8m/s，且知当 t = 0 时，x = 0, dx

dt = 0，
求 A 和 α.

K0

K1

O

r

K

ℓ

M

M0 M1

φ

x

α

图 2.20

13. 图 2.20 表示曲柄机构装置的图样，连接杆 MK 的长 ℓ = 125cm, 曲柄
OK 的长 r = 25cm, 连杆与汽缸的轴 OM 成 α 角，曲柄与同一轴成 φ

角．

(a) 求用 φ 的式子表示活塞 M 的位移 x 的公式；

(b) 如果 dφ
dt = ω （ω 是常量），求活塞 M 的速率．

14. 在抛物线 y = ax2 + bx+ c (a 6= 0) 上两点作切线，它们在何处相交？

15. 求抛物线 y2 = 4ax 在点 (aλ2, 2aλ) 的切线方程，并求它的两条互相垂直
的切线的交点的轨迹方程．

16. (a) 求曲线 4y3 = 27x2 在点 (2t3, 3t2) 的切线方程；

(b) 求互相垂直的两条切线的交点的轨迹方程．
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17. 计算
 

2.0372 − 1

2.0372 + 1
的近似值．

18. 计算 cos 151◦ 的近似值．

19. 设 f(x) = e0.1x(1−x), 试计算 f(1.05) 的近似值．

20. 若球体积的相对误差 ∆V

V
= 0.01, 试计算球半径的相对误差 ∆R

R
约等于

多少？

第三节 微商运算的初步应用——函数的增减与极值

一、局部极值和中值定理

我们在第一章中曾说明在闭区间 [a, b] 上连续的函数必有最大值和最小值．
函数 f 在闭区间 M = [a, b] 上的最大值的大小涉及到两个因素，既依赖于 f ,
也依赖于 M .
如图 2.21, 若 N = [c, d] ⊂M = [a, b], 则

max
N

f ≤ max
M

f

相应地，

min
N

f ≥ min
M

f

在这两种情形里都可能出现严格不等式（即不带等号的不等式）．

x

y

O

y = f(x)

a c d b

图 2.21

现在我们将阐明一种只决定于 f 的性质的局部极大与极小的概念．
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定义

设函数 f 在点 x 的某个 δ > 0 的邻域，即 (x− δ, x+ δ) 内有定义，如
果对于充分小的 |∆x| < δ, 能使 x+∆x ∈ (x− δ, x + δ), 而且对于一切
x′ = x+∆x ∈ (x− δ, x+ δ), 都有

f(x+∆x) ≤ f(x) 或 f(x+∆x) ≥ f(x)

那么函数 f 在点 x 达到局部极大值（或局部极小值）．

费马定理

如果函数 f 在区间 (a, b) 上有定义，并且在这个区间内的一点 c 取局部
极大值（或极小值），又若 f 在 c 点可微，那么

f ′(c) = 0

证明：为确定起见，设 f(x)在点 c ∈ (a, b)取最大值、于是对于一切点 x ∈ (a, b),
就有

f(x) ≤ f(c)

由导数定义：

lim
x→c

f(x)− f(c)

x− c
= f ′(c)

并且极限 f ′(c) 的存在与 x 是从右边还是从左边趋向 c 无关．

1. 如果 x > c，我们有
f(x)− f(c)

x− c
≤ 0，从而

lim
x→c+

f(x)− f(c)

x− c
≤ 0

2. 如果 x < c，我们有
f(x)− f(c)

x− c
≥ 0，从而

lim
x→c−

f(x)− f(c)

x− c
≥ 0

根据假设 f 在 c 点可微，因此这两个极限必相等，且应等于 f ′(c), 这表示
f ′(c) ≥ 0 和 f ′(c) ≤ 0, 由此得：f ′(c) = 0.

f 在 c 点有局部极小值的情形留给读者自证．
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罗尔定理

如果函数 f 在闭区间 [a, b] 上连续，在开区间 (a, b) 内可微，且在两端
点的函数值相等，即 f(a) = f(b), 那么至少存在一个点 c, c ∈ (a, b), 使
f ′(c) = 0.

证明：如果 f 在 [a, b]上恒为常数，无疑对于任何 c ∈ (a, b)有 f ′(c) = 0. 因此，
可设 f 在 [a, b] 中不为常数，此时 f 在 [a, b] 上的最大值 M 和最小值 m 至少
有一个不等于 f(a) = f(b), 为确定起见，不妨设 M 6= f(a) = f(b)．故 f 在
[a, b] 上的最大值 M 不会在 a 点或 b 点达到，这时根据闭区间上连续函数的性
质，在 (a, b)内至少有一点 c,使 f(c) =M ,于是，由费马定理，即得 f ′(c) = 0.

本定理的几何意义如图 2.22, 曲线 y = f(x) 在 a, b 处有相同高度，如果在
点 c 处、曲线达到最高度，并有切线存在，那么，曲线在该处的切线与 x 轴平
行．同样，在曲线的最低点处的切线也与 x 轴平行．

x

y

O a bc

图 2.22

x

y

(−1, 0)

(0, 1)

g(x) = 1− |x|

(1, 0)O

图 2.23

注意：注意如果罗尔定理中的条件不被满足，结论就不成立．例如 g(x) = 1−|x|
在 [−1, 1] 上连续，且 g(−1) = g(1) = 0, 但在 x = 0 处，g′(x) 不存在，对于这
个 g, 在 (−1, 1) 中就设有 c 能使 g′(c) = 0. 它的图象如图 2.23 所示，

拉格朗日中值定理

如果函数 f 在闭区间 [a, b]上连续，在开区间 (a, b)内可导，那么在 (a, b)

内至少有一点 c, 使得

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a

罗尔定理是拉格朗日定理的特殊情形，我们借助于罗尔定理来证明这个重
要的定理．
证明：我们作一个辅助函数 Φ 使它具有函数 f 的性质：即它在 [a, b] 上连续且
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在 (a, b) 内可微，同时满足 Φ(a) = Φ(b). 为此，设 Φ(x) = f(x) + k(x− a), 并
由条件 Φ(a) = Φ(b) 来决定参数 k.
因为当 x = a 时，有 Φ(x) = f(a); 当 x = b 时，有 Φ(b) = f(b)+ k(b− a),

所以

k = −f(b)− f(a)

b− a

这样得到的函数

Φ(x) = f(x)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a)

就满足罗尔定理中的所有的条件，由罗尔定理，至少存在一点 c ∈ (a, b) 使得
Φ′(c) = 0, 但

Φ′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

b− a

所以

Φ′(c) = f ′(c)− f(b)− f(a)

b− a
= 0

即

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a

为了便于应用，拉格朗日定理的结论，通常写成如下形式：

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a), a < c < b (2.24)

在上式中，令 b = a+ h，c = a+ θh，0 < θ < 1，得到中值定理的另一形式：

f(a+ h)− f(a) = hf ′(a+ θh), 0 < θ < 1 (2.25)

中值定理的几何意义如图 2.24所示．在闭区间 [a, b]上有一条连续的曲线，
且过曲线 y = f(x) 上每一点（端点除外），都可以作出一条切线，那么在曲线
上至少有一点 M(c, f(c)), c ∈ (a, b), 使得过点 M 的切线与弦 AB 平行．

例 2.53 求 f(x) = 1+
4

x
在 (1, 4)内满足中值定理 f(b)−f(a) = f ′(c) · (b−a)

的点 c 的值．

解：显然 f 在 [1, 4] 上连续，又 f ′(x) = − 4

x2
, 故 f 在 (1, 4) 内可微，根据中

值定理，存在点 c ∈ (1, 4), 使得

f(4)− f(1) = (4− 1)f ′(c)

成立．
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x
O

y

a

A

b

B

C

M(c, f(c))

c

图 2.24

∵ f(4) = 2, f(1) = 5,

∴ 2− 5 = 3

(
− 4

c2

)
, 即：c2 = 4，得 c = ±2.

又 ∵ 2 ∈ (1, 4), −2 /∈ (1, 4),
∴ c = 2. 于是

f(4)− f(1) = (4− 1)f ′(2)

例 2.54 设 f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · · + anx

n, 求证在 f ′(x) = 0 的相邻二
根之间，至多有 f(x) = 0 的一个根．

证明：因为多项式函数处处连续和可微，所以若在 f ′(x) = 0 的两相邻实根
x1, x2 之间有 f(x) = 0 的二实根 α, β (α < β), 那么根据罗尔定理，至少存在
f ′(x) = 0的一个根 c,使得 α < c < β．但是 (α, β) ⊂ (x1, x2)，于是 x1 < c < x2，
由此得出矛盾，所以在 f ′(x) = 0 的相邻两根之间，至多有 f(x) = 0 的一个
根．

例 2.55 求证不等式
h

1 + h
< ln(1 + h) < h，对于 h ∈ (−1, 0)∪ (0,+∞)成立．

证明：设 f(x) = lnx, 于是 (lnx)′ = 1

x
. 由于 lnx 在区间 [a, b], (0 < a < b) 上

连续且在 (a, b) 内可微，根据中值定理 (a, b) 内存在 c，使得：

ln b− ln a =
1

c
(b− a), a < c < b (2.26)

若 h > 0, 令 a = 1, b = 1 + h, 于是 c = 1 + θh, 这样 (2.26) 可写成

ln(1 + h) =
h

1 + θh
, 0 < θ < 1
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若把上式中的 θ 看作变数，由 0 变到 1, 那么 ln(1 + h) =
h

1 + θh
=

1
1

h
+ θ
便

由 h 递减到
h

1 + h
，所以

h > ln(1 + h) >
h

1 + h
, h > 0

若 −1 < h < 0，令 a = 1+ h，b = 1，于是 c = 1+ θh，这样 (2.26) 可以
写成

ln 1− ln(1 + h) =
−h

1 + θh

仍得
ln(1 + h) =

h

1 + θh

同样可证
h > ln(1 + h) >

h

1 + h

因此，当 h > −1 且 h 6= 0 时，不等式

h

1 + h
< ln(1 + h) < h

成立．

练习

1. 曲线 y = x2 上的某点的切线平行于连接横坐标为 a, b 两点的弦，
求出此点．

2. 曲线 y =
1

x
上的某点的切线平行于连接横坐标为 a, b (0 < a < b)

两点的弦，求出此点．

3. 若 φ(x) = (x− a)m(x− b)n，验证罗尔定理成立．

4. 用罗尔定理证明，无论m为何值，多项式函数 fm(x) = x3−3x+m

在 [0, 1] 之间至多有一个根．

5. 证明下列不等式：

(a) | sinx− sin y| ≤ |x− y|

(b) a− b

a
< ln b

a
<
a− b

b
, 0 < b < a

(c) h

1 + h2
< arctanh < h, h > 0
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(d) 若 0 < m < 1，且 x > 1，则：
m(x− 1)

x1−m
< xm− 1 < m(x− 1)

（提示：利用中值定理形式 1，取 b = x, a = 1）

(e) 若 h > −1，h 6= 0，n > 1，则：(1 + h)
1
n < 1 +

h

n

(f) 若 h > −1，h 6= 0，则：1− h

2
<

1√
1 + h

< 1− h

2
√
(1 + h)3

6. 说明方程 3x5 − 25x3 + 60x − 20 = 0 有三个实数根，给出根所在
的区间，使每个区间只含一个根．

二、函数的增减与极值——中值定理的应用

（一）函数的增减性

我们已经学过增函数与减函数的概念，现在要阐明导数的正负与函数的增
减的关系．

读者已经知道常量的导数等于零，现在反过来问：如果函数 f 在给定区间
上的导数永远是零，那么这个函数在这个区间上就是一个常量？由拉格朗日定
理可得到肯定的回答．

定理 1

如果函数 f 在开区间 (a, b) 上的每一点的导数等于零，即 f ′(x) = 0, 那
么函数 f 在 (a, b) 上是一个常数．

证明：我们从区间 (a, b) 中固定某一点 x0, 再取其它的任何一点 x ∈ (a, b). 对
于区间 [x0, x] 或 [x, x0], 函数 f 满足拉格朗日定理条件，因此，我们可以写出

f(x)− f(x0) = f ′(c)(x− x0), c ∈ (x0, x) 或(x, x0)

也就是 c ∈ (a, b), 依已知条件 f ′(c) = 0, 因而对任何一点 x ∈ (a, b), f(x) =

f(x0) = 常数．

例 2.56 求证：如果 x > 1，那么 2 arctanx+ arcsin 2x

1 + x2
= π 成立．

证明：设 f(x) = 2 arctanx + arcsin 2x

1 + x2
，因为当 x > 1 时，

∣∣∣∣ 2x

1 + x2

∣∣∣∣ < 1，
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故对于所指定的 x 值的范围，f(x) 有定义，又因为：

f ′(x) = 2(arctanx)′ +
(

arcsin 2x

1 + x2

)′

=
2

1 + x2
+

1 
1−

(
2x

1 + x2

)2
·
(

2x

1 + x2

)′

=
2

1 + x2
+

1 
1−

(
2x

1 + x2

)2
· (1 + x2) · 2− 2x(2x)

(1 + x2)2

=
2

1 + x2
+

2(1− x2)

(x2 − 1)(1 + x2)

= 2

(
1

1 + x2
− 1

1 + x2

)
= 0

所以：

2 arctanx+ arcsin 2x

1 + x2
= c（常数）

另一方面，因为

f
(√

3
)
= 2 arctan

√
3 + arcsin

√
3

2
=

2π

3
+
π

3
= π

因此：

2 arctanx+ arcsin 2x

1 + x2
= π, (x > 1)

定理 2

若 f(x) 在 [a, b] 连续，在 (a, b) 内 f ′(x)�0 (或 f ′(x) < 0)，那么 f(x) 在
[a, b] 上严格递增（或严格递减）．

证明：设 a ≤ x1 < x2 ≤ b，由于在闭区间 [x1, x2] 上满足拉格朗日定理的条件，
因此，在开区间 (x1, x2) 上可以找到点 c，使得

f(x2)− f(x1) = (x2 − x1)f
′(c) (x1 < c < x2)

根据条件，如果在 (a, b) 内，f ′(x) > 0 (或 f ′(x) < 0), 那么 f ′(c) > 0 (或
f ′(c) < 0), 从而

f(x2)− f(x1) > 0 (或 < 0)
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因为对于任意 x1 和 x2 (其中 a ≤ x1 < x2 ≤ b)，上面不等式成立，所以 f(x)

在 [a, b] 上严格递增（或严格递减）．
定理 2 的几何意义是明显的，f ′(x) 是函数图象上点 x 处的切线的斜率

tan θ, 这里 0 ≤ θ ≤ π. 这斜率的符号指出切线是向上或向下倾斜的，而曲线本
身也就随着它向上升或向下降．
如果 f ′(x) 在个别的 x 值等于零，其他条件不变，则定理 2 仍然成立，这

一点很容易证实，就是把区间 [a, b] 用使 f ′(x) = 0 的点来分成若干个小区间，
再在每个小区间上分别应用定理 2. 图 2.25 和 2.26 表示定理 2 的几何意义．

x

y

O

θ′θ

图 2.25

x

y

O

θ′θ

图 2.26

例 2.57 证明 tanx > x, 0 < x <
π

2

证明：我们只须证明 tanx−x > 0, 0 < x <
π

2
．为此，设 f(x) = tanx−x, x ∈(

0,
π

2

)
，因为 f(x) 在

[
0,
π

2

)
上连续，且在

(
0,
π

2

)
内 f ′(x) = sec2 x − 1 =

tan2 x > 0，依定理 2, f(x) 在
[
0,
π

2

)
上递增，所以有

f(x) > f(0) = tan 0− 0 = 0, x ∈
(
0,
π

2

)
即：tanx− x > 0，也就是 tanx > x, 0 < x <

π

2
.

例 2.58 求证当 x > 0 时，有 ex > 1 + ln(1 + x).

证明：设 f(x) = ex − 1− ln(1 + x) (x > 0), 则

f ′(x) = ex − 1

1 + x
, f ′′(x) = ex +

1

(1 + x)2

显然，当 x > 0 时，f ′′(x) > 0, 又 f ′(x) 在 [0,∞) 上连续，由定理 2, f ′(x) 在
[0,∞) 上递增，所以

f ′(x) > f ′(0) = e0 − 1

1 + 0
= 0 (x > 0)
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又 f(x) 在 [0,∞) 连续，同理 f(x) 在 [0,∞) 上递增，所以当 x > 0 时，有

f(x) > f(0) = e0 − 1− ln(1 + 0) = 0

即：
ex − 1− ln(1 + x) > 0 或 ex > 1 + ln(1 + x)

例 2.59 确定 f(x) = 2x3 − 9x2 + 12x+ 5 的递增区间和递减区间，并画出这
个函数图象的草图．

解：
f ′(x) = 6x2 − 18x+ 12 = 6(x− 1)(x− 2)

当 x < 1 或 x > 2 时，f ′(x) > 0, 所以 f(x) 在区间 (−∞, 1) 和 (2,+∞)

内递增；
当 1 < x < 2 时，f ′(x) < 0，所以 f(x) 在区间 (1, 2) 内递减．
图象的 y 截距 f(0) = 5，为确定图象的 x 截距，根据例 2.54 和连续函数

中间值定理，由计算的结果

f(−1) = −18, f(1) = 10, f(2) = 9, f(+∞) > 0

得知 f(x) 在 (1, 2) 和 (2,+∞) 内没有零点，即图象在 x > 1 的范围内与 x 轴
不相交：由于 f(x) 在 x < 1 的区间内递增，并且 f(−1) · f(0) < 0, 故 f(x) 的
图象在 x < 1 的范围内与 x 轴只有一个交点，它的横坐标在区间 (−1, 0) 内．
把 f(x) 的递增、递减情况列成下表，就更加醒目．

x (−∞, 1) 1 (1, 2) 2 (2,+∞)

f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ 10 ↘ 9 ↗

图象的草图如图 2.27.

练习

1. 若 |f(x)− f(y)| ≤ (x− y)n, n > 1，求证 f 是一常数．

2. 若 f ′(x) = g′(x), x ∈ (−∞,+∞), 求证 f(x) = g(x) + c.

3. 证明在任何区间内，函数 x− sinx 是增函数，又 α 为何值，函数
αx− sinx 是增函数，αx− sinx 为减函数？
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x

y

1 2−1

图 2.27

4. 证明 x

sinx 在
(
0,
π

2

]
内是增函数．

5. 若 x > 0, 求证

(a) cosx− 1 +
1

2
x2 > 0

(b) sinx− x+
1

6
x3 > 0

(c) x− x2

2
< ln(1 + x) < x

6. 证明下列不等式当 0 < x <
π

2
时成立：

(a) tanx > x+
x3

3
(b) sinx

x
>

2

π

7. 已知 x+ ex = y + ey, 问 sinx = sin y 是否为真？

8. 若 a > b, 求证 a3 − 3a2 + 3a > b3 − 3b2 + 3b.

9. 设 f(0) = 0, 且 f ′ 在 [0,+∞) 内递增，证明 g(x) =
f(x)

x
在

(0,+∞) 内递增．

10. (a) 已知 a, b 为实数，并且 e < a < b，其中 e 是自然对数的底，
证明：ab > ba.

(b) 如果正实数 a, b 满足 ab = ba, 且 a < 1, 则 a = b.

11. 证明：对于所有 x ∈
(
0,
π

2

]
, 有不等式 (sinx)−2 ≤ x−2 +1− 4

π2
成

立．
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（二）函数的极大值与极小值

从例 2.59我们看到 x = 1和 x = 9分别是函数 f(x) = 2x3−9x2+12x+5

取到极大值 f(1) = 10和极小值 f(2) = 9的点，我们称 x = 1为极大点，x = 9

为极小点，以后，极大值与极小值统称为极值，极大点与极小点统称为极值点．

下面我们来讨论如何确定一个函数的极值．

1. 若 x0 是 f(x) 的极值点，且 f(x) 在点 x0 可微，那么总存在 x0 的一个
邻域，使 f(x) 在点 x0 的邻域中满足费马条件，因而必有 f ′(x0) = 0. 例
如例 2.59, f ′(1) = f ′(2) = 0.

2. 若 f(x) 在 x0 不可微，这时 x0 也可能是极值点，例如，f(x) = |x|, 它在
x0 = 0 这一点不可微，但从图 2.28 即可看出 x0 = 0 是它的极小点．

x

y

O

y = |x|

图 2.28

x

y

O

2

4

6

8

2

图 2.29

这就告诉我们连续函数的极值点应该从它的导函数 f ′(x) 的零点和 f(x)

的不可微点中去找，但是，f ′(x) 的零点和 f(x) 的不可微点只是 f(x) 可能达
到极值的点，并不一定是极值点，例如 f(x) = x3, x = 0 是 f ′(x) = 3x2 的零
点，然而在整个区间 (−∞,+∞) 上，f ′(x) ≥ 0, 而且只在 x = 0 时，f ′(x) = 0,
即函数 f(x) = x 在 (−∞,+∞) 上严格递增，因而 x = 0 不是极值点，它的图
象如图 2.29, 在 y 轴的左侧，图象位于切线 y = 0 的下方；而在 y 轴的右侧，
图象位于切线 y = 0 的上方，我们把方程 f ′(x) = 0 的根称为函数 f(x) 的驻
点．
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又如函数

g(x) =


1

2
(x− 1), x ∈ [1, 2]

3

2
(x− 2) +

1

2
(2− 1), x ∈ [2, 3]

(x− 3) +
1

2
(2− 1) +

3

2
(3− 2), x ∈ [3, 4]

的图象是折线，如图 2.30, 易知

g′(x) > 0, x ∈ (1, 2) ∪ (2, 3) ∪ (3, 4)

但 g′(2) 和 g′(3) 不存在，由于 g(x) 在 [1, 4] 上严格递增，所以 x = 2, x = 3

都不是极值点．

x

y

1 2 3 4

y = g(x)

O

图 2.30

综上讨论，我们得到函数 f 取极值的必要条件：

定理 1（极值的必要条件）

若 f(x) 在 [a, b] 上连续，x0 是 f(x) 的极值点，那么 x0 只可能是 f ′(x)

的零点或 f(x) 的不可微点．

下面给出极值点的两个充分性判别法．

定理 2

如果函数 f 在 x0的邻域内连续，并且在 (x0−δ, x0)和 (x0, x0+δ) (δ > 0)

可微：

• 在 (x0 − δ, x0) 内，f ′(x) < 0 (> 0);

• 在 (x0, x0 + δ) 内，f ′(x) > 0 (< 0);
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那么，x0 是 f 的局部极小点（极大点）．

证明：按照前一节中定理 2, f 在 (x0−δ, x0)内严格递减（递增），而在 (x0, x0+δ)

内严格递增（递减），故 f(x0) 必为极小值（极大值）．

注意：这个定理并不要求函数 f 在点 x0 处存在导数，如果导数存在，那么根
据费马定理，它等于零．

例 2.60 讨论 y = 3
√
(x− 1)(x+ 2)2 的极值，并绘出图象的草图．

解：将 y = 3
√

(x− 1)(x+ 2)2 的两边立方，得

y3 = (x− 1)(x+ 2)2

3y2 · y′ = (x+ 2)2 + (x− 1) · 2 · (x+ 2)

= (x+ 2)[x+ 2 + 2(x− 1)]

= 3x(x+ 2)

∴ y′ =
x(x+ 2)

y2
=

x(x+ 2)
3
√
(x− 1)2(x+ 2)4

即

y′ =
x

3
√
(x− 1)2(x+ 2)

(x 6= 1, x 6= −2)

• 当 x = 0 时，y′ = 0, 函数图象在点 x = 0 处有水平切线；

• 当 x = −2 和 1 时，y′ 不存在，但是由 lim
x→1

y′ = +∞ 和 lim
x→−2+

y′ = −∞,
而 lim

x→−2−
y′ = +∞ 得知函数图象在点 x = 1 和 x = −2 处有平行 y 轴的

切线，所以函数的可能的极值点是 x = −2, 0, 1 这三个点．

为确定曲线的 y 截距，令 x = 0, 得 y = − 3
√
44 ≈ −1.59; 为确定它的 x 截

距，令 y = 0, 得 x = −2 和 x = 1, 现列表讨论它的增减性与极值如下：

x (−∞,−2) −2 (−2, 0) 0 (0, 1) 1 (1,+∞)

y′ + 不存在 − 0 + 不存在 +

y ↗ 极大值 ↘ 极小值 ↗ 0 ↗
0 − 3

√
4 ≈ −1.59

函数 y = 3
√
(x− 1)(x+ 2)2 的图象如图 2.31.
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x

y

−2

1 2−3 −1

图 2.31

定理 3

设函数 f(x) 在区间 (a, b) 中有二阶连续的导函数，又 c ∈ (a, b), 使得
f ′(c) = 0,

1. 如果 f ′′(c) < 0, 则 c 是 f(x) 的一个极大点．

2. 如果 f ′′(c) > 0, 则 c 是 f(x) 的一个极小点．

证明：设 f ′′(c) < 0, 由于 f ′′(x) 的连续性，故存在点 c 的一个 δ > 0 的邻域
(c − δ, c + δ) ⊂ (a, b), 使得 f ′′(x)�0, x ∈ (c − δ, c + δ). 按前节定理 2, f ′(x) 在
(c− δ, c+ δ) 中是递减的，又由于 f ′(c) = 0, 因此，f ′(x) 在点 c 处由正变为负，
由前面的定理 2, c 是 f(x) 的极大点．
当 f ′′(c) > 0 时，同理可证 c 是 f(x) 的一个极小点．
为说明定理 3 的应用，我们求例 2.60 的二阶导函数：

y′′ =
y2(2x+ 2)− x(x+ 2) · 2y · y′

y4

=
2[(x+ 1)y − x(x+ 2)y′]

y3

从例 2.60 知，当 x = 0 时，y′ = 0. 又 f(a) = − 3
√
4. 故在 x = 0 处

y′′x=0 =
2
[
(0 + 1)

(
− 3
√
4
)
− 0
]

−4
=

3
√
4

2
> 0

由定理 3, x = 0 是函数 y = 3
√
(x− 1)(x+ 2)2 的极小点．
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例 2.61 讨论 y = x3 + ax2 + bx+ c 的极值．

解：
y = x3 + ax2 + bx+ c, y′ = 3x2 + 2ax+ b

∆ = a2 − 3b 是导函数的判别式．我们可以分 ∆ > 0, ∆ = 0 和 ∆ < 0 的
三种情形讨论 y′ 的正负区间．

1. 若 ∆ > 0, 则

y′ = 3x2 + 2ax+ b = 3(x− x1)(x− x2)

这里 x1 =
1

3

(
−a−

√
a2 − 3b

)
和 x2 =

1

3

(
−a+

√
a2 − 3b

)
是导函数 y′

的二个实根．

(a) 当 x ∈ (−∞, x) ∪ (x2,+∞) 时，y′ > 0;

(b) 当 x ∈ (x1, x2) 时，y′ < 0

所以，x1 是 y 的一个极大点，x2 是 y 的一个极小点．

2. 若 ∆ = 0, 则
y′ = 3x2 + 2ax+

a2

3
= 3

(
x+

a

3

)2
这里，y′ 虽然在 −a

3
处等于 0, 但 y′ 在 −a

3
的左、右两侧都取正值，即

y = x3 + ax2 + bx+ c 是一个递增函数．因此，−a
3
不是 y 的极值点．

3. 若 ∆ < 0, 则对于任意 x ∈ R, 恒有

y′ = 3x2 + 2ax+ b = 3
(
x+

a

3

)2
+

3b− a2

3
> 0

因此，y = x3 + ax2 + bx+ c 是一个增函数，也是没有极值点．

练习

1. 先求出 f ′(x), 然后由 f ′(x) 的正负去讨论 f(x) 的增减与极值，并
画出函数图象的草图：

(a) f(x) = 2x3 +9x2 − 24x+5

(b) f(x) = x4 − 6x2 − 8x+ 15

(c) f(x) = −x5 − 5x4

(d) f(x) = (x− 1)3

(e) f(x) = |x2 − 1|

(f) f(x) = (x2 − 1)3 + 1
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2. 讨论 f(x) =
x2 − 2x− 3

x2 + 1
的增减和极值，并画函数图象的草图．

3. 求 f(θ) = sin θ − 1

2
sin 2θ 在 (−π, π) 内的极大值和极小值．

4. (a) 求两条曲线 y =
4ex + 2e−x

3
和 y = e−x 的交点的坐标；

(b) 求函数 y =
4ex + 2e−x

3
的极值点，又它在此点取极大值，还

是极小值？

5. 讨论函数 y = x2e−x2

的增减与极值．

6. 求 f(x) = xx (x > 0) 的极值，并说明此极值是极大值还是极小值．

7. 求函数 lnx
x
的极大值，

8. 函数 f(x) =
ax+ b

(x− 1)(x− 4)
在点 (2,−1)有一极值，求 a, b并证明

此极值是极大值．

9. 证明 f(x) =

(
α− 1

α
− x

)
(4 − 3x2) 仅有一个极大值和一个极小

值，且它们的差是
4

9

(
α+

1

α

)3

, 又此差值的绝对值的最小值是多

少？

10. 函数 f(x) = x(x− 1)(x− a) 有绝对值相等，符号相反的极大值与
极小值，试确定常数 a 的值．

11. 求曲线 y = e−x sinx 上的极值点，并证明极值点上的纵坐标成等
比数列，又该等比数列的公比是多少？

（三）函数的最大值和最小值

在实践中有一类“最大”、“最小”、“最省”的问题，例如生产搪瓷杯时，就
要考虑在一定容积下，杯子的高和直径取多大时，用料最省．又如把一根圆木
锯成矩形截面横梁时，怎样选取矩形的长和宽才能使横梁强度最大？这类“最
大”、“最小”、“最省”等问题，在数学上叫做最大值、最小值问题．

我们曾在第一章中指出过“在闭区间 [a, b] 上连续的函数 f(x) 总是具有最
大值和最小值”，但是，微积分并未提供确定函数 f(x) 的最大值、最小值的直
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接方法．如果我们讨论的函数 f(x) 在 (a, b) 上有连续的一阶导数，那么只要求
出 f(x) 在 (a, b) 内的驻点，即 f ′(x) = 0 的根，就可以求出 f(x) 的局部极值．
显然，f(x) 在 [a, b] 上的最大值和最小值一定出现在局部极大值、局部极小值
和端点值之中，从几何上来说，最大值、最小值如果不是位于定义区间的端点
上，则分别是曲线的波峰和波谷．从图 2.33 可以看到局部极大值可能小于局部
极小值．

x

y

a b

图 2.32

下面给出求函数 f(x) 在 [a, b] 上最大值和最小值的法则，这个法则适用于
在 [a, b] 上连续，在 (a, b) 内可微的函数 f(x), 并且 f ′(x) 最多在有限个点上等
于零．

1. 求 f(x) 在 (a, b) 内的驻点，即解 f ′(x) = 0;

2. 计算 f(x) 在驻点和端点的函数值，并把这些值加以比较，其中最大的一
个为最大值，最小的一个为最小值．

假如 f ′(x) 在 (a, b) 内有一个驻点 c, 且在整个 (a, b) 上，f ′′(x) < 0 (> 0),
那么点 c 是最大值（最小值）点．
事实上，如果 f ′′(x) < 0, x ∈ (a, b), 那么函数 f ′(x) 在 [a, b] 上递减，因而

c 是其唯一的驻点，由中值定理知：
当 a ≤ x < c 时，f ′(x)− f ′(c) = (x− c) · f ′′(ξ)，这里 x < ξ < c．
∵ f ′(c) = 0, f ′′(ξ) < 0, x− c < 0,
∴ f ′(x) > 0

同理说明当 c < x ≤ b时，f ′(x) < 0．再根据 f(x)在 [a, c]上递增而在 [c, b]

上递减．故当 x 6= c 时有 f(x) < f(c)．由此可知 c 是最大值点．当 f ′′(x) < 0

时，也可以进行同样的论证．
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如果 f(x) 在 [a, b] 内有不可微的点，而且这种点只有有限个，那么求最大
值和最小值的法则改为求出三种点的对应函数值再加以比较，即 f(x) 的驻点
的函数值，f(x)的不可微点的函数值，最后还有端点的函数值 f(a)和 f(b),这
些值中最大的就是最大值，最小的就是最小值．

在实际问题中，如果在 (a, b)内部，f(x)只有一个驻点 c, 而且从实际问题
本身又可以知道在 (a, b)内必定有最大值或最小值，那么 f(c)就是所要求的最
大值或最小值，不需要算出 f(a), f(b) 了．

例 2.62 求函数 f(x) = x
2
3 − (x2 − 1)

1
3 在区间 [−2, 2] 上的最大值和最小值．

解：

f ′(x) =
2

3
x−

1
3 − 1

3
(x2 − 1)−

2
3 · 2x

=
2

3

(x2 − 1)
2
3 − x

4
3

x
1
3 (x2 − 1)

2
3

故 f(x) 的驻点是 ± 1√
2

, 不可微点是 x = 0, x = ±1, 且这些点都在 [−2, 2] 内，

因此 f(x) 的极值点可能是

−1,
−1√
2
, 0,

1√
2
, 1

由于 f(x) 是偶函数，故仅需计算

f(0) = 1, f

(
1√
2

)
= 4, f(1) = 1

又在端点 x = 2 处的函数值 f(2) = 3
√
4− 3

√
3, 把上面这些函数直相互比较，可

见 f(x)在 [−2, 2]中的最大值为 3
√
4 ≈ 1.59,最小值为 3

√
4− 3

√
3 ≈ 1.59−1.44 ≈

0.15.

例 2.63 设 a > 0, 证明 f(x) =
1

1 + |x|
+

1

1 + |x− a|
的最大值是

2 + a

1 + a
.

证明：把 f(x) 写成分段函数

f(x) =


1

1− x
+

1

1 + a− x
, x < 0

1

1 + x
+

1

1 + a− x
, 0 ≤ x ≤ a

1

1 + x
+

1

1 + x− a
, x > a
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于是

f ‘(x) =



1

(1− x)2
+

1

(1 + a− x)2
, x < 0

−1

(1 + x)2
+

1

(1 + a− x)2
, 0 ≤ x ≤ a

−1

(1 + x)2
+

1

(1 + x− a)2
, x > a

因而 f(x) 在 (−∞, 0] 上递增，而在 [a,+∞) 上递减，由此得知 f(x) 在 [0, a]

上的最大值也就是在 R 上的最大值．
设对于 (0, a) 内的 x 有 f ′(x) = 0, 则

(1 + x)2 − (1 + a− x)2 = 0

上式唯一解是 x =
a

2
. 因为 f

(a
2

)
=

4

2 + a
, f(0) = f(a) =

2 + a

1 + a
，并且

2 + a

1 + a
− 4

2 + a
=

a2 + 4a

(1 + a)(2 + a)
> 0 (a > 0)

所以 f(x) 的最大值是
2 + a

1 + a
.

例 2.64 用铁皮做体积为 V 的圆柱形封闭容器，如何使材料最省？

解： 解法 1: 设圆柱形底面半径为 r, 高为 h, 于是需用材料即圆柱表面积

S = 2πrh+ 2πr2

但 V = πr2h 为已知，因此，h =
V

πr2
，从而问题变为求函数 S(r) =

2V

r
+

2πr2 (0 < r < +∞) 的最小值．
根据经验，当 r很小时，S 很大，又当 r很大时，S 也很大，因此在 (0,+∞)

内必有 r 的一个值使 S 最小，即它是 S′(r) = 0 的一个根，由

S′(r) = −2V

r2
+ 4πr = 0

得唯一正根 r = 3

…
V

2π
．从这个实际问题知道，当 r = 3

…
V

2π
时，S 为最小，这

时相应的高为

h =
V

πr2
=

2πr3

πr2
= 2r = 2

3

…
V

2π

这说明圆柱的高和直径相等时，用料最省．

解法 2: 我们可以不先将下面两个式子中的 h 消去，再求
dS
dr = 0 的根

S = 2πrh+ 2πr2 (2.27)

πr2h = V (2.28)
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而是保留辅助变量 h，将 (2.27), (2.28) 对 r 求导数，只须记着 V 是常量，h

是 r 的函数，于是由
dS
dr = 0，得

dS
dr = 2π

(
h+ r

dh
dr + 2r

)
= 0 (2.29)

由 (2.28) 得

π

(
2rh+ r2

dh
dr

)
= 0 (2.30)

由此得：
dh
dr = −2h

r

将它代入 (2.29)，得

2r

[
h+ r

(
−2h

r

)
+ 2r

]
= 0

所以：2r = h.
同样地说明了圆柱的高和直经相等时，用料最省．

例 2.65 由半径为 ℓ 的圆铁皮，剪去一个扇形，把剩下的部分围成一个圆锥形
容器，为了使用所得圆锥容器有最大的容积，问剪去扇形的中心角应该多大？

x

xℓ = 2πr

r

ℓ ℓ
h

r

图 2.33

解：设剪去扇形后，所剩材料的圆心角为 x（弧度），扇形的弧长为 xℓ, 由它围
成一个圆锥，其底面半径为 r, 母线长为 ℓ, 高为 h, 如图 2.34. 于是

r =
ℓx

2π

圆锥高为

h =
√
ℓ2 − r2 =

√
ℓ2 −

(
ℓx

2π

)2

=
ℓ

2π

√
4π2 − x2
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因此圆锥的体积为

V =
1

3
πr2h

=
1

3
π

(
ℓx

2π

)2

· ℓ

2π

√
4π2 − x2

=
ℓ3x2

24π2

√
4π2 − x2 (0 ≤ x ≤ 2π)

由于 V (0) = 0, V (2π) = 0, 故在 (0, 2π) 内必有一个值 x0 使 V 的值最大，因
而使 V ′(x0) = 0. 由于

V ′(x) =
ℓ3

24π2

[
2x

√
4π2 − x2 +

1

2
x2(4π2 − x2)−

1
2 · (−2x)

]
=

ℓ3

24π2

(
8π2x− 3x3√
4π2 − x2

)
令 V ′(x) = 0, 即 8π2x− 3x3 = 0, 解得

x1 = 0, x2 = −2π

…
2

3
, x3 = 2π

…
2

3

这里只有 x3 = 2π

…
2

3
∈ (0, 2π), 故知 x = 2π

…
2

3
是 V (x) 在 [0, 2π] 内的唯一

的极大点，因而也是最大点．于是最后得到结论，剪去扇形的圆心角为

2π − 2π

…
2

3
=

2

3
π
(
3−

√
6
)
（弧度）

时，才能使所围成的容器有最大的容积．

例 2.66 求证：若 p > q > 1，又 x ≥ 0 且 x 6= 1，则
xp − 1

p
>
xq − 1

q
.

证明：设 f(x) =
xp − 1

p
− xq − 1

q
(x ≥ 0)，则：

f ′(x) = xp−1 − xq−1 = xp−1
(
xp−q − 1

)
(p > q > 1)

函数的增、减如下表所示：

x 0 (0, 1) 1 (1,+∞)

f ′(x) 0 − 0 +

f ′′(x)
1

q
− 1

p
↘ 极小值 0 ↗

∵ f(0) =
1

q
− 1

p
> 0 = f(1)
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∴ f(1) = 0 不仅是极小值也是最小值．于是：

f(x) =
xp − 1

p
− xq − 1

q
≥ 0 (x ≥ 0)

因为 x 6= 1，所以

xp − 1

p
>
xq − 1

q
(x ≥ 0, x 6= 1)

例 2.67（光的折射定律）设有两种介质，X ′X 是它们的交界线，光由一种介
质中的某点 A 走向另一种介质中的某点 B. 又设当光走过交界线 X ′X 时，它
的速度由 v1 变成 v2. 依据物理学中的一个基本原理“光由 A 到达 B 时，所采
取的途径要使用的时间为最小”，如果两种介质是均匀的（例如一为空气，一为
水），那么 v1, v2 都是常数，从而光在这两种介质中所走的路径是两段直线 AP ,
PB, P 表示光达到交界线时与这条线的交点，如果 AB 不与 X ′X 垂直，一般
APB 不是直线，我们来定出 AP , BP 与 X ′X 的法线的夹角 θ1 和 θ2 的关系．

X ′ X

S′

S

O

A(0, a)

P

B(c, b)

x

c− x
θ1

θ2

图 2.34

解：如图 2.35 建立坐标系，A 点坐标是 (0, a), B 点的坐标是 (c, b), 设 P 点

的坐标是 (x, 0), 光由 A 到 P 所需时间是
√
a2 + x2

v1
，从 P 到 B 所需时间是√

b2 + (c− x)2

v2
, 则整个时间 t(x) 是

t(x) =

√
a2 + x2

v1
+

√
b2 + (c− x)2

v2
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为了使 t(x) 极小，应使 t′(x) = 0, x ∈ (0, c). 由 t(x) 得

t′(x) =
x

v1
√
a2 + x2

− c− x

v2
√
b2 + (c− x)2

t′′(x) =
−x2

v1(a2 + x2)
3
2

+
1

v1
√
a2 + x2

+
1

v2
√
b2 + (c− x)2

− (c− x)2

v2 [b2 + (c− x)2]
3
2

=
a2

v1(a2 + x2)
3
2

+
b2

v2 [b2 + (c− x)2]
3
2

> 0.

既然 t′(0) < 0, t′(c) > 0, 及 t′ 是严格递增的，故在 (0, c) 内有唯一的 x0, 使得

t′(x0) = 0

从而当 x = x0 时，t(x0) 是极小值也是最小值，于是由 t′(x0) = 0 得到

x0

v1
√
a2 + x20

=
c− x0

v2
√
b2 + (c− x0)2

即
sin θ1
v1

=
sin θ2
v2

这就是光的折射定律．

练习

1. 由 y = 0, x = 8, y = x2 围成一曲边三角形 OAB, 在曲边 ÕB 上，
求一点使得过此点所作 y = x2 的切线与 OA、AB 所围成的三角
形面积最大．

2. 椭圆 x2

a2
+
y2

b2
= 1 的内接矩形中怎样的矩形面积最大？又此最大

的矩形面积比椭圆的内接正方形的面积大多少？

3. 设 4ABC 是定圆的内接三角形，其中 A、B 两点固定，C 点在圆
周上变动，试求其面积最大时的位置．

4. 要做一个底面为长方形的带盖箱子，其体积为 72 立方厘米，其底
边成 1 : 2 的关系，问各边的长怎样，才能使表面积最小？

5. 设有底为等边三角形的直棱柱，体积为 V , 要使其总面积为最小，
问底边长应为多少？

6. 设正三棱锥的侧面积为 S, 问当侧面与底面所成角 α 为何值时，其
体积最大？
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7. 平面上通过一个已知点 P (1, 4) 引一条直线，要使它在两个坐标轴
上的截距都为正，且它们的和为最小，求这条直线的方程．

8. 直圆柱内接于半径为 R 的球中，当圆柱的高为何值时，其体积最
大．

9. 三个点 A, B 和 C 不在同一直线上，∠ABC = 60◦, 汽车以 80 公
里/小时的速度由 A 向 B 行驶，同时火车以 50 公里/小时的速度
由 B 向 C 行驶．若 AB = 200 公里，问运动开始几小时后汽车与
火车的距离最小？

10. 船航行一昼夜的耗费由两部分组成：一为固定部分，设为 a元；另
一为变动部分，设它与速度立方成比例，试问船应以怎样的速度 v

行驶为最经济？

11. 在某种产品的制造过程中，次品率 y 依赖于日产量 x, 即 y = y(x),
已知

y(x) =


1

101− x
, 0 ≤ x ≤ 100,

1, x > 100

其中 x 为正整数．又该厂每生产一件产品可盈利 A 元，但每生产
出一件次品就要损失

A

3
元．问为了获得最大盈利，该厂的日产量

应定为多少？

12. 抛物线 y = x2 上的哪一点到直线 x− y − 2 = 0 的距离最短？

13. 一弹在空中飞行（不计空气阻力），其弹道方程为

y = mx− (m2 + 1)x2

800

这里原点取在此弹发射之点，其中 m 为曲线在原点处的切线斜率．

(a) 若要此弹击中同一水平面上最远距离的目标；

(b) 若要此弹击中 300 米远处一直立墙壁上的最大高度，问 m 之
值各为多少？

14. 若直角三角形的周长 2p 一定，求它的面积的最大值．
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三、函数的凸性与拐点

上面已经讨论了函数的增减性与极值，这对于我们了解函数的性质与图象
形状有很大的帮助．现在我们还要进一步考察函数在什么区间是向上凸的，什
么区间是向下凸的，以及上凸函数和下凸函数的一些性质．

定义 1

函数 f 在区间 (a, b) 内，称为向下（上）凸的，指对于任意 c ∈ (a, b),
曲线位于在点 (c, f(c)) 处的切线上（下）面（见图 2.37 和 2.38）.

x

y

y = f(x)

a bO

(c, f(c))

图 2.35

x

y

y = f(x)

a b

(c, f(c))

O

图 2.36

定义 2

函数 f 的图象若经过某点 x = c 时，它的图象 y = f(x) 由向上凸变为
向下凸，或者由向下凸变为向上凸，则点 x = c 称为函数 f 的拐点，如
图 2.39 和 2.40.

x

y

O

(c, f(c))

c

图 2.37

x

y

O

(c, f(c))

c

图 2.38

这时过 x = c 的点的切线，把曲线分成两部分，换言之，存在充分小的邻
域 δ > 0, 使得对于一切 x ∈ (c− δ, c), 曲线位于在点 c 处的切线的一方，而对
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于 x ∈ (c, c+ δ), 曲线在该切线的另一方．

凸性判定定理

设函数 f 在区间 (a, b) 内有二阶导数，则

1. 函数 f 在区间 (a, b) 内为向下凸的充分必要条件是，对于每个 x ∈
(a, b), 有 f ′′(x) ≥ 0;

2. 函数 f 在区间 (a, b) 内为向上凸的充分必要条件是，对于每个 x ∈
(a, b), 有 f ′′(x) ≤ 0.

证明：假设曲线 y = f(x) 在 (a, b) 内是向下凸的，因为函数 f 在 (a, b) 内有二
阶导数，则对于任意一点 c ∈ (a, b), f ′(c) 存在，曲线 y = f(x) 在点 x = c 处
的切线方程是

y = f(c) + f ′(c)(x− c) (2.31)

对于每个点 x ∈ (a, b), 曲线 y = f(x) 的对应点的纵坐标与切线上的对应点的
纵坐标之差用 g(x) 表示，如图 2.41, 于是

g(x) = f(x)− [f(c) + f ′(c)(x− c)] = [f(x)− f(c)]− (x− c)f ′(c) (2.32)

根据中值定理，得到

g(x) = (x− c)f ′(d)− (x− c)f ′(c)

这里 d ∈ (x, c) 或 (c, x). 又 g(x) = (x − c) · [f ′(d) − f ′(c)], 再根据中值定理，
得到

g(x) = (x− c)(d− c)f ′′(e) (2.33)

这里 e ∈ (d, c) 或 (c, d).
于是对于一切 x ∈ (a, b), 点 (x, f(x)) 不在切线 (2.31) 的下方的充要条件

是 g(x) ≥ 0, 显然只有点 c 使 g(c) = 0. 根据等式 (2.33), 并且注意到

(x− c)(d− c) > 0

便知道 g(x) ≥ 0 的充分必要条件是 f ′′(e) ≥ 0. 这里 e ∈ (a, b) 且随着 c 和 x

的不同值而改变．因此，依曲线向下凸的定义，曲线向下凸的充分必要条件是
对于任意 x ∈ (a, b) 有 f ′′(x) ≥ 0.

用同样的方法便可说明曲线 y = f(x) 向上凸的充分必要条件是 f ′′(x) ≤
0.
向下凸或向上凸的函数的重要性质如下面的定理所述：
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x

y

y = f(x)

(c, f(c))

cx

g(x)

O

图 2.39

x

y

y = f(x)

y = ℓ(x)

a bx

(x, ℓ(x))

(x, f(x))

O

图 2.40

定理

设 f 是 [a, b] 上二次可微函数，并且 f ′′(x) > 0, x ∈ (a, b), 那么对于每
一个满足 a < x < b 的 x，有

f(x) < f(b) · x− a

b− a
+ f(a) · b− x

b− a

这一定理有一个明显的几何意义（图 2.42），用 ℓ(x) 表示右端的一次函数：

ℓ(x) = f(b) · x− a

b− a
+ f(a) · b− x

b− a

它在 x = a 和 x = b 的值是 ℓ(a) = f(a) 和 ℓ(b) = f(b), 即与 f(x) 在这些点的
值一致．因为 y = ℓ(x) 的图象是 y = f(x) 在 [a, b] 上的割线，因此 [a, b] 上的
向下凸函数 f 的图象 y = f(x) 位于该区间的割线的下面．

证明：设 F (x) = f(x) − f(b)
x− a

b− a
− f(a)

b− x

b− a
，这里 x ∈ [a, b]. 我们需要证

明在 [a, b] 上，F (x) ≤ 0. 因为 F (x) 在 [a, b] 上连续，所以 F (x) 在 [a, b] 的某
点达到它的最大值，用 c 表示最大值点，我们证明 c 是两端点之一．
假设 a < c < b，那么 c 也是 F (x) 的极大值点．因此 F ′(c) = 0. 又

F ′(x) = f ′(x)− f(b)

b− a
+
f(a)

b− a

F ′′(x) = f ′′(x) > 0, x ∈ (a, b)

因此我们得出结论，F (c) 是 [a, b] 上的最小值，即对于任意 x ∈ [a, b] 且 x 6= c,
有

F (x) > F (c) = f(c)− ℓ(c)

这与 c是极大值点矛盾，因此，唯一的可能是 c是一个端点 a或 b,但是 f(a) =

ℓ(a), f(b) = ℓ(b), 这表明 F (x) = f(x)− ℓ(x) 的最大值是 0, 因此在 [a, b] 上除
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端点以外的所有其它点 x, 有

F (x) = f(x)− f(b)
x− a

b− a
− f(a)

b− x

b− a
< 0

即

f(x) < f(b)
x− a

b− a
+ f(a)

b− x

b− a

这就完成了向下凸函数定理的证明．

对于向上凸函数有类似的定理，即：区间 [a, b] 上向上凸的函数的图象位
于 [a, b] 的割线上面，用式子表示就是

f(x) > f(b)
x− a

b− a
+ f(a)

b− x

b− a
, x ∈ (a, b)

例 2.68 求证 cosπx > 1− 2x, x ∈
(
0,

1

2

)
.

证明：设 f(x) = cosπx, ℓ(x) = 1− 2x, 因为

f(0) = 1 = ℓ(0), f

(
1

2

)
= 0 = ℓ

(
1

2

)

所以：y = 1− 2x 是曲线 y = cosπx 在
[
0,

1

2

]
上的割线．

又 f ′(x) = −π sinπx, f ′′(x) = −π2 cosπx,且当 x ∈
(
0,

1

2

)
时，有 f ′′(x) <

0, 即 f(x) 在
(
0,

1

2

)
内是向上凸的．因此，y = cosπx 在

[
0,

1

2

]
上的图象是

在该区间的割线 y = 1− 2x 的上面，从而

cosπx > 1− 2x, x ∈
(
0,

1

2

)

下面给出拐点满足的必要条件．

定理

如果 x = c 是曲线 y = f(x) 的拐点，并且 f ′′(c) 存在，则 f ′′(c) = 0.

证明：因为 x = c 是曲线的拐点，即它是曲线 y = f(x) 向上凸和向下凸的分
界点，依凸性判定定理，我们可以取 a < c < b, 使得 f ′′(x) 在 (a, c) 内的函数
值的符号与在 (c, b) 内的函数值的符号相反．
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设 g(x) = f ′(x), x ∈ (a, b), 于是 g′(x) = f ′′(x) 经过 c 点由负变正或由正
变负，因此点 c是 g(x)在 (a, b)内的唯一的极值点，又 g′(c) = f ′′(c)存在，根
据费马定理

g′(c) = f ′′(c) = 0

例 2.69 讨论函数 f(x) = x3 和 f(x) = x4 有无拐点．

解： f(x) = x3 有导数 f ′(x) = 3x2, f ′′(x) = 6x, 显然 f ′(0) = f ′′(0) = 0, 而且：
当 x > 0 时，f ′′(x) > 0; 当 x < 0 时，f ′′(x) < 0, 即曲线 y = x3 在 (−∞, 0)

内是向下凸的，而在 (0,+∞) 区间内是向上凸的．因此，x = 0 是曲线的拐点
而不是极值点．
又 f(x) = x4 有导数 f ′(x) = 4x3, f ′′(x) = 12x2, 显然 f ′(0) = f ′′(0) = 0,

并且对于每一个 x 6= 0 都有 f ′′(x) > 0, 因此这个曲线 y = x4 是处处向下凸的，
x = 0 不是曲线 y = x4 的拐点而是一个极小点．

下面给出判定拐点的充分条件．

定理（拐点的充分条件）

设 f 在点 c 处连续，在点 c 附近（可以不包括 c 点）具有二阶导数，如
果自变量 x 通过 c 时，二阶导数变号，则 x = c 是曲线 y = f(x) 的拐
点．

证明：我们可以取 c 点的一个邻域 (a, b) 使 f ′′(x) 在 (a, c) 上的函数值的符号
和在 (c, b) 上的相反，依凸性判定定理，f 经过 c 时将由向上凸变为向下凸或
者由向下凸变为向上凸，即 x = c 是曲线 y = f(x) 的拐点．

例 2.70 说明 x = 0 是曲线 y = x
1
3 的拐点．

证明：设 f(x) = x
1
3，则

f ′(x) =
1

3x
2
3

, f ′′(x) =
−2

9x
5
3

显然 f ′(0) 和 f ′′(0) 都不存在，但是当 x < 0 时，f ′′(x) > 0, 即曲线 y = x
1
3

向下凸；当 x > 0 时，f ′′(x) < 0, 即曲线 y = x
1
3 向上凸，因此点 x = 0 是曲

线的拐点．
由 lim

x→0
f ′(x) = lim

x→0

1

3x
2
3

= +∞ 知，曲线在点 x = 0 处的切线就是 y 轴本

身（见图 2.43）．
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x

y
y = x

1
3

O

图 2.41

x

y

x

O

m3m1 I1 I2m2

y = f(x)

y = f ′(x)

图 2.42

在图 2.44 中，函数 y = f(x) 的图象上的极值点 m1, m2 和 m3, 对应于函
数 y = f ′(x) 图象上的零点；y = f(x) 的图象上的拐点对应于 y = f ′(x) 的图
象上的极值点．

练习

1. 讨论下列函数的极值、凸性及拐点，并出函数图象的草图；

(a) f(x) = 1

1 + x2
(b) y = (x− 1)

3
√
x2

2. 如果函数 f(x)在区间 (a, b)内有二阶导数，并且向上凸，求证：对
于满足条件 a ≤ x1 < x2 ≤ b 的任意两点 x1, x2，恒有

f(λx1 + (1− λ)x2) ≥ λf(x1) + (1− λ)f(x2), 0 ≤ λ ≤ 1

如果上面的函数在区间 (a, b) 内向下凸，则应有怎样的结论？

3. 求证函数

(a) y = loga x (a > 1) 在区间 (0,+∞) 内是向上凸的；

(b) f(x) = sinx 在 [0, π] 内是向上凸的；

(c) loga

x1 + x2
2

≥ loga x1 + loga x2
2

(x1 > 0, x2 > 2)
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(d) sin x1 + x2
2

≥ sinx1 + sinx2
2

(0 ≤ x1, x2 ≤ π)

4. 如果函数 f(x) 在 (a, b) 内是向上凸的，求证：对于任意 a ≤ x1 <

x2 < x3 ≤ b，
∑3

i=1 λi = 1，有

f(λ1x1 + λ2x2 + λ3x3) ≥ λ1f(x1) + λ2f(x2) + λ3f(x3)

5. 求证对于任意正数 x1, x2, x3 有

ln
(
1

6
x1 +

1

3
x2 +

1

2
x3

)
≥ ln

(
x

1
6
1 x

1
3
2 x

1
2
3

)
6. 若 A,B,C 是任意三角形的三个内角，求证

sinA+ sinB + sinC ≤ 3
√
3

2

又当 A,B,C 为何值时，上面等式成立？

7. 对于 a > 0, b > 0, 0 < α < 1, 0 < β < 1，α + β = 1，求证：
aαbβ ≤ αa+ βb 成立．（提示：利用对数函数是上凸函数）

8. f(x) = a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0 为具有正系数的非零多项式，

若为偶函数，求证 f(x)在 (−∞,+∞)内向下凸，且仅有一个极值．

四、作函数的图象

给出函数 y = f(x), 常常希望画出它的图象来，这对于许多问题是有用的，
在初中我们所介绍的用列表法来描绘函数的图象，有很大的不精确性和盲目性，
由于所取的点是有穷多个，很可能在所要画出的某两点之间的曲线有比较剧烈
的变化，如果我们用比较平滑的曲线弧去连结，于是所得曲线与实际相差很大．
以前各节所介绍的函数性态可以帮助我们断定函数图象的主要特征，因此在取
点之前，应先对函数的性态作一番讨论，兹将描绘曲线的一般步骤列出如下：

1. 确定函数的定义域;

2. 确定曲线关于坐标轴的对称性；

3. 确定曲线与坐标轴的交点（如果不易确定，不必强求）；

4. 确定函数的增减性，极大值与极小值；
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5. 确定函数的凸性与拐点；

6. 确定曲线的渐近线；

7. 需要时，还得由曲线方程计算出一些适当的点的坐标；

8. 把上面所得的结果，按自变量大小顺序列入一个表格内，以观察图形的大
概形态，然后描绘成图．

在用例子说明如何绘图之前，我们需要补充说明如何求曲线的渐近线．

定义

假设曲线 y = f(x) 不限制在有限平面内，即其上的点 P 可以趋于无穷
远，如果曲线的点 P 到直线 ℓ : ax+ ty + c = 0 的距离 d, 当 P 沿曲线
趋于无穷远时，d→ 0，那么我们称直线 ℓ 为所给曲线的渐近线．

（一）水平渐近线及其求法

设 ℓ1 : y = α 是曲线 y = f(x) 的一条渐近线，曲线上的 P (x, f(x)) 点到
ℓ1 的距离为

d = |α− f(x)|

因 ℓ1 为渐近线，所以，当 x→ +∞ 或 x→ −∞ 时，应有 d→ 0, 即

lim
x→+∞

f(x) = α, 或 lim
x→−∞

f(x) = α

反之，若上式成立，则 y = α 必为 y = f(x) 的一条渐近线．

（二）铅直渐近线及其求法

设 ℓ2 : x = β 是曲线 y = f(x) 的一条渐近线，又 P (x, f(x)) 为曲线上的
任意一点，它到 x = β 的距离是

d = |β − x|

因为 ℓ2 是 y = f(x) 的渐近线，那么

lim
x→±β

f(x) = ±∞

反之，若上式成立，则 ℓ2 为 y = f(x) 的一条渐近线．

例如，对于 y =
1

x
, 当 x→ 0, y → ±∞，故 x = 0是 y =

1

x
的一条渐近线．
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（三）任意渐近线及其求法

设直线 ℓ3 : y = kx + b 是曲线 y = f(x) 的一条渐近线，曲线上任意一点
P (x, f(x)) 到直线 ℓ3 的距离是

d =

∣∣∣∣kx+ b− f(x)√
1 + k2

∣∣∣∣
因为 ℓ3 是渐近线，所以当 x→ ±∞ 时，d→ 0, 即

kx+ b− f(x) → 0

我们必须用上式求出 k, b, 才能确定 ℓ3. 由于当 x→ ±∞ 时，1

x
→ 0, 所以

lim
x→±∞

[
k +

b

x
− f(x)

x

]
= lim

x→±∞

1

x
[kx+ b− f(x)]

= lim
x→±∞

1

x
· lim
x→±∞

[kx+ b− f(x)] = 0

由于 b 是常数，故有

k = lim
x→±∞

f(x)

x
(渐近线方向) (2.34)

b = lim
x→±∞

[f(x)− kx] (2.35)

例 2.71 求函数 f(x) = −3x5 + 5x3 的极值、拐点，并画出它的图象的草图．

解：

1. 曲线的范围与截距：这函数 f 的定义域与值域都是无限的，它的曲线伸
展在整个平面内，与 y 轴的交点是原点，而与 x 轴有三个交点，其零点

是 0,±
…

5

3
.

2. 对称性：因为 f(−x) = −f(x), 所以曲线关于原点对称．

3. 函数的增、减与极值：

f ′(x) = −15x4 + 15x2 = −15x2(x− 1)(x+ 1)

由此知 f(x) 的驻点是 −1, 0, 1. f ′(x) 的符号变化的情况是：

• 当 x < 1 时，f ′(x) < 0, 这时 f(x) 递减；

• 当 −1 < x < 1 时, f ′(x) > 0，这时 f(x) 递增；
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• 当 x > 1 时，f ′(x) < 0, 这时 f(x) 递减．

因此，x = −1 是极小点，极小值 f(−1) = −2; x = 1 是极大点，极大值
f(1) = 2.

4. 函数的凸性与拐点：

f ′′(x) = −60x3 + 30x = −60x

(
x+

√
2

2

)(
x−

√
2

2

)

拐点的可能值是 −
√
2

2
, 0,

√
2

2
. 又 f ′′(x) 的符号变化情况是

• 当 x < −
√
2

2
时，f ′′(x) > 0, 此时曲线向下凸；

• 当 −
√
2

2
< x < 0 时，f ′′(x) < 0, 此时曲线向上凸；

• 当 0 < x <

√
2

2
时，f ′′(x) > 0, 此时曲线向下凸；

• 当 x >

√
2

2
时，f ′′(x) < 0, 此时曲线向上凸；

因此：x = −
√
2

2
, 0,

√
2

2
的点都是拐点．

5. 列表：今将讨论情况列成下表，并作图（如图 2.45）

x −1 −
√
2

2
0

√
2

2
1

f ′(x) − 0 + + + 0 + + + 0 −
f ′′(x) + + + 0 − 0 + 0 − − −
f(x) 下凸 极小值 ↗ −1.24 上凸 0 下凸 1.24 上凸 极大值 ↘

↘ −2 ↗ ↗ ↗ 2

例 2.72 描绘函数 y =
(x− 3)2

4(x− 1)
的图象．

解：这个函数在 x = 1 这点没有定义，并且，当 x → 1− 时，y → −∞; 当
x→ 1+ 时，y → +∞, 所以 x = 1 是曲线的铅直渐近线，曲线在 x = 1 这点断
开．

求导数，得

y′ =
(x+ 1)(x− 3)

4(x− 1)2
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x

y

−1−2 1 2O

−
√
2
2

√
2
2

»
5
3

图 2.43

当 x < −1 时，y′ > 0; 当 −1 < x < 3 时，y′ > 0. 因此，x = −1 是极大
点；x = 3 是极小点．又极大值 f(−1) = −2; 极小值 f(3) = 0

求二阶导数，得

y′′ =
2

(x− 1)3

• 当 x < 1 时，y′′ < 0, 曲线向上凸；

• 当 x > 1 时，y′′ > 0, 曲线向下凸，但是曲线在 x = 1 这一点断开，因此
x = 1 不是曲线的拐点．

又因为

y =
(x− 3)2

4(x− 1)
=

1

4
(x− 5) +

1

x− 1

lim
x→∞

[
(x− 3)2

4(x− 1)
− 1

4
(x− 5)

]
= lim

x→∞

1

x− 1
= 0

这就是说曲线以 y =
1

4
x− 5

4
为渐近线．

综合起来得到下面结果：

x −1 0 1 3
y′ + 0 − − − × − 0 +

y′′ − − − − − × + + +

y ↗ 极大值 ↘ ↘ ↘ × ↘ 极小值 ↗

−2 −9

4
−∞ +∞ 0
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x

y

O 1 2 3 4

−1

−2

y =
1

4
x− 5

4

y =
(x− 3)2

4(x− 1)

图 2.44

画出具体图形如图 2.46.

练习

1. 讨论下列函数的极值、凸性和拐点, 并画出函数图象.

(a) y =
6(x− 1)

x2 + 3

(b) y = (x− 1)3 − 3(x− 1)

(c) y =
x4

2
− x2

(d) y = 1 + 4x3 − 3x4

(e) y =
√
(x+ 2)2 (16− x2)

(f) y = xx (x > 0.1)

(g) y = xe−x

2. 作下列函数的图象, 并画出渐近线及在拐点处的切线:

(a) y = x+
1

x

(b) y =
x2

1 + x3

(c) y =
2x

1− x2

(d) y =
x3

x2 − 4

(e) y =
(x− 5)(x+ 3)

(x+ 2)2
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习题 2.2

1. 求函数 f(x) = x3 + ax2 − 3bx + c 的图象关于原点对称时，f(x) 在区间
−2 ≤ x ≤ 2 上的最小值，其中 b > 0.

2. 函数 f(x) = 3x2 − ax3 在区间 0 ≤ x ≤ 2 上的最小值是 −4, 求

(a) a 的值

(b) f(x) 在区间 0 ≤ x ≤ 2 的最大值 M

3. 设 a, b 为实数，求函数 y = x3 − 3ax2 + bx+ 1 在区间 0 ≤ x ≤ 1 上单调
增加时，点 (a, b) 存在范围，并用图表示出来．

4. 设 f(x) = x3−5x2+3x+a,在怎样的情况下对于 x的正值，总有 f(x) > 0

成立？

5. 设 a 是常数，对于函数 f(x) = 4x3 − 3x+ a

(a) 求 y = f(x) 的极大值和极小值；

(b) 确定当方程 f(x) = 0 有三个不相等的实根时，a 值的范围．

6. 讨论函数 y =
x3

2(x+ 2)
的极值，凸向，拐点，渐近线，并作出它的图象．

7. 求证 π <
sinπx
x(1− x)

≤ 4.

8. 对于已知半径为 R 的球，求具有最小体积的外切圆锥的体积．

9. 一长方体的对角线长
√
11cm，全面积为 14cm2, 求它的体积的最大值，并

求体积为最大时三边的长．

10. 一浮标由三部分组成，一个圆筒与两个相等的圆锥，其中每一个圆锥的高
等于圆筒的高，问当表面积一定时，什么样的形状会有最大的体积．

证明：设 F (x) = f(x) − f(b)
x− a

b− a
− f(a)

b− x

b− a
，这里 x ∈ [a, b]. 我们需要证

明在 [a, b] 上，F (x) ≤ 0. 因为 F (x) 在 [a, b] 上连续，所以 F (x) 在 [a, b] 的某
点达到它的最大值，用 c 表示最大值点，我们证明 c 是两端点之一．
假设 a < c < b，那么 c 也是 F (x) 的极大值点．因此 F ′(c) = 0. 又

F ′(x) = f ′(x)− f(b)

b− a
+
f(a)

b− a

F ′′(x) = f ′′(x) > 0, x ∈ (a, b)
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因此我们得出结论，F (c) 是 [a, b] 上的最小值，即对于任意 x ∈ [a, b] 且 x 6= c,
有

F (x) > F (c) = f(c)− ℓ(c)

这与 c是极大值点矛盾，因此，唯一的可能是 c是一个端点 a或 b,但是 f(a) =

ℓ(a), f(b) = ℓ(b), 这表明 F (x) = f(x)− ℓ(x) 的最大值是 0, 因此在 [a, b] 上除
端点以外的所有其它点 x, 有

F (x) = f(x)− f(b)
x− a

b− a
− f(a)

b− x

b− a
< 0

即
f(x) < f(b)

x− a

b− a
+ f(a)

b− x

b− a

这就完成了向下凸函数定理的证明．
对于向上凸函数有类似的定理，即：区间 [a, b] 上向上凸的函数的图象位

于 [a, b] 的割线上面，用式子表示就是

f(x) > f(b)
x− a

b− a
+ f(a)

b− x

b− a
, x ∈ (a, b)

例 2.73 求证 cosπx > 1− 2x, x ∈
(
0,

1

2

)
.

证明：设 f(x) = cosπx, ℓ(x) = 1− 2x, 因为

f(0) = 1 = ℓ(0), f

(
1

2

)
= 0 = ℓ

(
1

2

)

所以：y = 1− 2x 是曲线 y = cosπx 在
[
0,

1

2

]
上的割线．

又 f ′(x) = −π sinπx, f ′′(x) = −π2 cosπx,且当 x ∈
(
0,

1

2

)
时，有 f ′′(x) <

0, 即 f(x) 在
(
0,

1

2

)
内是向上凸的．因此，y = cosπx 在

[
0,

1

2

]
上的图象是

在该区间的割线 y = 1− 2x 的上面，从而

cosπx > 1− 2x, x ∈
(
0,

1

2

)

下面给出拐点满足的必要条件．

定理

如果 x = c 是曲线 y = f(x) 的拐点，并且 f ′′(c) 存在，则 f ′′(c) = 0.



第三节 微商运算的初步应用——函数的增减与极值 151

证明：因为 x = c 是曲线的拐点，即它是曲线 y = f(x) 向上凸和向下凸的分
界点，依凸性判定定理，我们可以取 a < c < b, 使得 f ′′(x) 在 (a, c) 内的函数
值的符号与在 (c, b) 内的函数值的符号相反．

设 g(x) = f ′(x), x ∈ (a, b), 于是 g′(x) = f ′′(x) 经过 c 点由负变正或由正
变负，因此点 c是 g(x)在 (a, b)内的唯一的极值点，又 g′(c) = f ′′(c)存在，根
据费马定理

g′(c) = f ′′(c) = 0

例 2.74 讨论函数 f(x) = x3 和 f(x) = x4 有无拐点．

解： f(x) = x3 有导数 f ′(x) = 3x2, f ′′(x) = 6x, 显然 f ′(0) = f ′′(0) = 0, 而且：
当 x > 0 时，f ′′(x) > 0; 当 x < 0 时，f ′′(x) < 0, 即曲线 y = x3 在 (−∞, 0)

内是向下凸的，而在 (0,+∞) 区间内是向上凸的．因此，x = 0 是曲线的拐点
而不是极值点．
又 f(x) = x4 有导数 f ′(x) = 4x3, f ′′(x) = 12x2, 显然 f ′(0) = f ′′(0) = 0,

并且对于每一个 x 6= 0 都有 f ′′(x) > 0, 因此这个曲线 y = x4 是处处向下凸的，
x = 0 不是曲线 y = x4 的拐点而是一个极小点．

下面给出判定拐点的充分条件．

定理（拐点的充分条件）

设 f 在点 c 处连续，在点 c 附近（可以不包括 c 点）具有二阶导数，如
果自变量 x 通过 c 时，二阶导数变号，则 x = c 是曲线 y = f(x) 的拐
点．

证明：我们可以取 c 点的一个邻域 (a, b) 使 f ′′(x) 在 (a, c) 上的函数值的符号
和在 (c, b) 上的相反，依凸性判定定理，f 经过 c 时将由向上凸变为向下凸或
者由向下凸变为向上凸，即 x = c 是曲线 y = f(x) 的拐点．

例 2.75 说明 x = 0 是曲线 y = x
1
3 的拐点．

证明：设 f(x) = x
1
3，则

f ′(x) =
1

3x
2
3

, f ′′(x) =
−2

9x
5
3

显然 f ′(0) 和 f ′′(0) 都不存在，但是当 x < 0 时，f ′′(x) > 0, 即曲线 y = x
1
3

向下凸；当 x > 0 时，f ′′(x) < 0, 即曲线 y = x
1
3 向上凸，因此点 x = 0 是曲

线的拐点．
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由 lim
x→0

f ′(x) = lim
x→0

1

3x
2
3

= +∞ 知，曲线在点 x = 0 处的切线就是 y 轴本

身（见图 2.43）．

x

y
y = x

1
3

O

图 2.45

x

y

x

O

m3m1 I1 I2m2

y = f(x)

y = f ′(x)

图 2.46

在图 2.44 中，函数 y = f(x) 的图象上的极值点 m1, m2 和 m3, 对应于函
数 y = f ′(x) 图象上的零点；y = f(x) 的图象上的拐点对应于 y = f ′(x) 的图
象上的极值点．

练习

1. 讨论下列函数的极值、凸性及拐点，并出函数图象的草图；

(a) f(x) = 1

1 + x2
(b) y = (x− 1)

3
√
x2

2. 如果函数 f(x)在区间 (a, b)内有二阶导数，并且向上凸，求证：对
于满足条件 a ≤ x1 < x2 ≤ b 的任意两点 x1, x2，恒有

f(λx1 + (1− λ)x2) ≥ λf(x1) + (1− λ)f(x2), 0 ≤ λ ≤ 1

如果上面的函数在区间 (a, b) 内向下凸，则应有怎样的结论？

3. 求证函数

(a) y = loga x (a > 1) 在区间 (0,+∞) 内是向上凸的；

(b) f(x) = sinx 在 [0, π] 内是向上凸的；
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(c) loga

x1 + x2
2

≥ loga x1 + loga x2
2

(x1 > 0, x2 > 2)

(d) sin x1 + x2
2

≥ sinx1 + sinx2
2

(0 ≤ x1, x2 ≤ π)

4. 如果函数 f(x) 在 (a, b) 内是向上凸的，求证：对于任意 a ≤ x1 <

x2 < x3 ≤ b，
∑3

i=1 λi = 1，有

f(λ1x1 + λ2x2 + λ3x3) ≥ λ1f(x1) + λ2f(x2) + λ3f(x3)

5. 求证对于任意正数 x1, x2, x3 有

ln
(
1

6
x1 +

1

3
x2 +

1

2
x3

)
≥ ln

(
x

1
6
1 x

1
3
2 x

1
2
3

)
6. 若 A,B,C 是任意三角形的三个内角，求证

sinA+ sinB + sinC ≤ 3
√
3

2

又当 A,B,C 为何值时，上面等式成立？

7. 对于 a > 0, b > 0, 0 < α < 1, 0 < β < 1，α + β = 1，求证：
aαbβ ≤ αa+ βb 成立．（提示：利用对数函数是上凸函数）

8. f(x) = a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0 为具有正系数的非零多项式，

若为偶函数，求证 f(x)在 (−∞,+∞)内向下凸，且仅有一个极值．

五、作函数的图象

给出函数 y = f(x), 常常希望画出它的图象来，这对于许多问题是有用的，
在初中我们所介绍的用列表法来描绘函数的图象，有很大的不精确性和盲目性，
由于所取的点是有穷多个，很可能在所要画出的某两点之间的曲线有比较剧烈
的变化，如果我们用比较平滑的曲线弧去连结，于是所得曲线与实际相差很大．
以前各节所介绍的函数性态可以帮助我们断定函数图象的主要特征，因此在取
点之前，应先对函数的性态作一番讨论，兹将描绘曲线的一般步骤列出如下：

1. 确定函数的定义域;

2. 确定曲线关于坐标轴的对称性；

3. 确定曲线与坐标轴的交点（如果不易确定，不必强求）；
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4. 确定函数的增减性，极大值与极小值；

5. 确定函数的凸性与拐点；

6. 确定曲线的渐近线；

7. 需要时，还得由曲线方程计算出一些适当的点的坐标；

8. 把上面所得的结果，按自变量大小顺序列入一个表格内，以观察图形的大
概形态，然后描绘成图．

在用例子说明如何绘图之前，我们需要补充说明如何求曲线的渐近线．

定义

假设曲线 y = f(x) 不限制在有限平面内，即其上的点 P 可以趋于无穷
远，如果曲线的点 P 到直线 ℓ : ax+ ty + c = 0 的距离 d, 当 P 沿曲线
趋于无穷远时，d→ 0，那么我们称直线 ℓ 为所给曲线的渐近线．

（一）水平渐近线及其求法

设 ℓ1 : y = α 是曲线 y = f(x) 的一条渐近线，曲线上的 P (x, f(x)) 点到
ℓ1 的距离为

d = |α− f(x)|

因 ℓ1 为渐近线，所以，当 x→ +∞ 或 x→ −∞ 时，应有 d→ 0, 即

lim
x→+∞

f(x) = α, 或 lim
x→−∞

f(x) = α

反之，若上式成立，则 y = α 必为 y = f(x) 的一条渐近线．

（二）铅直渐近线及其求法

设 ℓ2 : x = β 是曲线 y = f(x) 的一条渐近线，又 P (x, f(x)) 为曲线上的
任意一点，它到 x = β 的距离是

d = |β − x|

因为 ℓ2 是 y = f(x) 的渐近线，那么

lim
x→±β

f(x) = ±∞

反之，若上式成立，则 ℓ2 为 y = f(x) 的一条渐近线．

例如，对于 y =
1

x
, 当 x→ 0, y → ±∞，故 x = 0是 y =

1

x
的一条渐近线．
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（三）任意渐近线及其求法

设直线 ℓ3 : y = kx + b 是曲线 y = f(x) 的一条渐近线，曲线上任意一点
P (x, f(x)) 到直线 ℓ3 的距离是

d =

∣∣∣∣kx+ b− f(x)√
1 + k2

∣∣∣∣
因为 ℓ3 是渐近线，所以当 x→ ±∞ 时，d→ 0, 即

kx+ b− f(x) → 0

我们必须用上式求出 k, b, 才能确定 ℓ3. 由于当 x→ ±∞ 时，1

x
→ 0, 所以

lim
x→±∞

[
k +

b

x
− f(x)

x

]
= lim

x→±∞

1

x
[kx+ b− f(x)]

= lim
x→±∞

1

x
· lim
x→±∞

[kx+ b− f(x)] = 0

由于 b 是常数，故有

k = lim
x→±∞

f(x)

x
(渐近线方向) (2.36)

b = lim
x→±∞

[f(x)− kx] (2.37)

例 2.76 求函数 f(x) = −3x5 + 5x3 的极值、拐点，并画出它的图象的草图．

解：

1. 曲线的范围与截距：这函数 f 的定义域与值域都是无限的，它的曲线伸
展在整个平面内，与 y 轴的交点是原点，而与 x 轴有三个交点，其零点

是 0,±
…

5

3
.

2. 对称性：因为 f(−x) = −f(x), 所以曲线关于原点对称．

3. 函数的增、减与极值：

f ′(x) = −15x4 + 15x2 = −15x2(x− 1)(x+ 1)

由此知 f(x) 的驻点是 −1, 0, 1. f ′(x) 的符号变化的情况是：

• 当 x < 1 时，f ′(x) < 0, 这时 f(x) 递减；

• 当 −1 < x < 1 时, f ′(x) > 0，这时 f(x) 递增；
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• 当 x > 1 时，f ′(x) < 0, 这时 f(x) 递减．

因此，x = −1 是极小点，极小值 f(−1) = −2; x = 1 是极大点，极大值
f(1) = 2.

4. 函数的凸性与拐点：

f ′′(x) = −60x3 + 30x = −60x

(
x+

√
2

2

)(
x−

√
2

2

)

拐点的可能值是 −
√
2

2
, 0,

√
2

2
. 又 f ′′(x) 的符号变化情况是

• 当 x < −
√
2

2
时，f ′′(x) > 0, 此时曲线向下凸；

• 当 −
√
2

2
< x < 0 时，f ′′(x) < 0, 此时曲线向上凸；

• 当 0 < x <

√
2

2
时，f ′′(x) > 0, 此时曲线向下凸；

• 当 x >

√
2

2
时，f ′′(x) < 0, 此时曲线向上凸；

因此：x = −
√
2

2
, 0,

√
2

2
的点都是拐点．

5. 列表：今将讨论情况列成下表，并作图（如图 2.45）

x −1 −
√
2

2
0

√
2

2
1

f ′(x) − 0 + + + 0 + + + 0 −
f ′′(x) + + + 0 − 0 + 0 − − −
f(x) 下凸 极小值 ↗ −1.24 上凸 0 下凸 1.24 上凸 极大值 ↘

↘ −2 ↗ ↗ ↗ 2

例 2.77 描绘函数 y =
(x− 3)2

4(x− 1)
的图象．

解：这个函数在 x = 1 这点没有定义，并且，当 x → 1− 时，y → −∞; 当
x→ 1+ 时，y → +∞, 所以 x = 1 是曲线的铅直渐近线，曲线在 x = 1 这点断
开．

求导数，得

y′ =
(x+ 1)(x− 3)

4(x− 1)2
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x

y

−1−2 1 2O

−
√
2
2

√
2
2

»
5
3

图 2.47

当 x < −1 时，y′ > 0; 当 −1 < x < 3 时，y′ > 0. 因此，x = −1 是极大
点；x = 3 是极小点．又极大值 f(−1) = −2; 极小值 f(3) = 0

求二阶导数，得

y′′ =
2

(x− 1)3

• 当 x < 1 时，y′′ < 0, 曲线向上凸；

• 当 x > 1 时，y′′ > 0, 曲线向下凸，但是曲线在 x = 1 这一点断开，因此
x = 1 不是曲线的拐点．

又因为

y =
(x− 3)2

4(x− 1)
=

1

4
(x− 5) +

1

x− 1

lim
x→∞

[
(x− 3)2

4(x− 1)
− 1

4
(x− 5)

]
= lim

x→∞

1

x− 1
= 0

这就是说曲线以 y =
1

4
x− 5

4
为渐近线．

综合起来得到下面结果：

x −1 0 1 3
y′ + 0 − − − × − 0 +

y′′ − − − − − × + + +

y ↗ 极大值 ↘ ↘ ↘ × ↘ 极小值 ↗

−2 −9

4
−∞ +∞ 0



158 第二章 变率和微商

x

y

O 1 2 3 4

−1

−2

y =
1

4
x− 5

4

y =
(x− 3)2

4(x− 1)

图 2.48

画出具体图形如图 2.46.

练习

1. 讨论下列函数的极值、凸性和拐点, 并画出函数图象.

(a) y =
6(x− 1)

x2 + 3

(b) y = (x− 1)3 − 3(x− 1)

(c) y =
x4

2
− x2

(d) y = 1 + 4x3 − 3x4

(e) y =
√
(x+ 2)2 (16− x2)

(f) y = xx (x > 0.1)

(g) y = xe−x

2. 作下列函数的图象, 并画出渐近线及在拐点处的切线:

(a) y = x+
1

x

(b) y =
x2

1 + x3

(c) y =
2x

1− x2

(d) y =
x3

x2 − 4

(e) y =
(x− 5)(x+ 3)

(x+ 2)2
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习题 2.3

1. 求函数 f(x) = x3 + ax2 − 3bx + c 的图象关于原点对称时，f(x) 在区间
−2 ≤ x ≤ 2 上的最小值，其中 b > 0.

2. 函数 f(x) = 3x2 − ax3 在区间 0 ≤ x ≤ 2 上的最小值是 −4, 求

(a) a 的值

(b) f(x) 在区间 0 ≤ x ≤ 2 的最大值 M

3. 设 a, b 为实数，求函数 y = x3 − 3ax2 + bx+ 1 在区间 0 ≤ x ≤ 1 上单调
增加时，点 (a, b) 存在范围，并用图表示出来．

4. 设 f(x) = x3−5x2+3x+a,在怎样的情况下对于 x的正值，总有 f(x) > 0

成立？

5. 设 a 是常数，对于函数 f(x) = 4x3 − 3x+ a

(a) 求 y = f(x) 的极大值和极小值；

(b) 确定当方程 f(x) = 0 有三个不相等的实根时，a 值的范围．

6. 讨论函数 y =
x3

2(x+ 2)
的极值，凸向，拐点，渐近线，并作出它的图象．

7. 求证 π <
sinπx
x(1− x)

≤ 4.

8. 对于已知半径为 R 的球，求具有最小体积的外切圆锥的体积．

9. 一长方体的对角线长
√
11cm，全面积为 14cm2, 求它的体积的最大值，并

求体积为最大时三边的长．

10. 一浮标由三部分组成，一个圆筒与两个相等的圆锥，其中每一个圆锥的高
等于圆筒的高，问当表面积一定时，什么样的形状会有最大的体积．



第三章 求函数从 a 到 b 的和与积
分

函数有两个基本性质——变率与和，在前一章，我们研究了函数的瞬时变
率的概念，即

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

以及它的应用，在本章我们将研究对于一个给定函数 f(x)“求从 a 到 b 的和”
这个概念．在给出定义之前，我们先举几个实例来看一看．

速率与距离 一列行驶中的火车，它的行进速率 v是时间 t的函数，即 v = f(t),
如图 3.1, 我们可以从速率表读得当时的速率，很自然地，我们想知道火车在从
t = a 到 t = b 这一段时间间隔内一共走了多少路程．从函数的观点看，所谓求
在时间 [a, b] 内所走过的距离就是求速率函数 v = f(t) 由 t = a 到 t = b 的和．

t

v = f(t)

a b

图 3.1

让我们用 D(f, [a, b]) 表示所走过的距离，这个记号强调 D 依赖于 f 和区
间 [a, b]．

变力所作的功 假定某物体在一个平行于 OX 轴的力 P 的作用下沿直线 OX

运动，力 P 的方向与物体运动的方向一致，并且力的大小随离开 O 点的距离

160
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而改变，即变力 P 是所在点的横坐标 x 的函数 P = P (x), 如图 3.2．假定物体
在这个变力 P 作用之下，从直线 OX 的一点 a 移到另一点 P , 那么力 P 所作
的功就是变力函数 P (x) 由 x = a 到 x = b 的和，我们用 W (P, [a, b]) 表示力
P 所作的功，它表明 W 依赖于 P (x) 和 [a, b]．

x

P (x)

a bO

图 3.2

x

y

y = f(x)

O a

M0

b

M

图 3.3

曲边梯形的面积 令 y = f(x) 是函数 f 的图象，表示一条曲线，如图 3.3. 我
们要求曲线上的一段弧 M0M 与其两端的纵坐标线及 x 轴上的线段 [a, b] 所围
成的图形的面积．这样的图形（它有三条边是直线，其中两条互相平行，第三
条与前两条互相垂直，而第四条边是曲线）叫做曲边梯形．显然曲边梯形的面
积 A 依赖于 y = f(x) 和 x 轴上的线段 [a, b], 记这一面积为 A(f, [a, b])．

在上一章，我们利用函数 f(x) 和它的图象之间的对应关系，就可以把函
数的变率和它的图象的切线的斜率相对应地一并分析讨论，这样，一方面可以
把函数的变率这种“数量”的概念用切线来形象化，便于想象；而另一方面又
可以把“切线”这种几何概念数量化，便于计算，在这一章，我们也要利用函
数 f(x) 和它的图象之间的对应关系，把函数 f(x) 由 x = a 到 x = b 的“和”
与曲线 y = f(x) 的曲边梯形的“面积”相对应地一并分析讨论，并且说明函数
的“求从 a 到 b 的和”恰好对应于求曲边梯形的面积．这也就是为什么把函数
“求从 a 到 b 的和”这种基本运算叫做积分的道理．

第一节 “和”与“面积”

对于任意曲线围成的图形，我们还没有规定它的“面积”的意义，和它密
切相关的“函数从 a 到 b 的和”的概念至今也没有明确的解析的定义．在这一
节我们要把这两个概念由“直观的定性理解”推进到“数量化的定量定义”．唯
有确立了它们的“解析的定义”，它们才真正地成为能算好用的量．
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一、“和”与“面积”的基本性质

现在让我们先从“函数的和”与“曲线形的面积”的直观内涵来分析一下
它们分别所应有的基本性质．

（一）“曲线形的面积”的基本性质

从面积的直观内涵容易看出下列两点：

1. (单调性）设区域 R1 包含在 R2 之内，即 R1 ⊆ R2, 则：R1 的面积 ≤ R2

的面积．（图 3.4）

2. (可加性）设区域 R 可以用一条曲线分割成两块区域 R1 + R2, 则有：R
的面积 = R1 的面积 +R2 的面积．（图 3.5）

R

R1 R2

图 3.4

R

R1 R2

图 3.5

（二）“函数的和”的基本性质

同样地，从“函数从 a 到 b的和”的直观内涵容易看出下列两个基本性质，
即

性质 1：单调性

设函数 f(t) 和 g(t) 在 a ≤ t ≤ b 上，f(t) ≤ g(t) 恒成立，那么：
“f(t) 由 t = a 到 t = b 的和”≤“g(t) 由 t = a 到 t = b 的和”．

例如，两部车子在 t = a 到 t = b 的时间内，甲车的速率 f(t) ≤ 乙车的
速率 g(t), 则甲车在上述时间内所经过的里程 ≤ 乙车在上述时间内所经过的里
程．

性质 2：可加性

设 a < b < c，那么，有：
“f(t) 由 t = a 到 t = b 的和”+“f(t) 由 t = b 到 t = c 的和”=“f(t)
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由 t = a 到 t = c 的和”．

上述基本性质是一目了然的，让我们先用来说明一些简单的基本事实．

例 3.1 设函数 y = f(t) = k（常数），则由和的直观内涵，显然应有：

常数函数从 a 到 b 的和 = k(b− a)

例如，以等速率每小时 k 公里行驶的火车从 t = a 小时到 t = b 小时内所
走的总里程应该是 k(b− a) 公里．
现在让我们利用函数的图象来观察上述数值 k(b− a) 的几何意义．

t

y

t = a t = bO

k > 0 +

图 3.6

t

y

t = a t = b

O

k < 0 −

图 3.7

1. 当 k > 0 时，函数 f(t) = k 的图象在 t 轴上方，k(b − a) 对应于一个矩
形的面积，如图 3.6 中阴影部分的面积．

2. 当 k < 0 时，函数 f(t) = k 的图象在 t 轴下方，k(b − a) 对应于一个矩
形的面积的负值，如图 3.7 中阴影部分的面积的负值．

假如我们把 t轴之上的面积定义为正的，而把 t轴之下的面积定义为负的，
则当 y = k（常数）时，常数函数从 a 到 b 的和 = k(b− a) = 上述的有号面积．

例 3.2 设 y = f(t) 是一个阶梯函数，即分段地是常数函数：

0 = t0 < t1 < t2 < · · · < ti−1 < ti < · · · < tn = b

当 ti−1 ≤ t < ti 时，f(t) = ki, i = 1, 2, . . . , n．由性质 2，我们可以分段地用常
数函数求和，就可以得到阶梯函数 f(t) 从 a 到 b 的和：

k1(t1 − t0) + k2(t2 − t1) + · · ·+ kn(tn − tn−1)

作出阶梯函数的图象（图 3.8），上述函数和就等于下列逐段由矩形并起来
的区域的“有号面积”．
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t

y = f(t)

O

t1 t2 t3 t4 t5 t6 tn−1t0 = a tn = b

+ + + + +

− −

⋯

⋯

图 3.8

二、逼近法求和

对于一个比较一般的函数，例如 y = kt + c, y = t2, y = sin t 等等，我们
必须给函数的和下一个适当的定义，同时要提供计算这个和的方法，这里我们
将要再一次地用逼近法的观点去解答上述问题，回顾上一章讨论变率时，我们
的基本想法是用折线函数去逼近一般的平滑函数，所以折线函数是讨论函数变
率的简单好用的基本函数，因为它们的变率十分简单，分段地是个常数而且无
限逼近函数在某一点的变率，由上一段的讨论；我们知道阶梯函数的“从 a 到
b 的和”是十分简明的，它们在“函数求从 a 到 b 的和”这方面是不是也扮演
着这种既简单又基本的角色呢？这就得看一看能否用阶梯函数的从 a 到 b 的和
去无限逼近一般性的“函数从 a 到 b 的和”了．

现在让我们使用几个简单的实例来试试看．

例 3.3 假设物体以初速度 u, 加速度 a > 0 在直线上运动，于是物体在任何时
刻 t 的速度是 v = f(t) = u+ at, 求物体从 t = 0 到 t = T 时所经过的距离，即
求速度函数 f(t) 在时间间隔 [0, T ] 上的和．

分析：一个自然的作法是用两个阶梯函数 gn(t) 和 Gn(t) 把上述函数 f(t) =

u+ at 夹逼在中间，即

gn(t) ≤ f(t) ≤ Gn(t)

对于任何 0 ≤ t ≤ T 都成立，那么由性质 1，gn(t) 从 0 到 t 的和 ≤ f(t) 从 0

到 T 的和 ≤ Gn(t) 从 0 到 T 的和．

如果能使 gn(t) 从 0 到 T 的和与 Gn(t) 从 0 到 T 的和，当 n → ∞ 时的
极限相同，则由上述夹逼关系就可以看出 f(t) 从 0 到 T 的和必须等于这个共
同极限．

下面就是把上述想法付诸实践的具体做法之一．
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t

u

v = f(t) = u+ at, (0 ≤ t ≤ T )

O

A

B

C

u

aT

t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7

T

图 3.9

解：

1. 把时间间隔 n 等分，取分点 ti =
i

n
T, i = 0, 1, 2, . . . , n, 于是在每个分点

ti =
i

n
T 处的速度分别是

f(t0) = f(0) = u, f(t1) = u+at1, f(t3) = u+at2, . . . , f(tn) = f(T ) = u+aT

2. 用阶梯函数近似代替 v = f(t) = u+ at.

假设物体在时间的每个小区间 [ti, ti+1], i = 0, 1, 2, . . . , (n − 1) 内，以小
区间起点处的速度作匀速运动，我们得到一个速度的阶梯函数

gn(t) = f(ti) = u+ ati, ti ≤ t < ti+1, i = 0, 1, 2, . . . , (n− 1)

因为 f(t) = u+ at 是严格递增的，所以 gn(t) 有以下性质：

gn(t) = f(ti) ≤ f(t), ti ≤ t < ti+1, i = 0, 1, 2, . . . , (n− 1)

从而，对于任何 0 ≤ t ≤ T，有 gn(t) ≤ f(t).

假设物体在时间的每个小区间 [t, t + 1], i = 0, 1, 2, . . . , (n − 1) 内，以小
区间终点处的速度作匀速运动，我们得到另一个速度的阶梯函数

Gn(t) = f(ti+1) = u+ ati+1, ti < t ≤ ti+1, i = 0, 1, 2, . . . , (n− 1)

由于 f(t) = u+ at 是递增的，所以 G(t) 有以下性质

Gn(t) = f(ti+1) ≥ f(t), ti < t ≤ ti+1, i = 0, 1, 2, . . . , (n− 1)
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从而对于任何 0 ≤ t ≤ T，有

Gn(t) ≥ f(t)

这样，我们就得到了 v = f(t) 的夹逼阶梯函数：

gn(t) ≤ f(t) ≤ Gn(t), 0 ≤ t ≤ T

（在图 3.8 中，绘出了 f(t) = u + at 的图象和当 n = 7 时阶梯函数 g7(t)

和 G7(t) 的图象.）

3. 求阶梯函数的总和

应用基本性质 2, 我们得到 gn(t) 从 0 到 T 的和

f(t0)(t1 − t0) + f(t1)(t2 − t1) + · · ·+ f(tn−1)(tn − tn−1)

∵ t1 − t0 = t2 − t1 = · · · = tn − tn−1 =
T

n

因此：

gn(t) 从 0 到 T 的和 = [f(t0) + f(t1) + · · ·+ f(tn−1)] ·
T

n

= [u+ (u+ at1) + (u+ at2) + · · ·+ (u+ atn−1)] ·
T

n

= [nu+ a(t1 + t2 + · · ·+ tn−1)] ·
T

n

=

[
nu+ a

(
T

n
+

2T

n
+ · · ·+ (n− 1)T

n

)]
· T
n

= uT + a · [1 + 2 + · · ·+ (n− 1)]

(
T

n

)2

= uT + a · n(n− 1)

2
· T

2

n2

= uT +
1

2
aT 2

(
1− 1

n

)
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Gn(t) 从 0 到 T 的和 = f(t1)(t1 − t0) + f(t2)(t2 − t1) + · · ·+ f(tn)(tn − tn−1)

= [f(t1) + f(t2) + · · ·+ f(tn)] ·
T

n

= [(u+ at1) + (u+ at2) + · · ·+ (u+ atn)] ·
T

n

=

[
nu+ a

(
T

n
+

2T

n
+ · · ·+ nT

n

)]
· T
n

= uT + a · (1 + 2 + · · ·+ n) ·
(
T

n

)2

= uT +
1

2
aT 2

(
1 +

1

n

)
综合上述计算和基本性质 1, 即得：gn(t) 从 0 到 T 的和 ≤ f(t) 从 0 到
T 的和 ≤ Gn(t) 从 0 到 T 的和，即

uT +
1

2
aT 2

(
1− 1

n

)
≤ f(t)从 0 到 T 的和 ≤ uT +

1

2
aT 2

(
1 +

1

n

)

4. 求阶梯函数和式的极限．

因为

lim
n→∞

ß
uT +

1

2
aT 2

(
1− 1

n

)™
= lim

n→∞

ß
uT +

1

2
aT 2

(
1 +

1

n

)™
= uT +

1

2
aT 2

所以，这个共同的极限值 uT +
1

2
aT 2 就是物体在变速 v = f(t) = u+ at

运动下，从 t = 0 到 t = T 所走的距离，也就是函数 v = f(t) = u + at

从 t = 0 到 t = T 的和．

从几何上看，上述极限值 uT +
1

2
aT 2 =

u+ (u+ aT )T

2
就是在图 3.8中的

梯形 OABC 的面积．

例 3.4 设函数 f(x) = x2, a = 0, b > 0, 求 f(x) 由 0 到 b 的和，相应地，求
抛物线 y = x2 在线段 [0, b] 上所盖的曲边三角形 OBC 的面积（图 3.9）.

解：

1. 把线段 [0, b] n 等分，等分点的坐标是 xi =
b

n
i (i = 0, 1, 2, . . . , n)
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x

y

O

C

B

y = x2

图 3.10

2. 作阶梯函数 gn(x) 和 Gn(x).

根据 f(x) = x2 在 x > 0 时递增，定义

gn(x) = f(xi) = x2i =

(
b

n

)2

i2, xi ≤ x < xi+1

Gn(x) = f(xi+1) = x2i+1 =

(
b

n

)2

(i+ 1)2, xi < x ≤ xi+1

其中，i = 0, 1, 2, . . . , (n− 1)．于是，gn(x) ≤ f(x) ≤ Gn(x), 0 ≤ x ≤ b

3. 求阶梯函数的和

sn = gn(x)从 0 到 b 的和

= f (x0) ·
b

n
+ f (x1) ·

b

n
+ · · ·+ f (xn−1) ·

b

n

= {f (x0) + f (x1) + · · ·+ f (xn−1)} ·
b

n

=
{
02 + 12 + 22 + · · ·+ (n− 1)2

}
·
(
b

n

)3

=
1

6
n(n− 1)(2n− 1) ·

(
b

n

)3

=
b3

6

(
1− 1

n

)(
2− 1

n

)
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Sn = Gn(x) 从 0 到 b 的和 = {f (x1) + f (x2) + · · ·+ f (xn)} ·
b

n

=
{
12 + 22 + · · ·+ n2

}
·
(
b

n

)3

=
1

6
n(n+ 1)(2n+ 1) ·

(
b

n

)3

=
b3

6

(
1 +

1

n

)(
2 +

1

n

)
综合上述计算和性质 1，有：

b3

6

(
1− 1

n

)(
2− 1

n

)
= sn ≤

[
函数 f(x) = x2 从 0 到 b 的和，
相应的曲边三角形 OBC 的面积

]

≤ Sn =
b3

6

(
1 +

1

n

)(
2 +

1

n

)
4. 令 n→ ∞，求阶梯函数和式的极限．因为

b3

6

(
1− 1

n

)(
2− 1

n

)
→ b3

3
(n→ ∞)

b3

6

(
1 +

1

n

)(
2 +

1

n

)
→ b3

3
(n→ ∞)

所以
1

3
b3 是能被 sn、Sn 左、右夹逼的唯一实数，而所求的“f(x) = x2

从 0 到 b 的和”以及“曲边三角形 OBC 的面积，”这两个值都是夹逼在
sn 和 Sn 中间的实数，故它们都等于

1

3
b3.

推论

f(x) = x2 从 a 到 b 的和 =
1

3
b3 − 1

3
a3 (b > a > 0).

例 3.5 设 y = f(x) 是一个定义在 [a, b] 上的递增连续函数，试说明它从 a 到
b 的和是可以确定的．

解：

1. 取 [a, b] 之间的 n 等分点，将它分成 n 段，即有

x0 = a < x1 < x2 < · · · < xn = b

它的第 i 段是 [xi−1, xi]，且 xi − xi−1 =
b− a

n
，xi = a+

i

n
(b− a)
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x

y

a b

y = f(x)

O

图 3.11

2. 定义 f(x) 的上、下夹逼阶梯函数如下：

gn(x) = f(xi−1), xi−1 ≤ x ≤ xi

Gn(x) = f(xi), xi−1 ≤ x ≤ xi
(i = 1, 2, 3, . . . , n)

由 f(x) 的递增性，对于任何一个 x ∈ [a, b]，有

g1(x) ≤ g2(x) ≤ · · · ≤ gn(x) ≤ · · · ≤ f(x) ≤ · · · ≤ Gn(x) ≤ · · · ≤ G2(x) ≤ G1(x)

简写成
gn(x) ≤ f(x) ≤ Gn(x), a ≤ x ≤ b

3. 求相应的阶梯函数从 a 到 b 的和

sn = gn(x)从 a 到 b 的和 =
b− a

n
[f(x0) + f(x1) + · · ·+ f(xn−1)]

=
b− a

n

n∑
i=1

f(xi−1)
(3.1)

Sn = Gn(x)从 a 到 b 的和 =
b− a

n
[f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)]

=
b− a

n

n∑
i=1

f(xi)
(3.2)

由性质 1, 有：

s1 < s2 < · · · < sn < · · · < f(x)从 a 到 b 的和 < · · · < Sn < · · · < S2 < S1

简写成
sn < f(x)从 a 到 b 的和 < Sn (3.3)
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在例 3.3,例 3.4中，f(x)有明确的解析式，我们可以用求和公式直接求出 sn 和
Sn 的表达式，从而可以得出它们的共同极限值，在这里，我们只知道 f(x) 的
递增性，当然无法将和式 sn 和 Sn 进一步化简，但是我们可以说明，当 n→ ∞
时，Sn − sn → 0.
事实上，

Sn − sn =
b− a

n

n∑
i=1

f(xi)−
b− a

n

n∑
i=1

f(xi−1)

=
b− a

n

n∑
i=1

[f(xi)− f(xi−1)]

=
b− a

n
[f(xn)− f(x0)] =

b− a

n
[f(b)− f(a)]

因此，当 n→ ∞ 时，Sn − sn → 0.
又 f(x) 从 a 到 b 的和是介于 sn 和 Sn 中间的唯一实数，此

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

Sn = f(x) 从 a 到 b 的和

以上简单明了的分析，说明了下面两点互相关联的事实：

1. 当函数 f(x) 在 a ≤ x ≤ b 上递增时，则它从 a 到 b 的和可以用上述两个
夹逼阶梯函数从 a 到 b 的和去无限逼近.

2. 由于 lim
n→∞

sn 与 lim
n→∞

Sn 存在，且 lim
n→∞

sn = lim
n→∞

Sn, 我们可以用 f(x)

的上、下夹逼阶梯函数序列，即：g1(x) ≤ g2(x) ≤ · · · ≤ gn(x) ≤ · · · ≤
f(x) ≤ · · · ≤ G1(x) ≤ · · · ≤ G2(x) ≤ G1(x), (a ≤ x ≤ b) 的从 a 到 b 的
和的极限 lim

n→∞
sn = lim

n→∞
Sn 作为上述 f(x) 从 a 到 b 的和的数量化定义．

定义 1

若 f(x) 是 [a, b] 上的递增连续函数，将 [a, b] 等分成 n 段，分点坐标

xi = a+
i

n
(b− a), i = 0, 1, 2, . . . , n，则存在两个阶梯函数：

gn(x) = f(xi−1), xi−1 ≤ x < xi

和
Gn(x) = f(xi), xi−1 < x ≤ xi, (i = 1, 2, . . . , n)

满足下面的性质：

1. 对于任何 x ∈ [a, b]，gn(x) ≤ f(x) ≤ Gn(x)
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2. 相应的阶梯函数从 a 到 b 的和

sn =
b− a

n

n∑
i=1

f(xi−1), Sn =
b− a

n

n∑
i=1

f(xi)

当 n → ∞ 时，Sn − sn → 0，那么 f(x) 从 a 到 b 的和是 sn 与 Sn 的
共同极限，即：

f(x)从 a 到 b 的和 =
b− a

n
lim
n→∞

n∑
i=1

f(xi−1)

=
b− a

n
lim
n→∞

n∑
i=1

f(xi)

同样地，如果 f(x) 是 [a, b] 上的递减连续函数．那么将 [a, b] n 等分，分

点坐标 xi = a+
i

n
(b− a), 这时有两个阶梯函数

gn(x) = f(xi), xi−1 < x ≤ xi

和
Gn(x) = f(xi−1), xi−1 ≤ x < xi, (i = 1, 2, . . . , n)

满足下面的性质：

1. 对于任何 x ∈ [a, b]，gn(x) ≤ f(x) ≤ Gn(x)

2. 相应的阶梯函数 gn(x) 与 Gn(x) 相应的和

sn = gn从 a 到 b 的和 =
b− a

n

n∑
i=1

f(xi)

Sn = Gn从 a 到 b 的和 =
b− a

n

n∑
i=1

f(xi−1)

当 n→ ∞ 时，Sn − sn =
b− a

n
[f(b)− f(a)] → 0，即：

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

Sn
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定义 2

递减连续函数从 a 到 b 的和为上述夹逼阶梯函数 gn(x) 和 Gn(x) 从 a

到 b 的和的共同极限，即

f(x)从 a 到 b 的和 = lim
n→∞

b− a

n

n∑
i=1

f(xi)

= lim
n→∞

b− a

n

n∑
i=1

f(xi−1)

通常我们把递增或递减的函数合称为单调函数，常见的函数 f(x)都是分段
单调连续的，例如，y = sinx本身虽然不是单调的，但是它在

[
−π
2
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ

]
(k ∈

Z) 这些区间的每一段是递增的；而在
[
π

2
+ 2kπ,

3π

2
+ 2kπ

]
(k ∈ Z) 这些区间

的每一段是递减的．因此，对于一般在 [a, b]上连续的函数，如果存在有限个分
点使得 f(x) 在每个分段上都是单调的，我们可以逐段取上、下夹逼阶梯函数，
合起来作为定义在 [a, b] 上的函数 f(x) 的阶梯函数，于是得出

gn(x) ≤ f(x) ≤ Gn(x), x ∈ [a, b]

又因为有限个在分段上趋于 0 的量的和仍趋于 0, 所以

“Gn(x) 从 a 到 b 的和”−“gn(x) 从 a 到 b 的和”→ 0

总结以上讨论，我们叙述为存在定理和定义如下：

定理

设 y = f(x) 是一个定义在 [a, b] 上分段单调函数，则存在满足下列性质
的两系列阶梯函数：

gn(x) ≤ f(x) ≤ Gn(x), x ∈ [a, b]

而且当 n→ 0 时，“Gn(x) 从 a 到 b 的和，”与“gn(x) 从 a 到 b 的和”
趋于共同极限．

定义 3

设 f(x) 是 [a, b] 上的连续函数，如果存在有限个分点：

a = a0 < a1 < · · · < ak < · · · < a1 = b
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使得 f(x) 在每个分段 [ak−1, ak] 都是单调的，再将每个分段 [ak−1, ak]

都 n 等分，则当 n→ ∞ 时，有

f(x)从 a 到 b 的和 = lim
n→∞

a1 − a0
n

n∑
i=1

f(xi) + lim
n→∞

a2 − a1
n

2n∑
i=n+1

f(xi)+

· · ·+ lim
n→∞

aℓ − aℓ−1

n

ℓn∑
i=ℓ(n−1)+1

f(xi)

为了说明上述定义是合理的，我们就得证明上述 f(x) 从 a 到 b 的和与夹
逼的阶梯函数列 {Gn(x)} 和 {gn(x)} 的选取无关，其证明如下：
证明：设 {Ḡm(x)} 和 {ḡm(x)} 是另外一组满足存在定理的上、下夹逼函数列，
则由下述不等式

gn(x) ≤ f(x) ≤ Gn(x), ḡm(x) ≤ f(x) ≤ Ḡm(x), a ≤ x ≤ b

即有
gn(x) ≤ Ḡm(x), ḡm(x) ≤ Gn(x)

所以由基本性质 1，有

sn = gn(x)从 a 到 b 的和 ≤ Ḡm(x)从 a 到 b 的和 = S̄m

s̄m = ḡm(x)从 a 到 b 的和 ≤ Gn(x)从 a 到 b 的和 = Sn

所以
lim
n→∞

sn = lim
m→∞

S̄m, lim
m→∞

s̄m ≤ lim
n→∞

Sn

但是
lim
n→∞

sn ≤ lim
m→∞

S̄m = lim
m→∞

s̄m ≤ lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

sn

所以上述极限必须相等，即：

lim
n→∞

sn = lim
m→∞

S̄m = lim
m→∞

s̄m = lim
n→∞

Sn

例 3.6 求 f(x) = 2x− x2 从 0 到 2 的和．

解：由 f ′(x) = 2 − 2x, f ′′(x) = 2 知 f(1) = 2 − 1 = 1 是 f(x) 的极大值，并
且 y = 2x− x2 在 [0, 1] 上递增，在 [1, 2] 上递减，于是，我们把区间 [0, 1] 和

[1, 2] 都 n 等分，设分点坐标 xi =
i

n
, i = 0, 1, 2, . . . , 2n, 即有

0 = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = 1 < xn+1 < xn+2 < · · · < x2n = 2
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且 ∆xi = xi − xi−1 =
1

n
，由定义 3 得到：

f(x) = 2x− x2从 0 到 2 的和

= lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

[
2

(
i

n

)
−
(
i

n

)2
]
+ lim

n→∞

1

n

2n∑
i=n+1

[
2

(
i

n

)
−
(
i

n

)2
]

= lim
n→∞

1

n

2n∑
i=1

2

(
i

n

)
− lim

n→∞

2n∑
i=1

(
i

n

)2

= 2 lim
n→∞

1

n2

2n∑
i=1

i− lim
n→∞

1

n3

2n∑
i=1

i2

= 2 lim
n→∞

1

n2
· (2n+ 1)2n

2
− lim

n→∞

1

n3
· 2n(2n+ 1)(4n+ 1)

6

= 2 lim
n→∞

(
2 +

1

n

)
− lim

n→∞

1

3

(
2 +

1

n

)(
4 +

1

n

)
= 4− 8

3
=

4

3

练习

1. 已知质点的运动速度 v = t+ 4, 试求质点在前 10 秒内所走的路程．

2. 求 f(x) = x3 在 1 ≤ x ≤ 2 上的和．

第二节 定积分的定义和基本性质

一、定积分定义

设函数 f(x) 在 [a, b] 上连续，如果存在有限个分点

a = a0 < a1 < a2 < · · · < aℓ−1 < aℓ = b

使得 f(x) 在每个分段 [ak−1, ak] (k = 1, 2, . . . , ℓ) 上都是单调的，我们把 f(x)

从 a 到 b 的和叫做 f(x) 从 a 到 b 的定积分，并记作∫ b

a

f(x) dx

这里，积分符号所使用的是长 S形的求和号的变形，而从部分区间长∆xi =
ak − ak−1

n
过渡到极限，则通过字母 d 来表示．
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我们把数 a 与 b 称为积分限（a 称为下限，b 称为上限）．区间 [a, b] 称为
积分区间，函数 f(x) 称为被积函数，乘积 f(x) dx 称为被积表达式，定积分符
号下出现的字母 x 叫做积分变量．
上述定积分定义用定积分符号表示就是：∫ b

a

f(x) dx =
t∑

k=1

∫ ak

ak−1

f(x) dx

其中
∫ ak

ak−1

f(x) dx 是 f(x) 为单调的第 k 个分段 [ak−1, ak] 上的夹逼阶梯函数

gn(x) 和 Gn(x) 从 ak−1 到 ak 的和的共同极限，即：∫ ak

ak−1

f(x) dx = lim
n→∞

ak − ak−1

n

n∑
i=1

f(xi−1)

= lim
n→∞

ak − ak−1

n

n∑
i=1

f(xi)

定积分定义的另一种表述形式是：设函数 f(x) 在 a ≤ x ≤ b 上分段单调
连续，如果存在两系列上、下夹逼阶梯函数 {gn(x)}, {Gn(x)}, 使得

gn(x) ≤ f(x) ≤ Gn(x), a ≤ x ≤ b

并且 gn(x) 从 a 到 b 的和 sn 与 Gn(x) 从 a 到 b 的和 Sn 具有相同的极限，这

个极限叫做 f(x) 从 a 到 b 的定积分
∫ b

a

f(x) dx.

综上所述，在积分符号中，我们只对 a < b, 即积分下限小于积分上限的情
形给出了定义，若 a > b，我们定义∫ a

b

f(x) dx = −
∫ b

a

f(x) dx

此外，由于定积分可以解释为曲边梯形的面积，自然可以定∫ a

a

f(x) dx = 0

作了这样的规定之后，不论 a < b, a > b 或 a = b, 定积分都有意义了．

练习

1. 求证
∫ b

a

kx dx =
kb2

2
− ka2

2
(a < b)
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2. 求
∫ 0

8

(
x2 − 4x

)
dx

3. 求
∫ 2

−1

(
x3 − 3x

)
dx

二、逼近法求曲线形的面积

任意一条曲线围成的图形（图 3.11）常常可以用两组互相垂直的直线把它
分成若干部分，每一部分都是一个曲边梯形（图 3.12）, 在这里并不排除下述
情形（图 3.13）：两条平行的边中有一条缩成了一点，因而曲边梯形变成了曲
边三角形，这样一来，我们的问题就化成了求曲边梯形面积的问题．

图 3.12 图 3.13 图 3.14

命题

设 y = f(x) 是定义在 a ≤ x ≤ b 的分段单调连续函数，而且 f(x) ≥ 0,
则区域 R = {a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x)} 的面积等于∫ b

a

f(x) dx

证明：由
∫ b

a

f(x) dx 的定义得知，存在两系列阶梯函数 {gn(x)} 和 {Gn(x)},

满足下面的性质：

gn(x) ≤ f(x) ≤ Gn(x)
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x

y

a bO

y = f(x)

图 3.15

而且 Gn(x) 从 a 到 b 的和与 gn(x) 从 a 到 b 的和趋于共同的极限
∫ b

a

f(x) dx.

令

Rn = {a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ gn(x)}

R′
n = {a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ Gn(x)}

它们都是由高高低低的狭长方形所组成的区域（图 3.14），则：

Rn ⊂曲边梯形区域R ⊂ R′
n

而且

Rn的面积 = gn(x)从 a 到 b 的和sn, R′
n的面积 = Gn(x)从 a 到 b 的和Sn

即有

sn <曲边梯形区域 R 的面积A < Sn

由定积分定义有：

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

Sn =

∫ b

a

f(x) dx

又曲边梯形面积 A = (f, [a, b]) 也是夹逼在 sn 和 Sn 中间的实数，所以

A = (f, [a, b]) =

∫ b

a

f(x) dx
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练习

1. 求
∫ 1

−2

ex dx.

提示：
e∆x − 1

∆x
= 1.

2. 求在 x = 0 与 x = π 间正弦曲线 y = sinx 与 Ox 轴所包的面积．

三、定积分的基本性质

为简单起见，我们约定以下被积函数在积分区间上连续并且可以分段单调，
即 f(x) 是在 [a, b] 上连续并且只有有限个极大值和极小值的函数．

性质 1

若 a < b < c，那么，∫ b

a

f(x) dx+

∫ c

b

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx

证明：因为
∫ b

a

f(x) dx 存在，故对于在 [a, b] 上的 f(x), 存在一组上、下夹逼

函数列 {gn(x)} 和 {Gn(x)}, 使得

gn(x) ≤ f(x) ≤ Gn(x), x ∈ [a, b]

且相应的阶梯函数在 [a, b] 上的和 sn 与 Sn 适合

sn <

∫ b

a

f(x) dx < Sn, Sn − sn → 0 (3.4)

对于在 [b, c] 上的 f(x), 同样得到

ḡn(x) ≤ f(x) ≤ Ḡn(x), x ∈ [b, c]

且

s̄n <

∫ c

b

f(x) dx < S̄n, S̄n − s̄n → 0 (3.5)

(3.4) + (3.5) 得到

sn + s̄n <

∫ b

a

f(x) dx+

∫ c

b

f(x) dx < Sn + S̄n (3.6)
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另一方面，对于函数 f(x) (a ≤ x ≤ c) 存在下面一组阶梯函数列：

g̃n(x) =


gn(x), a ≤ x ≤ b

max (gn(b), ḡn(b)) , x = b

ḡn(x), b < x ≤ c

G̃n(x) =


Gn(x), a ≤ x ≤ b

max
(
Gn(b), Ḡn(b)

)
, x = b

Ḡn(x), b < x ≤ c

由性质 2，阶梯函数列 g̃n(x) 与 G̃n(x) 的从 a 到 c 的和分别是 sn + s̄n 和
Sn + S̄n．因为 g̃n(x) 与 G̃(x) 满足条件：

1. g̃n(x) ≤ f(x) ≤ G̃(x), a ≤ x ≤ c

2.

lim
n→∞

[
(Sn + S̄n)− (sn + s̄n)

]
= lim

n→∞

[
(Sn − sn) + (S̄n − s̄n)

]
= lim

n→∞
(Sn − sn) + lim

n→∞
(S̄n − s̄n) = 0

所以根据定积分定义得到

lim
n→∞

(Sn + S̄n) = lim
n→∞

(sn + s̄n) =

∫ c

a

f(x) dx

因为
∫ c

a

f(x) dx 与
∫ b

a

f(x) dx +

∫ c

b

f(x) dx 都是被 sn + s̄n 与 Sn + S̄n

所夹逼的唯一实数，所以∫ c

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ c

b

f(x) dx

性质 2

若 f(x) = f1(x) + f2(x)，则：∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

f1(x) dx+

∫ b

a

f2(x) dx

证明：设 {gn(x)}与 {Gn(x)}是 f1(x)在 [a, b]上的上、下夹逼阶梯函数列，又
{ḡn(x)}与 {Ḡn(x)}是 f2(x)在 [a, b]上的上、下夹逼阶梯函数列．sn, Sn, s̄n, S̄n
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是相应的阶梯函数从 a 到 b 的和．于是由
∫ b

a

f1(x) dx 和
∫ b

a

f2(x) dx 的存在，
得：

gn(x) ≤ f1(x) ≤ Gn(x), a ≤ x ≤ b (3.7)

ḡn(x) ≤ f2(x) ≤ Ḡn(x), a ≤ x ≤ b (3.8)

并且

sn <

∫ b

a

f1(x) dx < Sn, 且Sn − sn → 0 (3.9)

s̄n <

∫ b

a

f2(x) dx < S̄n, 且S̄n − s̄n → 0 (3.10)

由 (3.9) + (3.10)，得到

sn + s̄n <

∫ b

a

f1(x) dx+

∫ b

a

f2(x) dx < Sn + S̄n (3.11)

另一方面，由 (3.7) + (3.8)，得到

gn(x) + ḡn(x) ≤ f1(x) + f2(x) ≤ Gn(x) + Ḡn(x), a ≤ x ≤ b

而且，gn(x) + ḡn(x) 与 Gn(x) + Ḡn(x) 也是在 [a, b] 上的阶梯函数，我们要说
明它们是 f1(x) + f2(x) 在 [a, b] 上的一组夹逼阶梯函数列．

因为：

gn(x) + ḡn(x)从 a 到 b 的和 = [gn(x)从 a 到 b 的和] + [ḡn(x)从 a 到 b 的和]

= sn + s̄n

Gn(x) + Ḡn(x)从 a 到 b 的和 = [Gn(x)从 a 到 b 的和] +
[
Ḡn(x)从 a 到 b 的和

]
= Sn + S̄n

而且 (
Sn + S̄n

)
− (sn + s̄n) = (Sn − sn) +

(
S̄n − s̄n

)
→ 0 (3.12)

所以，由
∫ b

a

(
f1(x) + f2(x)

)
dx 的定义，得到

lim
n→∞

(
Sn + S̄n

)
= lim

n→∞
(sn + s̄n) =

∫ b

a

(
f1(x) + f2(x)

)
dx (3.13)

由 (3.10) 和 (3.13)，
∫ b

a

(
f1(x) + f2(x)

)
dx 与

∫ b

a

f1(x) dx+

∫ b

a

f2(x) dx 是被

sn + s̄n 与 Sn + S̄n 所夹逼的唯一实数，所以∫ b

a

(
f1(x) + f2(x)

)
dx =

∫ b

a

f1(x) dx+

∫ b

a

f2(x) dx



182 第三章 求函数从 A 到 B 的和与积分

性质 3 ∫ b

a

kf(x) dx = k

∫ b

a

f(x) dx

此法则的证明大致和性质 2 的证明相同，即当 {gn(x)} 和 {Gn(x)} 上、下
夹逼 f(x)时，那么在 k > 0的情形，{kgn(x)}和 {kGn(x)}上、下夹逼 kf(x);
在 k < 0 的情形，{kgn(x)} 和 {kGn(x)} 上、下夹逼 kf(x). 我们把证明的过
程留给读者去写．

性质 4

若 m ≤ f(x) ≤M , a ≤ x ≤ b，那么

m(b− a) ≤
∫ b

a

f(x) dx ≤M(b− a)

证明：设 {gn(x)} 与 {Gn(x)} 是 f(x) 在 [a, b] 上的夹逼阶梯函数列，sn 与 Sn

是相应的阶梯函数在 [a, b] 上的和，根据积分的定义，有

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

Sn =

∫ b

a

f(x) dx

换言之，任给一个正数 ε，存在自然数 N，使得当 n < N 时，有

Sn <

∫ b

a

f(x) dx+ ε (3.14)

成立．
又由于 Gn(x) ≥ f(x) ≥ m, x ∈ [a, b]，根据性质 1，得到：

Sn ≥ m(b− a) (3.15)

所以，当 n > N 时，由 (3.14) 和 (3.15)，有

m(b− a) ≤ Sn <

∫ b

a

f(x) dx+ ε

即

m(b− a) <

∫ b

a

f(x) dx+ ε (3.16)

成立．
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因为这个不等式 (3.16) 对于每个正数 ε 都成立，所以

m(b− a) ≤
∫ b

a

f(x) dx

同样证明，得到

M(b− a) ≥
∫ b

a

f(x) dx

因此

m(b− a) ≤
∫ b

a

f(x) dx ≤M(b− a)

x

y

O a bx0

m

M
y = f(x)

图 3.16

从几何图形来看，以曲线 y = f(x) 为一边而以线段 [a, b] 为底边的曲边梯
形界于以 [a, b] 为底边，高分别等于 m 和 M 的两个矩形之内，故曲边梯形的

面积
∫ b

a

f(x) dx 在两个矩形面积 m(b− a) 和 M(b− a) 之间（图 3.14）．

这个性质是说分段单调的连续函数 f(x) 在区间 [a, b] 上的定积分是有界
的．

性质 5

如果 f(x) ≤ φ(x), a ≤ x ≤ b，那么：∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

φ(x) dx

证明：设 {gn(x)}与 {Gn(x)}是 f(x)在 [a, b]上的夹逼阶梯函数列，又 {ḡn(x)}
与 {Ḡn(x)} 是 φ(x) 在 [a, b] 上的夹逼阶梯函数列，又 sn, Sn, s̄n, S̄n 是相应的
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阶梯函数从 a 到 b 的和．于是根据定积分的定义，有：

sn <

∫ b

a

f(x) dx < Sn, s̄n <

∫ b

a

φ(x) dx < S̄n

当 n→ ∞ 时，得到：

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

sn =

∫ b

a

f(x) dx

lim
n→∞

S̄n = lim
n→∞

s̄n =

∫ b

a

φ(x) dx

换言之，任给正数 ε，存在 N1，使得当 n > N1 时，有

sn >

∫ b

a

f(x) dx− ε

2

当 n > N2 时，有

s̄n <

∫ b

a

φ(x) dx+
ε

2

因为 Ḡn(x) > φ(x) > f(x) > gn(x), x ∈ [a, b]，根据性质 1，得到：
S̄n = sn.
所以，当 n > max(N1, N2) 时，有∫ b

a

f(x) dx < sn +
ε

2
< S̄n +

ε

2
<

∫ b

a

φ(x) dx+ ε

因为这个不等式对于每个正数 ε 都成立，所以必然有∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

φ(x) dx

性质 6：定积分中值定理

设函数 f(x) 在闭区间 [a, b] 上分段单调连续，又 m = f(c), M = f(d)

分别是 f(x) 在 [a, b] 上的最小值和最大值，则在 [a, b] 上至少存在一点
ξ, 使得下面的等式成立：∫ b

a

f(x) dx = f(ξ)(b− a)

证明：因为 m ≤ f(x) ≤M, x ∈ [a, b], 由性质 4, 即得

m(b− a) ≤
∫ b

a

f(x) dx ≤M(b− a)
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上面不等式的两端各除以 (b− a), 得

f(c) = m ≤
∫ b

a
f(x) dx
b− a

≤M = f(d)

因为 f(x)在 [a, b]上连续，再由连续函数的中间值定理，必存在一个 ξ ∈ (c, d),
使得

f(ξ) =
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx

两边再乘以 (b− a)，得 ∫ b

a

f(x) dx = f(ξ)(b− a)

这就是我们所要证明的．

这个公式的几何意义是：以线段 [a, b] 为底边，以曲线 y = f(x) 为曲边的
曲边梯形，它的面积等于同一底边而高为 f(ξ) 的一个矩形的面积（图 3.15）．
因此，f(ξ) 称为曲边梯形的平均高度．

我们也称

f(ξ) =
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx

为 f(x) 在 [a, b] 上的平均值．

x

y

O

y = f(x)

a ξ

f(ξ)

b

图 3.17

x

y

O

42
1

图 3.18

例 3.7 求
∫ 4

2

(2x− x2) dx.
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解：根据本节的定积分计算法则得：∫ 4

2

(2x− x2) dx =

∫ 4

2

2x dx+

∫ 4

2

(−x2) dx

= 2

∫ 4

2

x dx−
∫ 4

2

x2 dx

利用例 3.4 的计算结果，得∫ 4

2

x dx =
42 − 22

2
= 6,

∫ 4

2

x2 dx =
43 − 23

3
= 18

2

3

因此 ∫ 4

2

(2x− x2) dx = 2× 6− 18
2

3
= −6

2

3

它的几何意义是图 3.16 中阴影区域的有号面积．

例 3.8 设 f(x) =

 x2, 0 ≤ x ≤ 1

1, 1 < x ≤ 2
, 求 f(x) 在 [0, 2] 上的平均值.

解：由平均值定义，再利用性质 1，有

f(ξ) =
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx =
1

2

∫ 2

0

f(x) dx

=
1

2

[∫ 1

0

f(x) dx+

∫ 2

1

f(x) dx
]

=
1

2

[∫ 1

0

x2 dx+

∫ 2

1

1dx
]

=
1

2

[
1

3
+ 1

]
=

2

3

练习

1. 利用以前定积分的结果和定积分的性质，计算下列定积分：

(a)
∫ 3

−1

(2x2 − 4x) dx

(b) 若 f(x) =

 x, 0 ≤ x < 1

x− 2, 1 ≤ x ≤ 2
，则

∫ 2

0

f(x) dx =?
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(c) 若 f(x) =

 x, 0 ≤ x ≤ 1

x− 2, 1 < x ≤ 2
，则

∫ 2

0

f(x) dx =?

(d) 若 g(t) = 2t2 + |t| − 1, −1 ≤ t ≤ 1，则
∫ 1

−1

g(t) dt =?

2. 将图中阴影部分的面积用定积分表示．

3. 设 ℓ(t) = mt+ b, （m, t 是常数），t ∈ [c, d]，

求证：
∫ d

c

(mt+ b) dt = ℓ(c) + ℓ(d)

2
(d− c)

4. 证明：

(a) 若 0 < x < 10，则
1

1016
≤ 1

x3 + 16
≤ 1

16

(b) 5

508
≤
∫ 10

0

1

x3 + 16
dx ≤ 5

8

x

y
y = 2x2 − 4x

O

−1 3

x = −1 x = 3

(1,−2)

(a)

x

y

O

y = x2

y = x

1 2

1

(b)

第 2 题

习题 3.1

1. 计算下列定积分：
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(a)
∫ 1

4

|x| dx (b)
∫ 2

4

|x| dx (c)
∫ 4

1

|x| dx

2. 求
∫ b

a

|x| dx.

提示：分 a < b < 0, a < 0 < b, 0 < a < b 三种情况讨论．

3. 证明：

(a) 若 π

4
≤ x ≤ π

2
，则

2

π
≤ sinx

x
≤ 2

√
2

π

(b) 1

2
≤
∫ π

2

π
4

sinx
x

dx ≤
√
2

2

4. 已知作用在作直线运动的质点上的力是 F = s2 + 1, 试求从距离 1 到 10
之间所作的功．

5. 求 y =


A sin 2πt

T
, 0 ≤ t ≤ T

2

0,
T

2
≤ t ≤ T

在 [0, T ] 上的平均值．
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在前两章中，我们分别引入了函数的变率（导数），函数的和（定积分）的
基本概念，本章将研究函数的导函数与函数的求和函数这两者之间的互逆关系，
并说明我们可以用求导函数的逆运算方法来计算定积分．

第一节 微积分学基本定理

一、导函数与求和函数

函数 f(x) 在点 x0 处的变化率（导数）的定义是

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

显然．f(x0) 的值与 f(x) 在点 x0 的值以及在点 x0 的邻近的函数值有关，当
点 x0 在 (a, b) 内变化时，f(x0) 也跟着变化，那么 f(x0) 便是一个新函数称为
f(x) 的导函数．计算一个函数的导函数是一件比较简便的事情．

定积分
∫ b

a
f(x) dx 的定义是把区间 [a, b] 无限细分而得到上下夹逼阶梯函

数的和的共同极限，其几何意义是曲线 y = f(x)和直线 x = a, x = b,及 y = 0

所围成的区域的有号面积．

假如我们考虑 f(x)在一个变动的区间 [a, x]上的和，即让区间的左端点固
定，右端点变动，则

Sf (x) =函数 f 从 a 到 x 的和 =

∫ x

a

f(x) dx

可以看作上限变量 x 的函数，在这里，积分符号中的 x 既表示积分变量，又表
示积分上限，容易混淆，因此，为了区别起见，我们用字母 t 来代表积分变量，
这样上式就写成

Sf (x) =

∫ x

a

f(t) dt

189
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和函数 Sf (x) 在 x = x0 处的值 Sf (x0) 的几何意义就是曲线 y = f(t),
直线 t = a, t = x0, y = 0 所围成的区域的有号面积，它是随区域的变动界线
t = x0 的变动而变动的（图 4.1）．

t

y

O

M ′

t = x′0

P ′

B

t = a

A

M

t = x0

PD C

y = f(t)

图 4.1

例如，当变动界限（积分上限）在图中的 PM 位置时，则

Sf (x0) =

∫ x0

a

f(t) dt = ACB的面积− CPM的面积

当变动界限在图中的 P ′M ′ 位置时，则

Sf (x
′
0) =

∫ x′
0

a

f(t) dt = −
∫ a

x′
0

f(t) dt

= −{−P ′DM ′的面积+DAB的面积}

= P ′DM ′的面积−DAB的面积

例如，折线函数

g(x) =


1

2
(x− 1) x ∈ [1, 2]

3

2
(x− 2) +

1

2
(2− 1) x ∈ [2, 3]

(x− 3) +
1

2
(2− 1) +

3

2
(3− 2) x ∈ [3, 4]

的导函数（除去在折线段的那些交接点处不作定义外）是阶梯函数

g′(x) =


1

2
x ∈ [1, 2)

3

2
x ∈ (2, 3)

1 x ∈ (3, 4]

反过来，该阶梯函数的和函数，是上述折线函数 g(x), 我们有如下的图解关系：
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{折线函数} {阶梯函数}

求导

求和

上述简明的例子表明“微分”与“积分”（或求函数由 a 到 b 的和）之间
的运算关系应该是互逆的．

二、微积分学基本定理

定理 1

设 f(t) 是在 [a, b] 上的分段单调连续函数，又它的和函数是

Sf (x) =

∫ x

a

f(t) dt

那么
d

dxSf (x) =
d

dx

∫ x

a

f(t) dt = f(x), a ≤ x ≤ b

t

y

y = f(t)

a xx+ h̄ x+ h

Sf (x)− Sf (x+ h̄), (h̄ < 0)

Sf (x+ h)− Sf (x), (h > 0)

O

图 4.2
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证明：如图 4.2，设 h > 2，则

Sf (x+ h)− Sf (x)

h
=

∫ x+h

a

f(t) dt−
∫ x

a

f(t) dt

h

=

∫ x+h

x

f(t) dt

h
（定积分性质 1）

=
hf(ξ)

h
(x < ξ < x+ h)

= f(ξ) （定积分中值定理）

于是

lim
h→0+

Sf (x+ h)− Sf (x)

h
= lim

ξ→x
f(ξ) = f(x) (4.1)

设 h̄ < 0，则

Sf (x)− Sf (x+ h̄)

h̄
=

∫ x

a

f(t) dt−
∫ x+h̄

a

f(t) dt

h̄

=

∫ x

x+h̄

f(t) dt

h̄
（定积分性质 1）

=
−h̄f(ξ̄)

h̄
= −f(ξ̄) (x+ h̄ < ξ̄ < x)

即：
Sf (x+ h̄)− Sf (x)

h̄
= f(ξ̄), (x+ h̄ < ξ̄ < x)

于是

lim
h→0−

Sf (x+ h̄)− Sf (x)

h̄
= lim

ξ̄→x
f(ξ̄) = f(x) (4.2)

由 (4.1) 和 (4.2)，得

d
dxSf (x) =

d
dx

∫ x

a

f(t) dt = f(x)

引理

如果两个函数 F (x) 和 G(x) 满足条件

F ′(x) = G′(x), a ≤ x ≤ b
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那么
G(x) = F (x) + C, (C是常数)

证明：由 G′(x)− F ′(x) = 0, 得

[G(x)− F (x)]′ = 0

根据中值定理（参看第三章）知，对于每一个 x ∈ (a, b), 恒有

G(x)− F (x) = C, (C是常数)

所以
G(x) = F (x) + C

定义

设 f(x) 是在区间 [a, b] 上给定的函数，如果可微函数 G(x) 满足条件

G′(x) = f(x) (或 dG(x) = f(x) dx)

那么就称 G(x) 为 f(x) 在 [a, b] 上的一个原函数．

例如，设 G′(x) = cosx, 那么 G(x) = sinx 就称为 cosx 的一个原函数．

定理 2

设 f(x)是给定的分段单调连续函数，如果一个可微函数 G(x)满足条件

G′(x) = f(x) （或 dG(x) = f(x) dx）, a ≤ x ≤ b (4.3)

那么

Sf (x) =

∫ x

a

f(t) dt = G(x)−G(a)

证明：由定理 1 知，f(x) 的一个原函数存在，就是它的和函数，即

d
dx

∫ x

a

f(t) dt = f(x)

题设 G(x) 是 f(x) 的另一个原函数，故由引理得∫ x

a

f(t)dt = G(x) + C (4.4)
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这里的常数要由条件
∫ a

a

f(t) dt = 0 来确定．

在 (4.4) 中，令 x = a，得

0 = G(a) + C

所以：C = −G(a)，代入 (4.4)，得∫ x

a

f(t) dt = G(x)−G(a)

在上面等式中，令 x = b, 便得到下面著名的莱布尼兹-牛顿公式：∫ b

a

f(t) dt = G(b)−G(a)

这个公式告诉我们，求分段单调连续函数 f(x) 在 [a, b] 上的定积分可以化简为
去求 f(x) 的一个原函数 G(x), 而函数值的差 G(b)−G(a) 就是定积分的值．

例 4.1 设 f(x) = k（常数函数），则 G(x) = kx 是一个满足 G′(x) = k = f(x)

的原函数，所以 ∫ b

a

k dx = kb− ka = k(b− a)

以后我们引用一个符号：

G(x)

∣∣∣∣∣
b

a

= G(b)−G(a)

例 4.2 设 f(x) = kxn, (n ∈ N)，则

G(x) = k
xn+1

n+ 1

是满足 G′(x) = kxn 的一个原函数，所以

∫ b

a

kxn dx = k
xn+1

n+ 1

∣∣∣∣∣
b

a

=
k

n+ 1
(bn+1 − an+1)

例 4.3 设 f(x) = x−n =
1

xn
(x 6= 0, n ∈ N)，则

G(x) =
x−n+1

−n+ 1
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是满足 G′(x) = x−n 的一个原函数．要特别注意定理 2 中 f(x) 是连续的条件，

在任何包含 0 的区间上，函数 f(x) =
1

xn
无界，即有第二类间断点，如果 a, b

异号，则定积分
∫ b

a

x−n dx 无意义，但若 a, b 同时为正或同时为负，则

∫ b

a

x−n dx =
x−n+1

−n+ 1

∣∣∣∣∣
b

a

=
b−n+1

−n+ 1
− a−n+1

−n+ 1

当然，又有 n 6= −1 时，上式才能成立．

如果 n = −1，依复合函数求导法则，得

(ln |x|)′ = 1

|x|
· |x|′

若 x > 0，则

(ln |x|)′ = 1

x
· 1 =

1

x

若 x < 0，则

(ln |x|)′ = 1

−x
· (−1) =

1

x

总之

(ln |x|)′ = 1

x
, (x 6= 0)

因此 ∫ b

a

1

x
dx = ln |x|

∣∣∣∣∣
b

a

= ln |b| − ln |a|

= ln
∣∣∣∣ ba
∣∣∣∣ = ln b

a
(x 6= 0, ab > 0)

例 4.4 求
∫ 3

1

|x− 2| dx

解： ∫ 3

1

|x− 2| dx =

∫ 2

1

−(x− 2) dx+

∫ 3

2

(x− 2) dx

=

(
−x

2

2
+ 2x

) ∣∣∣∣∣
2

1

+

(
x2

2
− 2x

) ∣∣∣∣∣
3

2

=
1

2
+

1

2
= 1
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例 4.5 求 lim
n→∞

∑n
i=1 i

p

np+1
(p ∈ N)

解：

lim
n→∞

∑n
i=1 i

p

np+1
= lim

n→∞

n∑
i=1

(
i

n

)p

· 1
n

=

∫ 1

0

xp dx =
xp+1

p+ 1

∣∣∣∣1
0

=
1

p+ 1

练习

1. 用求原函数的方法, 计算下列定积分:

(a)
∫ 3

2

(
x3 + 6x2 + 4x+ 1

)
dx

(b)
∫ 5

1

v2 + 2

v4
dv

(c)
∫ −2

−3

(
x+

2

x

)2

dx

(d)
∫ 10

1

(
x+

1

x

)
dx

(e)
∫ b

a

|x− 1| dx

2. 求曲线 y = 2x− x2 与 x 轴之间的面积.

3. 设 y = x(x− 1)(x− 2)，求
∫ 1

0

y dx,
∫ 2

1

y dx,
∫ 2

0

y dx, 并说明所

得结果的几何意义．

4. 求直线 y = 2x 和曲线 y = x2 之间的面积．

5. 求由曲线 y =
1

x2
和直线 x = 1, x = 4 所围成的曲边梯形的面积．

6. 求抛物线方程使它具有以下的性质：

(a) 抛物线通过 (0, 0), (1, 2) 两点，

(b) 它的对称轴平行 y 轴，且向上凸，

(c) 它与 x 轴所围的面积最小．

7. 求正数 a, 使
∫ 1

0

|x2 − a2| dx 最小．

8. 求下列函数的导数：

(a) F (x) =
∫ x

a

sin2 t dt (b) F (x) =
∫ x2

a

sin2 t dt
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第二节 不定积分

由上节的微积分基本定理得知，在 [a, b]上的两个可微函数 G1(x)和 G2(x)

均以 f(x) 为其导数，则 G1(x) 与 G2(x) 在 [a, b] 上只差一个常数 C. 由此可
见，如果 G′(x) = f(x), 且 C 为任意常数，那么 [G(x) + C]′ = G′(x) = f(x).
这就是说：如果函数 f(x) 有一个原函数 G(x), 那么就有无穷多个原函数，并
且所有原函数刚好组成函数族

{G(x) + C | C是任意常数}

定义

函数 f(x) 在区间 [a, b] 上的原函数全体叫做 f(x) 的不定积分，记作∫
f(x) dx

设 G(x) 是 f(x) 的一个原函数，那么由不定积分的定义得到∫
f(x) dx = G(x) + C

其中 C 是任意常数．

关于不定积分，易见有如下性质：

性质 1

积分与微分互为逆运算，即：
d
∫
f(x) dx = f(x) dx∫

df(x) = f(x) + C

事实上，因为
d

dx

∫ x

a

f(t) dt = f(x)，所以

∫
f(x) dx =

∫ x

a

f(t) dt+ C （基本定理 1 和不定积分定义）

于是 (∫
f(x) dx

)′

=

(∫ x

a

f(x) dx
)′

= f(x)
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从而
d
∫
f(x) dx = f(x) dx

又 ∫
df(x) =

∫
f ′(x) dx =

∫ x

a

f ′(t) dt+ C1

= f(x)− f(a) + C1 （基本定理）

= f(x) + C

这里 C = −f(a) + C1.
从性质 1 看出，若不要不定积分等式中的任意常数项，则当符号

∫
与 d

紧接着时，无论哪个在前，哪个在后，都可以消掉．
因为微分，积分是两种互逆的运算，所以它们的运算法则是互相对应的，现

将它们相对应的法则叙述如下：

性质 2
d[f(x) + g(x)] = df(x) + dg(x)∫
[f(x) + g(x)] dx =

∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx+ C

上面不定积分公式的正确性不难证明，只要求出两边的微商，由于所得到
的微商恒等，就可以知道它们只差一个常数项，因为，由性质 1(∫

[f(x) + g(x)] dx
)′

= f(x) + g(x)(∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx

)′

=

(∫
f(x) dx

)′

+

(∫
g(x) dx

)′

= f(x) + g(x)

所以 f(x) + g(x) 的两个原函数相差一个常数项，即：∫
[f(x) + g(x)] dx =

∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx+ C

同理可得：

性质 3 
d[af(x)] = a df(x)∫
af(x) dx = a

∫
f(x) dx

(a 6= 0)
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一、基本积分表

由基本微商公式表，倒转顺序，就可以得到下面这个表：

• d
dxC = 0,

∫
0dx = C

• d
dxx

µ = µxµ−1,

∫
xµ dx =

xµ+1

µ+ 1
+ C （µ 是不等于 −1 的实数）

• d
dx ln |x| = 1

x
,

∫ dx
x

= ln |x|+ C (x 6= 0)

• d
dxe

x = ex,

∫
ex dx = ex + C

还因为 ax = ex ln a，由复合函数求导法则，得：

(ax)′ = ex ln a(x ln a)′ = ln a · ex ln a = ln a · ax

所以：

• d
dxa

x = ln a · ax,
∫
ax dx =

ax

ln a + C

• d
dx sinx = cosx,

∫
cosx dx = sinx+ C.

• d
dx cosx = − sinx,

∫
sinx dx = − cosx+ C.

• d
dx tanx = sec2 x,

∫
sec2 x dx = tanx+ C

• d
dx cotx = − csc2 x,

∫
csc2 x dx = − cotx+ C

• d
dx arcsinx =

1√
1− x2

,

∫ dx√
1− x2

= arcsinx+ C

d
dx arccosx =

−1√
1− x2

,

∫
−1√
1− x2

dx = − arccosx+ C ′

• d
dx arctanx =

1

x2 + 1
,

∫ dx
x2 + 1

= arctanx+ C

d
dx arccotx =

−1

x2 + 1
,

∫
−1

x2 + 1
dx = − arccotx+ C ′

现在来看不定积分的几何意义．
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由不定积分的定义知道，求函数 f(x) = 3x2 的原函数全体，就是求不定积

分
∫

3x2 dx, 也就是求满足微分方程

dy
dx = 3x2 (4.5)

的所有的原函数．
显然，y = x3 就是微分方程 (4.5) 的一个原函数，它的图象上各点切线的

斜率由 (4.5) 确定．我们称曲线 y = x3 为微分方程 (4.5) 的积分曲线，把它沿
y 轴上下平移任意一段距离，便得到曲线族

y = x3 + C (4.6)

并且 (4.6) 中任意一条曲线与曲线 y = x3 在横坐标相同的点的切线平行，其斜
率都等于 3x2, 因此，曲线族 (4.6) 是满足微分方程 (4.5) 的所有积分曲线，也
就是不定积分

∫
3x2 dx = x3 + C 的几何表示（图 4.3）．

为要确定 (4.5) 的某条积分曲线的位置，应当给出这条积分曲线必须经过
的一点，例如它经过点 P (1, 3). 我们说这条件也是微分方程 (4.5) 的一个相应
的原函数要满足的初值条件 y

∣∣
x=1

= 3 把它们代入 (4.6), 得到

3 = 13 + C ⇒ C = 2

因此，满足微分方程
dy
dx = 3x2 和初值条 y

∣∣
x=1

= 3 的原函数或相应的积分曲
线是

y = x3 + 2

通常把满足微分方程
dy
dx = f(x) (4.7)

的所有解叫做给定函数 f(x) 的不定积分，即

y =

∫
f(x) dx

把函数 f(x) 的一个原函数 y = G(x) 的图象叫做微分方程 (4.7) 的一条积分曲
线，这样，不定积分

y =

∫
f(x) dx = G(x) + C （C 为任意常数）

的几何意义就表示与 y = G(x) 在各点有相同斜率
dy
dx = f(x) 的积分曲线族

（图 4.3）.
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x

y

O

y = x3+1

y = x3−1

y = x3+2

y = x3−2

y = x3+3

y = x3−3

y = x3

图 4.3

由微积分基本定理 2 知道，如果 y = G(x) 满足下面两个条件：

G′(x) = f(x) 且 G(a) = 0

那么，y = G(x) 就是 f(x) 的求和函数 G(x) =

∫ x

a

f(x) dx.

例 4.6 求
∫

sin(kx) dx,
∫

cos(kx) dx,
∫
ekx dx,

∫ dx
x2 + a2

解：因为

(cos kx)′ = −k sin kx

(sin kx)′ = k cos kx

(ekx)′ = kekx(
arctan x

a

)′
=

1(x
a

)2
+ 1

·
(x
a

)′
=

a

x2 + a2

所以 ∫
sin(kx) dx = −1

k
cos kx+ C∫

cos(kx) dx =
1

k
sin kx+ C∫

ekx dx =
1

k
ekx + C∫ dx

x2 + a2
=

1

a
arctan x

a
+ C
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例 4.7 证明：若
∫
f(t) dt = F (t) + C，则∫

f(kx) dx =
1

k
F (kx) + C

证明：只须证明 f(kx) 的一个原函数是
1

k
F (kx)即可．我们求

1

k
F (kx) 对 x的

导数，于是
d

dx

[
1

k
F (kx)

]
=

1

k
F ′(kx) · (kx)′ = F ′(kx)

由题设知 F ′(t) = f(t), 所以

d
dx

[
1

k
F (kx)

]
= F ′(kx) = f(kx)

因此 ∫
f(kx) dx =

1

k
F (kx) + C

例 4.8 求
∫

sin kx sin ℓx dx

解： ∫
sin kx sin ℓx dx =

∫
1

2
[cos(k − ℓ)x− cos(k + ℓ)x] dx

=
1

2

∫
cos(k − ℓ)x dx− 1

2

∫
cos(k + ℓ)x dx

=
sin(k − ℓ)x

2(k − ℓ)
− sin(k + ℓ)x

2(k + ℓ)
+ C

这里 k 6= ±ℓ．（如果 k = ±ℓ，则另当考虑）

例 4.9 求
∫ (

2a√
x
− b

x2
+ 2xc

2
3

)
dx

解：∫ (
2a√
x
− b

x2
+ 2xc

2
3

)
dx = 2a

∫
x−

1
2 dx− b

∫
x−2 dx+ 3c

∫
x

2
3 dx

= 4a
√
x+

b

x
+

9

5
cx

5
3 + C

例 4.10 求
∫

3x2

1 + x2
dx
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解： ∫
3x2

1 + x2
dx = 3

∫ (
1− 1

x2 + 1

)
dx

= 3

∫
dx− 3

∫ dx
x2 + 1

= 3x− 3 arctanx+ C

以上各例都是利用不定积分的性质 2、3, 同时配合使用三角恒等式或设法
将被积函数拆成几项，从而把一个比较复杂的积分化成若干个可以查基本积分
表的积分．

练习

1. 计算下列不定积分:

(a)
∫ (

x3 + 3x+ 5
)

dx

(b)
∫
(x+ 2)4 dx

(c)
∫ (

x−2 + x−1 + x
1
3 + x

1
2

)
dx

(d)
∫ (

a
2
3 − x

2
3

)3

dx

(e)
∫ (

1

x
+ ex

)
dx

(f)
∫

2 · 3x − 5 · 2x

3x
dx

(g)
∫ (

3

1 + x2
− 2√

1− x2

)
dx

(h)
∫

2 + x2

1 + x2
dx

(i)
∫ dx
x2 (1 + x2)

(j)
∫ dx
x2 (a2 + x2)

(k)
∫

3xex dx

2. 利用三角恒等式, 计算下列不定积分:

(a)
∫

tan2 x dx

(b)
∫ cos 2x

cosx− sinx dx

(c)
∫

2 + sin2 x

cos2 x dx

(d)
∫

sin2 x dx

(e)
∫

cos2 x dx

(f)
∫

cos kx cos ℓx dx

(g)
∫

sin 2x cos 5x dx

(h)
∫ dt

sin2 t cos2 t

(i)
∫

sin3 x dx

(j)
∫

cos3 x dx
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3. 若
∫
f(t) dt = F (t) + C, 求证

∫
f(ax+ b) dx =

1

a
F (ax+ b) + C

4. 若 dy
dx = 4x− 6, 且当 x = 0 时，y = 9, 求 y 的极小值．

5. 若 dy
dx = ax+ b, 求原函数 y = f(x) 使其满足下列条件：

(a) 当 x = 0 时，y = 5;

(b) 积分曲线向下凸且曲线 y = f(x)在 x轴上截得的弦长等于 4;

(c) 曲线 y = f(x) 上纵坐标的最小值等于 −4.

6. 试求一个次数最低的多项式，使之当 x = 1 时，有最大值 6，而当
x = 3 时，有最小值 2.

7. 求下列各式的极限：

(a) lim
n→∞

n
√
e+

n
√
e2 + · · ·+ n

√
en

n

(b) lim
n→∞

n
√
e+

n
√
e4 + · · ·+ n

√
e2n

n

第三节 不定积分的计算方法

从上一节看到，虽然利用积分运算法则及基本积分表可以求出不少函数的
原函数，但是实际遇到的积分仅凭这一些方法还不能完全解决，本节将介绍几
种典型的方法，利用这些方法，我们就可以计算更多的不定积分，此外，我们
还制作了较为详细的积分表，可供使用时查阅．

一、第一换元法

有一些不定积分，将积分变量进行某种变映后就能由基本积分公式求出，
例如求

∫
e2x dx, 在基本积分公式中只有

∫
ex dx, 没有直接求出它的公式，我

们看到所求积分的被积函数 e2x 是 y = eu 和 u = 2x 的复合函数，如果在
积分表达式 e2x dx 中，把被积函数看成中间变量 u 的函数，即设 u = 2x 则
e2x = eu, 从而 du = 2 dx, 由此可见只要再给微分 dx 凑上一个常数因子 2, 就
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得到中间变量 u 的微分 du, 于是∫
e2x dx =

∫
e2x · 1

2
d(2x) = 1

2

∫
eu du =

1

2
eu + C

然后再代回原来的积分变量，得∫
e2x dx =

1

2
e2x + C

例 4.11 求
∫ dx√

a2 − x2
(a > 0)

解：因为被积函数
1√

a2 − x2
=

1

a

…
1−

(x
a

)2 是 y =
1

a
√
1− u2

和 u =
x

a
的

复合函数，且 du =
1

a
dx，于是

∫ dx√
a2 − x2

=

∫ dx

a

…
1−

(x
a

)2 =

∫ 1

a
dx…

1−
(x
a

)2
令u =

x

a
→ =

∫ du√
1− u2

查表→ = arcsinu+ C

u =
x

a
→ = arcsin x

a
+ C

例 4.12 求
∫

tanx dx

解：∫
tanx dx =

∫ sinx
cosx dx = −

∫ d cosx
cosx

u = cosx→ = −
∫ du

u

= − ln |u|+ C = − ln | cosx|+ C = ln | secx|+ C

从上述两例看到，在求不定积分时，首先要与已知的基本积分公式相对比，
并利用简单的变量代换，把要求的积分凑成公式所具有的形式，求出以后，再把
原来的变量代回．以上变量代换中关键的一步是把原来的被积函数 f(x)的某部
分 φ(x) 换成中间变量 u, 那么原来的被积表达式 f(x) dx 就拆成了 g[φ(x)] =

g(u) 和 φ′(x) dx = du 这两部分的乘积，即

f(x) dx = g[φ(x)]φ′(x) dx = g(u) du
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于是：若
∫
g(x) dx = F (x) + C，那么∫
g[φ(x)]φ′(x) dx =

∫
g(u) du = F (u) + C = F [φ(x)] + C

上述换元法叫做第一换元法．

例 4.13 求
∫

sin3 x dx

解：设 u = cosx，du = − sinx dx，于是∫
sin3 x dx =

∫
(1− cos2 x) · sinx dx

u = cosx→ = −
∫
(1− u2) du

= −u+
u3

3
+ C =

cos3 x
3

− cosx+ C

对换元积分法较熟练以后，所设换元变量 u 可以不写出．

例 4.14 求
∫ dx√

ax+ b

解： ∫ dx√
ax+ b

=
1

a

∫ d(ax+ b)√
ax+ b

=
2

a

√
ax+ b+ C

例 4.15 求
∫ dx
a2 − x2

解： ∫ dx
a2 − x2

=
1

2a

∫ (
1

a− x
+

1

a+ x

)
dx

=
1

2a

[
−
∫ d(a− x)

a− x
+

∫ d(a+ x)

a+ x

]
=

1

2a
[− ln |a− x|+ ln |a+ x|] = 1

2a
ln
∣∣∣∣a+ x

a− x

∣∣∣∣
例 4.16 求

∫
secx dx

解： ∫
secx dx =

∫ cosx
cos2 x dx =

∫ d(sinx)
1− sin2 x
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利用上题结果，得： ∫
secx dx =

1

2
ln
∣∣∣∣1 + sinx
1− sinx

∣∣∣∣+ C

=
1

2
ln 1 + sinx

1− sinx + C

=
1

2
ln (1 + sinx)2

cos2 x + C

= ln | secx+ tanx|+ C

例 4.17 求
∫

1

sin2 x+ 3 cos2 x
dx

解： ∫
1

sin2 x+ 3 cos2 x
dx =

∫
1

(tan2 x+ 3) cos2 x dx

=

∫ d(tanx)
tan2 x+

(√
3
)2 =

1√
3

∫ d
(

tanx√
3

)
(

tanx√
3

)2

+ 1

=
1√
3

arctan
(

tanx√
3

)
+ C

练习

求下列不定积分：

1.
∫
(3x+ 5)100 dx

2.
∫
πe−

π
4
x dx

3.
∫ lnx

x
dx

4.
∫

1

x2
· e

1
x dx

5.
∫ cos

√
x√

x
dx

6.
∫

1

(arcsinx)2
√
1− x2

dx

7.
∫ dx
x2 + a2

8.
∫ dx
x2 − a2

9.
∫

1√
x
e
√
x dx

10.
∫

2ax+ b

2
√
ax2 + bx+ c

dx

11.
∫

1

1 + ex
dx
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12.
∫

ex

e2x + 1
dx

13.
∫ cosx

esin x
dx

14.
∫ dx

cos2 x
√

tanx

15.
∫ cos ax
b− sin ax dx (a 6= 0)

16.
∫
x
√
ax2 + c dx

17.
∫ sin2 x cosx dx

1 + sinx

18.
∫ √

arctanx
1 + x2

dx

19.
∫

1

1 + sinx dx

20.
∫ √

1 + cosx
sinx dx

21.
∫ dx
x2 + x− 6

22.
∫

x dx
3x2 + x+ 2

23.
∫ dx

3x2 + x+ 2

24.
∫

cotx dx

25.
∫ dx

sinx

26.
∫ arcsinx√

1− x2
dx

二、第二换元积分法

有些积分不能很容易地凑出微分，而是一开始就要作代换，把要求的积分
化简，然后再求积分．

例 4.18 求
∫

1

1 +
√
x

dx.

解：这个积分的表达式不容易拆成中间变量 u = φ(x) 的函数 g(φ(x)) = g(u)

和中间变量的微分 φ′(x) dx = du 的乘积，因此前面的第一换元法对此题用起
来不便．这时我们设法作一个代换，以便把被积函数中的根号去掉，化成新变
量的有理式．

令 x = u2, 即作代换
√
x = u, 于是

1

1 +
√
x
=

1

1 + u

dx = 2u du
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从而 ∫
1

1 +
√
x

dx =

∫
1

1 + u
2u du

= 2

∫
(1 + u)− 1

1 + u
du

= 2

[∫
du−

∫
1

1 + u
du
]

= 2 [u− ln |1 + u|] + C

= 2
[√
x− ln

(
1 +

√
x
)]

+ C

这里由于把积分变量 x 换成了 u 的函数 x = u2, 因此在最后结果中，用变
量 u 表出的函数，还要还原成 x 的函数，这就要求从所作的代换 x = u2 中解
出反函数 u =

√
x 来．

我们把第二换元积分法用定理形式叙述如下：

定理

设 x = φ(u) 是可微函数，且 φ′(u) 6= 0，若∫
f [φ(u)]φ′(u) du = F (u) + C (4.8)

那么 ∫
f(x) dx = F

[
φ−1(x)

]
+ C (4.9)

证明：只须证明
d

dxF [φ
−1(x)] = f(x) 即可．

因为 φ′(u) 6= 0，故 x = φ(u) 的反函数 u = φ−1(x) 存在，于是

d
dxF [φ

−1(x)] =
d

duF [φ
−1(x)] · d

dxφ
−1(x)

=
d

duF (u) ·
1

d
duφ(u)

= F ′(u) · 1

φ′(u)

= {f [φ(u)]φ′(u)} · 1

φ′(u)

= f [φ(u)]

x = φ(u) → = f(x)
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例 4.19 求
∫ dx√

x+ 3
√
x

.

解： ∫ dx√
x+ 3

√
x
=

∫ dx
( 6
√
x)

3
+ ( 6

√
x)

2

设 x = u6，u > 0，则可化去被积函数中的根号，于是

1√
x+ 3

√
x
=

1

u3 + u2
⇒ dx = 6u5 du

从而 ∫ dx√
x+ 3

√
x
=

∫
6u5

u3 + u2
du =

∫
6u3

u+ 1
du

= 6

∫ (
u2 − u+ 1− 1

u+ 1

)
du

= 6

ß
u3

3
− u2

2
+ u− ln |u+ 1|

™
+ C

= 2
√
x− 3 3

√
x+ 6 6

√
x− ln

(
6
√
x+ 1

)
+ C

例 4.20 求
∫

x+ 1
3
√
3x+ 1

dx.

解：设 3x+ 1 = t3，即 x =
1

2
(t3 − 1)，于是：dx = t2 dt

∫
x+ 1

3
√
3x+ 1

dx =

∫ 1

3
(t3 − 1) + 1

t
t2 dt

=
1

3

∫
(t4 + 2t) dt

=
1

3

(
1

5
t5 + t2

)
+ C =

1

15
(3x+ 1)

5
3 +

1

3
(3x+ 1)

2
3 + C

=
1

5
(x+ 2)(3x+ 1)

2
3 + C

上面所介绍的两种变量代换法的基本思想是一致的．第一种是把被积函数
中的一个小部分看作一个变量，即“化繁为简”；第二种则把积分变量代以一个
新变量的函数，表面上看来是“化简为繁”，但实际上克服了求积分的困难．应
当注意，在使用第二种变量代换法时，要保证变换是可微的和一对一的，否则
会出现错误.
下面介绍当被积函数含有二次根式

√
a2 − x2,

√
a2 + x2,

√
x2 − a2 时，怎

样作代换．
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例 4.21 求
∫ √

a2 − x2 dx (a > 0).

解：因为

√
a2 − x2 =

 
a2
(
1− x2

a2

)
= a

…
1−

(x
a

)2
所以可作正弦代换

x

a
= sin t

(
−π
2
≤ t ≤ π

2

)
sin t 在

[
−π
2
,
π

2

]
上连续且递增，有反函数 t = arcsin x

a
, −1 ≤ x ≤ 1. 于是

dx = d(a sin t) = a cos t dt
√
a2 − x2 = a

…
1−

(x
a

)2
= a

√
1− sin2 t = a cos t

从而：∫ √
a2 − x2 dx =

∫
a cos t · a cos tdt = a2

∫
cos2 tdt

= a2
∫

1 + cos 2t
2

dt = a2

2

[∫
dt+ 1

2

∫
cos 2td(2t)

]
=
a2

2

(
t+

1

2
sin 2t

)
+ C =

a2

2
(t+ sin t cos t) + C

=
a2

2

[
arcsin x

a
+
x

a

…
1−

(x
a

)2
+ C

]

=
a2

2
arcsin x

a
+
x

2

√
a2 − x2 + C

例 4.22 求
∫ dx√

a2 + x2
(a > 0).

解：因为
√
a2 + x2 = a

…
1 +

(x
a

)2
，设

x

a
= tan t

(
−π
2
< t <

π

2

)
，则存在反

函数

t = arctan x
a

⇒ dx = a sec2 tdt
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又
√
a2 + x2 = a

√
1 + tan2 t = a sec t ，从而：∫ dx√

a2 + x2
=

∫
a sec2 t dt
a sec t =

∫
sec tdt

= ln | sec t+ tan t|+ C1

= ln
∣∣∣∣1a√a2 + x2 +

x

a

∣∣∣∣+ C1

= ln
∣∣∣x+

√
a2 + x2

∣∣∣− ln a+ C1

= ln
∣∣∣x+

√
a2 + x2

∣∣∣+ C (C = C1 − ln a)

例 4.23 求
∫ dx√

x2 − a2
(a > 0)

解：

a

√
x2 − a2x

t

作正割代换．设 x = a sec t
(
0 < t <

π

2

)
，此函数在 t =

π

2
点间断，在区

间
[
0,
π

2

)
上由 a 递增到 +∞，而在区间

(π
2
, π
]
上由 −∞ 递增到 −a．因此，

x = a sec t 在
(
0,
π

2

]
上的反函数是

t = arcsec x
a

(
1 <

x

a
<∞, 即x > a

)
于是，当 x > a 时，有

√
x2 − a2 =

√
a2 sec2 t− a2 =

»
a2(sec2 t− 1)

= a
√

tan2 t = a| tan t|

= a tan t
(
0 ≤ t <

π

2

)

dx = d(a sec t) = a
sin t
cos2 t dt
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从而：∫
1√

x2 − a2
dx =

∫
1

a tan t ·
a sin t
cos2 t dt

=

∫
1

cos t dt = ln | sec t+ tan t|+ C1

= ln
∣∣∣∣∣xa +

√
x2 − a2

a

∣∣∣∣∣+ C1

= ln
∣∣∣x+

√
x2 − a2

∣∣∣+ C1 − ln a = ln
∣∣∣x+

√
x2 − a2

∣∣∣+ C

其中 C = C1 − ln a.
又函数 x = a sec t 在

(π
2
, π
]
上的反函数是

t = arcsec x
a

(
−∞ <

x

a
< −1, 即x < −a

)
于是，当 x < −a 时，有

√
x2 − a2 = a

√
tan2 t = a| tan t| = −a tan t

(π
2
< t ≤ π

)
dx = d(a sec t) = a

sin t
cos2 t · dt∫

1√
x2 − a2

dx =

∫
− 1

a tan t ·
a sin t
cos2 t dt

= −
∫

1

cos t dt = − ln | sec t+ tan t|+ C2

= − ln
∣∣∣∣∣xa −

√
x2 − a2

a

∣∣∣∣∣+ C2

= − ln
∣∣∣x−

√
x2 − a2

∣∣∣+ C2 + ln a

= ln
∣∣∣∣ 1

x−
√
x2 − a2

∣∣∣∣+ C ′ (C ′ = C + ln a)

= ln
∣∣∣∣∣x+

√
x2 − a2

a2

∣∣∣∣∣+ C ′ = ln
∣∣∣x+

√
x2 − a2

∣∣∣+ C ′ − ln a2

= ln
∣∣∣x+

√
x2 − a2

∣∣∣+ C ′′ (C ′′ = C ′ − ln a2)

因此，不论 x > a 或 x < −a，都有∫ dx√
x2 − a2

= ln
∣∣∣x+

√
x2 − a2

∣∣∣+ C

到现在为止，我们又得到四个重要的不定积分公式：
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∫ dx
a2 + x2

=
1

a
arctan x

a
+ C (4.10)∫ dx

a2 − x2
=

1

2a
ln
∣∣∣∣a+ x

a− x

∣∣∣∣+ C (4.11)∫ dx√
a2 − x2

= arcsin x
a
+ C (4.12)∫ dx√

x2 ± a2
= ln

∣∣∣x+
√
x2 ± a2

∣∣∣+ C (4.13)

利用这些公式可以进一步求出许多不定积分．

类型 A ∫ dx
ax2 + bx+ c

如果被积函数的分母可以分解因式，则把被积函数分解成部分分式，就很
容易分项求出不定积分．
如分母不能分解因式，那么将它配方得

ax2 + bx+ c = a

(
x+

b

2a

)2

+
4ac− b2

4a

于是

• 当 4ac > b2 时，上面不定积分归结到 (4.10);

• 当 4ac < b2 时，上面不定积分归结到 (4.11).

例 4.24 求
∫ dx

3x2 + x− 1
.

解： ∫ dx
3x2 + x− 1

=
1

3

∫ dx(
x+

1

6

)2

− 13

36

=
1

3

1

2

…
13

36

ln

∣∣∣∣∣∣∣∣
x+

1

6
−

√
13

6

x+
1

6
+

√
13

6

∣∣∣∣∣∣∣∣+ C

=
1√
13

ln
∣∣∣∣∣6x+ 1−

√
13

6x+ 1 +
√
13

∣∣∣∣∣+ C
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类型 B ∫
px+ q

ax2 + bx+ c
dx

注意到
d

dx(ax
2 + bx+ c) = 2ax+ b，被积函数的分子可以写成

px+ q =
p

2a
(2ax+ b) + q − pb

2a

于是∫
px+ q

ax2 + bx+ c
dx =

p

2a

∫
2ax+ b

ax2 + bx+ c
dx+

(
q − bp

2a

)∫ dx
ax2 + bx+ c

等式右端第一项是
p

2a
ln(ax2 + bx+ c)，第二项可归结到类型 A.

例 4.25 求
∫

5x− 1

3x2 + x+ 2
dx.

解：∫
5x− 1

3x2 + x+ 2
dx =

5

6

∫
6x+ 1

3x2 + x+ 2
dx− 11

6

∫ dx
3x2 + x+ 2

=
5

6
ln
(
3x2 + x+ 2

)
− 11

6
· 1
3
·
∫ dx(

x+
1

6

)2

+
23

36

=
5

6
ln
(
3x2 + x+ 2

)
− 11

6
· 1
3
· 6√

23
arctan 6x+ 1√

23
+ C

=
5

6
ln
(
3x2 + x+ 2

)
− 11

3
√
23

arctan 6x+ 1√
23

+ C

类型 C ∫ dx√
ax2 + bx+ c

• 若 a > 0, 则被积函数的根底式经配方后，所求积分可归结到积分公式
(4.13);

• 若 a < 0, 则此积分可归结到积分公式 (4.12).
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例 4.26 求
∫ dx√

2 + x− 3x2

解：

∫ dx√
2 + x− 3x2

=
1√
3

∫ dx…
2

3
+

1

3
x− x2

=
1√
3

∫ dx 
25

36
−
(
x− 1

6

)2

=
1√
3

arcsin
x− 1

6
5

6

+ C

=
1√
3

arcsin 6x− 1

5
+ C

类型 D ∫
px+ q√

ax2 + bx+ c
dx

被积函数的分子可写成

px+ q =
p

2a
(2ax+ b) + q − pb

2a

所以

∫
px+ q√

ax2 + bx+ c
dx =

p

2a

∫
2ax+ b√

ax2 + bx+ c
dx+

(
q − pb

2a

)∫ dx√
ax2 + bx+ c

等式右端第一个积分等于被积函数的分母的 2 倍，即 2
√
ax2 + bx+ c, 第二个

是类型 C 的积分．

例 4.27 求
∫

5x− 1√
3x2 + x+ 2

dx.
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解：

∫
5x− 1√

3x2 + x+ 2
dx =

5

6

∫
6x+ 1√

3x2 + x+ 2
dx− 11

6

∫ dx√
3x2 + x+ 2

=
5

6
· 2
√
3x2 + x+ 2

− 11

6
· 1√

3
ln

x+
1

6
+

√(
x+

1

6

)2

+
23

36

+ C

=
5

3

√
3x2 + x+ 2− 11

6
√
3

ln

x+
1

6
+

√(
x+

1

6

)2

+
23

36

+ C

类型 E ∫ dx
x
√
ax2 + bx+ c

作变量代换 x =
1

y
，所求积分可化为类型 C．因为 dx = − 1

y2
dy，并且

∫ dx
x
√
ax2 + bx+ c

=

∫ − 1

y2
dy

1

y

 
a

y2
+
b

y
+ c

= −
∫ dy√

a+ by + cy2

例 4.28 求
∫ dx
x
√
x2 + x+ 1
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解：

∫ dx
x
√
x2 + x+ 1

= −
∫ − 1

y2
dy

1

y

 
1

y2
+

1

y
+ 1

= −
∫ dy√

y2 + y + 1

= −
∫ dy (

y +
1

2

)2

+
3

4

= − ln

y + 1

2
+

√(
y +

1

2

)2

+
3

4

+ C

= − ln
[
y +

1

2
+
√
y2 + y + 1

]
+ C

= − ln
[
1

x
+

1

2
+

…
1

x2
+

1

x
+ 1

]
+ C

= − ln 2 + x+ 2
√
x2 + x+ 1

2x
+ C

练习

1. 求下列不定积分：

(a)
∫

1

1 + 3
√
x

dx

(b)
∫

1

(x+ 2)
√
x+ 1

dx

(c)
∫

x
3
√
1− x

dx

(d)
∫ √

x
3
√
x2 − 4

√
x

dx

(e)
∫ √

x2 − a2

x
dx

(f)
∫ √

x2 − a2

x2
dx

(g)
∫ √

a2 − x2

x
dx

(h)
∫ √

a2 − x2

x2
dx

(i)
∫

x2√
1− x2

dx

(j)
∫

1

x4
√
1 + x2

dx

2. 求下列不定积分：
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(a)
∫

1√
4x2 + 6x

dx

(b)
∫

x√
4x2 + 6x

dx

(c)
∫

1√
1− x− 4x2

dx

(d)
∫

x+ 1√
1− x− 4x2

dx

(e)
∫

1

x
√
x2 + 1

dx

(f)
∫

1

x
√
1− x2

dx

(g)
∫

1

x
√
x2 − 4x

dx

(h)
∫ …

x− 1

x+ 1
dx

三、有理函数的积分

如果 P (x), Q(x) 是两个多项式，则
∫
P (x)

Q(x)
dx 可以化归为下列类型的积

分： ∫
Adx
x− a

∫
Adx

(x− a)n∫
px+ q

x2 + bx+ c
dx

∫
px+ q

(x2 + bx+ c)
n dx

对这些积分，我们是有办法的．下面我们通过举例来说明求这些积分的大
概的方法．
如果有理分式的分子次数高于分母的次数时，则只要作一次除法就可以把

它写成一个多项式与一个真分式的和，而前者是容易求积的．所以我们只须注
意真分式的积分如何求．

例 4.29 求
∫
x3 + x+ 1

x2 + 1
dx

解： ∫
x3 + x+ 1

x2 + 1
dx =

∫ (
x+

1

x2 + 1

)
dx

=

∫
x dx+

∫ dx
1 + x2

=
x2

2
+ arctanx+ C

例 4.30 求
∫ dx
x4 − 1

解： ∵ x4 − 1 = (x− 1)(x+ 1)(x2 + 1)

∴ 1

x4 − 1
=

A

x− 1
+

B

x+ 1
+
Cx+D

x2 + 1
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把等式右端通分，再比较两端系数，于是等式

A(x2 + 1)(x+ 1) +B(x2 + 1)(x− 1) + (Cx+D)(x2 − 1) = 1

的左边多项式的 x3, x2, x 的系数应为零，常数项应为 1, 从而得到

A+B + C = 0 (4.14)

A−B +D = 0 (4.15)

A+B − C = 0 (4.16)

A−B −D = 1 (4.17)

由 (4.14) + (4.16) 和 (4.15) + (4.17) 得到：

A+B = 0, A−B =
1

2

解得：
A =

1

4
, B = −1

4
, C = 0, D = −1

2

即：
1

x4 − 1
=

1

4(x− 1)
− 1

4(x+ 1)
− 1

2(x2 + 1)

从而 ∫ dx
x4 − 1

=
1

4

∫ dx
x− 1

− 1

4

∫ dx
x+ 1

− 1

2

∫ dx
1 + x2

=
1

4
ln
∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣− 1

2
arctanx+ C

例 4.31 求
∫

3x2 + x− 2

(x− 2)2(1− 2x)
dx

解：设
3x2 + x− 2

(x− 2)2(1− 2x)
=

A

1− 2x
+

B

x− 2
+

C

(x− 2)2
，则

3x2 + x− 2 = A(x− 2)2 +B(1− 2x)(x− 2) + C(1− 2x)

令 1− 2x = 0，则 A = −1

3
；令 x− 2 = 0，则 C = −4. 比较等式两端 x2

的系数，得
3 = A− 2B ⇒ B = −5

3

所以
3x2 + x− 2

(x− 2)2(1− 2x)
= − 1

3(1− 2x)
− 5

3(x− 2)
− 4

(x− 2)2
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从而 ∫
3x2 + x− 2

(x− 2)2(1− 2x)
dx =

1

6

∫ dx

x− 1

2

− 5

3

∫ dx
x− 2

− 4

∫ dx
(x− 2)2

=
1

6
ln
∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣− 5

3
ln |x− 2|+ 4

x− 2
+ C

三角函数有理式的积分 ∫
R(sinx, cosx) dx

恒可用“半角变换”法，即设 t = tan x
2
或 x = 2 arctan t 化为 t 的有理函数的

积分．

事实上，由 t = tan x
2

, 知

sinx =
2 sin x

2
cos x

2

sin2 x

2
+ cos2 x

2

=
2 tan x

2

1 + tan2 x

2

=
2t

1 + t2

cosx =
cos2 −x

2
− sin2 x

2

sin2 x

2
+ cos2 x

2

=
1− tan2 x

2

1 + tan2 x

2

=
1− t2

1 + t2

又由 x = 2 arctan t, 知

dx =
2dt
1 + t2

于是 ∫
R(sinx, cosx) dx =

∫
R

(
2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2

)
· 2

1 + t2
dx

上式右端是 t 的有理函数.

例 4.32 求
∫ dθ

sin θ .

解：令 t = tan θ
2
，则：θ = 2 arctan t, dθ = 2dt

1 + t2
，从而：

∫ dθ
sin θ =

∫
1 + t2

2t
· 2dt
1 + t2

=

∫ dt
t

= ln |t|+ C = ln
∣∣∣∣tan θ

2

∣∣∣∣+ C
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又 tan θ
2
=

sin θ
2

cos θ
2

=
2 sin2 θ

2

2 sin θ
2

cos θ
2

=
1− cos θ

sin θ = csc θ − cot θ，所以

∫ dθ
sin θ = ln

∣∣∣∣tan θ
2

∣∣∣∣+ C = ln | csc θ − cot θ|+ C

例 4.33 求
∫ dθ

3 + 2 cos θ

解：令 t = tan θ
2
，则：dθ = 2dt

1 + t2
，于是

∫ dθ
3 + 2 cos θ =

∫ 2dt
1 + t2

3 + 2
1− t2

1 + t2

=

∫
2dt
5 + t2

=
2√
5

arctan t√
5
+ C

=
2√
5

arctan
(

1√
5

tan θ
2

)
+ C

练习

1. 求下列不定积分:

(a)
∫

1

x2 − 3x+ 2
dx

(b)
∫

x

x2 − 3x+ 2
dx

(c)
∫

x2

x2 − 3x+ 2
dx

(d)
∫
x2 + 1

x+ 3
dx

(e)
∫

1

x2 − 3x+ 1
dx

(f)
∫

x

x2 − 3x+ 1
dx

(g)
∫

x2

x2 − 3x+ 1
dx

2. 求下列不定积分:

(a)
∫ cos θ dθ

1 + sin2 θ

(b)
∫ sinx+ cosx

cos2 x dx

(c)
∫ dx

4 cosx+ 3 sinx+ 5

(d)
∫ sinx

cosx+ sinx dx
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四、分部积分法

分部积分法是从两个函数乘积的微分公式得到的求积分方法．
设 u = u(x), v = v(x) 是两个可微函数，乘积 u · v 的微分法则是

d(u · v) = u dv + v du

移项，得 u dv = d(w · v)− v du，两边积分得∫
u dv = u · v −

∫
v du (4.18)

公式 (4.18) 表示如果积分
∫
u dv =

∫
u(x)v′(x) dx 不可能直接求出，就改为

求积分
∫
v du =

∫
v(x)u′(x) dx, 设 F (x) 是 v(x) · u′(x) 的一个原函数，那么

u(x) · v(x)− F (x) 是 u(x)v′(x) 的一个原函数，用公式 (4.18) 求不定积分的方
法叫做分部积分法，公式 (4.18) 叫做分部积分公式．

例 4.34 求
∫
x sin 3x dx.

解：被积函数 x sin 3x不能由前面的基本积分表求出它的原函数，我们把 x sin 3x

分成两部分，设 u(x) = x, v′(x) = sin 3x, 于是∫
v′(x) dx =

∫
sin 3x dx = −cos 3x

3
+ C

即 v(x) = −cos 3x
3
是 v′(x) = sin 3x 的一个原函数，根据公式 (4.18)，有∫

x sin 3x dx =

∫
x d
(
−cos 3x

3

)
= x

(
−cos 3x

3

)
−
∫ (

−cos 3x
3

)
dx

= −x cos 3x
3

+
1

3

∫
cos 3x dx

= −x cos 3x
3

+
sin 3x

9
+ C

运用公式 (4.18) 时，应首先将被积表达式分成函数 u(x) 和微分 dv =

v′(x) dx 两部分，选取 u(x) 和 v′(x) dx 的原则是：

• 充当微分部分的 v′(x) dx, 其 v′(x) 的原函数能够比较容易地求出；

• 充当 u(x)的部分经求微商后要化简，以便使积分
∫
v du较

∫
u dv 简单，

容易求出结果．
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在应用分部积分法求不定积分时，往往要连续使用这个方法多次才能求出
最后结果．
我们把能够应用分部积分法求积分的例题分为以下几类：

类型 A

被积函数是 xneax, xn sin ax, xn cos ax, 其中 x 的方幂因子经求微商后
降次，而非 x 的方幂因子的原函数是容易求得的．

例 4.35 求
∫
x2e2x dx.

解：∫
x2e2x dx =

∫
x2 d

(
e2x

2

)
=
x2e2x

2
−
∫
e2x

2
d(x2)

=
x2e2x

2
−
∫
xe2x dx =

x2e2x

2
−
(
xe2x

2
−
∫
e2x

2
dx
)

=
x2

2
e2x − x

2
e2x +

e2x

4
+ C

= e2x
(
x2

2
− x

2
+

1

4

)
+ C

类型 B

被积函数是 xn sin−1 x, xn tan−1 x, xn lnx, 其中乘积中的因子 tan−1 x,
lnx的导数是 x的有理函数，sin−1 x的导数是

1√
1− x2

，它们的积分可

求，而 xn 的原函数是
xn+1

n+ 1
.

例 4.36 求
∫
x arctanx dx.

解：∫
x arctanx dx =

∫
arctanx d

(
x2

2

)
=
x2 arctanx

2
−
∫
x2

2
d(arctanx)

=
x2 arctanx

2
− 1

2

∫
x2

1 + x2
dx

=
x2 arctanx

2
− 1

2

∫ (
1− 1

1 + x2

)
dx

=
x2 arctanx

2
− 1

2
x+

1

2
arctanx+ C
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例 4.37 求
∫
x3 lnx dx.

解： ∫
x3 lnx dx =

∫
lnx d

(
x4

4

)
=
x4

4
lnx−

∫
x4

4
d(lnx)

=
x4

4
lnx−

∫
x4

4
· 1
x

dx

=
x4

4
lnx− x4

16
+ C

类型 C

被积函数是 sin−1 x, tan−1 x, lnx,这里没有乘积的形式，不妨设 v′(x) =

1.

例 4.38 求
∫

arcsinx dx.

解：∫
arcsinx dx = x arcsinx−

∫
x d(arcsinx) = x arcsinx−

∫
x√

1− x2
dx

= x arcsinx+
1

2

∫ d(1− x2)√
1− x2

= x arcsinx+
1

2
· 2
√
1− x2 + C

= x arcsinx+
√
1− x2 + C

另解：设 y = arcsinx, −1 ≤ x ≤ 1，则 sin y = x, −π
2
≤ y ≤ π

2∫
arcsinx dx = x arcsinx−

∫
x d(arcsinx) = y sin y −

∫
sin y dy

= y sin y + cos y + C

= x arcsinx+
»
1− sin2 y + C

= x arcsinx+
√
1− x2 + C

例 4.39 求
∫

ln2 x dx.
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解：∫
ln2 x dx = x(lnx)2 −

∫
x d(ln2 x) = x(lnx)2 −

∫
x · 2 lnx · 1

x
dx

= x(lnx)2 − 2

∫
lnx dx

= x(lnx)2 − 2

[
x lnx−

∫
x( lnx)

]
= x(lnx)2 − 2x lnx+ 2

∫
dx

= x(lnx)2 − 2x lnx+ 2x+ C

类型 D

被积函数是 eax sin bx, sec3 x,
√
a2 + x2. 对于这类例题，两次使用这个

方法可以得到含有这个积分作未知元的一次方程．

例 4.40 求
∫
eax sin bx dx

解：

I =

∫
eax sin bx dx =

∫
sin bx d

(
eax

a

)
= sin bx · e

ax

a
−
∫
eax

a
d(sin bx)

= sin bx · e
ax

a
−
∫
eax

a
b cos bx dx

= sin bx · e
ax

a
− b

a

∫
cos bx d

(
eax

a

)
= sin bx · e

ax

a
− b

a

[
cos bx · e

ax

a
−
∫
eax

a
d (cos bx)

]
= sin bx · e

ax

a
− b

a2
cos bx · eax − b2

a2

∫
eax sin bx dx

= sin bx · e
ax

a
− b

a2
cos bx · eax − b2

a2
I

所以：

I

(
1 +

b2

a2

)
=

1

a
sin bx · eax − b

a2
cos bx · eax

I =
eax(a sin bx− b cos bx)

a2 + b2
+ C



第三节 不定积分的计算方法 227

例 4.41 求
∫ √

a2 + x2 dx.

解：

I =

∫ √
a2 + x2 dx = x

√
a2 + x2 −

∫
x d
(√

a2 + x2
)

= x
√
a2 + x2 −

∫
x2√

a2 + x2
dx

= x
√
a2 + x2 −

∫
x2 + a2√
a2 + x2

dx+

∫
a2√

a2 + x2
dx

= x
√
a2 + x2 − I + a2 ln

(
x+

√
a2 + x2

)
所以

I =
1

2
x
√
a2 + x2 +

1

2
a2 ln

(
x+

√
a2 + x2

)

应用分部积分公式 (4.18) 还能导出一些求积分的递归公式．所谓求积分的
递归公式就是建立一个被积函数含有正整数 n 的积分与被积函数含有非负整
数 n− 1 或 n− 2 的积分的关系式．每次要求 n = k 时的积分，重复利用这个
关系式总能回到当 n = 0, 1, 2 时的起始积分，于是所求积分总能用 n 的起始值
n = 0, 1, 2 中的一个已知积分表示出来．这也就是递归的意思．

例 4.42 求
∫

sinn x dx.

解：当 n = 0 时，I0 =
∫
(sinx)0 dx =

∫
dx = x+ C

又：

In =

∫
sinn x dx =

∫
sinn−1 x d(− cosx)

= − cosx sinn−1 x+

∫
cosx d

(
sinn−1 x

)
= − cosx sinn−1 x+ (n− 1)

∫
cosx sinn−2 x · cosx dx

= − cosx sinn−1 x+ (n− 1)

∫
sinn−2 x

(
1− sin2 x

)
dx

所以
In = − cosx sinn−1 x+ (n− 1)In−2 − (n− 1)In

即
nIn = − cosx sinn−1 x+ (n− 1)In−2 (4.19)
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现在我们用递归关系 (4.19) 来求
∫

sin4 x dx. 设 I4 =

∫
sin4 x dx, 于是

4I4 = − cosx sin3 x+ 3I2 (4.20)

2I2 = − cosx sinx+ I0 (4.21)

将 (4.21) 代入 (4.20) 得：

4I4 = − cosx sin3 x+ 3

(
−sinx cosx

2
+

1

2
I0

)
= − cosx sin3 x− 3

2
cosx sinx+

3

2
x+ C

所以

I4 =

∫
sin4 x dx = −1

4
cosx sin3 x− 3

8
cosx sinx+

3

8
x+ C

练习

1. 求下列不定积分：

(a)
∫
x sinx dx

(b)
∫
x cos 3x dx

(c)
∫
x sin2 x

2
dx

(d)
∫
xe−x dx

(e)
∫
(x− 1)ex dx

(f)
∫ (

x2 + x
)
e−x dx

(g)
∫
x sec2 x dx

(h)
∫
x arcsinx dx

(i)
∫ arcsinx

x2
dx

(j)
∫ arctanx

x2
dx

(k)
∫
x2e3x dx

(l)
∫
eax sin2 bx dx

(m)
∫

sinx · ln(tanx) dx

(n)
∫
x2 arctanx dx

(o)
∫

x2ex dx
(x+ 2)2

(p)
∫

xex

(x+ 1)2
dx

2. 求下列不定积分:
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(a)
∫

arctan
√
x dx

(b)
∫

ln2 x dx

(c)
∫

ln
(
x+

√
1 + x2

)
dx

(d)
∫
(arcsinx)2 dx

(e)
∫

sin(lnx) dx

(f)
∫ √

4 + x2 dx

第四节 定积分的计算与应用

一、定积分的计算

由微积分的基本定理得知，定积分
∫ b

a

f(x) dx的计算归结为不定积分
∫
f(x) dx

的计算，由后者计算得到 f(x) 的原函数 F (x), 则∫ b

a

f(x) dx = F (x)

∣∣∣∣∣
b

a

= F (b)− F (a)

于是计算不定积分的各种方法也可移植过来求定积分．

（一）定积分的换元积分法

第一换元法：设
∫
f(u) du = F (u), u = φ(x) 可微，那么

∫ b

a

f(φ(x))φ′(x) dx =

∫ φ(b)

φ(a)

f(u) du

= F (u)
∣∣∣φ(b)

φ(a)
= F [φ(b)]− F [φ(a)]

例 4.43 求
∫ π

2

0

sin3 x cosx dx.

解：因为 ∫
sin3 x cosx dx =

∫
sin3 x d(sinx) = 1

4
sin4 x+ C

所以 ∫ π
2

0

sin3 x cosx dx =
1

4
sin4 x

∣∣∣π2
0

=
1

4

[
sin4 π

4
− 0
]
=

1

4
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定理 1（第二种变量代换法）

设 f(x) 在 [a, b] 上连续，作代换 x = φ(t), 其中 φ(t) 在某一闭区间
[α, β] 上有连续导数 φ′(t), 当 α ≤ t ≤ β 时，a ≤ φ(t) ≤ b, 且 φ(α) = a,
φ(β) = b, 那么 ∫ b

a

f(x) dx =

∫ β

α

f [φ(t)]φ′(t) dt

证明：设 f(x) 的一个原函数是 G(x), 即有
d

dxG(x) = f(x)

于是由微积分基本定理得∫ b

a

f(x) dx = G(x)
∣∣∣b
a
= G(b)−G(a) (4.22)

根据复合函数求导法则，知
d
dtG[φ(t)] =

d
dxG(x) ·

d
dtφ(t)

= f(x) · φ′(t) = f [φ(t)]φ′(t)

所以 G[φ(t)] 是 f [φ(t)]φ′(t) 的一个原函数，从而∫ β

α

f [φ(t)]φ′(t) dt = G[φ(t)]
∣∣∣β
α

= G[φ(β)]−G[φ(α)] = G(b)−G(a)

(4.23)

因为 (4.22)(4.23) 两个积分相等，所以∫ b

a

f(x) dx =

∫ β

α

f [φ(t)]φ′(t) dt

这个公式与不定积分的换元公式很类似，所不同的是，后者最后需要将变
量还原，而现在只须把积分限作相应的改变．

例 4.44 求
∫ a

0

√
a2 − x2 dx

解：作代换 x = a sin t，当 x 从 0 变到 a 时，相应地 t 自 0 变到 π

2
，于是∫ a

0

√
a2 − x2 dx = a2

∫ π
2

0

cos2 t dt = a2
∫ π

2

0

1 + cos 2t
2

dt

=
a2

2

(
t+

1

2
sin 2t

) ∣∣∣∣∣
π
2

0

=
πa2

4
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例 4.45 求
∫ 4

0

1

1 +
√
x

dx

解：设 x = u2，于是

1

1 +
√
x
=

1

1 + u
, dx = 2u du

定限：当 x = 0 时，从变换
√
x = u 中解出 u = 0；当 x = 4 时，解出 u = 2.

于是∫ 4

0

1

1 +
√
x

dx =

∫ 2

0

1

1 + u
· 2u du = 2

∫ 2

0

(
1− 1

1 + u

)
du

= 2 [u− ln(1 + u)]
∣∣∣2
0
= 2(2− ln 3)

例 4.46 求证：
∫ a

0

f(x) dx =

∫ a

0

f(a− x) dx

证明：设 x = a− t，则 dx = − dt，且当 x = 0 时，t = a；当 x = a 时，t = 0.
于是： ∫ a

0

f(x) dx =

∫ 0

a

f(a− t)(− dt) = −
∫ 0

a

f(a− t) dt

=

∫ a

0

f(a− t) dt =
∫ a

0

f(x) dx

我们在第三节曾指出，使用第二种变量代换时，要注意条件是否满足，否
则会出现矛盾，这里举一反例．

求
∫ 1

−1

dx
1 + x2

时，如作变换 x =
1

t
，则

∫ 1

−1

dx
1 + x2

= −
∫ 1

−1

dt
1 + t2

于是
∫ 1

−1

dx
1 + x2

= 0，这当然不对，问题在于，代换 x =
1

t
在 [−1, 1] 上并不

是连续变化的．

（二）定积分的分部积分法
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定理 2

设 u = u(x), v = v(x) 在 [a, b] 上有连续的导数 u′(x), v′(x), 则有分部
积分公式 ∫ b

a

u dv = u · v
∣∣∣b
a
−
∫ b

a

v du

证明：由牛顿-莱布尼兹公式，显然有

u(x)v(x)
∣∣∣b
a
=

∫ b

a

(u(x)v(x))′ dx

=

∫ b

a

u′(x)v(x) dx+

∫ b

a

u(x)v′(x) dx

移项，得 ∫ b

a

u(x) d[v(x)] = u(b)v(b)− u(a)v(a)−
∫ b

a

v(x) d[u(x)]

这个公式与不定积分的分部积分公式很相似，但是，这里每一项都带着积
分限．

例 4.47 求
∫ √

3

−
√
3

| arctanx| dx

解：因为 | arctanx| 是偶函数，所以

I =

∫ √
3

−
√
3

| arctanx| dx = 2

∫ √
3

0

| arctanx| dx = 2

∫ √
3

0

arctanx dx

设 u(x) = arctanx, v′(x) = 1, 则 v(x) = x，利用分部积分公式，得到：

I = 2

∫ √
3

0

arctanx dx = 2

[
x arctanx

∣∣∣√3

0
−
∫ √

3

0

x d(arctanx)
]

= 2

[
√
3 arctan

√
3−

∫ √
3

0

x · 1

1 + x2
dx
]

= 2
√
3 · π

3
−
∫ √

3

0

d(1 + x2)

1 + x2

=
2
√
3

3
π − ln

(
1 + x2

)∣∣∣√3

0
=

2
√
3

3
π − ln 4

例 4.48 求
∫ π

2

0

sinn θ dθ.



第四节 定积分的计算与应用 233

解：设 In =

∫ π
2

0

sinn θ dθ，利用例 4.42 的结果，得到：

nIn =
[
− cos θ sinn−1 θ

] ∣∣∣π2 0
+ (n− 1)In−2

因为方括号的式子对于积分上，下限的值等于零，所以上面等式化简为

In =
n− 1

n
In−2

分别考虑 n 是偶数和奇数两种情况：

1. 若 n 是偶数，那么

In =
n− 1

n
In−2 =

n− 1

n
· n− 3

n− 2
In−4

= · · · = n− 1

n
· n− 3

n− 2
· n− 5

n− 4
· · · 1

2
I0

此处 I0 =

∫ π
2

0

1 · dθ = π

2
，所以

In =
(n− 1)(n− 3) · · · 3 · 1
n(n− 2) · · · 4 · 2

· π
2

2. 若 n 是奇数，由于

I1 =

∫ π
2

0

sin θ dθ = (− cos θ)
∣∣∣π2
0

= 1

所以

In =
(n− 1)(n− 3) · · · 4 · 2
n(n− 2) · · · 5 · 3

练习

1. 求下列定积分：
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(a)
∫ π

4

0

(1 + sin θ)2 dθ

(b)
∫ π

4

0

cos θ dθ
1 + sin2 θ

(c)
∫ 1

0

x2

(1 + x2)
2 dx

(d)
∫ 1√

2

0

x2√
1− x2

dx

(e)
∫ 1

1√
2

√
1− x2 dx

(f)
∫ x

0

cos2 x dx
a2 cos2 x+ b2 sinx

(g)
∫ 2n

0

[sinωt−sin(ωt+ φ)]2 dt

(h)
∫ 4

2

»
(4− x)(x− 2) dx

(i)
∫ 5

1

1√
2x− 1

dx

(j)
∫ 1

0

x+ 1√
1− x2

dx

(k)
∫ π

2

π
6

cot θ dθ

(l)
∫ 0

1

x2

1 + x3
dx

(m)
∫ π

2

0

sinx
cos2 x dx

(n)
∫ 2a

0

x2
√
2ax− x2 dx

2. 证明：
∫ π

2

0

cosx
cosx+ sinx dx =

∫ π
2

0

sinx
cosx+ sinx dx

（提示：用变量代换 x =
π

2
− y.）

3. (a) 求常数 A,B,C,D 使等式

1 + 2x2

(1− x)(1 + x)2
= A+

B

1− x
+

C

(1 + x)2
+

D

1 + x

成立，并计算 ∫ 1
2

0

1 + 2x3

(1− x)(1 + x)2
dx

(b) 求常数 a，使
∫ 1

0

x− a

(x+ 1)(3x+ 1)
dx = 0

4. 求极限： lim
n→∞

(
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

n+ n

)
5. 求一三次多项式 f(x) = ax3 + bx2 + cx+ d, 使它满足下列条件：

(a) f(−1) = f(1) = 0

(b)
∫ 1

−1

f(x) dx = 6
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6. (a) 在同一个坐标系内，作 y = (x−1)(x−2)和 y =

∫ x

0

(t−1)(t−

2) dt 的函数图象．

(b) 求函数
∫ x

0

(t− 1)(t− 2) dt 在闭区间 [0, 3] 上的最大值和最小

值；

(c) 求在曲线 y = (x− 1)(x− 2), x 轴和纵坐标 x = 0, x = 3 之间
的区域的面积．

7. (a) 若 f(2a− x) = −f(x), 求证
∫ 2a

0

f(x) dx = 0；

(b) 若 f(2a− x) = f(x), 求证
∫ 2a

0

f(x) dx = 2

∫ a

0

f(x) dx.

(c) 试计算
∫ π

0
sin6 x cos3 x dx 和

∫ π

0

sin3 x cos2 x dx.

8. 求
∫ π

2

0

cosn θ dθ

9. 求
∫ π

4

0

x3 cos 2x dx

10. 求
∫ 3π

2

0

sin3 θ cos2 θ dθ

二、平面图形的面积

我们已经证明过在曲线 y = f(x) 与 x 轴，x = a, x = b 之间的曲边梯形
的有号面积等于 ∫ b

a

y dx =

∫ b

a

f(x) dx

对于任意的平面图形．我们总可以取适当的直角坐标系，使得它的边界为两条
曲线

y = f(x), y = g(x), x ∈ [a, b]

所描述，现在我们来求这样的区域 R 的面积（图 4.4）．
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定理

若 f 和 g 是在区间 [a, b] 上的连续函数，而且 f(x) ≥ g(x), 那么在曲线
y = f(x), y = g(x) 和 x = a, x = b 之间的区域 R 的面积等于

A =

∫ b

a

[f(x)− g(x)] dx

x

y

y = f(x)

y = g(x)

O

x = a x = b

图 4.4

x

y

y = f(x)− k

y = g(x)− k

O

y′

x′a bO′

图 4.5

证明：让我们选择一个常数 k 使其小于函数 g 在区间 [a, b] 上的最小值，则对
于每一个 x ∈ [a, b], g(x)− k ≥ 0.

又因为 f(x) ≥ g(x), 因此对于每一个 x ∈ [a, b], 也有 f(x) − k ≥ 0. 将坐
标系 x, y 平行于 y 轴平移到新坐标系 x′, y′, 使新原点在原来坐标系中的坐标
为 (0, k) (图 4.5), 这个坐标系的平移由变换 x = x′

y = y′ + k

实现，于是原来的函数图象在新坐标的方程是

f1(x) = f(x)− k, g1(x) = g(x)− k

函数 f1 和 g1 在区间 [a, b] 上仍连续且取非负值，显然在函数 f1 和 g1 之间的
区域 R = {a ≤ x ≤ b, g1(x) ≤ y ≤ f1(x)} 就是原来的区域 R = {a ≤ x ≤
b, g(x) ≤ y ≤ f(x)}, 但是，R′ 的区域的面积等于

A =

∫ b

a

f1(x) dx−
∫ b

a

g1(x) dx



第四节 定积分的计算与应用 237

根据定积分的性质进一步得到

A =

∫ b

a

[f1(x)− g1(x)] dx

=

∫ b

a

{[
f(x)− k

]
−
[
g(x)− k

]}
dx

=

∫ b

a

[f(x)− g(x)] dx

例 4.49 求直线 y = x− 2 和抛物线 y = 2x− x2 所围成的图形的面积 A.

解：直线与抛物线交于 (2, 0), (−1,−3) 两点，作出它的草图（图 4.6）. 依本节
定理，得到

A =

∫ 2

1

[(2x− x2)− (x− 2)] dx =

∫ 2

1

(−x2 + x+ 2) dx

=

[
−1

3
x3 +

1

2
x2 + 2x

] ∣∣∣∣∣
2

1

=
9

2

x

y

(1, 1)

(2, 0)

(−1,−3)

O

图 4.6

x

y

O

2

−2

1 2

图 4.7

例 4.50 求抛物线 y2 = −4(x− 1), y2 = −2(x− 2) 所围成的图形的面积．

解：先作出它们的草图（图 4.7）, 且解得它的两个交点 (0, 2) 和 (0,−2). 于是

A =

∫ 2

−2

[(
2− 1

2
y2
)
−
(
1− 1

4
y2
)]

dy =
1

4

∫ 2

−2

(4− y2) dy

=
1

4

[
4y − 1

3
y3
] ∣∣∣∣∣

2

−2

=
8

3
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例 4.51 求半径等于 r, 中心角等于 α,
(
0 < α ≤ π

2

)
的扇形的面积．

x

y

B

P (r cosα, r sinα)

O C

α

图 4.8

解：如图 4.8, 扇形 OBP 的区域划分为 4OCP 的区域与曲边三角形 CBP 的
区域的和，因此

A(OBP ) = A(OCP ) +A(CBP )

因为 P 点坐标是 (r cosα, r sinα)，所以

A(OCP ) =
1

2
(r cosα) · (r sinα) = r2

4
sin 2α

又扇形的圆方程是 x2 + y2 = r2，所以

A(CBP ) =

∫ r

r cos α

√
r2 − x2 dx

从而

A(OBP ) =
r2

4
sin 2α+

∫ r

r cos α

√
r2 − x2 dx

令 x = r sin θ, θ ∈
[
−π
2
,
π

2

]
，则

θ = arcsin x
r
, dx = r cos θ dθ

且当 x = r cosα 时，

θ = arcsin(cosα) = arcsin
[
sin
(π
2
− α

)]
=
π

2
− α

当 x = r 时，θ = arcsin 1 =
π

2
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所以

A(OBP ) =
r2

4
sin 2α+

∫ π
2

π
2
−α

(r cos θ)(r cos θ) dθ

=
r2

4
sin 2α+ r2

∫ π
2

π
2
−α

cos2 θ dθ

=
r2

4
sin 2α+ r2

[
θ

2
+

sin 2θ

4

]∣∣∣∣
π
2

π
2
−α

=
r2

2
α

当 α = 2π 时，由上面公式就得到圆面积 πr2.

例 4.52 P 点是位于曲线 y = x2 上的动点，从原点 O 向点 A(1, 1) 移动，过
二点 O,P 引直线，它与曲线 y = x2 及直线 x = 1 所围图形的面积为图 4.9 中
阴影部分所示，求使这部分面积最小时 P 点的坐标．

x
O

y

A(1, 1)

y = x2

P (t, t2)

图 4.9

解：设 P 点的坐标是 (t, t2), (0 ≤ t ≤ 1). 直线 OP 的方程是 y = tx，设阴影
部分的面积为 S，则

S =

∫ t

0

(tx− x2) dx+

∫ 1

t

(x2 − tx) dx

=

[
t

2
x2 − x3

3

] ∣∣∣∣∣
t

0

+

[
x3

3
− t

2
x2
] ∣∣∣∣∣

1

t

=
t3

3
− t

2
+

1

3
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S′ = t2 − 1

2
=

(
t+

√
2

2

)(
t−

√
2

2

)

由 S′ 符号的变化，当 t =

√
2

2
时，S 极小也就是最小，故所求点的坐标是(√

2

2
,
1

2

)
.

例 4.53 求椭圆
x2

a2
+
y2

b2
= 1 (a > b > 0) 的面积 A（图 4.10）.

x

y

O

图 4.10

解：由于图形的对称性，只要求出椭圆在第一象限内的面积，再乘以 4 就是该
椭圆的面积，所以

A

4
=

∫ a

0

y dx

这里将椭圆用参数方程

 x = a cos t

y = b sin t
表出，当 x = a 时，t = arccos 1 = 0;

当 x = 0 时，t = arccos 0 =
π

2
, 于是

A

4
=

∫ 0

π
2

b sin td(a cos t) =
∫ 0

π
2

(b sin t)(−a sin t) dt

= ab

∫ π
2

0

sin2 tdt = 1

4
abπ

所以：A = πab.
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练习

1. 求在曲线 y = sin 2x, y = 0, x ∈ [0, 2π] 之间的面积．

2. 求下列曲线所围图形的面积：

(a) y = 8− 1

2
x2 和 y = 3.2

(b) y = x2 − 5x+ 7 和 y = −2x2 + 10x− 5

(c) y = sinx 和 y =
2

π
x, x ≥ 0

3. 求以曲线 y = sinx
(
0 ≤ x ≤ π

4

)
；y = cosx

(π
4
≤ x ≤ π

2

)
和

y = 0 为边界的区域的面积．

4. (a) 证明点 x = t2 − 1, y = t(t2 − 1) 在曲线 y2 = x2(x+ 1) 上；

(b) 当 t 由 t = −2 变化到 t = 2 时，作出曲线

 x = t2 − 1

x = t(t2 − 1)

的图象；

(c) 求由曲线的环路所围区域的面积．

5. 在曲线 y = x2 − 2x + 2 与过点 (2, 3) 的直线所围的图形中，求图
形面积最小时的直线方程．

6. 求抛物线 y = x2 及过此抛物线上点 (2, 4) 的切线和 x 轴所围图形
的面积．

7. 已知曲线 C : y = x2 − 7x + 10 (x > 0) 与点 A(0, 1), 回答下列问
题：

(a) 求过点 A 所引曲线 C 的切线方程以及切点 T 的坐标．

(b) 设 S 是直线 x = 1 与曲线 C 的交点．若曲线 C 上的动点 P

从 S 点运动到 T 点时，将线段 AP 所在的区域用阴影表示出
来，并求出这个区域的面积．

8. 求通过 (0, 0), (1, 2) 两点的抛物线，要求它具有以下的性质：

(a) 它的对称轴平行于 y 轴，且凸向上，

(b) 它与 x 轴所围区域的面积最小．

9. 对称轴平行 y 轴的抛物线与圆 x2 + y2 = 4 切于 A(0, 2) 点并通过
B(−2, 0) 点，计算抛物线与圆所围区域的面积．
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三、利用横断面算体积法

对于空间的一个立体，我们取一条直线作为坐标轴，取直线上一点作为原
点（图 4.11），假定这立体紧夹于在 x = a 与 x = b 两点所作的 x 轴的垂直平
面之间，又如果在离原点 x 处作这轴的一个垂直平面，并且该垂直平面截得立
体的截面的面积是 x 的连续函数 A(x), a ≤ x ≤ b, 那么立体的体积可由定积
分来计算：

x
a xi bO xi−1

图 4.11

1. 分 [a, b] 为 n 份，其分点

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b

记 ‖Pn‖ = max(xi − xi−1) i = 1, 2, . . . , n.

以平面 x = xi, i = 0, 1, 2, . . . , n 截此立体为 n 个小单元，于是整个体积
被看作这 n 个小单元的和．

2. 求阶梯函数的总和作为所求立体体积的近似和．考虑这样一个单元，它介
于两个截面 x = xi−1, x = xi 之间，于是以 (xi − xi−1) 为高，以 A(xi−1)

作为底面积的直棱柱的体积是

A(xi−1)(xi − xi−1)

于是，我们得到所求的体积 V 的近似表达式

n∑
i=1

A(xi−1)(xi − xi−1)

3. 对和取极限：当断面无限增加，‖Pn‖ → 0 时，有

V = lim
n→∞

n∑
i=1

A(xi−1)(xi − xi−1) =

∫ b

a

A(x) dx

现在将上面的讨论总结为下面的定理．
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定理

如果已知一个给定的立体的垂直于一定方向所有的横断面的面积，取这
些横断面的垂直方向作为 x 轴的方向，则这立体的体积由公式

V =

∫ b

a

A(x) dx

表达．其中 A(x) 是横坐标为 x 的横断面的面积，a、b 为这立体的两端
断面的横坐标．

例 4.54 求底边长为 a, 高为 h 的正四棱锥的体积．

y

x

h

x

h− x

∆x

O
a

图 4.12

解：设 x 为从底面到截面的距离，y 为截面正方形的边长（图 4.12），于是

h− x

h
=
y

a

即：y =
a

h
(h− x).

截面面积

A(x) =
a2

h2
(h− x)2

所以

V =

∫ h

0

(a
h

)2
(h− x)2 dx

= −
(a
h

)2 (h− x)3

3

∣∣∣∣∣
h

0

=
1

3
a2h



244 第四章 微积分学基本定理

如果立体是一个旋转体，即先给出一条平面曲线 y = f(x), 绕 x 轴旋转所
得出的立体，我们的横断面就是以 y 为半径的圆，所以这立体的体积就等于

V = π

∫ b

a

y2 dx

如果 c ≤ y ≤ d，x = g(y) 绕 y 轴旋转，则

V = π

∫ d

c

x2 dy

例 4.55 若球的半径是 a, 球缺的高是 h, 求球缺的体积．

x

y

a− h

h

a

x

图 4.13

解：球是由圆 x2+y2 = a2 绕 x轴旋转所得到的立体，且球心到球缺底面的距离
为 a− h, 设球心到截面的距离为 x, 则截面圆的面积 A(x) = πy2 = π(a2 − x2).
（图 4.13）

所以

V = π

∫ a

a−h

(a2 − x2) dx = π

[
a2x− 1

3
x3
] ∣∣∣∣∣

a

a−h

=
πh2

3
(3a− h)

例 4.56 计算底面半径分别为 r 和 R, 高为 h 的圆台体积 V .

解：此圆台可看作 xy 平面上的直线段

y =
R− r

h
x+ r, (0 ≤ x ≤ h), x = 0, x = h, y = 0
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所围成的直角梯形绕 x 轴旋转所得到的立体，从而

V = π

∫ h

0

(
R− r

h
x+ r

)2

dx

= π

[(
R− r

h

)2
x3

3
+ 2r · R− r

h
· x

2

2
+ r2x

] ∣∣∣∣∣
h

0

=
πh

3
(R2 +Rr + r2)

例 4.57 在第一象限中，由 y =
x

1− x
(x 6= 1), y = 1, y = 0 和 x = 1 所围成

的图形绕着直线 x = 1 旋转，求所生成的旋转体的体积（图 4.14）．

x

y

1

x = 1

1

y1− x

图 4.14

解： y 轴垂直于旋转体的横断面，设原点到横断面的距离为 y, 则该横断面的
面积

A(y) = π(1− x)2

由于函数 y =
x

1− x
是单射的，故反函数存在，由它解出

x =
y

1 + y
, 1− x =

1

1 + y

于是
A(y) =

π

(1 + y)2

V =

∫ 1

0

A(y) dy = π

∫ 1

0

dy
(1 + y)2

= −π
(

1

1 + y

) ∣∣∣∣∣
1

0

= −π
(
1

2
− 1

)
=
π

2
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B

A

60◦

O

图 4.15

练习

1. 底面半径为 a 的直圆柱，用通过底面一条直径并与底面成 60◦ 角
的平面去截，得到图 4.15 的立体，求其体积．

2. 由抛物线 y2 = 4ax 和直线 x = h 所围成的区域绕 x 轴旋转一周，
求所生成旋转体的体积．

3. 求底面半径为 r, 高为 h 的圆锥体的体积．

4. 设由椭圆 x2

a2
+
y2

b2
= 1 所围成的区域绕 x 轴旋转，求此旋转椭圆

体的体积．

5. 由曲线 y =
lnx
x

, x 轴和通过曲线的最高点的纵坐标所围成的区域
绕 x 轴旋转，求该旋转体的体积．

6. 两条抛物线有公共的顶点和公共的对称轴，但位于两个互相垂直的
平面内，一个运动着的椭圆，其中心在两抛物线的公共轴上，它的
平面与公共轴垂直，它的顶点位于两条抛物线上，如果椭圆从公共
顶点开始，移动一段距离 h, 求由此椭圆所生成的体积．

7. 求 y = 4 − x2 与 x 轴之间的区域绕直线 y = −1 一周所生成的体
积．
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8. 求圆 x2 +(y− b)2 = a2 (0 < a < b) 绕 x 轴旋转所生成的旋转体的
体积．

第五节 简单初值问题——不定积分的简单应用

在本章第 2 节，我们曾说过，一个函数的原函数有无穷多个，它们彼此之
间相差一个常数．但是，在许多问题中，我们感兴趣的往往并不是这无穷多个
原函数的全体（不定积分），而是某一个特定的原函数，在几何上，就是一条特
定的积分曲线．为了求得这条积分曲线，必须知道它所经过的一个点，也就是
说，要知道初始条件，在实际问题中，求满足一定初始条件的原函数问题是很
多的，下面举一些简单的实例．

例 4.58 已知一质点 m作具有匀加速度 a的直线运动，设它的初速度为 u, 求
质点在 t 秒后所经过的距离．

解：由于
dv
dt = a，所以

v = at+ C (4.24)

因为，当 t = 0 时，v = u，代入 (4.24) 得：C = u，所以

v = at+ u (4.25)

由于
ds
dt = u+ at，分离变量，把它写成

ds = (u+ at) dt

两边求不定积分，得 ∫
ds =

∫
(u+ at) dt

s = ut+
1

2
at2 + C ′ (4.26)

由初始条件：当 t = 0 时，s = 0，代入 (4.26)，得：C ′ = 0，所以

s = ut+
1

2
at2 (4.27)

为所求．(4.25) 和 (4.27) 就是我们常见的运动学公式.

例 4.59 假设在原点处斜抛一质点 m, 它的初速度 v0 与水平 x 轴成 α 角，又
作用在质点 m 上的力只有向下的重力，求质点 m 的轨迹方程．
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解：设质点 m 的坐标是 (x, y), 它的质量为 M 克，于是沿着 x 轴和 y 轴的速
度分量分别是

vx =
dx
dt , vy =

dy
dt

而沿着 x 轴和 y 轴的加速度分量分别是

dvx
dt =

d2x

dt2 ,
dvy
dt =

d2y

dt2

根据牛顿第二定律，得到 
M

dvx
dt = 0

M
dvy
dt = −Mg

(4.28)

即：  dvx = 0

dvy = −g dt

所以  vx = C1

vy = −gt+ C2

(4.29)

常数 C1 和 C2 由初始条件决定，所以
vx =

dx
dt = v0 cosα

vy =
dy
dt = −gt+ v0 sinα

(4.30)

即：  dx = v0 cosα dt

dy = (−gt+ v0 sinα) dt

再求不定积分得 
x = (v0 cosα)t+ C3

y = −gt
2

2
+ (v0 sinα)t+ C4

由于，当 t = 0 时，x = y = 0，因此：

C3 = C4 = 0
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于是得到质点 m 以时间 t 为参变数的轨迹方程
x = (v0 cosα)t

y = −gt
2

2
+ (v0 sinα)t

(4.31)

消去 t，得：

y =
−gx2

2v20 cos2 α + x tanα

化为标准式，得(
x− v20 sin 2α

2g

)2

= −2v20 cos2 α
g

(
y − v20 sin2 α

2g

)

这是顶点在
(
v20 sin 2α

2g
,
v20 sin2 α

2g

)
处的抛物线方程（如图 4.16），且从顶点到

焦点的方向是 y 轴的负方向，又焦点到准线的距离是
v20 cos2 α

g
，因此，从顶点

到它的上方的准线距离等于
v20 cos2 α

2g
，而准线到 x 轴的距离就等于

v20 cos2 α
2g

+
v20 sin2 α

2g
=
v20
2g

故准线的位置仅依赖于初速度的大小，而与抛射角的大小无关．

x

y

y =
v20
2g

y =
−gx2

2v20 cos2 α + x tanα

O

A

S

v0

图 4.16

下面我们来讨论人口的增长与放射性元素蜕变的问题．
在很多单纯的自然现象中，一个随着时间而变化的量 y(t)的变化率常常和

y(t)当时的值成正比例，用数学式表达，即存在一个随该现象而定的常数 k（与
t 无关），使得

y′(t) = ky(t)
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或
d
dty(t) = ky(t) (4.32)

人口的增长与放射性元素的蜕变就是这样的两个例子．

假如人口按某一固定的“增长率”k 增长，譬如时间单位是“年”，增长率
2%, 则 k = 2%. 设人口随时间变化的函数是 y(t), 本来 y(t) 是整数，但由于数
量很大，我们可以把它看作一个平滑函数，y(t) 满足下面的条件：

y(t+∆t)− y(t) = ky(t) ·∆t

换言之，人口增加数量与这段时间开始的人口数，以及这段时间间隔成比例，也
即

y(t+∆t)− y(t)

∆t
= ky(t)

令 ∆t→ 0, 由上式得到
d
dty(t) = ky(t)

也就是说，人口在时刻 t 的瞬时变率与当时的值 y(x) 成正比例．为求出函数
y(t), 我们来解具有初始条件的微分方程

d
dty(t) = ky(t) (4.33)

y(0) = A (4.34)

将 (4.33) 改写成
dy(t)
y(t)

= k dt

即：ln[y(t)] = kt+ C，由初始条件确定常数 C 的值，得：

lnA = C

所以：ln[y(t)] = kt+ lnA，移项，得：

ln y(t)
A

= kt

由此得：
y(t)

A
= ekt

所以：y(t) = Aekt 为所求．

总结上面的讨论，得到以下命题：
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命题

设 y′(t) = ky(t)，y(0) = A，则：

y(t) = Aekt

例 4.60 若某城市现有人口 10 万，按照每年 3% 的比率增长，问几年后人口
是现有人口的 2 倍？

解：设 t1 年后人口加倍，于是依题意有

10e3%t1 = 2× 10

即：e0.03t1 = 2, 两边取常用对数，得

0.03t1 lg e = lg 2

t1 =
100 lg 2
3 lg e ≈ 100

3
· 0.3010
0.4343

≈ 100

3
· 0.6931 ≈ 23.

答：约 23 年后，人口会加倍．
从问题的解法看出，人口的加倍期仅与增长率有关，即 t1 =

ln 2

k
, 下面是

二者之间的对照表．

增长率 k 0.05 0.04 0.03 0.02 0.01
加倍期 t1 约 14 年 约 17 年 约 23 年 约 34.5 年 约 39 年

同样地可把上述命题应用于放射性元素蜕变问题．

例 4.61 放射性元素的数量随时间 t 变化的函数是 N(t), A = N(0) 是起算时
的数量，k 是蜕变率，且知放射性元素经过 ∆t 这段时间的蜕变，它减少的数
量 ∆N(t) = N(t+∆t)−N(t) 与在时刻 t 的数量 N(t) 及这段蜕变时间 ∆t 成
比例，即

∆N(t) = −kN(t) ·∆t

因为放射性元素不断减少，所以 ∆N 是负数，问经过多少年放射性元素剩下了
一半？

解：依题意，有
dN
dt = −kN(t)
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根据本节命题，得到
N(t) = Ae−kt

设经过 t1 年，放射性元素减少了一半，通常称 t1 为放射性元素的半衰期，
于是

t1 =
ln 2

k
≈ 0.6931

k

下面是一些放射性元素的半衰期的简表．

元素 氩 Ar39 碳 C14 氢 H3

半衰期 269 年 5730 年 12.3 年
元素 碘 I129 铀 U238 铀 U235

半衰期 16× 106 年 4.5× 109 年 0.71× 109 年

我们可以把岩石或化石中所含的各种微量的放射性元素，当作天然的计时
仪表，因为各种放射性元素的微量都可以测量十分准确，所以我们可以通过对
残留微量的测定，用半衰期去推算岩石或化石的“年龄”，甚至于我们所居住的
地球的“年龄”．

练习

1. 求下列积分曲线：

(a)

 y′ = 2x

y|x=x0
= y0

(b)

 y′ = 2
√
y

y|x=0 = 0

(c)


y′ =

2

3 3
√
x

y|x=0 = 4

2. 在 20.2◦C, 细菌受到 5% 的消毒溶液消毒，每小时细菌死亡的比率
为 11%, 假如开始时有 1000 个细菌，那么在 24 小时后还剩下多
少？

3. 化学反应速度 v 和温度 t 的增加是按照有机体生长的规律进行的，
当 t = 0 时，v = 30; 当 t = 9.90 时，v = 60, 求反应率以及当
t = 20 时，v 的值．

4. 若函数 y = f(x) 的变率
dy
dx 与当时的函数值的平方成正比例，且
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当 x = 0 时，y = f(0) = 2; 当 x = 1 时，y = f(1) = 4, 求函数
y = f(x).

习题 4.1

1. 计算下列不定积分：

(a)
∫ dx

1− 3x2

(b)
∫

1− sin−3 x

1− cos2 x dx

(c)
∫ dx

sinx cosx

(d)
∫
x sec2 x dx

(e)
∫
xe2x+1 dx

(f)
∫

x2 + 2

x(x− 1)
dx

2. 求下列定积分：

(a)
∫ 3

−1

dx
x2 + 7x+ 10

(b)
∫ 0

√
3

dx
2 + x2

(c)
∫ 1

0

x
»
(2− x2)

3 dx

(d)
∫ ln 3

0

dx
ex + 5 + 6e−x

(e)
∫ 7

5

1

x
3
4 + x

1
4

x
9
4 − x

5
4 + x

1
4

dx

(f)
∫ 2

1

2− x+ x2

(1 + x)(1− x)2
dx

(g)
∫ 2

1

x lnx dx

(h)
∫ π

−π

sinmx sinnx dx (此处

m,n 是整数且 m± n 6= 0)

(i)
∫ a

a√
3

dx
(a2 + x2)

3/2

3. 求下列极限：

(a) lim
n→∞

1

n

®(
1 +

1

n

)2

+

(
1 +

2

n

)2

+ · · ·+
(
1 +

n

n

)2´
(b) lim

n→∞

14 + 24 + · · ·+ n4

n5

(c) lim
n→∞

1

n

(
sin π

n
+ sin 2π

n
+ · · ·+ sin nπ

n

)
(d) lim

n→∞

(
1√
n+ 1

+
1√
n+ 2

+ · · ·+ 1√
n+ n

)
· 1√

n
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4. 利用求 y =
1

x
的定积分，证明

ln(n+ 1) < 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
< 1 + lnn

5. 设 0 < a ≤ 1，求证： ∫ a

0

dx
x3 + 1

<

∫ a

0

dx
x4 + 1

6. 设 0 ≤ x ≤ π

4
，利用不等式 0 ≤ sinx ≤ x 证明：

π

4
<

∫ π/4

0

dx√
1− sinx

< 2−
√
4− π

7. 若 m,n 是正整数，求证：∫ 1

0

xm(1− x)n dx =
n

m+ 1

∫ 1

0

xm+1(1− x)n−1 dx

8. 求证：
∫ π

0

xf(sinx) dx =
π

2

∫ π

0

f(sinx) dx

9. 若 In =

∫ π/4

0

tann θ dθ (n ≥ 2). 试求 In 和 In−2 的关系式．

10. 若 In =

∫ dx
(x2 + a2)n

，求证：

2na2In+1 =
x

(x2 + a2)n
+ (2n− 1)In

11. 设 Sn =
1√
1
+

1√
2
+ · · ·+ 1√

n
，n 为正整数．

Tn =
1…
1 +

1

2

+
1…
2 +

1

2

+ · · ·+ 1…
n+

1

2

求证：

(a) Sn ≥
∫ n+1

1

dx√
x

(b) lim
n→∞

1

Sn

= 0

(c) Sn+1 − 1 ≤ Tn ≤ Sn

(d) lim
n→∞

Tn

Sn

= 1
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12. 设 f(x) = (ax+ b)ex/2, 求 a, b 的值，使得等式

f(x) = ex/2 − 1 +
1

2

∫ x

0

f(t) dt

对于任何 x 的值都成立．

13. 求由曲线 y =
4

x2
, y = x− 1, x = 1 所围区域的面积．

14. 求在曲线 x2 + y2 = 9 和 y =
1

3
(−x2 + 1) 之间位于第二象限那部分的面

积．

15. 求积分 I(a) =

∫ 1

−1

|x− a|ex dx 在 |a| ≤ 1 时的最大值．

16. 设 0 < t < π，考察 x 的函数 f(x) = 2 sinx sin(t− x)

(a) 画出 f(x) 在区间 0 ≤ x ≤ π 上的图象，再设

F (t) =

∫ π

0

|f(x)| dx

根据所作的图象说明 F (t) 所表示的是什么？

(b) 用关于 t 的式子写出 F (t), 并求出使 F (t) 取最小值时 t 的值．

17. 设 T1 是由抛物线 y = 4x2 和直线 x = a, x = 1, y = 0 所围成的区域，T2

是抛物线 y = 4x2 和二直线 x = a, y = 0 围成的区域，但是 0 < a < 1，
试求：

(a) T1 绕 x 轴旋转而成的旋转体体积 V1;

(b) T2 绕 y 轴旋转而成的旋转体体积 V2;

(c) 使 V1 + V2 为最大时 a 的值．

18. 设 0 ≤ t ≤ π

2
，曲线 y = sinx 与三条直线 x = t, x = 2t, y = 0 围成部分

绕 x 轴旋转所成的旋转体的体积为 V (t)．当 t = α 时 V (t) 最大，试求
cosα 的值．

19. 设曲线 y = f(x) 通过点 P (3, 4), 并满足微分方程 dy
dx =

y

x
，求此积分曲

线．

20. 若 dy
dx = cos(x+ y)，求不定积分．（提示：设 z = x+ y）
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