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前 言

这一套中学数学实验教材，内容的选取原则是精简实用，教材的处理力求
深入浅出，顺理成章，尽量作到使人人能懂，到处有用．

本教材适用于重点中学，侧重在满足学生将来从事理工方面学习和工作的
需要．

本教材的教学目的是：使学生切实学好从事现代生产、特别是学习现代科
学技术所必需的数学基础知识；通过对数学理论、应用、思想和方法的学习，培
养学生运算能力，思维能力，空间想象力，从而逐步培养运用数学的思想和方
法去分析和解决实际问题的能力；通过数学的教学和学习，培养学生良好的学
习习惯，严谨的治学态度和科学的思想方法，逐步形成辩证唯物主义世界观．

根据上述教学目的，本教材精选了传统数学那些普遍实用的最基础的部分，
这就是在理论上、应用上和思想方法上都是基本的、长远起作用的通性、通法．
比如，代数中的数系运算律，式的运算，解代数方程，待定系数法；几何中的
图形的基本概念和主要性质，向量，解析几何；分析中的函数，极限，连续，微
分，积分；概率统计以及逻辑、推理论证等知识．对于那些理论和应用上虽有
一定作用，但发展余地不大，或没有普遍意义和实用价值，或不必要的重复和
过于繁琐的内容，如立体几何中的空间作图，几何体的体积、表面积计算，几
何难题，因式分解，对数计算等作了较大的精简或删减．

全套教材共分六册．第一册是代数．在总结小学所学自然数、小数、分数
基础上，明确提出运算律，把数扩充到有理数和实数系．灵活运用运算律解一
元一次、二次方程，二元、三元一次方程组，然后进一步系统化，引进多项式
运算，综合除法，辗转相除，余式定理及其推论，学到根式、分式、部分分式．
第二册是几何．由直观几何形象分析归纳出几何基本概念和基本性质，通过集
合术语、简易逻辑转入欧氏推理几何，处理直线形，圆、基本轨迹与作图，三
角比与解三角形等基本内容．第三册是函数．数形结合引入坐标，研究多项式
函数，指数、对数、三角函数，不等式等．第四册是代数．把数扩充到复数系，
进一步加强多项式理论，方程式论，讲线性方程组理论，概率（离散的）统计
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ii 前 言

的初步知识．第五册是几何．引进向量，用向量和初等几何方法综合处理几何
问题，坐标化处理直线、圆、锥线，坐标变换与二次曲线讨论，然后讲立体几
何，并引进空间向量研究空间解析几何初步知识．第六册是微积分初步．突出
逼近法，讲实数完备性，函数，极限，连续，变率与微分，求和与积分．
本教材基本上采取代数、几何、分析分科，初中、高中循环排列的安排体

系．教学可按初一、初二代数、几何双科并进，初三学分析，高一、高二代数
（包括概率统计）、几何双科并进，高三学微积分的程序来安排．

本教材的处理力求符合历史发展和认识发展的规律，深入浅出，顺理成章．
突出由算术到代数，由实验几何到论证几何，由综合几何到解析几何，由常量
数学到变量数学等四个重大转折，着力采取措施引导学生合乎规律地实现这些
转折，为此，强调数系运算律，集合逻辑，向量和逼近法分别在实现这四个转
折中的作用．这样既遵循历史发展的规律，又突出了几个转折关头，缩短了认
识过程，有利于学生掌握数学思想发展的脉络，提高数学教学的思想性．
这一套中学数学实验教材是教育部委托北京师范大学、中国科学院数学研

究所、人民教育出版社、北京师范学院、北京景山学校等单位组成的领导小组
组织“中学数学实验教材编写组”，根据美国加州大学伯克利分校数学系项武
义教授的《关于中学实验数学教材的设想》编写的．第一版印出后，由教育部
实验研究组和有关省市实验研究组指导在北京景山学校、北京师院附中、上海
大同中学、天津南开中学、天津十六中学、广东省实验中学、华南师院附中、长
春市实验中学等校试教过两遍，在这个基础上编写组吸收了实验学校老师们的
经验和意见，修改成这一版《中学数学实验教材》，正式出版，内部发行，供中
学选作实验教材，教师参考书或学生课外读物．在编写和修订过程中，项武义
教授曾数次详细修改过原稿，提出过许多宝贵意见．
本教材虽然试用过两遍，但是实验基础仍然很不够，这次修改出版，目的

是通过更大范围的实验研究，逐步形成另一套现代化而又适合我国国情的中学
数学教科书．在实验过程中，我们热忱希望大家多提意见，以便进一步把它修
改好．

中学数学实验教材编写组
一九八一年三月
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第一章 有理数系

在小学算术中，我们已经学习了自然数和零及分数的四则运算．这一章我
们将进行系统复习，进一步引入新数，并讨论它的运算及性质．

第一节 自然数和零，分数及它们的运算

一、自然数和零，分数及它们的运算

自然数是我们数个数和排次序的工具．例如：数一数班上有几个学生；在
一次体育比赛中，排列运动员所得的名次等．都要使用自然数 1, 2, 3, . . .

仔细分析这些自然数是很有意思的：

其中头一个数是 1，这是起码单位，表示一个；
其次，“2”就是“1 加 1”，表示比一个多一个，即 2 = 1 + 1；“3”就

是“2 加 1”，表示比两个多一个，即 3 = 2 + 1，也就是“1 加 1 再加 1”，即
3 = 1 + 1 + 1．

同样地，这样逐次加 1，就能得到一串顺序排列的自然数．例如：
3 加 1 得到 4，即 4 = 3 + 1 = 2 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1

⋯⋯

9 加 1 得到 10，即 10 = 9 + 1 = · · · = 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
10个

．

⋯⋯

显然，这样的逐次加 1，是可以无止境地连续做下去的，因而就可以得到
无穷无尽的自然数．这就使我们可以把任何一堆事物的“个数”逐个点清．事
实上，在我们逐个儿清点一大堆事物的“个数”，或者逐个儿排列某些事物的次
序时，所做的正是由 1 开始“逐次加 1”的工作. 所以，“加 1”正是自然数的
最根本运算.
这就告诉我们：由最小的自然数 1 开始，逐次进行“加 1”运算，就可以

得到一个连一个的（简称连续的）许多自然数．而且，自然数的个数是无穷无

1



2 第一章 有理数系

尽的．正因为这样，自然数这个工具就充分满足了我们数数和排次序的需要．
这些自然数，我们通常用一串数码符号表示为：1, 2, 3, 4, . . .

在今后的学习中，为便于一般性的讨论，对任一个自然数，常用小写字母
a, b, c, . . . , n, . . . 表示．

用一个字母表示任一个自然数时，要注意根据上面所说自然数的特征，明
确字母的含义．例如：

自然数 a，就是 a 个 1 相加；也就是 1 加 (a− 1) 次 1；也就是 (a− 1) 再
加 1，（自然数 1 是例外），即：

a = 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
a个1

= 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
(a−1)个1

= (a− 1) + 1

同样地，用字母 b 或 c 或 m 等表示任一个自然数时，也有以上类似含义．

自然数的全体，我们叫做自然数集合，简称自然数集（或自然数系）．这个
集合，可以用一个大写字母 N 表示，记作：

N = {1, 2, 3, . . . , n, . . .}

在自然数集合中，每一个单数 1, 3, 5, . . . , 2n− 1, . . . 2n− 1, . . . 也叫做奇数．
相邻两个奇数的差是 2；每一个双数 2, 4, . . . , 2n . . . 也叫做偶数．相邻两个偶
数的差也是 2，而且每一个偶数都能被 2 整除．

练习

1. 给定任一个自然数 b，试写出紧接这个数后面连续的三个自然数．

2. 如果给一个比 3 大的自然数 m，那么，在这个数前边的三个连续
自然数一定是 1, 2, 3 吗？1, 2, 3 与自然数 m 连续吗？

3. 给一个奇数 c，试写出与它连续的三个奇数．

4. 如果 n 表示一个自然数，你能否判断 n+ n 和 n+ 1+ n，是奇数
还是偶数？并举例验证你的结论．

5. 假设自然数 a 比自然数 b 大 5，试比较以下各对自然数的大小．并
指出大多少？

a+ 1 与 b a+ 1 与 b− 2 a− 3 与 b+ 1

a− 4 与 b+ 1 a− 4 与 b+ 3



第一节 自然数和零，分数及它们的运算 3

在小学中，还学习过数零．其符号是“0”，其意义是表示数量的没有和位
置的空白．

现将在小学学习过的有关自然数和零的四则运算法则总结如下：

设 a, b 是两个自然数，

I. 加法

例如：5 + 3 = 5 + 1 + 1 + 1 = 8．

一般地，a+ b = a+ 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
b个

= c．（c 也是自然数）．这就是说：任一

个自然数 a 加上自然数 b，就等于 a 进行 b 次加 1 运算后，所得到的自
然数 c．

II. 减法——加法的逆运算

例如：8− 3 = 5 或 8− 5 = 3．

一般地，c− a = b 或 c− b = a．

III. 乘法——同一个数的连加运算

例如：3× 5 = 3 + 3 + 3 + 3 + 3 = 15．

一般地，a × b = a+ a+ a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
b个

= ab 这就是说：自然数 a × b 就等

于 b 个 a 连加后，所得到的自然数 ab．

注意：在用字母表示数的算式中，运算符号的乘号“×”，可以用符号“·”
代替，也可以省略不写．即 a × b = a · b = ab．这里的符号 ab，既可以
表示 a, b 相乘；也可以表示它们相乘所得到的乘积．

IV. 除法——乘法的逆运算

例如：15÷ 3 = 5 或 15÷ 5 = 3．

一般地，ab÷ a = b，或 ab÷ b = a．

特别注意：在除法运算中，零不能作除数．

V. 零与自然数 a 的运算法则．

a+ 0 = a a · 0 = 0

a− 0 = a 0÷ a = 0
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练习

1. 任意两个自然数 a, b 的和，能够是零吗？能够比 a（或比 b）小吗？

2. 任意两个自然数的差，一定是自然数呜? 试举例说明你的结论．

3. 怎么样的两个自然数的积，正好等于其中的一个数？

4. 怎么样的两个自然数的商，正好等于其中的一个数？怎么样的两个
自然数的商等于 1？

5. 自然数和零的和、差、积、商 (零不作除数)，都一定还是自然数或
零吗？举例说明你的结论．

二、自然数和零的运算性质

对于任意自然数和零的运算，普遍成立的运算律和运算特征，就是它们的
共同性质，我们简称为运算通性．

下面对小学中已经学习过的运算通性进行整理，并说明它们的普遍正确性．

设字母 a, b, c 都表示任一个自然数．

加法交换律

a+ b = b+ a

说明：这个交换律之所以正确，可以这样分析：设有两堆物品，甲堆有 a个，乙
堆有 b 个．假如我们先数甲堆的个数，然后接着就数乙堆的个数，数到最后一
个数，就是两堆物品的总个数 a+ b；假如我们调过来，先数乙堆的个数，再接
着数甲堆的个数，数到最后一个数，也就是这两堆的总个数 b+ a．这两种顺序
的数个数方法，结果当然是同一个数．因此，无论 a, b 是什么样自然数，都有：

a+ b = b+ a

例如：796 + 107 = 107 + 796．

加法结合律

(a+ b) + c = a+ (b+ c) = a+ b+ c
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说明：由自然数加法的含义，我们可以知道：算式 (a+ b) + c 的意义就是：对
a 先作 b 次“加 1” 后，再做 c 次“加 1”．也就是对 a 一共要做 (b+ c) 次“加
1”．而这正好是 a+ (b+ c) 的含义．因而，这个等式是正确的．

例如：(701 + 153) + 1001 = 701 + (153 + 1001)．

乘法交换律

a · b = b · a

说明：现有参加团体操的少先队员，排成 a 行 b 列的方阵队形．可以这样来统
计总人数：“a 行中，每行都有 b 人”，所以

总人数 = b+ b+ · · ·+ b︸ ︷︷ ︸
a个

= b · a (个)

也可以按“b 列中，每列都有 a 人”的方法统计，所以

总人数 = a+ a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
b个

= a · b (个)

这里两种统计方法，结果应该是相同的，即 b · a = a · b．
例如：90367× 14578 = 10578× 90367．

分配律

(a+ b) · c = a · c+ b · c

说明：因为

(a+ b) · c = (a+ b) + (a+ b) + · · ·+ (a+ b)︸ ︷︷ ︸
共 c 个括号

(乘法的意义)

= (a+ a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
c个

) + (b+ b+ · · ·+ b︸ ︷︷ ︸
c个

) (加法结合律与交换律)

= a · c+ b · c (乘法的意义)

所以 (a+ b) · c = a · c+ b · c

乘法结合律

(a · b) · c = a · (b · c)
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说明：因为

(a · b) · c = (b · a) · c (乘法交换律)

= (b+ b+ · · ·+ b︸ ︷︷ ︸
a个

) · c (乘法的意义)

= (b · c+ b · c+ · · ·+ b · c︸ ︷︷ ︸
a个

) (分配律)

= (b · c) · a (乘法的意义)

= a · (b · c) (乘法交换律)

所以 (a · b) · c = a · (b · c)．
例如：(501× 235)× 1709 = 501× (235× 1709)．

数 0 和自然数 1 的运算特性

0 + 0 = 0 0× 0 = 0

0 + a = a+ 0 = a a× 0 = 0× a = 0

a× 1 = a a÷ 1 = a

这些特性显然是正确的．

练习

1. 利用加法的交换、结合律说明：

(a+ b) + c = c+ (b+ a)

2. 利用加法、乘法的意义，说明 a · b+ a · c = a(b+ c) 成立．

以上讨论的对于任意自然数和零都成立的运算通性，在运算中起着重要作
用．

例 1.1 试求：1 + 2 + 3 + · · ·+ 100 =？

分析：如果一个个的顺次相加，显得太繁了．我们仔细分析这 100 个连续的自
然数的规律和特点，运用加法的运算丫是可以大大化简计算提高速度的．因为：

1 + 100 = 2 + 99 = · · · = 50 + 51 = 101
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所以，将所给算式中的各个加数，经过交换、结合以后，就可以很快求出结果．
解：

1 + 2 + 3+ · · ·+ 50 + 51 + · · ·+ 100

= (1 + 100) + (2 + 99) + · · ·+ (50 + 51)︸ ︷︷ ︸
共 50 个括号

(加法交换结合律)

= 101× 50 (乘法的意义)

= 5050

例 1.2 计算 a+ (a+ d) + (a+ 2d) + · · ·+ (a+ 99d) =？

注意：这里的字母 a, d 都表示自然数或零，2d, 3d, . . . , 99d 都表示乘积，在数
字与字母表示的数相乘时，今后总是将数字写在前边，如 5× a = a× 5 = 5a,
b × 4 × m = 4bm 等．它们的含义，也一律解释成：5a = a + a + a + a + a，
4bm = bm+ bm+ bm+ bm 等.
解：

a+ (a+ d) + (a+ 2d) + · · ·+ (a+ 99d)

= a+ a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
100 个

+(d+ 2d+ · · ·+ 99d) (加法交换、结合律)

= 100a+ (d+ 2d+ · · ·+ 99d) (乘法的意义)

= 100a+ d(1 + 2 + · · ·+ 99) (分配律)

= 100a+ d[(1 + 99) + (2 + 98) + · · ·+ (49 + 51)︸ ︷︷ ︸
49 个括号

+50] (加法交换、结合律)

= 100a+ (4900 + 50)d (乘法的意义、交换律)

= 100a+ 4950d (加法法则)

练习

利用自然数和零的运算通性计算

1. 1 + 2 + 3 + · · ·+ 1001 =？

2. a+ 2a+ 3a+ · · ·+ 100a =？（a 是自然数）
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3. (a+ b) + (2a+ 2b) + (7a+ 7b) =？

三、乘方运算及指数运算律

前面已经知道，乘法运算就是同一个数的连加运算．由于乘法满足交换律，
我们可以将乘法用公式表示它的含义是：

n× a = a+ a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
n 个

（当然也就是 a× n）

这就是说：n× a 就是 n 个 a 的连加．
也许有人会问：要是 n 个 a 连乘，会不会又是一种新的运算呢？答案是肯

定的．这就是下面要引进的乘方运算．
同一个数的连乘运算，叫做乘方运算．这个数连乘的次数，只要记在它的

右上方就表明了这一运算．
例如：3× 3 记作 32；即 32 = 3× 3 = 9．
3× 3× 3 记作 33；即 33 = 3× 3× 3 = 27．
3× 3× 3× 3× 3 记作 35；即 35 = 3× 3× 3× 3× 3 = 243⋯⋯
3× 3× · × 3︸ ︷︷ ︸

n 个 3

记作 3n；即 3n = 3× 3× · × 3︸ ︷︷ ︸
n 个 3

．

为了方便，显然可以把 3 也记作 31，即 31 = 3．
一般地，同一个数 a 的 n 次连乘，记作 an，即

a× a× a× · × a︸ ︷︷ ︸
n 个

= an

其中 a 叫做底数，自然数 n 叫做指数，其结果 an 叫做 幂．（读成“a 的 n 次
幂”或“a 的 n 次方”）．
特别地，从中可得出：

• a = a1；

• a× a = a2，a2 也叫做“a 的平方”；

• a× a× a = a3，a3 也叫做“a 的立方”．

由于零自连乘仍是零，所以，零的 n 次方总等于零，即

0n = 0

例 1.3 计算：23；52；26；78；43；010
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解：

23 = 2× 2× 2 = 8

52 = 5× 5 = 25

26 = 2× 2× 2× 2× 2× 2 = 64

73 = 7× 7× 7 = 343

43 = 4× 4× 4 = 64

010 = 0

例 1.4 列表写出 1—10 的平方和立方．

解：

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a2 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
a3 1 8 27 64 125 216 343 512 729 1000

例 1.5 不必算出数值，利用乘方的意义说明下列等号两边相等：

1. 94 × 93 = 97；

2. a11 × a7 = a18.

说明：

1. 由乘方的意义可知

94 = 9× 9× 9× 9, 93 = 9× 9× 9

所以

94 × 93 = (9× 9× 9× 9)× (9× 9× 9) (乘方的意义)

= 9× 9× 9× 9× 9× 9× 9 (乘法结合律)

= 97 (乘方的意义)
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2.

a11 × a7 = (a× a× · · · × a︸ ︷︷ ︸
11 个 a

)× (a× a× · · · × a︸ ︷︷ ︸
7 个 a

) (乘方的意义)

= a× a× · · · × a︸ ︷︷ ︸
18 个 a

(乘法结合律)

= a18 (乘方的意义)

这个例子告诉我们：底数相同的幂相乘时，要点在于指数相加，计算结果
的底数是不会改变的．这一事实是否普遍成立呢？有待进一步说明．

练习

1. 计算：112；93；63.

2. 利用乘方意义，说明下列等式正确：

(a) 72 × 73 × 7 = 76；

(b) 510 × 5101 = 5111；

(c) b2 × b4 = b6.

指数运算律 (一)

同底数幂相乘，指数相加，底数不变．即：

am · an = am+n

说明：由于

am · an = (a · a · · · a︸ ︷︷ ︸
m 个

) · (a · a · · · a︸ ︷︷ ︸
n 个

) (乘方的意义)

= a · a · · · a · a · a · · · a︸ ︷︷ ︸
m + n 个

(乘法结合律)

= am+n (乘方的意义)

所以，对于任意底数 a 和任意自然数指数 m,n，都有：

am · an = am+n
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例 1.6 利用指数运算律，计算下面的值：

9× 92, 23 × 2× 23, a5 · a11, 33 · 3 + 2 · 22

解：

9× 92 = 93 = 729

22 × 2× 23 = (22 × 2)× 23 (乘法结合律)

= 23 × 23 (指数运算律)

= 26 = 64

a5 · a11 = a16

33 · 3 + 2 · 22 = 34 + 23 = 81 + 8 = 89

例 1.7 计算：

23 · 4, 3× 81

解：要利用指数运算律进行计算，必须使两相乘部分成为同底数幂．因此，

23 · 4 = 23 · 22 = 25 = 32

3× 81 = 3× 34 = 35 = 243

练习

1. 利用指数运算律，计算：

32 × 32, 92 × 92, 34 × 9, a× a2 × a3

2. 利用运算通性及乘方的意义和指数运算律，说明以下等式是正确
的．

(3× 2)3 = 33 × 23, (a · b)2 = a2 · b2
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指数运算律 (二)

乘积的幂，等于各因数的幂相乘，即：

(a · b)n = an · bn

说明：由于

(a · b)n = (a · b) · (a · b) · · · (a · b)︸ ︷︷ ︸
n 个括号

(乘方的意义)

= a · a · · · a︸ ︷︷ ︸
n 个

· b · b · · · b︸ ︷︷ ︸
n 个

(乘法交换、结合率)

= an · bn (乘方的意义)

所以 (a · b)n = an · bn．

例 1.8 计算：

1. 212, 153, 182

2. 152 × 63, 45× 153, (ab)2 · (ac)3, 1253 × 83

解：

1. 212 = (3× 7)2 = 32 × 72 = 9× 49 = 441

153 = (3× 5)3 = 33 × 53

= 27× 125 = 3375

182 = (2× 9)2 = 22 × 92 = 4× 81 = 324

2.

152 × 63 = (3× 5)2 × (2× 3)3

= 32 × 52 × 23 × 33 (指数运算律（二）)

= (32 × 33)× 52 × 23 (乘法交换率、结合律)

= 35 × 52 × 23 (指数运算律（一）)

= 729× 25× 8 = 145800
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45× 153 = 5× 9× (3× 5)3

= 5× 9× 33 × 53 (指数运算律（二）)

= (5× 53)× (32 × 33) (乘法交换率、结合律)

= 54 × 35 (指数运算律（一）)

= 625× 243 = 151875

(a · b)2 · (a · c)3 = a2 · b2 · a3 · c3 (指数运算律（二）)

= (a2 · a3) · b2 · c3 (乘法交换率、结合律)

= a5 · b2 · c3 (指数运算律（一）)

1253 × 83 = (125× 8)3 (指数运算律（二）)

= 10003 = 1000000000

练习

1. 计算：642, (2× 5)2 × 103, (2 + 3)2 × 15, a · (abc)3

2. 利用运算通性与指数运算律，说明以下等式是正确的：

(4112)3 = 4116, (b7)3 = b21

指数运算律 (三)

幂的乘方，指数相乘，底数不变，即：

(am)n = amn

说明：

(am)n = am · am · · · am︸ ︷︷ ︸
n 个

(乘方的意义)

=

n 个括号︷ ︸︸ ︷
(a · a · · · a)︸ ︷︷ ︸

m 个 a

· (a · a · · · a)︸ ︷︷ ︸
m 个 a

· · · (a · a · · · a)︸ ︷︷ ︸
m 个 a

= a · a · a · · · a︸ ︷︷ ︸
mn 个 a

(乘法结合律)

= amn (乘方的意义)
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所以 (am)n = amn．

例 1.9 计算：23 × 42, 40× 1003, 12× 452

解：
23 × 42 = 23 × (22)2 = 23 × 24 = 27 = 128

40× 1003 = 22 × 10× (102)3

= 22 × 10× 106 = 4× 107

= 40000000

12× 452 = 3× 4× (5× 32)2 = 22 × 52 × 35

= (2× 5)2 × 35 = 24300

例 1.10 计算：

a2 · (a7)3, b · (b2)n, (ac)2 · (amc)3

并说明每一步的理由．

解：

a2 · (a7)3 = a2 · a21 (指数运算律（三）)

= a23 (指数运算律（一）)

b · (b2)n = b · b2n (指数运算律（三）)

= b1+2n (指数运算律（一）)

(ac)2 · (amc)3 = a2 · c2 · a3m · c3 (指数运算律（三）)

= (a2 · a3m) · (c2 · c3) (乘法交换、结合律)

= a2+3m · c5 (指数运算律（一）)
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练习

1. 计算：

(42)3, 2× (22)3, a2 · (a2)2, bn · (b2)m

(23)2 · (8− 7), 154 × [122 − (22 × 3)2]

2. 利用运算通性及指数运算律，说明以下等式是正确的：

(a) 36 ÷ 34 = 32

(b) a7 ÷ a2 = a5, (a ̸= 0)

(c) b4 ÷ b4 = 1, (b ̸= 0)

指数运算律 (四)

同底数幂相除，指数相减，底数不变．即：

am ÷ an = am−n

其中 m > n, a ̸= 0

注意：因为 a ̸= 0, m > n

am ÷ an =

m 个 a︷ ︸︸ ︷
a · a · · · a
a · a · · · a︸ ︷︷ ︸

n 个 a

(乘方的意义)

=

(m − n) 个 a︷ ︸︸ ︷
a · a · · · a

1
(除法的性质)

= am−n (乘方的意义)

所以，当 a ̸= 0 时，m > n 时，就有

am ÷ an = am−n

例 1.11 计算：36 ÷ 34, 153 ÷ 152, a10 ÷ a8 (a ̸= 0)
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解：
36 ÷ 34 = 36−4 = 32 = 9

153 ÷ 152 = 151 = 15

a10 ÷ a8 = a2 (a ̸= 0)

例 1.12 计算，并说明每一步的根据．

642 ÷ 210, (b2)3 ÷ b (b ̸= 0), (bm)2 ÷ bm (b ̸= 0)

解：

642 ÷ 210 = (26)2 ÷ 210 (乘方的意义)

= 212 ÷ 210 (指数运算律（三）)

= 22 (指数运算律（四）)

= 4 (乘方的意义)

(b2)3 ÷ b = b6 ÷ b (指数运算律（三）)

= b5 (b ̸= 0) (指数运算律（四）)

(bm)2 ÷ bm = b2m ÷ bm (指数运算律（三）)

= b2m−m (指数运算律（四）)

= bm (b ̸= 0)

例 1.13 利用乘方的意义，说明下面等式是正确的：

75 ÷ 75 = 1, a4 ÷ a4 = 1 (a ̸= 0)

解：直接由乘方和除法的意义可知：

75 ÷ 75 =
75

75
=

7× 7× 7× 7× 7

7× 7× 7× 7× 7
= 1

a4 ÷ a4 =
a4

a4
=
a · a · a · a
a · a · a · a

= 1 (a ̸= 0)
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这个例题告诉我们，两个同底数 (不为 0)、同指数的幂相除，其商等于 1．
这个事实也就启示我们，只要规定：

a0 = 1 (a ̸= 0)

指数运算法则 (四)：am ÷ an = am−n (a ̸= 0) 就对 m = n 的情形仍然有
效．例如：75 ÷ 75 = 75−5 = 70 = 1；a4 ÷ a4 = a4−4 = a0 = 1 (a ̸= 0)；
272 ÷ 36 = 36 ÷ 36 = 30 = 1 等等．

练习

利用指数运算律计算：

1. 67 ÷ 65, 272 ÷ 32, 272 ÷ 92, 34 ÷ 81

(a2)4 ÷ a (a ̸= 0), (am)3 ÷ am (a ̸= 0)

2. 215 ÷ 25 × 210, 215 × 25 ÷ 210, 215 ÷ 25 ÷ 210

4× 42 + 610 ÷ 610 − (80 + 7)2

在自然数和零的范围内，加法、乘法以及乘方运算的结果，仍是自然数或
零；但减法和除法运算的结果都不能保证还是自然数或零，这是因为，在自然
数和零的范围内，还有不够减和除不尽的时候，如：3÷ 5 =？与 3− 5 =？为
了解决这两个问题，我们还将逐步引进一些新数，并讨论它们的运算.

四、分数及其运算

在我们的日常生活和工作中，还会遇到一些量，要求我们去“量一量”、“分
一分”，把所得的结果用数表达出来．例如：用米尺“量一量”房子的长度和宽
度是多少？三个人分一个大西瓜，每人分多少？解决这些问题，就要用到“小
数”及“分数”的工具了．例如，用米尺量得房子长 6.50 米，宽 4.25 米；每
人分得西瓜

1

3
个等．

在小学学习分数与小数时，我们已经知道：小数都可以化成分数，而且遇到
两个自然数相除但除不尽时，商数就可以用一个分数表示出来，比如：6.5 =

65

10
；

4.25 = 4
25

100
；3÷ 5 =

3

5
等等．

应该指出，任一个分数，如
3

5
，

22

7
，

355

113
等，都可以看成是两个自然数的
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比．因此，任一个分数，我们都可以用字母的形式表示为：

a

b
, 或

c

d
, 或

m

n
等

其中，字母 a, b, c, d,m, n 等都表示任一自然数．

还应该指出，在今后的学习中，我们还可以把自然数和零都看成是分数的
特例，即：

• 任一自然数 a，看成分母为 1、分子为 a 的一个分数，a =
a

1
；

• 零，看成分母为任意一个自然数 a、分子为零的一个分数，0 =
0

a
．

以下对于分数的性质和运算，做一番简要的复习、归纳：

分数的特点

由于
1

b
(b ̸= 0) 是一个分数单位，且 b ×

(
1

b

)
= 1，所以，对于任一个

分数
a

b
(b ̸= 0)，都具有以下特点：

b×
(a
b

)
= a

例如：5 ×
(
3

5

)
= 3；4 ×

(
17

4

)
= 17 等，这就是说：分数

a

b
是一个数，

只有这个数才能够使它与数 b 的乘积，正好等于 a．即，使 b× (?) = a 的唯一
数，就是分数

a

b
．

分数的基本性质

设任一分数
a

b
(b ̸= 0)，另外有任一个不为零的数 m．我们就有

a

b
=
am

bm
=
a÷m

b÷m

这就是说，分数的分子、分母同时乘以或除以一个不为零的数，分数的值
不变．例如：

6

8
=

18

24
=

3

4
等．

分数的这个基本性质，是通分、约分及分数运算的主要根据，必须很好掌
握．
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练习

1. 填空：
( )× 1

7
= 1

4× ( )

( )
= 5

m · ( )

( )
= n, (m ̸= 0)

2. 填空：
6

9
=

2

( )
=

( )

126

( )

b · c
=
a

b
=

a2

( )
(a, b, c ̸= 0)

分数的运算及其性质

分数的四则运算，实质上都是归结为自然数的运算来进行的．但也要注
意在分数运算中的特殊性，就是：应用基本性质进行通分，化为同分母
（相同分数单位）的分数，才能进行加、减法；而且，四则运算的结果，又
必须应用基本性质进行约分，得到最简分数为止．

现在，用字母的算式把分数的运算法则总结如下：

加、减法

a

b
± c

d
=
ad

bd
± bc

bd
=
ad± bc

bd

如：
2

3
+

1

4
=

8

12
+

3

12
=

11

12
；

2

3
− 1

4
=

8

12
− 3

12
=

5

12
等．

除法

a

b
÷ c

d
=
a

b
× d

c
=
ad

bc

如：
1

2
÷ 2

3
=

1

2
× 3

2
=

3

4
．
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乘方 (a
b

)m
=
(a
b

)
·
(a
b

)
· · ·
(a
b

)
︸ ︷︷ ︸

m 个

=
am

bm

这就是说：分数的乘方，等于分子、分母各自同次乘方．这个运算法则，我
们作如下说明：
说明：因为 m 为自然数，(a

b

)m
=
(a
b

)
·
(a
b

)
· · ·
(a
b

)
︸ ︷︷ ︸

m 个

(乘方的意义)

=

m 个︷ ︸︸ ︷
a · a · · · a
b · b · · · b︸ ︷︷ ︸

m 个

(分数乘法法则)

=
am

bm
(乘方的意义)

所以
(a
b

)m
=
am

bm
例如： (

3

5

)3

=

(
3

5

)
×
(
3

5

)
×
(
3

5

)
=

33

53
=

27

125( c
d

)4
=
c4

d4

分数运算，既然都是归结为自然数的运算，因此，不难说明分数运算也是
满足运算律的．例如：分数加法的交换律是

a

b
+
c

d
=
c

d
+
a

b
．

说明：因为
a

b
+
c

d
=
ad+ bc

bd
(分数加法法则)

=
bc+ ad

bd
(自然数加法交换律)

=
bc

bd
+
ad

bd

=
c

d
+
a

b
(分数的基本性质)
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所以，
a

b
+
c

d
=
c

d
+
a

b
．

同样，分数运算中，加法结合律、乘法结合律，交换律以及分配律、指数
运算律都是正确的．

练习

1. 试说明分数乘法的结合律和分配律．

2. 如果 m,n 都是自然数或零，试说明指数运算律：(a
b

)m
·
(a
b

)n
=
(a
b

)m+n

运用分数运算的性质，同样可以简化计算，提高速度．

例 1.14 计算
(
3

5
× 1

7
+

6

7
× 3

5

)
×
(
211

122
× 122

211
− 2

5

)2

解：

原式 =
3

5

(
1

7
+

6

7

)
+

(
1− 2

5

)2

(分配律、分数乘法法则)

=
3

5
×
(
3

5

)2

(分数加、减法法则)

=

(
3

5

)1+2

=

(
3

5

)3

(指数运算律（一）)

=
33

53
=

27

125
(分数的乘方运算律)

练习

运用运算性质计算：

1. 5
3

8
+ 10

1

3
+ 4

5

8

2. 5.9 + 7.3 + 5.1 + 1.7

3. 32 × 4
7

27

4.
(
2

3

)2

+

(
4

9

)5

÷
(
9

4

)2

×
(
9

4

)3
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在分数 (包括其特例的自然数和零) 范围内，加法、乘法 (包括乘方)、除法
运算的结果都能保证是分数 (包括自然数和零)．就是说，有了分数以后，“除不
尽”的矛盾就能解决了．但在作减法时仍然存在着“不够减”的矛盾，如：3−5 =?，
1

3
− 1

2
=? 等．这个矛盾我们将在下一节解决它．

习题 1.1

1. 如果字母 a 表示任一个自然数，试完成下列各题：

(a) 写出包括 a 在内的三个连续自然数.

(b) 小方很快地写出“a− 2, a− 1, a”是三个连续自然数，你说对吗？为
什么？

(c) 假如 a 表示自然数 5，那么，a− 3, a+ 3 各表示什么数？

(d) 假如 a+ 10 表示自然数 100，那么 a 表示那一个自然数？a− 10 又
表示那一个自然数？

2. 如果自然数 a 进行 6 次“加一”以后，得到自然数 b. 试比较以下各对自
然数的大小，并指出大多少？

(a) a+ 3 与 b+ 1

(b) a+ 4 与 b− 2

(c) a+ 5 与 b− 5

(d) a+ 1 与 b+ 1

3. 举例验证：对于任一个自然数 n来说，“n+n = 2n总是一个偶数”；“2n+1

与 2n− 1 都是奇数．”

4. 用含有字母的算式，表示下列所说的各数：

(a) 与自然数 a 连续的三个自然数 (包括 a) 的总和．

(b) 自然数 b 的三倍与最小自然数的和．

(c) 自然数 n 与 m 的差的五倍．

5. 试求出在下列条件下，字母 n 表示那些个自然数：

(a) n− 5 表示 1

(b) 3n 表示 120

(c) n+ 7 表示 8
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(d) 4n 表示 3 的倍数

6. 利用运算通性，说明下式正确：

(a) (a+ 1) · (b+ 1) = a · b+ a+ b+ 1

(b) (a+ b) · (c+ d) = ac+ ad+ bc+ bd

7. 计算：(尽量利用“通性”，简化计算)

(a) 1 + 3 + 5 + 7 + 9 + · · ·+ 99

(b) (2 + b) + (2 + 2b) + · · ·+ (2 + 20b)

(c) 102× 99 （提示：将原题化为 (100 + 2)× (100− 1) 计算）

(d) (2a+ 1) + (4a+ 1) + · · ·+ (20a+ 1)

8. 填出下列表中各数：

n 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
n2

n3

9. 利用指数运算律 (一) 计算：

(a) 23 · 2, 102 · 10 · 103, a2 · a3 · a4

(b) 22 · 128, a2 · b · a3, 81× 32

(c) a · a2 · a3 · · · a100

10. 利用指数运算律计算：

(a) 212 × 152, 62 × (12× 9)3, (a · b)3 · b2

(b) 3× 33 + 4× 43 − 152, (22 + 32)2, (22)2 + (32)2

(c) (2× 3× 5)2 − 23 × 102, (a2)4 · (a2)2

11. 试说明：

am+1 · an = an+1 · am, (a · b)m+2 = a2 · (ab)m · b2

12. 利用指数运算律及运算性质计算：

(a) 708 ÷ 707, 13100 ÷ 1398, 510 ÷ 254, (a5)
2 ÷ a5
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(b) 123 ÷ 62, 94 ÷ 272, 812 ÷ 94, 1252 ÷ 252

(c) a2m ÷ am, a6 ÷ a4 ÷ a, a6 × a4 ÷ a2, a6 ÷ (a4 × a2)

(d) (a6 × b)÷ a4, (a7b2)÷ a5b, (ab2)
2 ÷ (a2b)

13. 计算：

(a) 28 ÷ 27 × 53 ÷ 5, 2× 1004 × 107 ÷ 10005, 55 × 252 ÷ 58

(b) 26 × 494

77 × 82
,

48 × 100 × 310

610
,

158

94 × 57
,

25 × 618

222 × 99

14. 如果字母 x 表示分数
1

5
，试求出下面含有字母 x 的算式所表示的数：

(a) x+ 1, 10x,
x

10
, (x− 3)× 2

(b) 1

2
x− 1

10
,

(
x+

1

10

)2

, x2 + 5x− 1

25

15. 试说明分数运算中，分配律的正确，即：

b

a

( c
d
+
m

n

)
=
bc

ad
+
bm

an

16. 计算下列各题：

(a) 1− 1

2
− 1

3
− 1

6

(b) 14

9
×
(
1

2
+

1

3
+

1

4

)

(c)
(
1− 1

5

)
÷ 2

(d)
(
3

4
− 2

3
− 1

12

)
÷ 3

2

19

(e) 5× 1

16
× 2

3
÷ 25

24
+

1

3

(f) 1

1 +
1

1 +
1

2

17. 计算：

(a) 0.1× 1.14 + 0.1× 0.86

(b) 10− 2 · (4.18 + 0.82− 5)

(c)
(
3
7

9
+

1

2
− 2

7

90
+ 3.17

)
×
(
9× 1

3
− 1.5× 2

)
+ 1

18. 利用指数运算律计算：

(a)
(
2

3

)2

·
(
2

3

)3

,

(
2

3

)2

·
(
3

2

)2

,

(
1

2

)2

·
(
1

4

)2

,

(
1

2

)2

×42
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(b)
[(

1

5

)2
]2
,

[(
1
1

7

)2
]2
,

[(
9

4

)88
]0
,

[
2

19810

]5
,
[(a
b

)m]8

(c)
(
5

3

)10

÷
(
5

3

)8

,
8

125
÷
(
2

5

)8

,

[(
4

5

)2
]3

÷

[(
5

4

)0
]2

(d)
(
5

3

)10

÷
(
5

3

)7

÷
(
5

3

)
,

[(
1

2

)m]3
÷ (2m)3

19. 计算：

(a) 3× 1

16
×
(
2

3

)2

× 170 +

(
1

2

)2

×
(
1

6

)2

÷
(

1

32 · 42

)
(b) 1

55
+

2

55
+

3

55
+ · · ·+ 10

55
+

11

155
+

12

155
+ · · ·+ 20

155

(c)
(
12

4

5
× 3

3

4
− 4

4

11
× 4

1

8

)
÷
(
11

2

3
× 2

4

7

)

第二节 有理数的意义

一、相反意义的量

在日常生活和工作中，我们常遇到一些成对出现的量，它们的意义是完全
相反的．

例如：本市某一天的最高气温是零上 10◦C，而最低气温是零下 3◦C；粮库
收进粮食 32 万斤，而售出粮食 20 万斤；地形图上，甲地高出海面 7.3 米，而
乙地低于海面 5.7 米，等等．
这些问题中的零上与零下、收进与售出、高出与 低于以及我们所熟悉的收

入与支出、盈余与亏损、上升与下降等，都表示完全相反的意义，在实际问题
中，就可以描述具有相反意义的配对的量．

但是这里应注意，在现实生活中，要识别这些成对出现的量的相反意义，就
要首先明确它们的基准．比如，上边三个例子中，它们的“基准”分别是“冰
的溶解温度 0◦C”、“粮食的不进不出”以及“海平面的标高”等．

同时，还应注意，这些成对的相反意义的量都有一个共同特点，就是：在
研究两者的总效果时，可以互相抵消或一部分抵消．比如：收入 100 元与支出
100 元，其总效果正好抵消；上升 1000 米与下降 900 米，其总效果就是抵消
一部分而成为上升 100 米的结果．
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练习

试举出三对相反意义的量的例子，并说明它们的“基准”和“特点”．

二、正数和负数、相反数

怎么样把一对相反意义的量数，用数值表示出来呢？显然，只用算术中所
学的数是无法解决的，比如：零上 10◦C 与零下 10◦C 的气温，如果都用数值
10 表示，就无法说明是零上 10◦C 呢，还是和它意义相反的零下 10◦C．这样
给我们会带来很多不方便，为了有系统地处理这种相反意义的量，特别是便于
比较和进行运算，就需要引进新的数，明确表示出相反意义的量，并显示出这
一对相反意义量的特点——可以抵消或部分抵消．为此，我们可以把量的“没
有”或相反意义量的“基准”用数 0 表示；而把任一对相反意义量的数值，分
别用带有正号“+”和带有负号“−”的数来表示．例如：

把冰的溶解温度定为 0◦C，就可以把“零上 10◦C 表示成 +10◦C”，而把
“零下 10◦C 表示成 −10◦C”．这就是说，+10◦C 表示比 0◦C 高 10◦C；−10◦C
表示比 0◦C 低 10◦C．而这里的 −10◦C 也可以说“是比 0◦C 高 −10◦C”的温
度．
同样，运进粮食 32 万斤，可写成 +32 万斤，而售出粮食 20 万斤，就写

成 −20 万斤，也能说成“运进粮食 −20 万斤”．
又，把海平面的标高算作 0 米，就把“高出海面 7.3 米，写成 +7.3 米；而

低于海面 5.7 米就写成 −5.7 米，也能说成“高于海面 −5.7 米”等等．
这样一来，我们如果认定带有正号“+”的数就是算术中所学的数 (0除外)，

叫做正数，那么，与它们有相反意义的就是带有负号“−”的数，这些数，叫做
负数．
一般来说，相应于“成对的相反意义的量”，我们就在原有数 (正数) 的基

础上，引进了负数．而负数的基本特征是：与正数合并时，其结果可以相消或
部分相消．这正是反映了“相反意义的量，其总效果可以抵消或部分抵消”的
特点．
数零，既不是正数，也不是负数．它是正、负的界限，表示“基准”或“数

量的没有”．
还要进一步指出，由相反意义的量而引进负数以后，对任一个数，总可以

找出与它合并时正好相消的数来．比如：−3 与 +3，+
1

2
与 −1

2
，−3

1

4
与 +3

1

4
等分别是一对可以相消的数，就是说：

(−3) + (+3) = 0,

(
−1

2

)
+

(
+
1

2

)
= 0,

(
−3

1

4

)
+

(
+3

1

4

)
= 0
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一般地说，对任一个数 a，总能有一个数 −a，使它们可以相消，即 (−a)+
a = a+ (−a) = 0，我们把这样的一对数，就称为互为相反数．

例如：−3 与 +3，+
1

2
与 −1

2
，−3

1

4
与 +3

1

4
等，都分别互为相反数．特

别地，+1 与 −1 分别表示相反意义量的两个单位，它们也是互为相反数．

零的相反数，仍是零．

练习

1. 指出下列问题中的“基准”，再用正、负数表示出问题中的数量：

(a) 由天安门广场某处，向东 300 米和向西 500 米；

(b) 某种物品，多余 75 件和缺少 10 件；

(c) 某单位，今年盈利 5000 元和去年亏损 700 元；

(d) 由北京站向北 600 公里和向南 1000 公里；

(e) 收入 100 元和支出 100 元；

(f) 由某处向上 a 米和向下 b 米．

2. 指出下列各数的相反数：

+5, +7
1

2
, −4

3
, −2, +0.01, −9.32, 0

三、有理数、数轴

引进负数以后，扩大了数的范围À．因而，当我们说到整数时，就应该包括：
正整数 (自然数)、负整数和零；当我们说到分数时，就应该包括：正分数、负
分数．整数和分数，统称为有理数Á．

全体有理数组成的集合，称为有理数集合，或称 有理数系．记作集合 Q．

全体整数组成的集合，称为整数集合或整数系. 记作集合 Z．

À我国古代数学家刘徽，对正、负数下的定义是“今两算得失相反，要令正负以名之”．这是世界上最早的
正、负数定义．

Á“有理数”是 “Rational number” 的译名．比较确切的词，应称为“比数”，因为有理数都可以表示成
a

b
的分数形式．今后，还会学习“非比数”．
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有理数

整数

分数

正整数（自然数）

零

负整数

正分数

负分数

前面已经学习过：全体自然数 (正整数) 组成自然数集合，记作集合 N．
比较以上三个数的集合，可以知道：

集合 N 中所有的数，都被包含在集合 Z 中; 而集合 Z 中所有的数，又被
包含在集合 Q 中．这种关系，可以表示为：

N ⊂ Z ⊂ Q

读作：“集合 N 被包含在集合 Z 中，集合 Z 又被包含在集合 Q 中，”显然，N
当然也被包含在 Q 中．
这种关系也可以表示成：

Q ⊃ Z ⊃ N

读作：“Q 包含 Z，Z 又包含 N”，显然，Q 也包含 N．
有理数集合，有时还可以这样叙述：

有理数集 ⊃


正有理数集

{0}

负有理数集

有理数可以用一条直线上的点表示出来，具体方法是：

首先，取一条水平直线 (如图 1.1)，规定自左向右的方向为正向、任取一
点 O 为基准点 (叫原点)、选好一个单位长度 1．这样规定了方向、原点及单位
长的直线，就叫做数轴．记作 OX．

其次，在数轴上，以原点表示数 0；从原点起，用单位长向右逐次量取一
次，二次，⋯⋯，所得各分点，就分别表示正整数 +1、+2、⋯⋯；从原点起，
用单位长向左逐次量取一次、二次，⋯⋯，所得各分点，就分别表示负整数 −1，
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O

1

X

正方向

图 1.1

−2，⋯⋯．用同样方法，若改用单位长的
1

10
或

1

100
，或

1

1000
等去量取，就

可以得到表示正、负分数的点．

因此，我们可以说：

对于任一个有理数 a(可以是正有理数或是 0 或是负有理数)，在数轴上
都可以有一个确定的点 A 表示它．

例 1.15 将下列各个有理数，用数轴上的点表示出来：

3, −3

2
, −0.5, 0, 1

1

4
, −2, −3

解：首先画出数轴 OX(图 1.2)，根据所确定的的原点 O、方向、单位长，就可

以确认：数 0用原点 O 表示；其次，可逐次量取，分别将数 3，−3

2
，−0.5，1

1

4
，

−2，−3 用点 A、B、C、D、E、F 表示．

AB C DEF
X

0 1

图 1.2

例 1.16 把下列各数及它们的相反数都用数轴上的点表示出来，并按它们在数
轴上从左到右的顺序排列出来：

3.5, −2
1

2
, 0, −1, +0.5, −

(
−1

1

2

)
解：所给各数的相反数分别是：

−3.5, +2
1

2
, 0, +1, −0.5, −1

1

2

把它们分别用数轴上的点表示为：
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O

0

+1−1

−0.5 0.5
−
(
−1

1

2

)
−1

1

2−3.5 3.5

+2
1

2
−2

1

2

X

图 1.3

显然，它们在数轴上从左到右的顺序是：

−3.5, −2
1

2
, −1

1

2
, −1, −0.5, 0,

+0.5, +1, +1
1

2
, +2

1

2
, +3.5

从这两个例子可以看出：

• 正数和负数，确可以表示“相反意义”．说明量的“相反方向”．而
数零是它们的界限．

• 互为相反的一对数，在数轴上总是表示到原点距离相等的一对点．
而零与它的相反数都用原点表示．

既然有理数的正、负号是表示“相反意义”的两个方向，因此，如果用字
母 a表示一个有理数，那么它的相反数当然就应该用 −a表示了．显然，−a的
相反数，就可以表示成 −(−a)，结果自然就有：−(−a) = +a．因为，−a 的相
反数只能是 +a．

练习

1. 试列举出两个正、负有理数来．并写出它们的相反数．同时在数轴
上标出来．

2. 如果 a表示一个负有理数，那么 −a表示什么数？这两个数在数轴
上用一对点表示出来后，有什么特征？

3. 一个有理数 m，与 (−2) 正好相消，即 (−2)+ (m) = 0，你知道 m

的值吗？

4. 如果 (+5) + x = 0，那么 x 应是什么数？
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在一些实际问题中，往往又不考虑“量的方向”，如：在研究一辆汽车行驶
中的耗油量问题中，就只要计算这辆汽车行驶的里程数，而不需要去追究向什
么方向行驶．这就是说，这种问题中的“路程”，不需要用“有方向”的正、负
数来表示，只要考虑“距离”．

对于有理数来说，如果仅考虑它在数轴上的点与原点之间的距离，而不考
虑表示这个数的点在原点的左边还是右边时，我们引入绝对值的概念．

我们规定：任一个有理数 a 的绝对值是一个非负数，记作 |a|．

• 正数的绝对值，就是它本身的值．

• 负数的绝对值，就是它的相反数的值．

• 零的绝对值，就是 0．

例如：
∣∣∣∣+2

1

2

∣∣∣∣ = 2
1

2
，|0| = 0，| − 5| = 5，| − 0.7| = 0.7 等．

一般地，对任一个有理数 a，其绝对值可以表示成：

|a| =


a, 当 a 是正数时

0, 当 a 是 0 时

−a, 当 a 是负数时

练习

1.（口答）填写下表：

a +7.2 − 3

11
0 −1012 +1

2

11
−1

2

11
|a|

2. 如果 |a| = 4，试问：a 表示何数？

3. 你能说出“任一对相反数”的绝对位有什么关系吗？并举出两例．

习题 1.2

1. 用正、负数表示下列各量：

(a) 珠穆朗玛峰高出海面 8848.13 米.
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(b) 太平洋最深处低于海面 11022 米．

(c) 我国新疆吐鲁番盆地低于海面 154 米．

(d) 北京某地高出海平面 47.2 米．

2. 一座铁桥的长度测量了五次，各次测得的数据是：8015米，8009米，8012
米，8013 米，8011 米．

(a) 试求这五次测量的平均值．

(b) 如果以“平均值”为基准，试用正、负数表示出各次测量的数值与平
均值的差．

3. 写出下列各数的相反数：

7,
1

2
, −5, −1

1

7
, 0, 0.7, x, −y

4. 根据“有理数 a 的相反数 (−a) 的相反数 −(−a) 就是 a”的原理，写出
下列各式的结果：

(a) −(−2) = ；

(b) −
(
−1

1

4

)
= ；

(c) −[−(0.6)] = ；

(d) −[−(−m)] = ．

5. 把下列各数填入应属的集合内：

−5, −1

3
, 0.34, 0, −1, −3

2

5
,

1

5
, 20

1

2
, −0.001, 1010

有理数集合


正有理数集合：

{0}�

负有理数集合：

6. 在数轴上将下列有理数用点表示出来：

(a) 3, −4.1, 1, −4

3
, 0, 2

1

2
, −1

1

2
(b) −2.5 的相反数，0.75 的相反数，0 的相反数．

(c) 7500，−6250，−3750，200．（数轴上的单位长要恰当选取，为作图
方便，可以取一格为 1000）



第二节 有理数的意义 33

7. 互为相反的一对有理数有什么特征性质？举例说明．

8. 运用互为相反数的特征，回答下列各题：

(a) 如果 (−7) +m = 0，试问：m 为何数？

(b) 如果 x+

(
3
1

7

)
= 0，试问：x 为何数？

(c) 如果 0 + y = 0，试问：y 为何数？

9. 如果已知有理数 a 与 b 之间有关系“a+ b = 0”，那么，你能知道 a 与 b

是什么样的有理数吗?

10. 写出下列各有理数的绝对值：

−1

4
, −0.001, 0, +

1

100
, 99

1

9

11. 如果已知 |x| = 2.7，那么 x 是什么数？

12. 在数轴上，到原点的距离等于 8 个单位长的点，应该表示什么有理数？

13. 填满下列表格：

有理数 它的相反数 绝对值

a −a |a|
+4 −4 4

+0.01 0.01
1

6
0

−1.2

+
8

9

3
101

111

14. 填空：

(a) 绝对值比 5 小的整数有（ ）．

(b) 绝对值比 4 小的负整数有（ ）．

(c) 绝对值比 3 小的非负整数有（ ）．

(d) 绝对值比 6 小的自然数有（ ）．
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15. 计算：

(a) |0| ×
∣∣∣∣−11

10

11

∣∣∣∣+ | − 0.5|

(b) | − 4.5| ×
∣∣∣∣+22

3

∣∣∣∣
(c) 已知 (−5) + x = 0，y + (+25) = 0，试求：x2 + y 的值．

16. 你能说出符合下列条件的字母都表示什么样的有理数吗？

|a| = a, |a| = −a, |x|
x

= 1,
|x|
x

= −1

17. 算一算：

(a) |a|+ | − (−a)| − | − a| − | − (−| − a|)| （a 为任一有理数）

(b) x

|x|
− |x|

x
（x 是一个非零有理数）．

第三节 有理数的运算

引进负数以后，我们就把数的范围扩充到了有理数系. 这样，在应用中就
可以统一地处理互为相反意义的数量问题；在运算上又可以解决在小学算术中
减法“不够减”的矛盾.本节将详细讨论有理数的运算法则，并运用这些法则进
行计算．

这里还要特别指出：我们在提出有理数的各种运算法则的时候，都是根据
相反数的意义及特征性质 (−a) + (+a) = (+a) + (−a) = 0，并遵从“运算通
性”的要求，首先讨论这些运算法则的合理性，然后，才去使用这些法则，进
行计算．这就是说：引进负数以后，对于任何有理数的加法、乘法运算，我们
仍然要求它们满足交换律、结合律和分配律，而且，仍然要求数 0 与 1 具有它
们原来的运算特性．只有这样，我们所规定的运算法则，才能是合理的，也只
有明确了这些法则规定是合理的以后，才能进一步应用这些法则，有效地进行
有理数的计算．

一、有理数的加法与减法

（一）加法

在有理数范围内，互为相反数 +a 与 −a 的特征性质是 (+a) + (−a) =

(−a)+ (+a) = 0，反过来说，假如有一对有理数 a, b，它们的总效果 a+ b = 0，
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我们就说：a, b 互为相反数，即 a = −b 或 b = −a，显然，有理数 (a + b) 与
−(a+ b) 也是互为相反数．
根据相反数的特征性质，以及要求有理数加法满足交换律、结合律；要求

数 0与 1仍保持它们在运算中的特性的原则下，我们首先讨论加法运算法则规
定的合理性，然后再去应用法则．
两个有理数的加法运算，可分三种情形讨论如下：设 a, b 分别是正值．

1. 两个正有理数相加，即 (+a) + (+b)．

2. 两个负有理数相加，即 (−a) + (−b)．

3. 一个正有理数与一个负有理数相加，即 (+a) + (−b)

很显然，在 1 的情形，就是小学算术中的加法．即

(+a) + (+b) = +(a+ b)

例如：某单位收入五万元，后又收入 2 万元；显然一共收入应是 7 万元，
即：(+5) + (+2) = +7

在情形 2，我们可以根据相反数的特性及运算通性继续有效来讨论：由于

(−a) + (−b) + (+a) + (+b)

= [(−a) + (+a)] + [(−b) + (+b)] (加法交换、结合律)

= 0 + 0 (相反数的特性)

= 0 (零的运算)

而且，由加法运算的情形 1 知道，

(+a) + (+b) = +(a+ b)

所以 (−a) + (−b) + (a + b) = 0．这就是说，(−a) 与 (−b) 的和，应等于
(a+ b) 的相反数．
因此，我们规定：

(−a) + (−b) = −(a+ b)

这样规定，既是合理的，也是符合实际的，例如：某家公司，今年亏损 2.5
万元，而去年已经亏损 3 万元，两年共亏损 5.5 万元．即：

(−2.5) + (−3) = −(2.5 + 3) = −5.5 (万元)

综合情形 1、2，可以得出：
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符号相同的两个有理数相加，只要将两数的绝对值相加，符号仍取原来
的符号就行了．

对于情形 3：(+a) + (−b)，我们还需要根据 a, b（实际上就是 +a，−b 的
绝对值）的大小分别讨论．
例如：

(+5) + (−3) = (+2 + 3) + (−3)

= (5− 3 + 3) + (−3)

= +(5− 3) + [(+3) + (−3)] (加法结合律)

= +(5− 3) + 0 (相反数的性质)

= +(5− 3) (零的特性)

一般地：当 a 大于 b 时，

(+a) + (−b) = +(a− b+ b) + (−b)

= +(a− b) + [(+b) + (−b)] (加法结合律)

= +(a− b) + 0 (零的特性)

= +(a− b)

所以，在 a 大于 b 时，我们规定：

(+a) + (−b) = +(a− b), (a 大于 b 时)

这个规定也是符合实际的，比如：温度计上升 10◦C，又下降 8◦C，其结果显然
是上升 2◦C，即：

(+10) + (−8) = +(10− 8) = +2

同样，当 a 小于 b 时，我们可以作类似讨论：

(+a) + (−b) = (+a) + [−(b− a+ a)]

= (+a) + [−(b− a) + (−a)] (情形 2 加法法则)

= [(+a) + (−a)] + [−(b− a)] (加法交换、结合律)

= 0 + [−(b− a)] (相反数的特性)

= −(b− a) (零的特性)
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所以，在 a 小于 b 时，我们规定：

(+a) + (−b) = −(b− a), (a 小于 b 时)

这样规定，同样是符合实际的，比如：气温上升 10.5◦C，接着又下降 12◦C，其
结果自然应该是下降 1.5◦C，即

(+10.5) + (−12) = −(12− 10.5) = −1.5

综合对情形 3 的讨论，可以得出：

(+a) + (−b) =

+(a− b), (a 大于 b 时)

−(b− a), (a 小于 b 时)

这就是说：

两个符号相反的有理数相加，只要将较大的绝对值减去较小的绝对值，
符号取绝对值较大的加数的符号就行了．

例 1.17 运用加法法则，计算下列各题：

1. (+8) +

(
+1

1

2

)
；

2. (+5.02) + (+0.98)；

3. (−10.1) +

(
− 9

10

)
；

4.
(
−1

1

3

)
+

(
−2

1

4

)
；

5. (+99) + (−79)；

6. (−101) + (+100.9)；

7. (+57
1

3
) +

(
−57

1

2

)
；

8.
(
+1

1

9

)
+

(
−4

1

90

)
．

解：

1. (+8) +

(
+1

1

2

)
= +

(
8 + 1

1

2

)
= +9

1

2

2. (+5.02) + (+0.98) = +6

3. (−10.1) +

(
− 9

10

)
= −

(
10.1 +

9

10

)
= −(10.1 + 0.9) = −11

4.
(
−1

1

3

)
+

(
−2

1

4

)
= −

(
1
1

3
+ 2

1

4

)
= −

(
16

12
+

27

12

)
= −43

12
= −3

7

12

5. (+99) + (−79) = +(99− 79) = +20
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6. (−101) + (+100.9) = −(101− 100.9) = −0.1

7. (+57
1

3
) +

(
−57

1

2

)
= −

(
57

1

2
− 57

1

3

)
= −1

6

8.
(
+1

1

9

)
+

(
−4

1

90

)
= −

(
4
1

90
− 1

1

9

)
= −2

81

90
= −2

9

10

例 1.18 计算：

1. (+2) + (−4) + (−8)；

2.
(
−2

3

)
+

(
+
4

5

)
+

(
−1

3

)
+

(
+1

1

5

)
；

3. (−x) + (−y) + x；

4. (−a) + (−a)．

分析：遇到三个以上有理数相加时，可以按照运算顺序从左到右逐次相加 (运
用结合律)；也可以运用交换律、结合律将同号各数分别结合在一起相加，再求
总结果．
解：

(+2) + (−4) + (−8) = [(+2) + (−4)] + (−8) (结合律)

= (−2) + (−8) (异号相加法则)

= −10 (同号相加法则)

(
−2

3

)
+

(
+
4

5

)
+

(
−1

3

)
+

(
+1

1

5

)
=

[(
−2

3

)
+

(
−1

3

)]
+

[(
+
4

5

)
+

(
+1

1

5

)]
(交换、结合律)

= −
(
2

3
+

1

3

)
+

[
+

(
4

5
+ 1

1

5

)]
(同号加法法则)

= (−1) + (+2) = +1 (异号加法法则)

(−x) + (−y) + x = [(−x) + x] + (−y) (交换、结合律)

= 0 + (−y) (相反数的性质)

= −y (零的特性)
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(−a) + (−a) = (−1)a+ (−1)a (相反数的意义)

= [(−1) + (−1)]a (分配律)

= −2a (同号加法法则)

总起来说，有理数加法法则是：

有理数加法法则

1. 同号相加：

(+a) + (+b) = +(a+ b)

(−a) + (−b) = −(a+ b)

2. 异号相加：

(+a) + (−b) =

+(a+ b), a > b

−(b− a), a < b

3. 相反数相加：
(+a) + (−a) = 0

4. 与零相加：

(+a) + 0 = 0 + (+a) = +a

(−a) + 0 = 0 + (−a) = −a

0 + 0 = 0

其中的 a, b 都是正数．

练习

1.（口答）计算：

(+7) + (−5), (−7) + (+5), (−7) + (−5)(
+
1

3

)
+

(
+
1

2

)
,

(
+
1

3

)
+

(
−1

2

)
,

(
−1

3

)
+

(
+
1

2

)
,

(
−1

3

)
+

(
−1

2

)
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(+0.8)+(−1.6), (−0.8)+(−1.6), (−0.8)+(+1.6), (+0.8)+(+1.6)

2 +

(
−1

1

5

)
, (−2) +

(
−1

1

5

)
, (−2) +

(
+1

1

5

)
, 0 +

(
−1

1

5

)
2. 计算：

1+

(
−1

2

)
+

(
−1

3

)
+

(
−1

6

)
,

(
−1

5

)
+0+

(
+

8

15

)
+

(
− 4

15

)
(
−1

1

3

)
+

(
+
2

3

)
+ 0 +

(
−2

3

)
+

(
+
4

3

)
, a+ a+ (−a)

（二）减法

减法是加法的逆运算．比如 (−5)− (+3) 的问题，就是要求一个数 [?]，使
得 [?] + (+3) = (−5)．也就是说，(−5)− (+3) 是一个数 [?]，这个数能够使得
[?] + (+3) = (−5) 成立．即

[(−5)− (+3)] + (+3) = (−5)

但我们由有理数加法法则可以知道，只有

(−8) + (+3) = −5

显然得出：
(−5)− (+3) = −8 (1.1)

又由加法可知：
(−5) + (−3) = −8 (1.2)

比较 (1.1)、(1.2) 两式，不难得出：

(−5)− (+3) = (−5) + (−3) = −8

这就是说：有理数 (−5)减去 (+3)，就等于 (−5)加上 (+3)的相反数 (−3)．减
法就转化成了加法计算．
同样地，∵ (+3) + (−7) = −4

∴ (−4)− (−7) = +3 (1.3)

又由加法可知：
(−4) + (+7) = +3 (1.4)
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比较 (1.3)、(1.4) 两式，又可以得出：

(−4)− (−7) = (−4) + (+7) = +3

即，(−4) 减去 (−7) 就等于 (−4) 加上 (−7) 的相反数 (+7)．这里又把减法转
化为加法了．
由此，可以归纳出有理数减法的法则是：
减去一个有理数，就等于加上这个有理数的相反数．若用宇母表示有理数，

则有理数 x，y 的减法法则是：

x− y = x + (−y)

减法化加法

换成相反数

例 1.19 利用减法法则，计算下列各题：

1. (+9)− (−5)

2.
(
−3

4

)
−
(
+
1

2

)
3. (+0.7)− (−0.21)

4. 0− (+8)

5. (−5)− 0

6. (−2.7)− (+5)

7.
(
−1

1

2

)
−
(
−1

3

)
8. (−a)− (−a)

解：

1. (+9)− (−5) = (+9) + (+5) = +14

2.
(
−3

4

)
−
(
+
1

2

)
=

(
−3

4

)
+

(
−1

2

)
= −

(
3

4
+

1

2

)
= −5

4
= −1

1

4

3. (+0.7)− (−0.21) = (+0.7) + (+0.21) = +0.91

4. 0− (+8) = 0 + (−8) = −8

5. (−5)− 0 = (−5) + 0 = −5

6. (−2.7)− (+5) = (−2.7) + (−5) = −7.7

7.
(
−1

1

2

)
−
(
−1

3

)
=

(
−1

1

2

)
+

(
+
1

3

)
= −

(
3

2
− 1

3

)
= −7

6
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8. (−a)− (−a) = (−a) + (+a) = 0

例 1.20 计算：

1. (+1)−
(
−1

2

)
−
(
−1

3

)
−
(
−1

6

)
2. (+1)−

(
+
1

2

)
−
(
+
1

3

)
−
(
+
1

6

)
3. (−b)− (+b)− (−b)− (+a)

分析：遇到几个有理数连减时，仍可从左到右按顺序逐次相减——也就是逐次
加上各数的相反数．
解：

(+1)−
(
−1

2

)
−
(
−1

3

)
−
(
−1

6

)
= (+1) +

(
+
1

2

)
+

(
+
1

3

)
+

(
+
1

6

)
(减法法则)

= (+1) +

(
1

2
+

1

3
+

1

6

)
(同号相加法则)

= +2

(+1)−
(
+
1

2

)
−
(
+
1

3

)
−
(
+
1

6

)
= (+1) +

(
−1

2

)
−
(
+
1

3

)
+

(
−1

6

)
(减法法则)

= (+1) +

[(
−1

2

)
+

(
−1

3

)
+

(
−1

6

)]
(加法结合律)

= (+1) +

[
−
(
1

2
+

1

3
+

1

6

)]
(同号相加法则)

= (+1) + (−1) = 0 (相反数性质)

(−b)− (+b)− (−b)− (+a) = (−b) + (−b) + (+b) + (−a) (减法法则)

= (−b) + [(−b) + (+b)] + (−a) (加法结合律)

= (−b) + 0 + (−a) (相反数意义)

= (−b) + (−a) (零的特征)

= −(a+ b) (同号相加法则)
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练习

1. 口答下列各题：

(+3)− (+5), (+3)− (−5), (−3)− (+5), (−3)− (−5)

(+5)− (+2.5), (+5)− (−2.5), (−5)− (−2.5), (−5)− (+2.5)(
−7

1

2

)
−
(
−7

1

2

)
,

(
−7

1

2

)
−
(
+7

1

2

)
,

(
−7

1

2

)
−0, 0−

(
−7

1

2

)
(−a)− (+a), (−a)− (−a), (+a)− (−a), 0− (−a)

2. 计算：

(a) (+2.1)− (−0.9)− 1

(b) (−2.1)− (−0.9)− 0− (+7)

(c)
(
−1

1

5

)
−
(
−3

5

)
−
(
+
1

5

)
(d) (+a)− (0.625)− (+0.025)− (−0.415)− (+0.015)− (−a)

通过有理数减法的学习，我们就进一步明确了：引进负数后，“不够减”的
矛盾就解决了，在有理数范围内，减法运算也是畅通无阻的．

二、代数和

有理数的减法运算都可以转化为加法进行，这样一来，在有理数范围内，“求
和”与“求差”的问题就可以统一称为“求和”的问题了．比如：

算式 (+3) + (−7) − (−5) + (+9) − (+2) 中，只有加、减运算，利用减法
法则就可以统一写成“求和”的式子：

(+3) + (−7) + (+5) + (+9) + (−2) (1.5)

象这样，含有加、减法运算的式子，都能转化成仅含有加法运算的式子，我
们称作“代数和”．式 (1.5) 就是代数和．
在代数和中，被加号“+”隔开的每一部分，叫做一项，如式 (1.5)中，(+3),

(−7), (+5), (+9), (−2) 都是代数和 (1.5) 的一项．
求各项的代数和，就是对各项进行加法运算．
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在计算两项以上的代数和时，有效地应用加法的交换律、结合律，先将所
有的正数项、所有的负数项分别求和，再将这两部分相加求其总和，可以使计
算大为简便．

例 1.21 计算：(+3) + (−7) + (+5) + (+9) + (−2) + (−8)

解：

原式 = [(+3) + (+5) + (+9)] + [(−7) + (−2) + (−8)] (交换、结合律)

= (+17) + (−17) (同号加法法则)

= 0 (相反数的特性)

例 1.22 计算：(−6.5)− (−7.3)− (−3.7) + (−12.5)−
(
−1

2

)
解：

原式 = (−6.5) + (+7.3) + (+3.7) + (−12.5) +

(
+
1

2

)
(减法法则)

= [(−6.5) + (−12.5)] +

[
(+7.3) + (+3.7) +

(
+
1

2

)]
(交换、结合律)

= (−19) +

(
+11

1

2

)
(同号相加法则)

= −7
1

2
(异号相加法则)

在代数和式子中，经常省去各项之间的加号“+”及第一项前的正号“+”．
比如例 1.21 中的代数和，可以写成：3− 7 + 5+ 9− 2．读作：“正 3 负 7 正 5
正 9 负 2 的和．”或者读成：“3 减 7 加 5 加 9 减 2”．
同样，例 1.22中的代数和，可以写成：−6.5+7.3+3.7−12.5+

1

2
读作：“负

6.5 正 7.3 正 3.7 负 12.5 正 1

2
的和”．或者读成：“负 6.5 加 7.3 加 3.7 减 12.5

加
1

2
”．

例 1.23 计算代数和：(
+
3

4

)
+

(
+
1

2

)
+

(
−3

8

)
+

(
−1

4

)
+

(
−1

8

)
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解：

原式 =
3

4
+

1

2
− 3

8
− 1

4
− 1

8
(简化代数和)

=

(
3

4
+

1

2

)
−
(
3

8
+

1

4
+

1

8

)
=

5

4
− 6

8
=

2

4
=

1

2

练习

计算代数和：

1. 0 + (−24) + (−5) + 7

2. −7.2− 0.9− 5.6 + 1.7

3. 13
4

5
+ 0− 2

2

5
− 8− 6

1

5

4. −7

5
− 1

1

5
− 2

3

5
+ 3

1

5
+ 2− 4

5
+ a

例 1.24 设有有理数 a, b, c, d，说明等式：a− b+ c− d = a− (b− c+ d) 成立．

解：

a− b+ c− d = a+ (−b) + c+ (−d) (代数和原意)

= a+ (−1) · b+ (−1) · (−c) + (−1) · d (相反数意义)

= a+ (−1)(b− c+ d) (分配律)

= a− (b− c+ d) (相反数意义)

∴ a− b+ c− d = a− (b− c+ d)

这就告诉我们：在计算代数和，遇到需要添加或去掉括号时，要遵守这样
的规则：

在紧接负号后边添加括号时，括到括号里的每一项，都要改变符号；而
要脱掉紧接负号后边的括号时，又必须将括号与紧接括号前边的负号都
去掉，并将原括号内的各项都改变符号．

例 1.25 计算：
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1. 2− 1

2
− 1

3
− 1

6

2. −1
3

4
−
[
1

2
−
(
3

4
+

1

2
− 1

3

8

)
+

5

8

]
解：可以灵活运用添、去括号的规则进行计算．

2− 1

2
− 1

3
− 1

6
= 2−

(
1

2
+

1

3
+

1

6

)
= 2− 1 = 1

− 1
3

4
−
[
1

2
−
(
3

4
+

1

2
− 1

3

8

)
+

5

8

]
= −1

3

4
−
[
1

2
− 3

4
− 1

2
+ 1

3

8
+

5

8

]
= −7

4
− C

CC

1

2
+

3

4
+ C

CC

1

2
− 11

8
− 5

8

= −4

4
− 16

8

= −1− 2 = −3

练习

1. 先转化为加法，再计算：

(a)
(
3
1

3

)2

−
(
+
5

6

)
−
(
1
1

4

)2

(b)
(
−5

7

12

)
+

(
−1

3

4

)
−
(
−1

1

4

)
+ 5

7

12
− 27

2. 计算代数和：

(a) 27.5−
(
−1− 3

7
− 5

)
+

4

7
；

(b) −1.5− [1.4− (−3.6)− 4.3 + (−5.2)]．

3. 在括号内填上适当的项，使等式成立：

a+ b− c+ d = a+ b− ( )

a− b+ c+ d = a− ( )
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三、有理数的乘法与除法

对于有理数的乘法和除法，我们仍然是根据相反数的特征性质 (−a)+(+a) =

0，以及要使“运算通性”(指加、乘法满足交换、结合和分配律；数 0 与 1 仍
有原先的运算特性) 继续有效的原则下，我们去讨论它的运算法则如何规定才
合理？在此基础上，再去进一步学习和运用这些法则进行计算．

（一）乘法

两个有理数的乘法运算，仍可分为三种情形进行讨论：仍设 a, b 是两个正
有理数．

1. 两个正有理数相乘，即 (+a)× (+b)；

2. 一个正，一个负有理数相乘，即 (+a)× (−b)；

3. 两个负有理数相乘，即 (−a)× (−b)．

对于情形 1，很显然，两个正有理数相乘，就是与小学算术中所学乘法是
一样的，即

(+a)× (+b) = ab

例如：
(
+
1

3

)
×
(
+
2

5

)
=

1

3
× 2

5
=

2

15
对于情形 2，我们作以下的讨论：
由于 (+b) + (−b) = 0 以及 (+a)× (+b) = ab 已经知道，再利用我们约定

应该继续有效的“数系运算通性”，就可以得出：

(+a)× (+b) + (+a)× (−b) = (+a)[(+b) + (−b)] (分配律)

= (+a)× 0 (相反数的特性)

= 0 (零的特性)

这就是说，ab+ (+a)× (−b) = 0．

可见，(+a)× (−b) 的积与 ab 应是互为相反数，因而，我们就应该规定：

(+a)× (−b) = −ab

同样的讨论，可以得出：

(−a)× (+b) = −ab
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又由于，要使乘法运算满足交换律，就应该有以下合理的规定：

(+a)× (−b) = (−b)× (+a)

= (−a)× (+b)

= (+b)× (−a) = −ab

所以，两异号 (一负一正) 有理数相乘，将绝对值相乘，符号取负．
例如：a× (−2) = −2a

(+5)×
(
−3

5

)
= −

(
5× 3

5

)
= −3

(−2)×
(
+
1

3

)
= 2×

(
−1

3

)
= −2

3

对于情形 3，两个负有理数相乘，我们也可以作类似讨论：

(+a)× (−b) + (−a)× (−b)

= [(+a) + (−a)]× (−b) (分配律)

= 0× (−b) (相反数的特性)

= 0 (零的特性)

即：(+a)× (−b) + (−a)× (−b) = 0．
也就是说，−ab 与 (−a) × (−b) 应是互为相反数，因而乘积 (−a) × (−b)

就是 −(−ab) = +ab．
所以，两个负有理数相乘时，应该规定：

(−a)× (−b) = +ab

这就告诉我们：两个负有理数相乘，将绝对值相乘，符号取正．
例如：(−b)× (−3) = +(b× 3) = +3b(

−3

4

)
×
(
−1

2

)
= +

(
3

4
× 1

2

)
= +

3

8

综合情形 1、2、3，可得到两个非零有理数的乘法法则：将绝对值相乘，而
积的符号是：同号得正，异号得负．再加上我们一开始就约定继续有效的“零
的运算特性”：

(+a)× 0 = 0× (+a) = 0

(−a)× 0 = 0× (−a) = 0

0× 0 = 0

这样，对任意两个有理数都可以进行乘法运算了．
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例 1.26 计算下列各题：

1. (+7)× (+10), (−7)× (+10), (+7)× (−10), (−7)× (−10)

2. (−0.5)× (+0.4), (−0.5)× (−0.4)

3. (−a)× (−1), (−a)× (−2), (−a)× (+5), (−a)× 0

4.
(
−3

7

)
×
(
+1

1

6

)
,

(
−3

7

)
×
(
−1

1

6

)

5. (+1.5)×
(
−2

2

3

)
, (−1.5)×

(
−2

2

3

)
, (−1.5)×

(
−101

111

)
× 0

解：

1. (+7)× (+10) = 70, (−7)× (+10) = −70

(+7)× (−10) = −70, (−7)× (−10) = 70

2. (−0.5)× (+0.4) = −0.2, (−0.5)× (−0.4) = 0.2

3. (−a)× (−1) = a, (−a)× (−2) = 2a

(−a)× (+5) = −5a, (−a)× 0 = 0

4.
(
−3

7

)
×
(
+1

1

6

)
= −

(
3

7
× 7

6

)
= −1

2
,

(
−3

7

)
×
(
−1

1

6

)
=

1

2

5. (+1.5)×
(
−2

2

3

)
= −

(
3

2
× 8

3

)
= −4

(−1.5)×
(
−2

2

3

)
= 4, (−1.5)×

(
−101

111

)
× 0 = 0

例 1.27 计算：

1. (−7) · (+3) · (+5) · (−2) ·
(
− 1

21

)
2. (+0.1) · (−2.5) · (+4) · (−9) · (+100)

分析：求两个以上有理数的乘积时，一般应按顺序从左到右两两逐个计算，但，
利用乘法的交换、结合律，可以简化计算．
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解：

(−7) · (+3) · (+5) · (−2) ·
(
− 1

21

)
=

[
(−7) · (+3) ·

(
− 1

21

)]
· [(+5) · (−2)] (交换、结合律)

=

[
(−21) ·

(
− 1

21

)]
· [(−10)] (异号相乘法则)

= (+1) · (−10) (同号相乘法则)

= −10 (1 的特性)

(+0.1) · (−2.5) · (+4) · (−9) · (+100)

= [(+0.1) · (+100) · (−9)] · [(−2.5) · (+4)]

= (−90) · (−10) = +900

从例 1.27 两题的计算结果中，你能发现“几个非零有理数连乘时，乘积的
符号与负乘数的个数之间”有什么规律吗？
再观察两个例子：

(−1) · (−2) · (+3) ·
(
−1

2

)
·
(
−1

3

)
= +1

(−1) · (−2) · (−3) ·
(
−1

2

)
·
(
−1

3

)
= −1

可见，在计算若干个非零有理数的连乘积时，只要将绝对值相乘，而乘积
的符号，可以直接由“负乘数的个数”来确定，即：

当负乘数有奇数个时，乘积为负；
当负乘数有偶数个时，乘积为正．

显然，若干个有理数相乘，如果其中只要有一个乘数为零，那么，根据零
的特性，就知道所得乘积必定是零，就不必再去逐一计算了．

例 1.28 计算：

1.
(
−1

1

2

)
·
(
+
2

3

)
·
(
− 7

10

)
·
(
−1

4

7

)
·
(
+2

1

5

)
2.
(
−273

113

)
·
(
+99

19

100

)
·
[
7
1

8
+

(
−7

1

8

)]
· (−292)
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3. 2 · (−a) · (−5) · (−b)

解：

1. 原式中含有三个（奇数个）负乘数，因而其乘积为负．

原式 = −
(
1
1

2
× 2

3
× 7

10
× 1

4

7
× 2

1

5

)
= −121

50
= −2

21

50

2. 原式 =

(
−273

113

)
·
(
+99

19

100

)
· 0 · (−292) = 0

3. 2 · (−a) · (−5) · (−b) = −10ab

这里要指出，对于含有字母的算式，计算中只要注意字母前所带的正、负
号就可以，不必去讨论字母本身是正数还是负数．

练习

1. 口答：

(−2) · (+15), (−2) · (−15), −(−2) · (−15), −(+2) · (−15)

(−0.25)·(+8), (−0.25)·(−8), −(+0.25)·(−8), (−0.25)·[−(−8)]

(−1981) · 0, 0 ·
(
+11

1

22

)
(
−4

7

)
·
(
+1

3

4

)
,

(
−1

3

4

)
·
(
−4

7

)
, −

(
−1

3

4

)
·
(
+
4

7

)
2. 计算：

(a) (−1) · (+1) · (−1949) · (−1)

(b) (−3) ·
(
+
5

6

)
·
(
−1

4

5

)
·
(
−1

4

)
(c) (−0.25) · (−1.25) · (+4) · (−8) · (+2000) · (−0.001)

(d) [(−9) + (+7)− 13] · [4 + (−7)] · 9

(e)
(
−3

4

)
·
(
−8 +

2

3
− 1

1

3

)
(f) (−2) · (−a) · (+5) · (+c) · (−1) · b
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（二）除法

除法是乘法的逆运算．比如：对于有理数 x, y (y ̸= 0) 来说，x÷ y 的问题，
就是要求一个数 [?] 使得 y × [?] = x．即 x÷ y = [?]．

为便于讨论，设 a, b 是正有理数值．
这样，(+a)÷ (+b) 就与算术中的除法是一样的．显然 (+a)÷ (+b) = +

a

b
仍然是一个正有理数．

例如：(+8)÷
(
+
1

2

)
=

8
1

2

= 8× 2 = 16

(−a)÷ (−b) 如何进行运算呢？
因为由乘法法则知道，(−b)×

(
+
a

b

)
= −a，所以就有：

(−a)÷ (−b) = +
a

b

例如：(−8)÷ (−2) = +
8

2
= +4

同样地，由于 (−b)×
(
−a
b

)
= +a 及 (+b)×

(
−a
b

)
= −a，所以就有：

(+a)÷ (−b) = −a
b
, (−a)÷ (+b) = −a

b

例如：(+10)÷ (−2.5) = − 10

2.5
= −4

(−10)÷ (+2) = −10

2
= −5

由以上，不难归纳出两个非零有理数的除法法则应是：

两个非零有理教相除时，将绝对值相除，而商的符号是：同号相除得正，
异号相除得负．

例 1.29 计算：

1. (−82)÷ (+4), (−82)÷ (−4)

2. (+0.08)÷ (−0.2), (−0.08)÷ (−0.2), −(−0.08)÷ (+0.2)

3.
(
−3

7

)
·
(
+1

1

3

)
÷
(
−2

7

)
, −4

5
÷ 4

解：

(−82)÷ (+4) = −20
1

2

(−82)÷ (−4) = +20
1

2
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(+0.08)÷ (−0.2) = −0.08

0.2
= −0.4

(−0.08)÷ (−0.2) = 0.4

−(−0.08)÷ (+0.2) = (+0.08)÷ (+0.2) = +0.4(
−3

7

)
·
(
+1

1

3

)
÷
(
−2

7

)
=

(
−3

7
× 4

3

)
÷
(
−2

7

)
=

(
−4

7

)
÷
(
−2

7

)
= +

(
4

7
× 7

2

)
= +2

−4

5
÷ 4 =

(
−4

5

)
÷ (+4) = −

(
4

5
× 1

4

)
= −1

5

又由于任一个非零有理数夕与零的乘积为零，即 y · 0 = 0 · y = 0, (y ̸= 0)，
所以，可得：

0÷ y = 0 (y ̸= 0)

这就是说：零除以任一个非零有理数，其商仍为零．但特别注意：零不能作除
数．

练习

计算下列各题：

1. (−96)÷ (+16), (−96)÷ (−16), 0÷ (−16)

2. (−16.5)÷ (−15), (+16.5)÷ (−15), −(+16.5)÷ (−1.5)

3. (−0.08)÷ (+0.002), −(−0.14)÷ (−0.0007)

4.
(
−3

5

)
÷
(
−2

5

)
,

7

8
÷
(
−3

1

2

)
, −2

3
÷ 2

5.
(
−2

3

)
÷ (+2) + 0,

[
(−2)÷ 2

7

]
+

[
1÷

(
−1

3

4

)]
6. 0÷

(
−1980

1981

)
, 1÷

(
−3

4

)
, 1÷

(
−2

1

2

)

任一个非零有理数 x，除以 1所得的商数 1

x
，叫做这个有理数 x的倒数．
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例如：

• ∵ 1÷ 3 =
1

3
， ∴ 1

3
叫做 3 的倒数．

• ∵ 1÷ 1

4
= 4， ∴ 4 叫做

1

4
的倒数．

• ∵ 1÷
(
−3

5

)
= −5

3
， ∴ −5

3
叫做 −3

5
的倒数．

显然，以上各例中，3 也是 1

3
的倒数，

1

4
也是 4 的倒数，−3

5
也是 −5

3
的

倒数；同时还可以发现，互为倒数的两个有理数，乘积总为 1．
一般地说：非零有理数 x 与

1

x
是互为倒数．而互为倒数的两个有理数，其

特征性质是：

x · 1
x
= 1

但要注意：由于零不能作除数，所以：

零没有倒数．

有了倒数的概念以后，有理数的除法就可以转化为乘法运算进行．乘、除
法就可以统一成为乘法运算．其具体方法是：

除以一个非零有理数，就等于乘以这个数的倒数．即：

a÷ b = a× 1

b
=
a

b
, a, b 是有理数，且 b ̸= 0

例 1.30 计算：

1. −2.5÷ 5

6
×
(
−1

3

)

2. [(−56)÷ (−7)] +

[
(−2)÷

(
+
1

2

)]
解：

−2.5÷ 5

6
×
(
−1

3

)
= −2.5× 6

5
×
(
−1

3

)
(除法转化为乘法)

= +

(
5

2
× 6

5
× 1

3

)
(乘法法则)

= 1
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[(−56)÷ (−7)] +

[
(−2)÷

(
+
1

2

)]
= (−56)×

(
−1

7

)
+ (−2)× (+2)

= (+8) + (−4) = 4

练习

1.（口答）求出下列各数的倒数：

0.4,
3

4
, −5

6
, −0.1,

1

7
, −8, −1,

a

b
(b ̸= 0)

2. 你能知道那些个有理数的倒数，就是这个数本身？

3. 利用倒数概念，转化为乘法计算：

(a)
(
−1

2

7

)
÷
(
+
3

7

)
(b) (+0.26)÷ (−0.01)

(c) (−64)÷ (+4)÷ (−8)

(d)
(
+1

1

2

)
÷
[(

−1

3

)
×
(
−1

1

2

)]

四、有理数的乘方

乘方运算就是相同乘数 (因数)的连乘运算．当底数 a为任一有理数时，同
样可以记作：

a · a · · · a︸ ︷︷ ︸
n个

= an, （n 是大于 1 的自然数）

an 读作“a 的 n 次方”或“a 的 n 次幂”．
同时，仍然规定：

a = a1, a0 = 1 (a ̸= 0)

因而，有关的几个指数幂的运算律，仍然适用．在有理数乘方运算中，仍
可有效地使用的公式是：

am × an = am+n

(a · b)n = an · bn

(am)n = amn

am ÷ an = am−n (a ̸= 0, m ≥ n)(a
b

)m
=
am

bm
(b ̸= 0)
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例 1.31 计算：

1. (−4)3,

(
−1

2

)4

, (−0.1)5, (−x)4

2.
(
−2

3

)(
−2

3

)2

,

[(
−1

5

)2
]2
, (−0.2)4 ÷ (−0.2)2

3. [(−2)m · (−2)n]
2
,

[(
−1

2

)m

÷
(
−1

2

)n]3
解：由乘方的意义及运算公式，可得：

1. (−4)3 = (−4) · (−4) · (−4) = −64(
−1

2

)4

=

(
−1

2

)
·
(
−1

2

)
·
(
−1

2

)
·
(
−1

2

)
= +

1

16

(−0.1)5 =

(
− 1

10

)5

= − 1

100000
= −0.00001

(−x)4 = (−x)2 · (−x)2 = x4

2.
(
−2

3

)(
−2

3

)2

=

(
−2

3

)3

= − 8

27[(
−1

5

)2
]2

=

(
−1

5

)4

= +
1

625

(−0.2)4 ÷ (−0.2)2 = (−0.2)2 = +0.04

3. [(−2)m · (−2)n]
2
= [(−2)m+n]2 = [(−2)2]m+n = 4m+n

[(
−1

2

)m

÷
(
−1

2

)n]3
=

[(
−1

2

)m−n
]3

=

[(
−1

2

)3
]m−n

= − 1

8m−n

观察例 1.31 各题中所得结果的符号，与乘方次数 (奇数次或偶数次) 有什
么联系？能否找出规律性的东西？

乘方运算法则

任何非零有理数的乘方，将绝对值乘方，而结果的符号是——正数的任
何次乘方都取正号；负数的奇次乘方时，取负号，负数的偶次乘方时，取
正号；零的非零次方，都是 0；零的零次方幂没有意义．
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例 1.32 计算：

1. (−2)6, −26, −(−2)6, −(−26)

2. 53 × 63, 5× 63, −5× 63, −53 × 63

3. (−2× 4)2, −2× 42, 2× (−4)2

4.
(
−3

5

)3

,
33

5
, −

(
−3

5

)3

5.
(
−1

3

)2n

,

(
−1

3

)2n+1

解：

1. (−2)6 = +64, −26 = −64, −(−2)6 = −64, −(−26) = +64

2. 53 × 63 = (5× 6)3 = 303 = 27000, 5× 63 = 5× 216 = 1080

−5× 63 = −1080, −53 × 63 = −(5× 6)3 = −303 = −27000

3. (−2× 4)2 = (−8)2 = +64, −2× 42 = −32, 2× (−4)2 = 32

4.
(
−3

5

)3

= − 27

125
,

33

5
= −27

5
, −

(
−3

5

)3

= +
27

125

5.
(
−1

3

)2n

=

[(
−1

3

)2
]n

=

(
+
1

9

)n

= +
1

9n(
−1

3

)2n+1

=

(
−1

3

)2n

·
(
−1

3

)
= +

1

32n
·
(
−1

3

)
= − 1

32n+1

在乘方的运算过程中，有效地使用“运算通性”，可以简化计算．

例 1.33 计算：(−5)3 · (−2)2 · (−5)2 ·
(
+
3

5

)3

解：

原式 = [(−2)2 · (−5)2] ·

[
(−5)3 ·

(
+
3

5

)3
]

(交换律、结合律)

= [(−2)2 · (−5)2] ·
[
(−5) · 3

5

]3
(指数运算律)

= (+10)2 · (−3)3 (乘法法则)

= 100× (−27) (乘方运算法则)

= −2700
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例 1.34 利用 10 的幂形式，记出下列各数：

1000000, 30000, −5700000, 849000

(要求：一律写成 a× 10n，且 |a| 是一个比 10 小而比 1 大或等于 1 的正数)

解：

1000000 = 1× 106 = 106

30000 = 3× 10000 = 3× 104

−5700000 = −5.7× 1000000 = −5.7× 106

849000 = 8.49× 100000 = 8.49× 105

这里要指出：这种记法是把一个绝对值较大的数记成 a× 10n 的形式，其
中 |a| 比 10 小，比 1 大或等于 1；n 等于原数的整数位数减 1．这种记数的方
法在科学技术上经常应用，习惯上称为科学记数法．

练习

1. (口答)

(a) 以 (−3) 为底的三次方等于多少？

(b)
(
−1

2

)
的四次方是多少？

(c) −3× 52, (−3÷ 2)2, (−2)3 ÷ 22

−9÷ 32, (−9)÷ (−3)2, 81÷ (−3)2

(d) (−a2)3, [(−a2)]3, (−a3)2

[(−a)2]n, [(−a)n]2, (−a)n ·
(
−1

a

)n

2. 计算：82 ×
(
−2

3

)3

× (−0.25)2 × (−4.5)3

3. 用科学计数法，表示下列各数．

10000, 360000, −705000, −198100000

五、有理数的混合运算

在进行有理数的加、减、乘、除以及乘方的混合运算时，一般要按下列顺
序进行计算：
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先乘方，再乘、除，后加、减

但是，如果遇到有括号时，就要按“先里后外”的顺序逐步计算．

例 1.35 计算 (−5)2 × 3− 33 × 6÷ (−2)

解：

原式 = 25× 3− 27× 6÷ (−2) (先乘方)

= 75− 162÷ (−2) (再乘)

= 75− (−81) (再除)

= 75 + 81 = 156 (后加、减)

例 1.36 计算

[
2
1

4
−
(
−1

2

)3
]
÷
(
−3

8

)
+

(
−3

5

)
·
(
−1

2

3

)2

解：

原式 =

(
9

4
+

1

8

)
÷
(
−3

8

)
+

(
−3

5

)
× 25

9
(先里、乘方)

=

(
+
19

8

)
×
(
−8

3

)
+

(
−3

5

)
× 25

9
(再乘、除)

=

(
−19

3

)
+

(
−15

9

)
=

(
−19

3

)
+

(
−5

3

)
= −

(
19 + 5

3

)
= −8 (后加、减)

练习

计算：

1. 2
1

4
×
(
−6

7

)
÷
(
1

2
− 2

)
2. (0.01− 0.03)3 − (2× 0.042 − 0.0015)

3. −32 −
[
(−5)2 +

(
1− 0.2× 3

5

)
÷ (−2)

]
×
(
−1

8

)
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在混合运算中，还可以正确灵活运用“运算通性”，特别是加、乘法的交换、
结合律，分配律及指数运算律，进行简算：

例 1.37 计算

1.
(
1
3

4
− 7

8
− 7

12

)
÷
(
−7

8

)

2.
(
−3

2

)3

· (−0.6)2 −
(
1

7

)0

· (−1.5)3 + (−0.8)2 ·
(
−3

2

)3

+ 23 ÷
(
−2

3

)3

解：利用分配律可使计算简化．

1.

原式 =

(
7

4
− 7

8
− 7

12

)
×
(
−8

7

)
(除法化为乘法)

=
7

4
×
(
−8

7

)
− 7

8
×
(
−8

7

)
− 7

12
×
(
−8

7

)
(分配律)

= −2 + 1 +
2

3
(乘法法则)

= −1

3
(求代数和)

2.

原式 =

(
−3

2

)3

· (−0.6)2 −
(
1

7

)0

·
(
−3

2

)3

+ (−0.8)2 ·
(
−3

2

)3

+ 23 ×
(
−3

2

)3

=

(
−3

2

)3

·

[
(0.6)2 −

(
1

7

)0

+ (−0.8)2 + 23

]
(分配律)

= −27

8
· (0.36− 1 + 0.64 + 8)

= −27

8
× 8 = −27

练习

计算：

1. 23 · (−4)2 − 90 +

(
−1

2

)3

+ (−2)3 · 16

2.
(
2

3

)2

−
(
1

2

)
·
(
−2

3

)2

+
1

3
÷ (−1.5)2 − 5

6
·
(
−3

2

)2



第三节 有理数的运算 61

3.
(
1− 1

7
− 2

7
− 3

7
+

5

7

)2

÷
(
−6

7

)2

4.
(
−2

5

)
·

[
(−1)0 −

(
−5

8

)
× (−2)2 + 1

1

4
÷
(
−1

9

)0
]

习题 1.3

1. 直接利用加法法则，写出下列各结果：

(−7) + 2,

(
−9

1

2

)
+

(
−7

1

2

)
, (−7) + (+7), 3 + (−8)

(
−9

1

2

)
+

(
−5

1

4

)
, 10

1

10
+

(
−10

1

10

)
, (−2) + (−5),

(
−7

1

2

)
+ 5

a+ (−a), 7 + 23, (−8) +

(
+1

1

4

)
, (−3.2) + (−2.3)

(−41) + 38, 0 +

(
−8

1

3

)
, (−2.5) + (+3.6), 41 + (−38)

6
1

2
+ 0, (+8.7) + (−9.5)

2. 利用加法法则，填出下表各栏：

x y x+ y (−x) + y x+ (−y) (−x) + (−y)
+8 −2 +6 −10 +10 −6

−5 −1

1
1

4
−2

3

4

−3
1

2
−7

1

4

−1

9
0

3. 计算：

(a) (+3) + (−13) + (+7) + (−18)

(b) (+0.56) + (−0.9) + (+4.4) + 8.1

(c) 2

3
+ (−2.53) +

(
−2

3

)
+ 5.53
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(d)
(
−2

5

)
+

(
+

3

10

)
+

(
−1

1

5

)
+

(
−1

3

10

)
+

3

5

(e)
(
−3

7

)
+ 0 +

(
+1

1

9

)
+

(
−43

63

)
4. 计算，并注明每一步的依据：

(a)
(
+4

1

4

)
+

(
−3

1

3

)
+

(
−4

3

4

)
+ 3

2

3

(b) 9
1

2
+

(
−4

3

4

)
+

(
+1

1

4

)
+ 1

1

2

(c) 4.4 +

[
(−0.1) +

(
+8

1

3

)
+

(
−11

2

3

)]
+ 1

1

3

(d) (−17.85) + (−3.65) + 17.85 + (−1.75)

(e) (−10.5) + 22.3 + (−12.15) +
7

20

5. 要使下列的算式正确，有理数 x =?

(a) (−2) + x = 0

(b) x+

(
−1

1

7

)
= 0

(c) x+ (−3) = −4
1

3

(d) (−2.5) + x = +5

6. 利用减法法则，计算下列各题．

(+2)− (+5),

(
−7

1

2

)
−
(
+1

1

2

)
,

(
−12

1

3

)
− 10, (+2)− (−5)

(
−7

1

2

)
−
(
−3

1

2

)
, (−2.75)−(−1.95), 0−(+8),

(
−8

1

3

)
−
(
+8

1

3

)
(+5)− (−2.9), (−5)− (−8),

(
+4

3

4

)
− 5, (+1.06)− (−1.06)(

−2
1

2

)
− (+7), 7−

(
−2

1

5

)
, (−7.6)− (−9), (−2.5)− (−7)

0−
(
−9

1

2

)
, 11

1

101
− 0

7. 填出下列表中的空白：

x y x− y (−x)− y (−x)− 1

2
x− (−y) 1− y

1

4
−1

1

2
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8. 将下列各题，先改写为代数和，再计算：

(a) (−32)− (−7)− (−65)− (−24)

(b) 0−
(
−1

2

)
−
(
−1

3

)
−
(
−1

4

)
−
(
+
1

6

)
(c) 4.4−

[
(−10.1) +

(
+8

1

3

)
−
(
+11

1

3

)]
(d) (+473.63) + (−208.17)− (−89.41)− (−17.09)− (+473.65)

(e)
(
+17

3

4

)
− (+6.25)−

(
−8

1

2

)
− (+0.75)−

(
−22

1

4

)
9. 利用减法法则和运算通性，说明：

(a) a− (b+ c+ d) = a− b− c− d

(b) x− y − z − n = (x− y)− (z + n)

10. 计算代数和：

(a) 33 + 59.8− 12
4

5
− 31

3

5
− 8.7

(b) 7954 + 2047− 4643− 6009 + 3406

(c) 8− 2
3

8
+ 2− 8

1

4
− 3 + 3

1

3
(d) a+ b− a− c

11. 先去括号，再计算：

(a) 0− 1−
[
(−1)−

(
+
3

7

)
− (+5)

]
−
(
−4

7

)
(b) 1

1

3
−
(
5

2
− 2

3

)
+

(
−5

3
+ 1

1

2

)
(c) −3

1

2
−
(
1

2
+

1

3
− 5

6
− 1

1

2

)
(d)

(
1

3
− 1

2
+

5

6

)
−
(
2

3
− 5

6

)
(e) 23 ·

(
4− 1

24

)
−
(
−1

3
− 20 − 52 − 6

)
12. 利用乘法法则计算：

(−7)× (+9), 3×
(
−2

1

2

)
, (−3.5)× (+3.5), (−7)× (−10)

(
−3

1

2

)
× (−2), (−7)×

(
+
1

7

)
, (−7)×

(
−1

7

)
,

(
−1

1

7

)
×
(
+1

3

4

)
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−1

1

6

)
×
(
−6

7

)
, 5×(−2.4),

(
−1

1

4

)
×
(
−1

1

5

)
,

(
+2

2

3

)
×
(
−3

8

)
(−8)× (−1.25), 0×

(
−1921

1981

)
, (−6.2)× (−7.1), 0× (−1919)

(−a)× 0, (+0.002)×
(
− 1

500

)
13. 填满下列表格中的空白：

x y x · y (−x) · (y) x · (−y)
(
−2

3

)
xy

−4 +
3

4
(−5) +15

−12
15

17
0

+1
1

2
+3

(−0.5) (−2)

14. 计算：

(a) (−0.12)× 2
1

12
×
(
−3

4

)
× (−1.6)

(b) (−3.81)×
(
−66

2

3

)
× (−0.02)

(c) 1
7

8
×
(
−3

1

3

)
×
(
− 4

15

)
× (41)0

(d) 2

5
×
(
−1

1

2

)
×
(
−2

1

3

)
× (−7)×

(
+1

3

4

)
(e) 62 −

[
4×

(
2

3
− 1

1

2

)
×
(
−3

2

)]
15. 计算，并注出每步的依据：

(a) (−0.12)×
(
−3

4

)
× (−16)× 1

12

(b) −3

4
×
(
8− 1

1

3
− 0.04

)
(c)

(
11

12
− 7

6
+

3

4
− 13

24

)
× (−48)

(d) 25 · (−1) +

(
−1

2

)
· 25 +

(
−1

3

)
· 25 +

(
−1

6

)
· 25
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16. 利用有理数运算通性，说明下列两式：

(a) (a+ 1) · (a− 1) = a2 − 1

(b) (1 + x)2 = 1 + 2x+ x2

17. 利用除法法则，计算下列各题：

(+48)÷ (−6),
2

3
÷
(
−1

2

)
,

(
−1

1

3

)
÷
(
−3

4

)
, (−45)÷ (+9)

(
−3

5

)
÷
(
−3

5

)
, (−0.25)÷ (−4), (−36)÷ (−3),

(
−2

5

)
÷
(
+
1

2

)
(+1.84)÷ (−0.5),

−16

+12
,

(
−1

1

3

)
÷
(
+
3

4

)
, (−76)÷ 1

1

3

−18

−12
, 2

1

2
÷
(
−1

1

4

)
, (−83325)÷ (−75), 0÷ (−1850)(

−5
5

8

)
÷
(
−3

3

4

)
, (−0.75)÷ 5

5

8

18. 按表格的要求，填写各空格：

x y x÷ y (−x)÷ y 1÷ y (−x)÷ (−y) x÷ (−1)

−4 +6

0 − 1

10

−2

3
1

19. 计算：

(a) (−6)÷ 2

3
÷ 1

1

4

(b) 3.28÷
(
−2

2

3

)
÷ 1

1

2

(c) −1
1

2
÷ 3

4
× (−0.2)× 1

3

4
÷ 1.4×

(
−3

5

)
(d) −315 ÷ 35 × 37 ÷

(
+1

1

2

)3

(e) [a÷ (−a)] + [(−b)÷ b] (a ̸= 0, b ̸= 0)

20. 试利用乘法的分配律：

(a) 计算：
(
4

5
− 9

25
+

1

10

)
÷
(
−3

5

)
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(b) 说明：如果 a ̸= 0, 那么 (b+ c+ d)÷ a = b÷ a+ c÷ a+ d÷ a

21. 写出下列各乘方的结果：

(−2)5, (−1.5)2 ·
(
1
1

2

)3

,

(
−3

1

2

)2

÷
(
2

7

)2

,

(
−1

1

2

)4

(−5)2 · (−5)0, (−7)9 ÷ 77, (+0.01)2, (−0.01)2 · (−0.1)3

(−0.2)4 ÷ (−2)3,

(
−2

3

)3

, (−12)3 · (+18)3, (−0.031)2 ÷ (−0.031)2

−22

5
, −0.52 · (−1)7,

(
8
1

9

)2

÷
(
−8

1

9

)0

−33

7
, −72 · (−7)2 · (−7), (−0.25)4 ÷

(
1

4

)4

22. 计算，并用科学记数法表示结果：

(a) (−0.2)6 · (500)6

(b) (0.625)3 · (−4000)3

(c) (−1.25)4 · (8000)4

(d)
(
−1

4

)5

· (120)5

23. 用数的运算通性，说明：

am · (an − 1)÷ an = am − am−n (a ̸= 0, m ≥ n)

24. 计算：

(a)
(
1

6
− 4

3

)
− (−1)91 ×

(
3

2
− 5

3

)3

(b)
(
−3

2

)3

−
(
+
3

2

)2

−
(
−3

2

)2

− 2

−22

(c) 7× 102 + 6× (−1)2 − 8× (−1)3

(d) (−32)n+1 ÷ 16× (−2)2

(e)
(
−2

3

)2n−1

÷
(
−2

3

)2n−5

(f)
(
1

4

)n

·
(
1

2

)n+4

÷
(
1

8

)2n+1

(g) −
[
−5

8

(
−1

7

11

)m]0
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25. 如果 a 是一个负有理数，m 是一个正偶数，n 是一个正奇数，试判断以
下各乘方结果是正数还是负数？

am, an, am+n, am−n, a2m, a2n

26. 利用数的运算通性，计算：

(a) 3
1

7
+

(
−1

1

4

)
+

(
−3

1

7

)
+ 1

1

4
+ 1

(b) 99.1 +

[
1

5
−
(
−9

7

)
−
(
−1

5

)
− 1

2

7

]
(c) 5

25

29
−
[
25

7

29
− 4

29

]0
− 5

2

29

(d) 1
5

6
− 2

1

3
−
(
−5

6

)
+

(
−1

4

)
− 1

12

27. 计算：

(a) −32 + (−3)2 −
(
−1

3

)2

+

(
1

3

)2

+(−1)1011 − 1

0.12

(b) −1

2
− 1

2

[(
−1

1

2

)2

−
(
1
1

2

)2

−
(
−2

1

2

)2
]
×
(
−2

5

)2

(c)
(
3

4
+ 2

1

2

)
÷
ß
1−

[
3

4
×
(
−2

1

2

)]™
(d) −3.8 + 4.35− 10

9

10
× (−2)− 1.05× 7

28. 计算：

(a) 16 · (−3)2 + 5 · (−3)− 12÷ 2 + (−60)÷ (−4) + 18 · (−2)3 − 2 · (−3)

(b)
(
4

3
− 7

6

)2

÷
(
1

3
− 1

2

)2

÷ (−6)2 ×
(
−1

2

)2

(c) −5
1

2
−
ß

5

28
× 30 −

[
2
1

7
+

(
3− 1

4

7

)]
× 0.12

™
(d)

5− 20× 1

4
1

2
÷ 0.5

− −5

1− 1

5

+
−1

2
+ 1.5

−5

29. 回答下列问题：

(a) 如果已知两个非负有理数相加后等于零．那么这两个有理数分别是
几？
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(b) 给出有理数 a 与 b，假如告诉你 a2 + b2 = 0，你能知道 a, b 分别是
多少？为什么？

(c) 在 (b) 的条件下，试求：a3 + b3 以及 (a− 1)2 + (b− 1)2

30. 有理数 x, y 之间有关系：(x− 3)2 + (y + 4)2 = 0．试求：

(a)
(
x

y

)
+
(y
x

)

(b) x2 + y2

(c)
(
x

y

)2

+ 1

(d) x3 + y3

(e) (x+ 3)2 + (y − 4)2

第四节 有理数系的基本性质

引进负数后，建立了有理数系，它包括：正整数、正分数、零、负整数、负
分数．通过前几节讨论可以知道，在有理数系中，四则运算 (包括乘方) 都非常
简便易行、畅通无阻，比起我们在小学里所学的数 (非负有理数) 来，在运算上
和应用上都要有力得多．

一、有理数运算的“通性”

（一）加、减、乘 (乘方)、除运算的封闭性

由于引进了负数，在有理数的范围内就解决了“减法中不够减”的矛盾．因
而，任意两个有理数的和、差、积、商 (0 不作除数) 就都保证还是有理数．这
就是有理数四则运算的封闭性．相比之下，在自然数范围内，除法 (除数不为
0)、减法就不封闭；在整数 (正、负) 范围内，除法 (除数不为 0) 就不封闭．

（二）加法的交换律、结合律

对于有理数 a, b, c 来说，

a+ b = b+ a, (a+ b) + c = a+ (b+ c)

这就告诉我们，在进行有理数加法运算时，随便交换各个加数之间的位置，
随便结合各个加数，计算结果都是一样的，也就是说：在加法算式中，只要便
于计算，就可以任意添加括号，也可以省略所有括号．
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例如：

(−5.6) +

(
−1

4

)
+ (−4.4) +

1

4

= [(−5.6) + (−4.4)] +

(
−1

4

)
+

1

4

= −10 + 0 = −10

（三）乘法的交换律、结合律

对于有理数 a, b, c 来说：

a · b = b · a, (a− b) · c = a · (b · c)

这同样告诉我们，在乘法运算的式子中，也可以任意添加或去掉括号，任
意调换各乘数的位置而不影响计算结果．

例如：

(−0.625)× 3

4
× (−8)×

(
−4

5

)
=

3

4
× [(−0.625)× (−8)]×

(
−4

5

)
=

3

4
× 5×

(
−4

5

)
= −3

（四）乘法对于加法的分配律

对于有理数 a, b, c 来说：

a · (b+ c) = ab+ ac

这就告诉我们，计算一数与另两数和的乘积，跟计算这一数分别与另两数
乘积的和，结果是一样的．在具体的计算中，要灵活应用，以方便为好．

例：16 ·
(
5

8
+

3

4
+

1

2

)
= 10 + 12 + 8 = 30

(−0.7)× (−0.86) + (−0.13)× (−0.7) + 0.01× (0.7)

= 0.7× (0.86 + 0.13 + 0.01)

= 0.7× 1 = 0.7
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（五）相反数与减法

对于任一个有理数 a，总是只有一个有理数 (−a) 存在，它们有性质：
(−a) + a = a+ (−a) = 0，那么，(−a) 就称为 a 的相反数．

因而，对有理数减法，就可以转化为：

a− b = a+ (−b)

（六）倒数与除法

对任一个非零有理数 b，总是只有一个有理数
1

b
存在，它们有性质：b×

1

b
=

1

b
× b = 1；那么，

1

b
就称为 b 的倒数．

因而，对有理数除法，就可以转化为：

a÷ b = a× 1

b

以上两条告诉我们，在有理数进行减法、除法 (除数不为 0) 时，分别可以
应用相反数，倒数，将它们转化为加法、乘法运算．

（七）数 0 与 1 的特性

对于任意有理数 a 来说：

a+ 0 = 0 + a = a, a · 0 = 0 · a = 0, a · 1 = 1 · a = a

这就告诉我们，在有理数运算中，除有“零不作除数”一的约定外，0, 1 还
有特殊性，其作用显然可得：“加零如不加”、“乘一如不乘”、“乘零就得零”．

（八）指数运算律
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对于有理数的乘方运算来说：

am · an = am+n

(a · b)m = am · bm

(am)n = am·n(a
b

)m
=
am

bm
(b ̸= 0)

a0 = 1 (a ̸= 0)

am ÷ an = am−n (a ̸= 0, m ≥ n)

其中，m,n 均为正整数．

练习

利用“运算通性”计算：

1.
[
1
1

24
−
(
3

8
+

1

6
− 3

4

)
× 3× 23

]
÷ 5

2. 3n−1

3n−5
+

272n+1

93n−1

3. 2n · 6n+2 ÷ 12n − 24n ÷ 8n · 3n−2

4. 说明以下式子：(a− b)÷ c = a÷ c− b+ c (c ̸= 0)

二、有理数的大小顺序

在小学算术中已经知道：0 比任何正数都小；引进负数以后，显然应该约
定：0 比任何负数都大．因而，在有理数中，我们约定：
负数比 0 小，0 比正数小；显然，负数也就小于正数了．这个结论可以记

作：

负数 <零 <正数

读作：负数小于零小于正数．符号“<”称为小于号．当然，我们也可以将这个
结论记为：

正数 >零 >负数

读作：“正数大于零大于负数”．符号“>”称为大于号．例如：−54 < 0 < +0.01，
或 +0.01 > 0 > −54.
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这样一来，在今后的学习中，对任一个正有理数 a，就可以用 a > 0 表示；
对任一个负有理数 b，就可以用 b < 0 表示．

练习

1. 用“大于号”或“小于号”连接下列各数：

(a) 0, ,−1

2
, +

1

100

(b) −0.9, +0.9, 0

2. 如果 a ≥ 0，a 表示什么样有理数？如果 b ≤ 0，b 表示什么样有理
数？

对于任意两个有理数 a 与 b 来说，下列三种关系中必定有一种，也只能有
一种关系成立，即 a > b 或 a = b 或 a < b．但究竟如何比较两个有理数 a, b

的大小呢？我们约定：

• 当 a− b > 0 时，则有 a > b；

• 当 a− b = 0 时，则有 a = b；

• 当 a− b < 0 时，则有 a < b．

例如：5− 3 = 2 > 0 ⇒ 5 > 3

(−5)− (+3) = −8 < 0 ⇒ −5 < +3

(−5)−
(
−8

1

2

)
= +3

1

2
> 0 ⇒ −5 > −8

1

2

0− (−7) = +7 > 0 ⇒ 0 > −7

0− 0.01 = −0.01 < 0 ⇒ 0 < 0.01

显然，以上约定，反过来也是成立的，即：

• 当 a > b 时，则有 a− b > 0；

• 当 a = b 时，则有 a− b = 0；

• 当 a < b 时，则有 a− b < 0．

例 1.38 比较下列各组数的大小：
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1. −15 与 +0.001

2. −2.7 与 −3.1

3. −2

3
与 −6

7

4. −0.01 与 −1.01

解：

1. ∵ (−15)− (+0.001) = −15.001 < 0

∴ −15 < +0.001，即负数 < 正数．

2. ∵ (−2.7)− (3.1) = +0.4 > 0

∴ −2.7 > 3.1．

3. ∵
(
−2

3

)
−
(
−6

7

)
= −14

21
+

18

21
= +

4

21
> 0

∴ −2

3
> −6

7
．

4. ∵ (−0.01)− (−1.01) = +1 > 0

∴ −0.01 > −1.01．

例 1.39 比较下列三个数的大小：+0.1, −3, −1

4

分析：比较这三个数中，由于正数 > 负数，因而 +0.1 是最大的，只要比较一
下两个负数的大小即可．

解：三个数中，+0.1 最大，又 ∵ (−3)−
(
−1

4

)
= −2

3

4
< 0

∴ −3 < −1

4

因此可得：−3 < −1

4
< +0.1，或写成：+0.1 > −1

4
> −3．

注意：三个数同时比较大小时，书写的顺序务必要使它们排成由大到小或田小
到大，并用同向“大于号”或同向“小于号”连接起来．切不要写成 不同向的
形式．如：−3 < +0.1 > −1

4
的写法就不妥，因为这样的写法，并没有说明 −3

与 −1

4
的大小．

练习

比较下列各组数的大小

1. 0 与 −10， 0 与 +10， −10 与 +10， −10 与 −15

2. 1

3
与

1

5
， −1

3
与 −1

5
， −0.8 与 −0.4， −0.12 与 −0.15
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3. +0.001 与 −108 与 −0.001， −1

2
与 +

1

2
与 −1

4

通过比较有理数的大小，你能不能发现和总结一下“有理数的大小与它们
的绝对值大小之间有什么规律？”也就是说：
当你比较 0 与正数或正数与正数的大小时，它们的绝对值之间有什么关

系？
当你比较 0 与负数或负数与负数的大小时，它们的绝对值之间又有什么关

系？
可见，对于任意两个有理数大小的比较，有以下规律：

• 0 与正数或两个正数比较时，绝对值大的，数就大．

如：∵ |0| < |5| < |8|, ∴ 0 < 5 < 8；

• 0 与负数或两个负数比较时，绝对值大的，数反而小．

如：∵ | − 8| > | − 5| > |0|, ∴ −8 < −5 < 0．

这就告诉我们，在比较几个有理数大小时，可以这样排列：先把所有给出
的负数按绝对值由大到小排，接着排 0，再接着把所有给出的正数按绝对值由
小到大排列．排好的次序，就是这些有理数由小到大的顺序．它们两两之间就
可用小于号“<”连接起来了．

例 1.40 比较下列所给数的大小，并用“<”或“>”把它们连接起来：

3, −7, 1.4, −1.4, 0, −9,
1

2

解：可以两两比较大小，不过，还可以按上面所说，按绝对值大小排列的规律，
把所给七个数排列为：

−9, −7, −1.4, 0,
1

2
, 1.4, 3

用小于号“<”连接：

−9 < −7 < −1.4 < 0 <
1

2
< 1.4 < 3

显然，也可以写成：

3 > 1.4 >
1

2
> 0 > −1.4 > −7 > −9

把这些数，可以表示成数轴上的点：
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X
−9

A

−7

B

−1.4

C

0

O

0.5

D

1.4

E

3

F

图 1.4

不难看出：在数轴上，右边的点总是比左边的点所表示的有理数要大．因
此，比较有理数的大小，就相当于在数轴上比较表示它们的点的右、左位置关
系．

练习

比较下列各数的大小，用“<”号连接，并在数轴上将各数用点表示出
来．

−4, −5, 3.5, −3, 0, 2, −1.5, 0.5, 5

三、等式与不等式的基本性质

（一）等式

在我们进行有理数的各种运算中，曾经遇到过这样用等号联结的两个算式：

(−2) +

(
−1

3

)
= −2

1

3

(+0.1) + (−5.1) = −5

(−7)− b = +3, 求 b

(−2) · x = +4, 求 x

我们就把用等号“=”联结起来的两个算式，叫做等式．如果用大写字母
A,B 表示算式，那么，等式的一般形式就可以表示成：

A = B

显然，我们所见过的等式中，有两种类型：一类是无须任何条件，本来就
是事实的等式，如：5+ 3 = (−2)+ 10；(−3)− (−16) = 13；a+ a = 2a 等．这
样的等式，我们称为恒等式．

另一类是必须在某些条件下，才能成为事实的等式，如：x + (−2) = −6，
必须在 x = −4 的条件下，才能成为事实；a− b = 2，必须在 a 比 b 大 2 的条
件下，才是事实．等等，这样的等式，称为条件等式．
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此外，还有一种类型，根据等式的意义，只是在犯式上用等号连结两个算
式，而实际上是根本不能承认的事实，如：3 + 5 = 10，0 · x = −5 等．这样的
等式，称为矛盾等式．
对于这些等式，有以下基本性质：

1. 等式两边可以对调．即：如果 A = B，那么 B = A．

2. 相等的关系，可以传递．即：如果 A = B, B = C．那么 A = C．

3. 等式的两边，可以加上 (或减去) 同一个数．即：如果 A = B，那
么 A±m = B ±m．

4. 等式的两边，可以乘以 (或除以非零的)同一个数．即：如果 A = B，
那么 A ·m = B ·m (或 A÷m = B ÷m) (m ̸= 0)．

今后，多当我们遇到有关等式的问题时，就可以利用这些基本性质，根据
需要对等式进行适当的变形，得出新的等式．

例 1.41 如果 a, b 两数之间有等式关系：a− 5 = b− 2，试比较这两个数的大
小，并指出大几？

分析：要比较 a, b 的大小，就要首先把给出的等式 a− 5 = b− 2 利用等式基本
性质变形为“a, b 之差等于几”的形式．再根据比较大小的约定得出结论．
解：由等式 a− 5 = b− 2，利用等式基本性质 3，两边可以加上同一个数 5，就
变形为：

a− 5 + 5 = b− 2 + 5�即a = b+ 3

这时已经可以知道，a 比 b 大 3．
为了应用“比较大小的约定”，还可以将等式 a = b+ 3 再进一步变形为：

a− b = 3 (由性质 3，两边同减 b)

因此，a > b，且 a 比 b 大 3．

例 1.42 如果已知 5a+ b = 7b，试求：
a

b
, (b ̸= 0)

解：利用等式的基本性质，可作以下变形
∵ 5a+ b = 7b （已知）
∴ 5a = 6b （由性质 3，两边同加 (−b)）
∴ 5

(a
b

)
= 6 （由性质 4，两边同除以 b ̸= 0）
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∴
(a
b

)
=

6

5
（由性质 4，两边同乘以 1

5
）

因此，
a

b
=

6

5
= 1

1

5
．

例 1.43 如果等式 −4 = 7 + 11x 成立，试求 x．

解：利用基本性质，将等式 −4 = 7 + 11x 进行以下变形，可得出等式：

−11 = 11x (两边同减去 7)

−1 = x (两边同除以 11)

x = −1 (两边对调位置)

练习

1. 利用等式的基本性质，试把下列的等式进行变形，你能把所给的每
一个等式，变形成几个等式？并注明你每次变形的根据．

b+ (−3) = 1, 2x+ 4 = 5y (y ̸= 0)

2. 如果 3a + b = 6 + 4b，你能知道 a, b 的大小吗？并指出大 (或小)
多少？

3. a 是何值时，等式 7a− 1
1

6
=

1

2
+ 5

1

3
才能成立？

4. 想一想：“如果 A = B, C = D，那么 A+C = B +D”．这个结论
对吗？举例说明．

（二）不等式

在我们进行有理数的比较时，曾经运用了大于号“>”与小与号，“<”(统
称为不等号) 的符号．例如：5 > −7, 1− 8 < −1.4 + 1，正数 a > 负数 b 等．
我们就把用不等号“>”或“<”表示出来的关系式，叫做不等式．一般地

记作：A > B（或 B < A）．
不等式同样可以分为：恒不等式、条件不等式和矛盾不等式．例如：

• 5 > −7, 1− 3 < 1, a2 ≥ 0 都是恒不等式．

• a− 1 > 5, x+
1

2
< −1 等，都是条件不等式．
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• 5 + (−2) < (−5) + 1, −b2 > 0 等都是矛盾不等式．

显然，对于不等式，有以下基本性质：

不等式的基本性质

1. 如果 A > B，那么 B < A

就是说：不等式两边对调，不等号也应调换方向．

2. 如果 A > B, B > C，那么 A > C

就是说：同向不等关系也可以传递．

3. 如果 A > B，那么 A+m > B +m

就是说：不等式两边，可以同加 (或减) 同一个数．

4. 如果 A > B，且 m > 0，那么 Am > Bm

就是说：不等式两边，可以乘以一个正数．

5. 如果 A > B，且 m < 0，那么 Am < Bm

就是说：不等式两边乘以一个负数，不等号的方向要改变．

例 1.44 已知不等式 5a− b >
1

2
(a+ 7b)，试比较 a, b 的大小．

解：利用不等式的基本性质，可以作以下变形：

∵ 5a− b >
1

2
(a+ 7b) (已知)

∴ 10a− 2b > a+ 7b (不等式两边乘以 2)

9a− 2b > 7b (不等式两边加 (−a))

9a > 9b (不等式两边加 2b)

∴ a > b (不等式两边同乘以 1

9
> 0)

因此可知，a 大于 b．

例 1.45 试用不等式的基本性质，说明：如果有理数 a > b，那么，a >
a+ b

2
> b．
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说明：由 a > b，可作如下变形：

a

2
>
b

2
(不等式两边同乘以 1

2
> 0)

a

2
+
a

2
>
a

2
+
b

2
(不等式两边同加 a

2
)

所以，

a >
a+ b

2
(1.6)

同样可以类似地说明：
a+ b

2
> b (1.7)

因此，由 (1.6)(1.7) 可得出：

a >
a+ b

2
> b

这个例题的事实，告诉我们：任意两个有理数 a, b 之间，至少可以有一个

有理数
a+ b

2
．也就是说，即便是相差很小的两个有理数之间，总还有另外的

有理数．这也是有理数系区别于自然数系、整数系的一个重要特性．我们称它
为有理数的稠密性．

练习

1. 已知：4a− b > 3a，试比较 a, b 的大小．

2. 已知：x

4
− 1 是一个正数，x 应取什么样的数才行？

3. 如果 a < b，试说明：
a− b

10
< 0．

4. 想一想：如果“A > B, C > D, 那么 A+ C > B +D”的结论对
吗？举例说明．

5. 再想想：“如果 A > B, C < D, 那么 A − C > B −D”对吗？举
例说明．

习题 1.4

1. 利用运算通性，计算下列各题：
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(a) −1
2

3
×
(
0.5− 2

3

)
÷ 1

1

9

(b) 23 × 5
3

5
÷ (−2)×

(
− 5

14

)
×

[
−1

1

2
+

(
−1

2

)2

−
(
−1

2

)3
]

(c) (−a)2n · (−a)2m+1 + (−1)2n−1 · a+ (−1)2ma

(d) 16n−2 · 4n

82n
− 52n+4 · 2n

52n+3 · 2n−3

2. 试用运算通性，说明：

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2, (a+ b) · (a− b) = a2 − b2

3. 比较下列各组数的大小，并用不等号连接起来：

(a) 0 与 −0.0001， 0.0001 与 −1981， −1981 与 −1990

(b) −1
2

3
与 −1

5

8
， −1

4
与 100 与 −1

7
，

4

5
与 −0.1 与

5

4

(c) −1

2
与 0.5 与 −2.1 与 0， 5

1

2
与 −2

1

2
与 4 与 −1

4

4. 将下列各数用不等号连接起来，并画在数轴上：

(a) −1

2
, 0.5, −2.1, 0, −5, 4

1

2
, 3

(b) 3, −5, 5
1

2
, −2

1

2
, −4, 4, 0, −3

5. 在有理数 −7
1

3
与 +5 之间 (包括这两个数)，找出符合下列条件的数：

(a) 最大的有理数，最小的整数，

(b) 所有的自然数及它们的相反数．

6. 在下列等式的变形中，试说明应用了等式的什么样基本性质？怎样变的？

(a) a = b ⇒ a− 3 = b− 3

(b) 5a = b ⇒ a =
1

5
b

(c) ab = 1, 且b ̸= 0 ⇒ a =
1

b

(d) 10

a
=

5

b
⇒ a = 2b

(e) −2a = −4b+ 2 ⇒ a+ 1 = 2b

7. 利用等式的基本性质，比较 a, b 的大小：
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(a) a

2
=
b

2
− 1

2
(b) −a+ b = a− b+ 1

(c) a− b = b− a

(d) 7a+ 1 = −1 + 7b

8. 利用等式性质，确定下列等式中的字母应取什么值：

(a) x

2
= 8

(b) 3

5
x = −9

(c) 3

4
x = −9

2

(d) −1

2
a =

2

7

(e) −12x = −3

2

(f) −9 = −3

4
b

(g) m+ 1 = 8

(h) n− 1

2
=

1

3

(i) 28

a
= −4 (a ̸= 0)

(j) |x| − 1 = 4

(k) 3x− 7 = 2

(l) 5(x+ 2) =
1

2

9. 利用不等式的基本性质，比较 a, b 的大小：

a− 1

2
>

1

2
+ b, a− 0.1 > 0.1 + 2a− b

10. 说明在有理数 a, b 之间，一定有一个有理数
a+ 2b

3

本章内容要点

一、复习和总结了小学算术中所学的数 (自然数，零及正分数) 和四则运
算，并进一步明确了自然数的意义，系统说明了运算中的普遍性质 (通性)这就
是：加法交换、结合律；乘法交换、结合律；分配律及 0、1 的运算特性，还引
进了乘方运算和指数运算律：
乘方运算：相同因数的连乘积．

an = a · a · a · · · a︸ ︷︷ ︸
n 个 a

, a1 = a

指数运算律及零指数的意义：

am · an = am+n, (a · b)n = an · bn, (am)n = am·n

(a
b

)n
=
an

bn
(b ̸= 0), am ÷ an = am−n (a ̸= 0, m ≥ n), a0 = 1 (a ̸= 0)
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二、由相反意义的量，引进了意义相反的正数与负数，其特征就是“合并
时，可以相消或部分相消”．特别地，(−a) + (+a) = 0 时，−a 与 a 叫做互为
相反的数．+1 与 −1 是相反意义的单位. 因而将数的范围就扩大到有理数．
有理数包括正、负整数，0 及正、负分数．
一切有理数，组成有理数集合，它包含了整数集合，而整数集合又包含了

自然数集合．
任一个有理数，都可以用数轴上的一个点表示出来．

三、有理数的运算法则：
对有理数的运算法则，我们都是在承认运算通性 (包括运算律、指数运算

律，0 与 1 的特性) 仍然有效的前提下，合理地作了规定的．

1. 加法法则：设 a, b 是正有理数．

(+a) + (+b) = +(a+ b)

(−a) + (−b) = −(a+ b)

(+a) + (−b) =

+(a− b) (a > b)

−(b− a) (a < b)

(+a) + 0 = 0 + (+a) = +a

(−a) + 0 = 0 + (−a) = −a

0 + 0 = 0

2. 减法法则：设 x, y 是有理数，x− y = x+ (−y)

3. 乘法法则：设 a, b 是正有理数，

(+a) · (+b) = +ab

(−a) · (+b) = (+a) · (−b) = −ab

(−a) · (−b) = +ab

(+a) · 0 = (−a) · 0 = 0

0× 0 = 0

4. 除法法则：设 x, y 是有理数，y ̸= 0．

x÷ y = x× 1

y

5. 乘方法则：除了有效地应用指数运算律之外，有理数乘方还有以下规则：
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• 正数的任何次方，仍是正数．

• 零的非零次方，仍是零．

• 负数的偶次方是正数；而负数的奇次方是负数．

四、有理数系是一个运算简便易行，通行无阻的数集．是今后讨论数量的
实际问题的有力工具．有理数的性质可以概括为：

1. 运算性质 (通性)．

四则运算封闭；加法、乘法的交换律、结合律和分配律成立；零、1 在运
算中的特性；五个指数运算律成立；a0 = 1, (a ̸= 0)．

2. 有理数可以比大小．

• 当 a− b > 0 时，a > b；

• 当 a− b = 0 时，a = b；

• 当 a− b < 0 时，a < b．

而且，有理数的大小，正好相当于在数轴上表示这些有理数的点的右、左
位置. 我们称为“有理数的有序性”．

3. 有理数的稠密性：任意两个有理数之间，存在着很多有理数．

五、等式与不等式的基本性质．

复习题一

1. 回答问题：

(a) 最小自然数是几？最小非负整数是几？

(b) 若 a 为自然数，
5

a
也一定是自然数吗？

(c) 任意整数 m，都能有倒数
1

m
吗？

(d) 如果 x 是有理数，x2 一定比 x 大吗？

2. (a) 如果一个三角形的一边长为 a，这边上的高为 h，那么，这个三角形
的面积 S =？
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(b) 如果把以上的三角形，底边增加一倍，那么，这个三角形的面积增加
多少？

3. 用 32, 36, 48 去除时，都余 15 的最小正整数应该是几？

4. 计算：

(a) 10n+1 ÷ 10n−1, 1004n+1 ÷ 108n−1

(b) 272n+1 ÷ 93n−2, 52n+3 · 53n−1 ÷ 55n+2

(c) 6n+1 · 6n+2 ÷ 62n−1, 12n+5 · 12n ÷ 122n+1

5. 在下列条件下，求 m

n
的值．

(a) m = 2
1

7
, n = 4

2

3
(b) m,n 为相反数

(c) m,n 互为倒数

(d) m = −1

2
n

6. (a) a, b 为何值时，a2 − b2 表示正数？表示负数？表示零？

(b) a 为何值时，下边的算式才成立？

a > −a, a2 > a,
a

|a|
= 1,

a

|a|
= −1

(c) 由 |m| = |n|，能得出 m = n 的结论吗？为什么？|m| > |n| 就可以得
出 m > n 的结论吗？为什么？

(d) 如果 a, b 都是非零有理数，是否一定有：a+ b ̸= 0, a · b ̸= 0 呢？举
例说明．

7. 计算：

(a)
®[

2

5
+

(
−2

1

2
+ 1

1

4

)
× 1

7

25

]2
−
(

7

50
− 1

10

)´
÷
(
17

25
− 1

2

5

)
(b)
ß
2
3

16
−
[
4−

(
2
1

7
− 1

1

5

)
× 3.5

]
÷ 0.16

™
×
(
2
23

24
− 1

49

60

)
(c) (−1)÷

ß[
(+12)×

(
−5

8

)
+ 3× (−0.5)

]
× (−4) + (−6)

™
(d) 5

1

2

(
− 6

11

)
−
[
−0.25 + (−2)3 ÷

(
−2

2

3

)
÷ 1

3

]
−
∣∣∣∣∣−
(
1

2

)2
∣∣∣∣∣
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8. 如果 a 表示有理数 −1

2
，试说明以下各算式表示什么有理数：

(a
2
· a2
)3

+ a14 ÷ a5,
3a− 1

a+ 1

9. 利用等式性质，说明以下等式中的 x 应取何值：

5|x|+ 1 = 21,
1

2
|x| − 1 = 1− 1

2
|x|

10. 利用不等式性质，比较 x, y 的大小：

(a) 5x− 1

5
< 1 + 5y；

(b) 1

2
|x|+ 1 > 2 +

1

2
|y|．（讨论）

11. 说明以下结论：

(a) 两个奇数的和或差，都是偶数．

(b) 三个连续自然数的乘积，一定能被 6 整除．

(c) 如果有理数 a > b，那么就有：a >
a+ 3b

4
> b．

(d) 没有这样的奇数 a, b 存在，使得等式 ab− a = 1981．



第二章 一次方程式

在第一章，复习小学算术的基础之上，又引进了负数，建立了对于加、减、
乘、除以及乘方运算通行无阻的有理数系，还着重讨论了对任何有理数都适用
的“运算通性”．这样一来，当我们用字母表示数时，就应该注意领会：这个字母
既可以表示所指范围内的任一个数，同时也具有数的运算通性这两层意义；例
如：矩形的面积公式 S = a · b 中，字母 a, b, S 分别表示矩形的长度、宽度与面
积．它们可以表示所有正数中的任一个；在它们的运算中，同样具有“运算通
性”．

本章将在字母表示数的基础上，由应用问题入手，引进一次方程式，并应
用代数方法去讨论解应用题的一般途经．

第一节 算术解法与代数解法

这一节我们将以应用题为目标，分别用算术解法与代数解法来解决，从中
领会代数解法的要点，并通过比较分析，初步认识代数解法的一普遍性与优越
性．进而去掌握代数解法的原理，熟练运用其方法解决应用问题．

一、两种解法的分析、对比

从两个实例谈起：

例 2.1 某农场计划播种小麦与大豆共 138 亩，要求种小麦的面积是大豆的四
倍，试问：该农场应种小麦与大豆各多少亩？

【算术解法分析】由题目所给条件，可知：播种总面积就是种大豆面积的
(4 + 1) 倍．因此，

(种大豆亩数) = (总亩数) ÷ (4 + 1)

(种小麦亩数) = (总亩数) − (种大豆亩数)

86
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即：

138÷ (4 + 1) = 27.6(亩) (大豆亩数)

138− 27.6 = 110.4(亩) (小麦亩数)

当然，求出种大豆的亩数以后，也可根据题目已知，4 倍这个数，就是种
小麦亩数．
【代数解法分析】可以用一个字母 x 表示我们所求的一个数量，例如在此

题中，x 可以表示“种大豆的亩数”；再由题目所给条件，显然可知“种小麦的
亩数”就应该用 4x 表示；因此，只要根据“(总亩数) =(种小麦亩数)+(种大豆
亩数)”的关系式，和题目给出“总亩数 = 13”的条件，就可以直截了当地得
到一个等式：

4x+ x = 138

对于这个等式，比起算术中的算式来说，只是多了一个“表示要求的数的
字母 x”，尽管还不知道 x 究竟是多少，但终归是一个数，就必然要具有“数
的运算通性”，特别是在运算中同样可以有效地对它使用加、乘的交换、结合和
分配律；又因为所列是一个等式，就必然具有等式的基本性质．因此，我们可
以作如下的变形：

(4 + 1)x = 138 (分配律)

即：5x = 138

∴ x = 138÷ 5 (等式两边同除以 5)

x = 27.6(亩) (种大豆亩数)

4x = 4× 27.6 = 110.4(亩) (种小麦亩数)

【对比】算术解法中，要求对题意进行思考，说明每一个算式的意义．如
(4+ 1) 表示“总亩数是种大豆亩数”的倍数等；而代数解法只要求用字母 x 表
示所求的一个数量 (例 2.1 中，可以自己练习设 x 表示“种小麦亩数”的解法)，
将 x与已知的数量一起考虑它们之间的关系，根据题意能够直接了当地把关系
列成一个等式然后应用“运算通性”及“等式性质”求出 x 应有的值．

例 2.2 小明用六角四分人民币买面值为 4分、8分两种邮票一共 12张．试问：
小明买了 4 分、8 分邮票各几张？

【算术解法分析】首先假定小明所买 12张都是 9分邮票，就应该花钱 12×
0.04 = 0.48(元)．而这与实际所花的钱 0.64(元)还相差 (0.64−0.48) = 0.16(元)．
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其次，为了使所花钱数增加，且邮票张数不变，就要用 8 分邮票去换取 4
分邮票，每换取一张，钱数增加 (0.08 − 0.04) = 0.04(元)，而邮票张数还保持
不变．这样，我们的问题就可以转化为：换几次 (用几张 8 分邮票) 后，才能使
所花钱数正好能补上所差的 0.16(元) 呢？
由此可以得出本题算术解法是：

“8 分邮票的张数” =“换取的次数”

= [0.64− (12× 0.04)]÷ (0.08− 0.04)

= 0.16÷ 0.04 = 4(张)

(2.1)

“4 分邮票的张数” = 12− 4 = 8(张)

【代数解法分析】首先仍可以用一个字母 y 表示所求的“8 分邮票的张数”；
由题目显然可以知道“4 分邮票的张数”就应该用 (12− y) 表示了．
其次，由于 (每张邮票的价钱)× (张数) = (这种邮票所用的钱数)，因而可

以知道小明买 8 分、4 分邮票分别使用的钱数为：(0, 08 · y) 元与 0.04(12− y)

元．
再次，由于两种邮票总共花钱六角四分，因此就得到：

(0.08)y + 0.04(12− y) = 0.64 (2.2)

最后，由 (2.2)出发，运用数系运算通性和等式的性质 (特别是分配律)，就
可求出 y 应取的值来，即：

0.08y + 0.04× 12− 0.04y = 0.64 (分配律)

(0.08y − 0.04y) + 0.48 = 0.64 (交换、结合律)

(0.08− 0.04)y + 0.48 = 0.64 (分配律)

0.04y = 0.64− 0.48 (两边同减 0.48)

0.04y = 0.16

∴ y =
0.16

0.04
(两边同除以 0.04)

y = 4(张) (8 分邮票张数)

12− y = 12− 4 = 8(张) (4 分邮票张数)

【对比】算术解法中，我们要得出关键的算式 (2.1) 是不容易的，必须要经
过一番思考，化费一定心血才能得出的．而且每一步都要给出必要的说明，显
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得“拐弯抹角”、“道路曲折”；而代数解法从思路到计算都是比较直截了当，平
铺直叙的．再加上我们只要由例 2.1、例 2.2 两题的代数解法中，不难发现，它
的基本路子、格式是相类似的．也就是说，代数解法是有普遍性的．特别是在
解一些较复杂的应用题中，这种普遍可行的解法，更能显示出它的优越性来．

例 2.3 有两所图书馆，自建馆以来每年各进图书五千册；如果今年甲馆藏书
23 万册，乙馆藏书 11 万册，今后仍然是每年各进书 5 千册．试问：由今年起，
几年后甲馆所藏图书的册数是乙馆的三倍？

我们采用直接了当的代数解法，从中进一步明确这种解法的普遍性、一贯
性，并领略它的优越性．

解：首先，设由今年起 x 年后甲馆藏书册数为乙馆的三倍．

其次，由于今后每年两图书馆都是仍然进书 5 千册，因此，x 年后：

• 甲馆藏书册数为：(23 + 0.5x) 万册；

• 乙馆藏书册数为：(11 + 0.5x) 万册．

再次，由于 x 年后，甲所藏图书的册数是乙的三倍，所以就有等式：

(23 + 0.5x) = 3(11 + 0.5x)

以下只须用“通性”及等式性质进行变形：

23 + 0.5x = 33 + 1.5x (分配律)

23 = 33 + 1.5x− 0.5x (两边同减 0.5x)

23− 33 = 1.5x− 0.5x (两边同减 33)

23− 33 = (1.5− 0.5)x (分配律)

−10 = x (减法法则)

x = −10 (两边调换位置)

这就是说：从今年起，−10 年后 (也就是 10 年前) 甲馆藏书册数就是乙馆
的三倍．

可见，代数解法因为启用了字母表示所求的数，所得结果用有理数的意义
很容易做出问题的答案，如果还用算术解法，就要经过一番周折，多费一些心
血去说明了．这也是代数解法较算术解法优越的表现之一．
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练习

1. 试用算术、代数两种解法解下列各题：

(a) 某数的 4 倍减去 3，恰等于 13，求某数.

(b) 现有一堆小球，分给若干儿童，若每人平均分给 5个，最后缺
2 个小球，若每人平均分给 4 个，又多余 3 个小球．试问：有
几个儿童？几个小球？

2. 你能说说代数解法有几个步骤吗？

二、未知数和方程式

由前边三个应用题的代数解法，不难看出，这种解法的一般做法要点是：

用一些字母 x, y, . . . 来表示所要求的数量，我们称为“未知数”．就是用来
表达“未知量”的符号．

用含有未知数的算式，表达问题中所涉及到的其它数量．

把问题中的数量关系，平铺直叙、直截了当地用等式表示出来，这个等式
我们称为方程式．
运用“通性”与等式性质，由所列方程式求出未知数应有的值．
在以上做法中，由引进未知数到列出等量关系式 (方程)，只是解应用题的

准备工作；而有效地应用“通性”、等式性质却是代数解法的关键所在．但要注
意：准备工作是基础，必须做得充分、熟练、正确．否则，是谈不上能够正确
解决问题的．

因此，我们还要首先讨论方程式的意义及怎样列方程式，然后再进一步探
讨求出“未知数应有的值”的原理和方法．

正如前面三个例题的代数解法中，通过引入未知数，我们列出了等式：

4x+ x = 138

0.08y + (12− y)× 0.04 = 0.64

23 + 0.5x = 3(11 + 0.5x)

我们就把这些含有未知数的等式，叫做方程式．简称方程．又如：x·y−3x = 5

也是方程式．

在一个方程中，所含未知数，又称为元；被“+”“−”号隔开的每一部分
(包括这部分前边的“+”、“−”号在内) 称为一项；在一项中，数字或表示已知
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数的字一母因数叫做未知数的系数．并且在各项中，所含有的未知数的次数和，
称为这一项的次数，如：+0.08x, x, −1, 5x 等项的次数都是 1，而 xy 项的次
数就是 2；不含未知数的项，称为常数项，它的次数是 0，因此也称为 0 次项．
在一个方程的各项中，最高次项的次数，就称为这个方程的次数．
例如：方程 4x+ x = 138 中，共有三项：4x, +x 及 138；各项的系数分别

是 4, +1 和常数项 138；各项的次数分别是 1、1 及 0；方程的次数是 1．
又如：方程 xy− 3x = 5 中，共有三项：xy, −3x 及 5；各项的系数分别是

+1，−3 及常数项 5；各项的次数分别是 2，1 及 0；方程的次数是 2．等等．
实际上，方程就是表达已知数与未知数之间的一种等式关系，这种关系式

是解决问题的基础，必须在明确量与量之间的正确关系的前提下，适当引入未
知数，才能表达出来．

例 2.4 引入未知数，正确表达出以下问题中的等量关系：

1. 某数的五分之一等于九，求某数．

2. 某数与它的一半之和，恰好是 24，求某数．

3. 某两班学生总数是 101 人，而这两班的人数相差三人，求这两班各多少
人？

解：

1. 设某数为 x，则
x

5
= 9

2. 设某数为 y，则 y +
y

2
= 24

3. 设一个班有 x 人，另一班就有 (101 − x) 人，则 x − (101 − x) = 3 或
(101− x)− x = 3．

也可以这样解：设一个班有 x 人，另一个班就有 (x+ 3) 人，则

x+ (x+ 3) = 101

还可以引入两个未知数：设一个班有 x 人，另一个班有 y 人，则由题目
可知，应该同时有两个关系成立： x+ y = 101

x− y = 3
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练习

1. 试说明下列各方程式有哪些项组成？各项的系数是什么？方程的次
数是几？

(a) 1

2
x− 5x = 7

(b) 3x2 − 5 = 2x

(c) −0.05 + 7.2x = x

(d) x− xy = 0

2. 引入一个未知数，列出方程式：

(a) 用某数的 2 倍去乘 −1

3
，正好是 −10，求某数．

(b) 用 2 元钱去买回若干本书，每本书两角钱，还找回了六角钱，
问买回几本书？

(c) 高为 4 米，长比宽多 2 米的长方体体积为 140 米 3．求这个
长方体的长和宽．

(d) 两数之和为 36，若已知一数是 m，试求另一数．(注意：m 表
示已知数)．

(e) 浓度为 20% 的糖水 300 克中，含有多少克糖？多少克水？

浓度 =
糖

水 + 糖

(f) 浓度为 20% 的糖水 150 克中，加入 50 克水，浓度就变成百
分之几？

三、方程的解与解方程的原理

根据应用题所给条件，引入未知数，正确的列出方程式，只是为解决问题
提供了基础，作好了必要的准备．要使问题得到完满解决，就要从所列方程式
出发，求出未知数应有的值来，并加以验证．

在这里所说的未知数应取的值是指：把所列方程中的未知数换成这个值以
后，就使它变成一个恒等式．也就是说：把未知数应取的值代入原方程中，能
使原方程成为“真正等式”．例如：

• 把 x = 49 代入 x+ (x+ 3) = 101，得 101 = 101；

• 把 y = 7 代入 2− 0.2y = 0.6，得 0.6 = 0.6；
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• 把 x = 1 与 y = 8 同时代入 xy − 3x = 5，得 5 = 5，等等．

象这样，能使方程式成为真正等式的未知数的值，叫做方程的解．或简单
说：使方程成立的未知数的值，叫做方程的解．(一元方程的解，也叫做根)．例
如：

• x = 49 是方程 x+ (x+ 3) = 101 的解（或根）；

• y = 7 是方程 2− 0.2y = 0.6 的解（或根）；

• x = 1 与 y = 8 是方程 xy − 3x = 5 的解（或根）等．

练习

观察一下，下列方程的解各是什么？为什么？

1. 2x+ 1 = 6

2. x+ 3 = 2x

3. xy = 0

4. 0.5x+ 1 = 3

求方程的解的过程，叫做解方程．
解方程不能只靠观察、试验，而需要有系统地、有根据地去探求普遍方法．

这就要用“数系运算通性”及“等式性质”作为我们的有力工具了．
解方程的原理是十分简朴的，那就是：对于一个方程式中的未知数与已知

数进行统一考虑，因为它们都是数，又同在一个等式当中，所以，它们在运算
上就应该满足“通性”及等式的性质．只要我们有效地应用这些性质，就可以
逐步变形，求出方程式的解 (根) 来．
下面以方程 4x+2(12− x) = 32 为例，分析一下是如何有效地应用这些性

质 (特别是分配律) 去求出方程的解的，从中我们可以总结出代数解法的一般
方法和规律．
首先，由于在方程 4x+2(12−x) = 32中，含有未知数 x，因而无法按运算

顺序 (先括号里，后括号外) 进行变形．这时候，分配律就要大显身手发挥作用
了，运用它可以“小表及里”地把括号打开，将方程变形为：4x+2·12−2·x = 32；

其次，运用加法交换、结合律及分配律，可以逐步将方程变形如下：

(4x− 2x) + 24 = 32

(4− 2)x+ 24 = 32

2x+ 24 = 32

(2.3)

由此，可总结出方程变形的第一个规律：
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运用“通性”(特别是运用分配律) 可以“由表及里”的将括号打开，并将
“含有相同未知数且所含未知数的次数也相同”的各项结合起来，合并在一起
——这叫做合并同类项．从而使方程式简化．
再次，对于方程 (2.3)，利用等式性质可以继续变形，将方程 2x+24 = 32

两边同加 (−24) 得：

2x = 32− 24

可以发现，利用等式性质 3进行的这一变形，就相当于把方程 2x+24 = 32

中的左边一项 +24，改变符号后，移到右边去，就得到方程式：

2x = 32− 24

2x = 8
(2.4)

由此，又可以总结出方程变形的第二个规律：

运用等式性质 3 把方程一边的任意一项改变符号以后，移到方程的另一边
——这叫做移项．简单说，就是“移项变号”．
最后，由方程 (2.4)，只要再用等式性质 40 就可以变形为最简单的形式，

未知数应取的值也就一目了然了．这就是：

将方程 2x = 8 两边同乘 (或同除以) 一个非零数 1

2
（或 2），即可得出

x = 4 (2.5)

由此，还可以总结出方程变形的第三个规律：

运用等式性质 4，把方程两边各项同除以未知数的系数 (或乘以系数的倒
数)，使方程化为最简形式．得到未知数应取的值．
综合以上三条规律，得到解方程的具体方法是：展开括号、移项变号、合

并同类项、除以未知数的系数，使方程化为最简形式．当然，在求出未知数的
值以后，还要代入原方程加以检验，最后确定出原方程的解．

例 2.5 解方程 9x− 5 = 5− x

解：先“移项变号”得
9x+ x = 5 + 5

再“合并同类项”得：

10x = 10

最后“除以 x 的系数 10”得：
x = 1
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把 x = 1 代入原方程的两边，进行检验：

左边 = 9× 1− 5 = 4, 右边 = 5− 1 = 4

∴ 左边 = 右边

∴ x = 1 是原方程 9x− 5 = 5− x 的解．

例 2.6 解方程 −5 = 5x− 7(1− x)

解：

−5 = 5x− 7 + 7x (用分配律展开括号)

−7x− 5x = 5− 7 (移项变号)

−12x = −2 (合并同类项)

x =
1

6
(两边除以 −12)

把 x =
1

6
代入原方程两边，经检验知：

1

6
是方程 −5 = 5x− 7(1− x) 的解．

练习

1.“解方程”和“方程的解”一样吗？区别是什么？

2. 解方程的原理是什么？根据原理又得出些什么样具体方法和规律？

3. 试用解方程的具体规律，将下列各方程化为最简单形式：

(a) x− 7 = 9

(b) 6− y = y − 5

(c) 2x+
1

2
= 0

(d) 12 = 6x− 9(2− x)

习题 2.1

1. 试用算术、代数两种解法解下列各题，并比较优劣：

(a) 某生产队今年植树 18000 棵，正是去年植树的 2 倍还多 400 棵．问：
去年植树多少棵？

(b) 一本 864 页的书，每页 55 行，每行 40 个字；再版时计划每页增印
5 行，每行又多印 8 个字．问：再版这本书时能比原版减少几页？
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(c) 兄、弟二人，今年分别为 15 岁和 9 岁．问：几年后，兄是弟的年龄
的 2 倍？

2. 引入未知数 x，把下列问题中所求的量，用含有未知数的算式列出来：

(a) x 的 1
1

2
倍与 −7 的代数和．

(b) x 的相反数与 27 的差．

(c) x 与已知数 a 的平方和再减去 10 所得的差．

(d) x 的 20% 与 51 的差的一半．

(e) 浓度为 51% 的盐水 x 克中，含有的纯盐量与含水量．

(f) x 克盐溶化到 100 克水中，盐水的浓度．

(g) 一件工作，小李 x 天作完，求：每天的工作量和 3 天的工作量．

(h) 以每小时 20 公里的速度，要走出 x 公里的路程，需要多少时间？

(i) 操场上有 400 米一圈的跑道，速度分别是 x 米/秒和 2x 米/秒的两
个人，同时，同地相背而跑时，在什么时间相遇？

(j) 上题中，如果两人同向跑时，快的在什么时间追上慢的．

3. 适当引入未知数，列出下边问题的方程：

(a) 某数与五的和，正好是这个数的 3 倍，试求某数．

(b) 矩形的周长是 40，长比宽多 10，试求这个矩形的面积．

(c) 浓度为 85% 的酒精 100 斤与浓度为 15% 的酒精 100 斤混合在一起
以后，它的浓度是多少？

(d) 甲、乙二人由同地出发，甲以每小时走 5 里的速度先出发 1.5 小时，
乙骑自行车经过 50分钟才赶上甲．试求：乙每小时骑车能走多少里？

4. 指出下列各方程中：有那些项，各项的系数、次数分别是多少？方程是几
次的？

(a) 7x+ 1 = 0

(b) −1

5
x− 1 = x+ 10

(c) 0 = 0.1x

(d) 1− xy = 3x

5. 利用解方程原理得出的具体规律，把下列方程式化为最简形式：
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(a) 1

2
x = −1

(b) 1

3
x+ 1 =

1

3

(c) 3− x = 6

(d) −7 + 2(1− x) = 0

6. 解下列方程，并注明每步变形的根据：

(a) x− 1 = 2x

(b) 0 = 7x− 1

2

(c) 8− 10y = −32− 5y

(d) 1

4
= 2x− 1

2
(1− 4x)

7. 如果 a, b 都是已知的数，并且 a ̸= −1，试利用解方程的原理，解方程：

ax+ 1 = b− x, b− ax =
1

2
+ x

第二节 一元一次方程

一、一元一次方程

在第一节所列举的方程式中，可以找出具有这样特点的方程：

1. 只含有一个未知数；

2. 分母不含有未知数；

3. 方程的次数是 1 次．

比如：4x+ x = 138；
x

5
= 9；0.08y+ 0.04(12− y) = 0.64；x+

x

2
= 24 等都属

于这一类方程式．

我们把只含一个未知数、分母不含未知数，且次数又是 1 的方程，称为一
元一次方程．
一元一次方程的一般形式是：

ax+ b = 0 (a, b 是已知数，且 a ̸= 0)

二、一元一次方程的解法

我们利用由“通性”及等式性质而归纳出来的代数解法的具体规律，来讨
论一元一次方程的解法．

例 2.7 解方程 8x = 5x− 3
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解：原方程移项得 8x− 5x = −3

合并同类项得 3x = −3

两边除以 3 得 x = −1

验算：把 x = −1 代入原方程中的两边，

左 = 8× (−1) = −8,

右 = 5× (−1)− 3 = −8,

左边 = 右边，∴ 原方程的解是 x = −1．

例 2.8 解方程 7(1− x) = 2(x+ 3)− 4(5 + 4x)．

解：先运用分配律去括号：

7− 7x = 2x+ 6− 20− 16x

移项：把含 x 的各项移至方程左边，而把所有的常数项移至右边．

−7x− 2x+ 16x = 6− 20− 7

合并同类项：分别求含 x 项的系数的代数和与常数项的代数和：

7x = −21

两边除以 7：x = −3．

验算： x = −3 代入原方程两边，

左 = 7[1− (−3)] = 28,

右 = 2(−3 + 3)− 4[5 + 4(−3)] = 28,

左边 = 右边，∴ 原方程的解是 x = −3．

例 2.9 解方程 3(3y + 1) = 2(1 + y) + 3(y + 3)

解：把原方程去括号：9y + 3 = 2 + 2y + 3y + 9

移项：9y − 2y − 3y = 2 + 9− 3

合并同类项：4y = 8

除以 y 的系数 4：y = 2

同学可以自己验算，从而得到：原方程的解是 y = 2．
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练习

解下列方程：

1. 0 = 5x− 1

2. x+ 5 = −2− 6x

3. 3(1− x) + 1 = −(x− 1)

4. 5(x− 1)− 3(x− 1) = 0

例 2.10 解方程 0.3(8x− 1) = 2x+ 2.9

解：

3(8x− 1) = 20x+ 29 (原方程两边乘以 10)

24x− 3 = 20x+ 29 (去括号)

24x− 20x = 29 + 3 (移项变号)

4x = 32 (合并同类项)

x = 8 (两边除以 4)

经验算以后，可知：原方程的解是 x = 8.

练习

解下列方程：

1. 0.1x+ 1 = 0.2

2. 0.16(x+ 5) = 1− 0.2x

3. 0.625 = 0.5(y − 2)

4. −0.1(x− 10) = 9− 0.2(1−x)

例 2.11 解方程
2y − 1

3
− 1 =

5y + 1

8
− 3y + 1

6

分析：遇到分数系数的方程时，可以先由等式性质，两边乘以“各分母的最小
公倍数”，把系数的分母去掉，转化为整数系数方程以后，再求解．本例中 3，
8，6 的最小公倍数为 24．
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解：方程两边各项乘以 24

8(2y − 1)− 24 = 3(5y + 1)− 4(3y + 1) (去分母)

16y − 8− 24 = 15y + 3− 12y − 4 (去括号)

16y − 15y + 12y = 3− 4 + 8 + 24 (移项)

13y = 31 (合并同类项)

y =
31

13
= 2

5

13
(两边除以 13)

经验算 (可以口算或在草稿纸上笔算，不写入解题过程中)后知道，原方程的解
是 y = 2

5

13
．

练习

解下列方程：

1. 1

5
+ x = −1

2. 1

4
(1− 5x) = 0.5

3. 3

7
(1− x) = 1− x

7

4. −1

8
(24−16x) = −1

9
(18x+9)

归纳以上例题，可以看出：

解一元一次方程的一般步骤为

I. 去分母 (或化为整系数)．

II. 去括号．

III. 移项变号．

IV. 合并同类项、化为 ax = −b 的形式 (a ̸= 0)．

V. 除以未知数的系数得：x = − b

a
．

这里还要指出：

1. 由于方程的形式多样，在解的过程中不必死套以上五步，要根据具体情况，
灵活应用．

2. 验算可以不必写出，但一定要自己口算或笔算进行检验，以确实保证计算
正确．
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例 2.12 解下列方程：

1. 25(1− 2x) = 12.5 + 12.5(1− 4x)

2. 1

2
(4x+ 6) = −1 + 2x

解：

1. 观察所给方程，显然用不着化小数系数为整数，去括号以后，一合并即可
“凑整”．因此

25− 50x = 12.5 + 12.5− 50x (去括号)

−50x+ 50x = 25− 25 (移项)

0 · x = 0 (合并同类项)

显然，x 可以是任意数．

事实上，当 x 取任意数时，原方程两边都能得到相等的结果．

所以，原方程的解是：x 取任意数 (无限多个)．

2.

2x+ 3 = −1 + 2x (去括号)

2x− 2x = −1− 3 (移项)

0 · x = −4 (合并同类项)

显然，无论 x取什么值，方程的左边总是 0，边总是 −4，不可能使左、右
相等；这也就说明，论 x 取什么值，总是不能使原方程式两边的值相等．

这时，我们就说：原方程式无解．

练习

解下列方程：

1. 4

[
1

4
− 1

2
(3x− 1)

]
= 2[0.5(−3− x) + 1]

2. 7− 9x = 3

(
2
1

3
− x

)
− 6x

3. 1

5
(10− 20x) = 7− 4x
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4. x
2
+
x

3
+
x

6
− 7 = 2x+ 5

例 2.13 解方程
1

2

ß
1

3

[
1

4

(
0.1x− 0.5

0.5

)
− 2

]
− 3

™
− 4 = 0

分析：方程左边的算式很繁，但很有规律，特别是小括号内的算式
0.1x− 0.5

0.5
，

可以利用分数的基本性质，分子、分母同乘以 10，就变成为 x− 5

5
=

1

5
x− 1，

因此原方程就可以写成：

1

2

ß
1

3

[
1

4

(
1

5
x− 1

)
− 2

]
− 3

™
− 4 = 0

这时，也不一定非要先去括号，或先去分母，那样计算稍繁，为计算方便，可
逐步进行去分母与合并．

解：原方程式可写成：

1

2

ß
1

3

[
1

4

(
1

5
x− 1

)
− 2

]
− 3

™
− 4 = 0

1

3

[
1

4

(
1

5
x− 1

)
− 2

]
− 3 = 8 (两边乘以 2)

1

3

[
1

4

(
1

5
x− 1

)
− 2

]
= 11 (移项、合并)

1

4

(
1

5
x− 1

)
− 2 = 33 (两边乘以 3)

1

4

(
1

5
x− 1

)
= 35 (移项、合并)

1

5
x− 1 = 140 (两边乘以 4)

1

5
x = 141 (移项、合并)

x = 705 (两边乘以 5)

经检验，原方程的解是 x = 705．
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练习

解下列方程：

1. 0.1− 0.3x

0.2
= 5

2. x− 3

0.5
− x+ 4

0.2
= 16

3. 3

2

[
2

3
(x− 1)− 2

]
= 3

4. 1

3

ß
1

3

[
1

3

(
1

3
− 1

)
− 1

]
− 1

™
− 1 = 0

习题 2.2

1. 检验以下各题方括号中所给出的数是不是所给方程的解 (或根)？

(a) 2(3x− 4) = 5(x− 2), [3, −2]

(b) x(x+ 1) = 12, [3, −3, 4, −4]

(c) x

2
+
x

3
+
x

4
= x,

[
−0.1, −2,

1

4
, 7, −101, 0, 1981

]
(d) 9− 10x =

1

4
(2− 36x)− x, [0, 1, −1, a]

2. 解方程：

(a) 0.8x = 1

(b) 7x− 1 = 5x

(c) 0 = 6x− 1

2

(d) 4− 7x = 7x− 4

(e) 2|x| = 2

(f) 1 = 3− |x|

3. 解方程：

(a) −5(x− 1) = 0

(b) 1− 2(x− 3) = x

(c) 10y + 7 = 3(4y − 1) + 4(1− y)

(d) 9 = 2(3x− 1) + x− 4

(e) 4(2t+ 3) = 8(1− t)− 5(t− 2)
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(f) 5(z − 1)− 9(1− z) + 3(2z − 2)− (z − 1) = 2

4. 解下列方程：

(a) −0.3(1− x) + 0.1 = 2

(b) 0.7 = x− 0.2(5− x)

(c) 0.2(2x− 1)− 0.5(2− 4x) + 1 = 0

(d) 7(2x+ 1)− 3(4x+ 2) + 5(x+ 0.5)− 1 = 0

(e) 1.8− 8x− 0.6(1.3− 3x) = 4(5x− 0.4)

5. 解方程：

(a) 7x− 5

4
=

3

8

(b) 3− x

2
=
x− 4

3

(c) 2x− 1

6
− 5x− 1

8
= 1

(d) 3x− 1

2
+ x =

2x+ 1

5
− 1

(e) y − y − 1

2
= 2− y − 2

5

(f) 2

5
y +

1

9
=

1

9
y − 2

5

(g) x− 2

5
− x+ 3

10
− 2x− 5

3
+3 = 0

(h) 9t+ 2

7
− 3 + 2t

3
− 3t− 14

2
= 1

(i) 1
1

2
x− 14− x

3
= 3x

(j) x− 3x+ 6

2
+

3x+ 6

5
= 0.5x

6. 用解方程的方法，求以下问题中的未知量：

(a) 已知公式 ℓ = ℓ0(1+αt) 中，ℓ = 80.096，ℓ0 = 80，α = 0.000012，试
求 t．

(b) 已知一梯形的面积是 120cm2，上底是 12cm，高是 8cm，试求下底
长是多少？

(c) 在公式 S =
1

2
at2 中，S = 168, t = 4，试求 a．

(d) 在公式 F = 32 + 1
4

5
C 中，已知 F = 77，试求 C．

7. 下列各方程的解法是否正确？如果有错，请把它改正过来：

(a) 解：

3(x− 1) = 7− x

3x− 3 = 7− x = 3x+ x = 7 + 3

= 4x = 10

= x = 2
1

2
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∴ x = 2
1

2
(b) 解：

y

2
+
y

4
= 1

2y + y = 1

3y = 1

∴ y =
1

3
(c) 解：

x+ 1

3
− x− 2

6
=

4 + x

2

2x+ 2− x− 2 = 12 + 3x

2x− x− 3x = 12

−2x = 12

∴ x = −6

(d) 解：

0.1x− 0.5

0.2
+ 1 = 0

x− 5

2
+ 10 = 0

x− 5 + 20 = 0

x = −20 + 5

∴ x = −15

8. 解下列方程：

(a) 0.4y + 0.9

0.5
− 0.03− 0.02y

0.03
− y − 5

2
= 0

(b) x− 1

2

[
x− 1

2
(x− 1)

]
=

2

3
(x− 1)

(c) 1

2

ß
1

2

[
1

2

(
1

2
y − 3

)
− 3

]
− 3

™
− 3 = 0

(d) 1

8

ß
4

[
5

8
(t− 1) +

3

8
(1− t)

]
− 7(1− t)

™
= 100

(e) 9

8

[
2

3

(
4

5
x− 2

3

)
+ 1

]
=

2

3
x

(
1

2
− 1

3

)
− 5

8
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(f) 1

2

ß
x− 1

3

[
x− 1

4

(
x− 2

3

)
− 3

2

]™
= x+

3

4

9. 解下列方程：

(a) |x− 4| = 0

(b) |x+ 1| = 5

(c) |x− 1|+ 1 = 2

(d) |2− x| = 3|x− 2|

10. 解下列文字系数的一元一次方程：

(a) ax+ 1 = 0 (a ̸= 0)

(b) 5x− a+ 1 = 0

(c) ax+ 5 = x− 3 (a ̸= 1)

(d) ax+ b = 8− x (a ̸= −1)

(e) x

a
+
x

b
= 1 (a+ b ̸= 0)

(这里的字母 a, b 都是已知数)

11. 如果已知方程 mx+ 2 = 2(m− x) 的根是 x =
1

2
，试求这个方程中 m 的

值．

第三节 一次方程组

一、二元一次方程

先看下边的实例：

今有货物 10 吨，要用大、小两种卡车一次运走，如果每辆大车能装 2 吨
货，每辆小车只能装 1 吨货．试问：应派大、小车各几辆才能在每辆车都装满
的情况下，正好一次运走全部货物？

显然，派车的方案不止一种，比如：派五辆大车而不派小车；或派四辆大
车和两辆小车等等，一共有多少种可行方案呢？我们用代数解法去讨论．

设派出大车 x 辆，小车 y 辆，则由问题所给出的条件可以得出：

2x+ y = 10 (2.6)

显然这是一个方程式，它与一元一次方程相比，只是多了一个未知数 (元)．
而其余的特点是一样的：分母不含未知数、方程的次数是 1，因此，我们就把
“含有两个未知数且分母不含未知数的一次方程”，叫做二元一次方程式．

能够使二元一次方程两边的值相等的未知数 x, y 的一组值，叫做这个二元
一次方程的一个解，记作 (x, y)．比如：方程 (2.6)的一个解，可以记作：(x, y) =
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(5, 0)，这就是说，把 x = 5, y = 0 这一组值代入 (2.6) 的两边，计算结果是相
等的．
前边已经说过，我们所提问题的“派车方案”不止一种，因此，方程 (2.6)

的解就不止一个．但由于这里的 x, y 都表示所派的卡车辆数，因而它们的值就
只能是非负整数了. 否则，所得结果就毫无意义了. 用列表的方法，很容易把所
有的“派车方案”(也就是方程 (2.6) 的解) 找出来，这就是：

x 5 4 3 2 1 0
y 0 2 4 6 8 10

其中每一个 (x, y) 的数组值，就是方程 (2.6) 的一个解，也就是所提问题的一
种“派车方案”．
把所有能使方程 (2.6) 成立的，且符合实际问题的各个数组值所组成的集

合，可以表示为：

A = {(x, y)} = {(5, 0), (4, 2), (3, 4), (2, 6), (1, 8), (0, 10)}

这个集合中的每一组值，都是 (2.6)的一个解，我们把集合刀叫做方程 (2.6)
的符合题意的解集.
应该指出：如果不考虑具体问题，只是从数学上考虑方程 2x+y = 10的解

时，就不能限制在非负整数的范围内了，而应该考虑到所有的有理数范围．这
时，只要任意取 x 的一个有理数值，代入方程 (2.6) 就可以求出 y 的一个相应
的值，从而得到方程 (2.6) 的一个解；当然，也可以先随便取 y 的一个值，代
入方程 (2.6)，就能求出 x 的一个相应值，同样可得到方程 (2.6) 的一个解．这
样可以无止境的作下去，因此，可以得到方程 (2.6) 的无限多个解．如下表：

x · · · −3 −1

2
−1 0

1

2
0.7 10.6 · · ·

y · · · 16 11 12 10 9 8.6 −11.2 · · ·

所以，我们说：任一个二元一次方程有无数多个解．正因为如此，二元一
次方程也被称为不定方程．

例 2.14 试求二元一次方程 3x+ y = 8 的正整数解．

分析：二元一次方程虽有无数多个解，但本题只要求正整数解，因而可能是只
有有限几个解．
解：可将原方程变形为：

y = 8− 3x (移项变号)
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然后，可以设 x 分别取正整数 1、2，相应地代入上式，求出 y 值分别为：

y = 8− 3× 1 = 5, y = 8− 3× 2 = 2

如果继续取 x = 3，代入上式可知，y = 8− 3× 3 = −1，这已经不符合所
要求的“正整数”解．显然，x 取比 3 大的正整数时，相应的 y 值更不是“正
整数”了，所以方程 3x+ y = 8 的正整数解集是：

{(x, y)} = {(1, 5), (2, 2)}

练习

1. 求 3y = 9− 6x 的非负整数解集．

2. 求 3x+ 2y = 16 的正整数解集．

二、方程组与方程组的解

如果我们把前边所提到的实例，另加要求条件，改为“要用大、小卡车共
六辆，一次运走 10 吨货物，大车每辆装满 2 吨，小车每辆装满 1 吨．试问：应
如何派车？

不难发现，只是增加了一个条件“只能派六辆车”．也就是说，用代数法解
决这个问题时，不仅可列出方程

2x+ y = 10 (2.7)

而且还应该增加一个条件：

x+ y = 6 (2.8)

(2.8) 式同样是一个二元一次方程，其中的 x, y 同样表示大、小卡车的辆
数，也应限制在非负整数范围内取值．它的解也列表如下：

x 6 5 4 3 2 1 0
y 0 1 2 3 4 5 6

因此，方程 (2.8) 的非负整数解集为：

B = {(x, y)} = {(6, 0), (5, 1), (4, 2), (3, 3), (2, 4), (1, 5), (0, 6)}

要解决所提的问题，只要求出同时适合方程 (2.7) 和方程 (2.8) 的数组值，
也就是求出非负整数解集 A 与解集 B 的公共解解集就可以了．这样的解集中
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的数组值，一定满足方程 (2.7) 与方程 (2.8)，因而也就是我们所提问题的解决
方案．

显然，这个公共解就是：

(x, y) = (4, 2)

也就是说，只要“派出大车 4 辆，小车 2 辆”就符合这个问题的要求．
在此，我们把集合 A 与集合 B 的公共部分所组成的新集合，叫做集合 A

与 B 的交集合，简称交集，记作：A ∩B，读成“A 与 B 的交”．

如上例：

A = {(5, 0), (4, 2), (3, 4), (2, 6), (1, 8), (0, 10)}

B = {(6, 0), (5, 1), (4, 2), (3, 3), (2, 4), (1, 5), (0, 6)}

A ∩B = {(4, 2)}

A

A ∩B

(4, 2)

B

(5, 0)

(3, 4) (2, 6)

(1, 8) (0, 10)

(6, 0) (5, 1)

(3, 3) (2, 4)

(1, 5) (0, 6)

图 2.1

由此可见，在解决应用问题时，还可以引入两个或更多个未知数，列出几
个方程式，把它们联合起来求得公共解．

我们把几个方程式联合在一起，组成一个整体，就叫做联立方程式，也叫
方程组．一个方程组中的几个方程，应用“{”标出．如： 2x+ y = 10

x− y = 6
,

 2x = y − 5

3x = −4y

都表示方程组．
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含有两个未知数的一次方程组，称为二元一次方程组．比如: x+ y = 2

y = 1
,

 x− 2y = 3

x+ y = 7
,

 x = 2 + y

y = −x

都是二元一次方程组．

能够同时满足方程组中每一个方程的未知数的一组值，叫做方程组的解．

也就是说：一个方程组中，每个方程的解集的交集，就是这一方程组的解
集．例如：x = 4, y = 2 能够同时满足 2x + y = 10 与 x + y = 6，因此，

(x, y) = (4, 2) 就是方程组

 2x+ y = 10

x+ y = 6
的一个解．

练习

1. 检 验 下 列 方 括 号 中 的 数 值 组 (x, y)， 有 没 有 方 程 组 2x+ y = −5

3x = −4y
的解？

[(4, 3), (4,−3), (−4, 3), (0,−5)]

2. 如果给你一个数值组 (x, y) = (1, 1)．你能造出一个二元一次方程
组，使它的解是这个数值组吗？

三、二元一次方程组的解法

求方程组的解的过程，叫做解方程组．

如何解二元一次方程呢？

假如按照上边所说方法：“先求出方程组中每一个方程的解集，再求这些
解集的交集”去作的话，就会发现：这种方法按理说没有问题，但实际作起来
既繁，又没有准儿．因为每一个方程都有无限多个解，全部找出来不易；要求
每个方程的公共解，就更不容易了．为此，我们需要进一步探求二元一次方程
组求解的普遍可行的有效方法．

一般来说，解二元一次方程组的关键是：设法把二元转化为一元方程求解．
总称为消元法．
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（一）代入消元法

例 2.15 解方程组 ®
2x+ y = 13 (2.9)

7x+ 9y = 84 (2.10)

分析：方程 (2.9), (2.10) 既然组成一个方程组，因而两个方程式中的未知数 x

就是表示同一个数量，而未知数 y 也表示另一个相同的数量．这样，就可以从
(2.9) 中首先解出：y = 13− 2x (移项变号)，再把这个关系式代入 (2.10) 式中，
去代换 (2.10) 中的 y．从而使 (2.10) 式中消去未知数 y，变成：

7x+ 9(13− 2x) = 84

解这个一元一次方程，就能求出二值．再利用 (2.9)式，就能求出 y 的相应值．
解：由 (2.9) 式可得

y = 13− 2x (2.11)

把 (2.11) 式代入 (2.10) 式，可得

7x+ 9(1.3− 2x) = 84

解这个一元一次方程，经过去括号、移项变号及合并同类项，可得

−11x = −33

∴ x = 3

把 x = 3 再代入 (2.11) 式，可得

y = 13− 2× 3 = 7

验算：把 x = 3, y = 7 同时代入 (2.9) 与 (2.10) 的两边，代入 (2.9)：

左 = 2× 3 + 7 = 13, 右 = 13

左边 =右边

代入 (2.10)：

左 = 7× 3 + 9× 7 = 84, 右 = 84

左边 =右边

因此，原方程组的解是 (x, y) = (3, 7)．即，原方程组的解集为：{(x, y)} =

{(3, 7)}．
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例 2.16 解方程组 ®
3x+ 4y = 6 (2.12)

2x+ 3y = 5 (2.13)

解：由 (2.13) 式得：

x =
5− 3y

2
(2.14)

(2.14) 代入 (2.12) 得：

3× 5− 3y

2
+ 4y = 6

解这个一元一次方程

15− 9y + 8y = 12

−y = −3

y = 3

把 y = 3 代入 (2.14) 得

x =
5− 3× 3

2
= −2

经检验可知，原方程组的解是 (x, y) = (−2, 3)，即原方程组的解集是

{(x, y)} = {(−2, 3)}

通过以上两例，可以总结这种解法的步骤和要点如下：

I. 由方程组中的任一个方程出发，把一个未知数写成含有另一个未
知数的算式．

II. 把这个算式代入另一个方程中去，使它转化为一元方程式，达到消
元的目的．

III. 解所得的一元方程．

IV. 得到一个未知数的值以后，把它再代回 I 所得的算式 (其实，代入
原方程组中的任一个方程中都可以)，进而求得相应的另一个未知
数的值．

这种求解的方法，叫做代入消元法，简称代入法．
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练习

用代入法解下列方程组：

1.

 2x+ 3y = 40

y = 2x

2.

 7x+ 2y = 11

x− y = −1

3.

 5x = 7y − 1

5x = 17− 14y

4.

 x+ y = 1

10x+ y = 5
1

2

5.


x

2
+
y

2
=

1

2

2x− 4y = −1

6.

 3x+ 5y − 8 = 0

7x− 4y − 3 = 0

（二）加减消元法

例 2.17 解方程组 ®
x+ y = 12 (2.15)

3x− y = 4 (2.16)

分析：由于每一个方程都是一个含有未知数的等式，而我们所要求的正是使每
个方程能同时成为真正等式时未知数的值．因而，等式所具有的性质，对这些
方程当然应该有效，特别是：两个等式的两边分别相加 (或相减)，其结果仍是
一个等式，即如果 A = B，C = D，那么就有 A±C = B ±D．对方程也应适
用．
根据这个道理，再观察这个方程组中的两个方程式，发现它们当中“同一

个未知数 y 的系数是互为相反数”．因而，可以把两个方程式的两边分别相加，
消去未知数 y，得到一个只含有 x 的一元方程，从而就能解出 x 值，再进一步
利用原方程组中的任一个方程，求出相应的 y 值．使问题得到解决．
解：将方程 (2.15)，(2.16) 相加，(2.15)+(2.16) 得：

4x = 16 ∴ x = 4

把 x = 4 代入 (2.15)：
4 + y = 12 ∴ y = 8

经检验，原方程组的解是 (x, y) = (4, 8)，即：原方程组的解集是

{(x, y)} = {4, 8}
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通过这个例题的分析与解法，试想一想：在什么情况下，两个方程相加能
消元？又在什么情况下，两个方程相减能消元？

不难知道，只有在两个方程式中，同一个末知数的两个系数绝对值相等的
情况下，才能相加或相减达到消元．而且，当某一未知数的系数相同时，可以
相减；当某一未知数的系数互为相反数时，可以相加．

例 2.18 解方程组 ®
2x+ 3y = 8 (2.17)

3x+ 4y = 11 (2.18)

分析：这个方程组中，未知数的系数没有什么特点，不具备“相加或相减”进
行消元的条件．但是，我们可以应用等式的性质，设法创造条件，也就是设法
使其中某一个未知数的两个系数绝对值相等以后，再去消元．

根据这个想法，就要用等式性质：

如果 A = B, C = D，且有非零数 m,n．那么，就有等式：mA + nC =

mB + nD

解：方程 (2.17) 两边同乘以 3．（简写为：(2.17)×3），得：

6x+ 9y = 24 (2.19)

(2.18)×2 得：

6x+ 8y = 22 (2.20)

(2.19)−(2.20) 得：y = 2

把 y = 2 代入 (2.17)（或代入 (2.18)）得

2x+ 3× 2 = 8 ∴ x = 1

经检验，原方程组的解是 (x, y) = (1, 2)，即：原方程组的解集是

{(x, y)} = {(1, 2)}

通过例 2.17，例 2.18 的分析与解法，可以总结出这种解法的步骤与要点
如下:
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I. 两方程中，若有“同一未知数的两个系数绝对值相同”的特点，可
以相加或相减进行消元；若没有上述特点，可以运用等式性质，先
使原方程组变形为具有这一特点的形式，然后再把变形后的两方
程相加或相减，达到消元的目的．

II. 解所得的一元方程．

III. 把得到的一个未知数的值，代入原方程组中的任一个方程，求出另
一个未知数相应的值．

这种求解的方法，叫做加减消元法，简称加减法．

练习

用加减消元法解下列方程组：

1.

 x+ y = 8

x− y = 4

2.

 3x+ 2y = 21

2x+ 2y = 16

3.


2x+

y

2
= 2

y

2
= x+

1

2

4.

 7− 3x = 2y

−9 + 7y = 5x

5.


0.1 =

x

4
− y

2
3x

4
=

1

10
+

5y

2

6.

 5m− 4n = 33

3m+ 2n = 33

归根结底，解二元一次方程组的关键就是消元，无论那种方法，在运用时
都要注意：先由运算通性及等式性质把方程组的每个方程进行变形，整理成为
一般形式：  a1x+ b1y = c1

a2x+ b2y = c2
(a1, b1, c1, a2, b2, c2 都是已知数)

然后再根据特点，具体分析，灵活选用代入法或加减法进行消元．方法力
求简捷、方便．

例 2.19 解方程组：
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1.

 4x+ 3y = 7

12x+ 9y = 21
2.

 4x+ 3y = 7

8x+ 6y = 11

解：

1. ®
4x+ 3y = 7 (2.21)

12x+ 9y = 21 (2.22)
如果把 (2.21) 式乘以 3，得

12x+ 9y = 21 (2.23)

(2.23)−(2.22) 可得：0 = 0．

这个结果并不奇怪，仔细观察原方程组，就会发现，(2.22) 式正是 (2.21)
×3 的结果．这说明所给方程组，实质上是一个二元一次方程，因此，可
以断定: 原方程组有无数多个解．

2. ®
4x+ 3y = 7 (2.24)

8x+ 6y = 11 (2.25)
(2.24)×2 可得：

8x+ 6y = 14 (2.26)

(2.25)−(2.26) 可得：0 = −3，这是不可能的．

因此，原方程组就是矛盾方程组，无解．

通过这一例题，你能不能发现：方程组如果有无数多解或无解，它们两个
方程的各项系数之间应该具有什么规律和特点？

练习

解下列方程组：

1.


x

3
− y

7
= 1

1
2

3
x− 5

7
y = 5

2.

 x = 9− 7y

3x+ y = 19− 20y

学习了二元一次方程组的解法以后，在解决实际问题时，就可以引入两个
未知数，根据题目中的条件，列出两个方程式，组成方程组．进而解出方程组，
使问题得到解决.
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例 2.20 兄弟二人的语文考试成绩共 190分，如果知道兄是弟的成绩的 90，那
么，兄、弟各得多少分？

解：设弟弟得 x 分，兄得 y 分，则由题目所给条件可以得出：x+ y = 190 (2.27)

y =
90

100
x (2.28)

将 (2.28) 代入 (2.27)：x+
90

100
x = 190 解得 x = 100

把 x = 100 代入 (2.28)：y = 90

答：兄得 90 分，弟得 100 分．

练习

引入两个未知数，列方程组解：

1. 某两数之和为 100，之差为 50．求两数．

2. 班上男、女同学共 52 人，而女生人数的一半比男生总数少 4 人．
求男、女生各几人？

四、三元一次方程组及其解法

含有三个未知数的一次方程组，叫做三元一次方程组．例如：
方程组
2x+ 3y + z = 38

3x+ 4y + 2z = 56

4x+ 5y + z = 66


x+ y + z = 2

x− y + z = 0

x − z = 4


2m−R+ 2n = 8

R+ 2n = −2

3m+R− 4n = 1

等等，都是三元一次方程组．
解三元一次方程组的关键，仍然是消元，其具体方法仍是代入法和加减法．

通过逐步消元，将三元转化为二元，再转化为一元．每一次转化，都是运用“通
性”和等式性质．以保证解出一元方程的解，再逐步求得三元一次方程组的解．

例 2.21 解方程组 
2x+ 3y + z = 38 (2.29)

3x+ 4y + 2z = 56 (2.30)

4x+ 5y + z = 66 (2.31)
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分析：方程组中，未知数 z 的各项系数较简单，所以，可考虑先消去 z，转化
为二元一次方程组求解．
解： (2.31)−(2.29)：2x+ 2y = 28，即：

x+ y = 14 (2.32)

(2.29)×2−(2.30)：
x+ 2y = 20 (2.33)

将 (2.32)、(2.33) 联立，由 (2.33)−(2.32)：y = 6

将 y = 6 代入 (2.32)：解出 x = 8．
把 x = 8, y = 6 代入 (2.29)：解出 z = 4．
所以，原方程的解是：(x, y, z) = (8, 6, 4)

注意：三元一次方程组的一个解，也是一个数值组，它由三个有顺序的数组成，
不能忽视 (x, y, z) = (8, 6, 4) 的写法．如果写成解集的形式就是：

{(x, y, z)} = {(8, 6, 4)}

例 2.22 解方程组： 
x+ y + z = 2 (2.34)

x− y + z = 0 (2.35)

x − z = 4 (2.36)

分析：这个方程组的特点是：各个未知数的系数绝对值在每个方程中都是 1．因
而，直接运用加减法消元比较方便．
解： (2.34)−(2.35)：2y = 2，∴ y = 1

(2.34)+(2.36)：
2x+ y = 6 (2.37)

把 y = 1 代入 (2.37)：2x+ 1 = 6，∴ x =
5

2

把 x =
5

2
代入 (2.36)：5

2
− z = 4，∴ z = −3

2

所以，原方程组的解为：(x, y, z) =

(
5

2
, 1,−3

2

)
，即解集为：

{(x, y, z)} =

ß(
5

2
, 1,−3

2

)™
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例 2.23 解方程组： 
x+ y = 3 (2.38)

y + z = 5 (2.39)

x + z = 4 (2.40)

分析：这个方程组的特点是：每一个方程中都缺少一个未知数，且系数都是 1，
分布很均匀．用消元法可以灵活处理．
解： (2.38)+(2.39)+(2.40)：2x+ 2y + 2z = 12，即：

x+ y + z = 6 (2.41)

应用 (2.41)−(2.39)，(2.41)−(2.40)，(2.41)−(2.38) 就可立即得出：

x = 1, y = 2, z = 3

所以，原方程组的解为：(x, y, z) = (1, 2, 3)，即解集为：

{(x, y, z)} = {(1, 2, 3)}

引入三个未知数，列出三个一次方程，也可以解一些实际问题．

例 2.24 某中学应届毕业生总共有 a人，其中升入高校和升入中专的占总人数
的 60%；参加工作的正好与升入高校的人数一样多．试问：升入高校、升入中
专和参加工作的各占多少人？

解：设升入高校 x 人，升入中专 y 人，参加工作的 z 人，则由题目所给条件，
可以列出： 

x+ y + z = a (2.42)

x+ y =
60

100
a (2.43)

x = z (2.44)

解这个方程组，(2.42)−(2.43)：z = a− 60

100
a，∴ z =

2

5
a

把 z =
2

5
a 代入 (2.44)：∴ x =

2

5
a

把 x = z =
2

5
a 代入 (2.42)：y = a− 2

5
a− 2

5
a，∴ y =

1

5
a．

因此：这个班有
2

5
a 人升入高校，有

1

5
a 人升入中专，有

2

5
a 人参加了工

作．
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练习

解下列三元一次方程组

1.


x+ y − z = 3

−x+ y + z = 6

x− y + z = 4

2.


x+ 2y + 3z = 6

2x+ 3y + z = 6

3x+ y + 2z = 6

3.


2x+ y = 2

2y + z = 7

x+ 2z = 3

4.


x+ y + z = 3

5x− y + z = 9

x− 2y + 7z = 24

习题 2.3

1. 已知方程 3x − y = 1，试先用 x 的算式表示出 y 来，再按下表给出的 x

值求出 y 的相应的每一个值：

x · · · −3 −1 0 1

2

1

3
1 2 · · ·

y · · · · · ·

2. 试求不定方程 3x+ y = 10 的正整数解．

3. 如果有 10 吨货物，要用马车和汽车一次运走，马车三辆可装一吨，汽车
一辆能装 3 吨．试问：如何派车？有几种方案？

4. 判断下边方括号中给出的数值组 (x, y)，是不是以下方程组的解？ 2x− y = 7

x+ 2y = −4

[(−1, 9), (1,−5), (0,−2), (2,−3), (3,−1), (−2,−1)]

5. 已知不定方程 my − 2x = 7 的一个解是：(x, y) = (1, 3)，试求 m 的值，
并求出有一个未知数取 0 时，这个不定方程的两个解．

6. 用代入法解下列二元一次方程组：
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(a)

 7x+ 5y = 6

y = x+ 3

(b)

 a+ 2b = 0

3a+ 4b = 6

(c)

 7y − 3 = −11x

y = 2x

(d)

 x =
5

2
y

3x− 4y = −14

(e)

 x+ 2y − 1 = 0

x− 4y + 22 = 0

(f)


3x =

y + 1

2

3x =
y

4

(g)


1

2
y − x

4
= −5

4

y = 3(x− 2)

(h)

 3x− 2y = 5

x+ 4y = 18

(i)

m+ 2n = 4

5m− 1 = 4

(j) 2(a+ b) = 3b+
1

2
= 3a+ b

7. 用加减法解下列方程组：

(a)

 3x− 2y = 5

x+ 2y = 11

(b)

 2x+ 3y = 11

y − 2x = 1

(c)

 5x+ 3y = 7

−5x+ 7y = 3

(d)

 2x+ 5y = 25

4x+ 3y = 15

(e)

 25x+ 17y = 40

17x+ 25y = 40

(f)

 5x = 1 + 3y

3x+ 7y = 27

(g)

 3x+ 5y = 19

8x− 3y = 67

(h)

 7x− 3y = 10

3
1

2
x− 50 = 6y

(i)

 6.2v − 4s = 0.2

8v − 5s = 1

(j)

 3(x− 1) = 4(y − 4)

5(y − 1) = 3(x+ 5)

(k)

 2(x+ 1)− 3(y − 1) = 10

2(x+ 1) + 7(y − 1) = 20

(l)


y

2
+
z

3
= 13

y

3
− z

4
= 3

(m)


m+ n

3
− m− n

4
= +0.35

m+ n

3
+
m− n

2
= 0.5

(n) 0.1x− 2 = y + 7 = 0.7x+ y

(o) 2(t− 1)− s = t− 1 = 5s
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8. 解下列方程组：(任选方法)

(a)

 x = 16− 4y

y = 34− 4x

(b)

 x+ y = 7

x : 5 = y : 2

(c)


2(x− 0.5)

5
− 3(y + 2)

4
= 1

3(2x− 1) + 15(y + 2) = 5

(d)


v

3
− t

5
=

2

15
2v

3
+
t

5
=

13

15

(e)

 3x− 2y = 7

6x− 4y = 14

(f)

 x+ 2y = −1

x+ y =
1

2
x+ 3

9. 如果已知方程组  (m+ 1)x− (n− 3)y = −11

mx+ (n+ 2)y = 7

的一个解是 (x, y) = (1,−2)，试求 m,n 的值．

10. 如果遇到三个方程式组成的二元一次方程组时，可以先就其中任两个方
程求出解答，再将解答代入第三个方程中去检验．假如所求解答也满足第
三个方程，那么，这个解就是原方程组的解；假如不满足，那么，原方程
组就无解．试用这种方法解下列方程组：

(a)


4x− 3y = 1

4x+ y = 5

x− y = 0

(b)


4(x+ y) + 3 = y + 2

7x− 10 = 1− y

x+ y = −1

(c)


3(2x+ y)− 1 = 2

x+ 1 = 2

y − 3 = 2

11. 解下列三元一次方程组：

(a)


x+ y + 2z = 2

3x− y − 4z = 5

2x+ 3y − 2z = 0
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(b)


x− y =

3

2

x+ z =
7

10

y − z = −6

5

(c)

 x+ y = x+ 2y − 3 = z

2x− 3y + 2z = 5

(d) x+ y + z = y − 8x+ 107 = x− 2(x+ y) + 84 = 108

12. 把下列方程组中的字母 t 当作已知数，试解出下列方程组：

(a)

 x+ y + t = 3

x− y + 3t = −1
(b)

 2x+ 3y = 1 + t

y = x− t

13. 如果 a, b 都是已知数，并且 |a| ̸= |b|，试解下面的字母系数方程组： ax+ by = b

bx+ ay = a

第四节 解应用问题

前面已经知道，用代数方法解决实际应用问题的时候，先要做好充分准备，
打好基础，就是先要引入适当的未知数，根据题目中的数量关系直截了当地列
出方程或方程组；然后再去运用由数系运算通性及等式性质而得出来的系统解
法，求出符合题意的解答．

本节将集中讨论如何灵活地解决各种一次方程 (或方程组) 的应用问题．

例 2.25 小明买练习本、生字本共 15 本，总共用去一元四角钱．如果练习本
的单价是一角六分，生字本的单价是六分．试问：小明买练习本、生字本各多
少本？

分析：方程就是一种等式．要列出符合题意的方程，就要先明确问题中的等量
关系．这个问题中，有以下两个基本的等量关系：

1. 总共 15 本，即
(练习本数) + (生字本数) = 15
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2. 总共用钱 1.40 元，即

(练习本数)× (单价) + (生字本数)× (单价) = 1.40

因此，可以有两种考虑方法：
解法 1：引入一个未知数
设小明买练习本 x 本，则利用关系 1 可知，买生字本 (15−x) 本，再利用

关系 2 就可列出方程：

x · (0.16) + (15− x) · (0.06) = 1.4

即：

0.16x+ 0.9− 0.06x = 1.4

0.1x = 0.5

x = 5(本)

15− x = 15− 5 = 10(本)

答: 小明买了练习本 5 本，生字本 10 本．
解法 2：引入两个未知数
设小明买练习本 x 本，生字本 y 本．则由关系式 1 与 2，可以分别得出：®

x+ y = 15 (2.45)

x · 0.16 + y · 0.06 = 1.4 (2.46)

解这个二元一次方程组，就可得出：(x, y) = (5, 10)

答: 小明买了练习本 5 本，生字本 10 本．
由此可见，同一个问题，有时可以引入一个未知数，列出方程求解；也可

以引入两个未知数，列出方程组求解．两种解法各有利弊：一元方程求解简便，
但列方程较难；二元方程组列方程较易，但求解稍繁．因而，在应用中可以灵
活选择，不必要求一律．一般来说，要选择“便于求解、引入未知数较少”的
方法．

练习

引入恰当的未知数，解下列各题:

1. 鸡兔同笼，共有头 12 个，有脚 36 只．问：笼中有鸡、兔各几只？

2. 若干学生平分若干支铅笔：如果每人 5 支，最后还多余 3 支，如



第四节 解应用问题 125

果每人 7 支，最后又缺 5 支．试问：有多少学生？有多少支铅笔？

例 2.26 兄弟二人，从他们的家出发走同一条路线，前往天安门广场．哥哥平
均每小时走 5公里，弟弟平均每小时走 3公里，假如哥哥比弟弟晚出发一小时，
却早到 12 分钟．试问：他们家到天安门广场有多远？

分析：这是一个“行程问题”，涉及到的等量关系是：

路程 =速度×时间

也可以写成：另外两种形式的关系：

路程÷时间 =速度

路程÷速度 =时间

题目中，不仅已知兄弟二人的速度，还已知兄弟二人走完这段路程的时间差．因
此，只要选择适当的未知数，不难由基本等量关系列出方程式来，把问题解决
的．

解法 1：引入直接未知数
设他们的家到天安门广场的路程为 x公里，由关系式时间 =路程÷速度，

就可以得出：哥哥走到天安门广场所用时间为
x

5
小时；弟弟走到天安门广场所

用时间为
x

3
小时．

又由题意可知：哥比弟晚出发 12 分钟，这就是说：哥比弟少用 1
12

60
��，因

此应有等量关系:

哥所用时间+ 1
12

60
=弟所用时间

即：

x

5
+ 1

12

60
=
x

3
x

5
+

6

5
=
x

3

2x = 18

x = 9公里

答：他们家到天安门广场的距离为 9 公里．
解法 2：引入间接未知数
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设弟弟到天安门广场总共用了 t小时，则由题意可知：哥哥用了
(
t− 1

1

5

)
小时．因此，由基本关系式 路程 =速度×时间 可以知道：

哥哥所走路程 = 5×
(
t− 1

1

5

)
（公里）

弟弟所走路程 = 3× t（公里）

又知，哥、弟二人走的是同一路线，所以：

5

(
t− 1

1

5

)
= 3t

2t = 6

t = 3（小时）

这就是说：弟弟用了三小时走到天安门广场．
由此，再利用基本关系式可以得到：他们家到天安门广场的路程为：3×3 =

9(公里)
答: 所求路程是 9 公里．
从这里可以看出，在解决应用问题时，对于同一个间题，有时可以从不同

的角度引进未知数 (可以直接设所求的量为未知数，也可以间接设一个与所求
量有关的未知数). 由于引用未知数的不同，同一个问题完全可以列出不同形式
的方程．但最终所求的量的答数是一样的. 这真是“异途同归”了．

练习

解下列应用题:

1. 甲、乙两地相距 165 里；小张以每小时 30 里的速度骑自行车由甲
地去乙地，小李以每小时 25 里的速度骑自行车由乙地去甲地．

问: 他们两人如果同时出发，几小时后相遇? 在距甲地多少里的地
方相遇?

2. 甲、乙两个车站相距 284 公里，甲站有一列快车以每小时 70 公里
的速度要开往乙站; 而乙站有一列慢车以每小时 48 公里的速度要
开往甲站．如果慢车先开车一小时．

试问: 快车开几小时后两车才能相遇? 在距离甲站多少公里的地方
相遇?

通过以上例题，可以归纳出解应用问题的一般步骤是：
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I. 审清题意，明确数量关系．

II. 引入适当的未知数 x. 并注意写明未知数所代表的量的单位. 如:x
公里，x 小时等．

III. 用含有未知数的算式，表示其它有关的量数．

IV. 由基本关系式，列出方程或方程组 (一般说：列出的方程个数与所
设未知数的个数是相等的)．

V. 解方程 (或方程组)．

VI. 检验所求解是否符合题意后，写出答案．

必须指出：应用题的检验是必要的，一方面可以检查计算是否正确，另一
方面还可以检验所求方程的解是否符合题意，不符合题意的要舍去．

例 2.27 两地相距 28 公里，小明以每小时 15 公里的速度，小亮以每小时 30
公里的速度，分别骑自行车和开汽车从同一地前往另一地．如果小明先出发一
小时，试问：小亮几小时以后，才能乘汽车追上小明?

解：设小亮开车 x 小时能追上小明，则小亮所行路程是：30x(公里)．
这时，先出发一小时的小明，已经走过的路程为：15(x+1) = 15x+15(公

里)
小亮要追上小明，必须有关系式：30x = 15x+ 15

∴ x = 1(小时)
这就是说：小亮开车一小时，就能追上小明．
检验： x = 1，虽然能使方程 30x = 15x+ 15 成立，但这时，小亮开车走

出 30 公里的路程，而两地实有距离只有 28 公里，由此可见，在题目所给出的
两地之间，小亮是没有追上小明的．x = 1 不符合题意，应舍去．
答: 在此两地之间，小亮追不上小明．

练习

解下列“追及问题”

1. 甲、乙两人从同地出发练习短距离赛跑，甲每秒跑 7 米，乙每秒跑
6.5 米．如果甲让乙先跑一秒钟，试问：甲经过几秒钟才能追上乙?

2. 甲、乙两人同时从同地出发，绕 400 米一圈的跑道赛跑，如果甲跑
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一圈要一分钟，乙跑一圈要一分零 20 秒，试问：甲、乙出发几分
钟以后，才能再相遇?

例 2.28 一只船在两个码头之间航行．顺水时需要 4.5小时，逆水返回需要 5
1

3
小时．如果水流速度是每小时 1 公里．试问：这两个码头相距多少公里?

分析：这种应用问题，实际上仍是“行程问题”．如果能求出这只船在顺水时的
速度或在逆水中的速度，那么，两码头的距离就立即可以求出来，题目中只有
水流速度.但只要注意：船在静水中的速度与水流速度、逆水速度、顺水速度有
以下基本关系，问题就容易解决了．

顺水速度 =船在静水中的速度+水速

逆水速度 =船在静水中的速度−水速

解：设船在静水中的速度是 x 公里/小时．则顺水速度为 (x+ 1) 公里/小时，
因此，船在顺水中，行驶的距离为: (x+ 1)× 4.5 (公里)．
又逆水速度为 (x− 1) 公里/小时，因此船在逆水返回时，所行驶的路程为:

(x− 1)× 5
1

3
(公里)．

由于顺水、逆水都是航行于两码头之间，因此：

(x+ 1)× 4.5 = (x− 1)× 5
1

3

解这个方程：

27(x+ 1) = 32(x− 1)

(32− 27)x = 27 + 32

5x = 59

x = 11
4

5
（公里/小时）

∴ 4.5(x+ 1) = 4.5(11.8 + 1) = 57.6（公里）
答：两码头之间相距 57.6 公里．

练习

1. 汽船从甲地顺流开往乙地，所用的时间比逆流由乙地开回甲地所用
时间少 1.5小时，扣果这只汽船在静水中速度是 20公里/小时，水
流速度是 3 公里/小时．试问: 甲、乙两地相距多少?
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2. A,B 两码头相距若千公里，某船由 A码头顺水行至 B 码头要 3小
时，回来时多用半小时，如果知道船在静水中的速度是 26公里/小
时，试求水流的速度?

例 2.29 有一水池，用两台水泵抽水．如果单开甲泵，5小时抽完这一池水；如
果单开乙泵，2.5 小时才能抽完．试问：

1. 两泵同时开，几小时能把水抽完?

2. 如果甲泵先抽 2 小时，剩下的再单用乙泵来抽，还需要多少时间才能抽
完?

分析：这是应用问题中常见的“工程问题”．常把整个“工程的量”看作“1”进
行分析．

在这个问题中，如果把“一池水”的总量看作整体“1”，那么，由题意可
知：甲泵一小时的抽水量为

1

5
; 乙泵每小时的抽水量是 1

2.5
；因此甲、乙两泵一

齐开，每小时的抽水量就是
(
1

5
+

1

2.5

)
．这样，再利用基本关系：

每小时的工作量×工作时间 =总工作量1

就可以解决问题了．

解：

1. 设两泵同时开，x 小时可以抽完这池水，因此就有：(
1

5
+

1

2.5

)
x = 1

3

5
x = 1

x =
5

3
（小时）

这就是说，两泵合开，1
2

3
时 (1 小时 40 分钟) 可以抽完这一池水．

经检验，符合题意．

答：两泵合并，1 小时 40 分钟可以抽完．
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2. 设乙泵再抽 x 小时将水抽完，因此，依题意就有:

1

5
× 2 +

1

2.5
× x = 1

1

2.5
x =

3

5

x = 1.5（小时）

答：甲泵抽 2 小时后，乙泵再抽 1.5 小时，就可以抽完这一池水．

练习

1. 检修一台机器，甲班需要 7.5 小时完成，乙班需要 5 小时完成. 试
问:

(a) 两班同时参加检修，要几小时才能完成?

(b) 如果甲班先做 4 小时，其余的工作由乙班完成，还要多少时
间才能完成?

2. 某工程，甲队需要 20 天完成，乙队需要 30 天完成，丙队需要 40
天完成；如果甲、乙、丙三队联合工作 8 天以后，其余工程由甲队
单独完成．试问：甲队还需要几天完成?

例 2.30 浓度为 95% 的盐水有 600 克，问：

1. 只要再加多少水，就能稀释成浓度为 75% 的盐水?

2. 只要再加多少盐，就能得到浓度是 98% 的盐水?

分析：这是应用题中的“浓度问题”(即百分数问题)．只要明确基本关系:

1. 浓度 (百分比) = 溶质
溶质+溶剂

2. 增加溶剂，可使浓度减小，但其中的溶质总量不变．

3. 增加溶质，可使浓度加大，但其中的溶剂总量不变．

这一类应用问题是不难解决的．

解：

1. 设加水 (溶剂)x 克，则加水前，95% 的盐水 600 克中，含有纯盐 (溶质)
的总量是: 600× 95% 克
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加水后，75%的盐水 (600+x)克中，含有纯盐的总量是: (600+x)×75%
克.

因此，由分析中的关系 2 可知:

600x95% = (600 + x)× 75%

即：8× 95 = 600 + x ∴ x = 160(克)

答: 需要加水 160 克，就得到浓度是 75% 的盐水.

2. 设加盐 (溶质)y 克，则加盐前，95% 的盐水 600 克中，含有水量: 600×
(1− 95%) 克

加盐后，98%的盐水 (600+ y)克中，含有水量: (600+ y)× (1− 98%)克．

因此由分析中的关系 3 可知：

600× (1− 95%) = (600 + y)× (1− 98%)

即：

600× 5% = (600 + y)× 2%

300× 5 = 600 + y

y = 900(克)

答：只要加盐 900 克，就可得到浓度为 98% 的盐水．

例 2.31 实验室里只有浓度为 8% 的盐水和浓度为 5% 的盐水；现在需要把两
种浓度的盐水混合起来，制成浓度为 6% 的盐水 300 克，试问：这两种浓度的
盐水各用多少克才能合适?

分析：这同样是浓度问题．解决这类稍复杂的混合溶液问题的关键是要抓住：混
合前、后的总重量不变；混合前、后纯溶质 (盐等) 的重量不变；混合前、后纯
溶剂 (水等) 的重量当然也不变等关系，引进未知数，列出方程式．
由此，对本题可作如下列表分析:

溶液 混合前 混合后

浓度 8% 5% 6%
总重量 x克 + y克 300 克
纯盐重 (x · 8% + y · 5%)克 300× 6% 克
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解：设需用浓度 8% 的盐水 x 克，需用浓度 5% 的盐水 y 克．则由题意可得： x+ y = 300

x× 8% + y × 5% = 300× 6%

解这个二元一次方程组，可得:

(x, y) = (100, 200)

答: 用 100 克浓度为 8% 的盐水和 200 克浓度为 500 的盐水，混合后就可
得到浓度为 6% 的盐水 300 克．

注: 引入一个未知数也可以解这一题，试试看.

练习

1. 含糖 15% 的糖水 20 斤．

(a) 要想得到含糖 10% 的糖水，需要加多少斤的水?

(b) 要想得到含糖 24% 的糖水，需要蒸发掉多少斤水?

2. 两种铜块，分别含铜 64% 和 80%．试问: 这两种铜块各取多少克
熔化以后，才能得到含铜 74% 的铜块 500 克?

例 2.32 (我国古代问题)：上禾三束、中禾二束、下禾一束，共有禾三十九斗；
上禾二束、中禾三束、下禾一束，共有禾三十四斗；上禾一束、中禾二束、下
禾三束，共有禾二十六斗．
问: 上、中、下禾每束各有禾几斗?

说明：上、中、下禾，就是“上等谷物、中等谷物、下等谷物”；一束，就是“一
捆”；斗，是古代一种衡器，可以用来量谷物的容积．
解：设上禾每束有禾 x 斗，中禾每束有禾 y 斗，下禾每束有禾 z 斗．则依题意
可得出下列各方程: 

3x+ 2y + z = 39

2x+ 3y + z = 34

x+ 2y + 3z = 26

解这个三元一次方程组，可以得出:

(x, y, z) =

(
9
1

4
, 4

1

4
, 2

3

4

)
答：上禾每束有禾 9

1

4
斗；中禾每束有禾 4

1

4
斗；下禾每束有禾 2

3

4
斗．
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习题 2.4

适当选择未知数，列方程解下列问题：

1. 甲煤场有煤 2000 吨，每天运出 15 吨；乙煤场有煤 800 吨，每天运进 25
吨．几天后两煤场的煤存量相同？

2. 有一个仓库存货 200 吨，每天运出 25 吨；第二仓库存货 80 吨，每天运
进 5 吨．几天后第一仓库存货是第二仓库存货的三倍？

3. A,B 两油槽中，分别有油 480 升、180 升，要使 A 中的油是 B 中的二
倍，须从 A 中抽出多少油给 B 才行？

4. 生产队现有水田 108 亩，旱地 54 亩．要使全队的旱地只占水田的 20%，
还应把多少亩旱地改为水田？

5. 一面靠墙，其余三面要用 350 米的篱笆围成一个长方形养猪场，要使它
的长是宽的 2 倍，应如何围法？

6. 长方形的长与宽之比为 5:2，周长 28 尺，试求这个长方形的面积．

7. 一桶煤油毛重 8 斤，从桶中取出煤油一半以后，毛重 4.5 斤，问：这一桶
煤油有多少？桶重多少？

8. 小华现已读数学书 41 页，英语书 28 页．她的计划是每天读数学书 5 页、
英语书 4 页．问：几天后，她读的数学书页数是英语书的两倍？

9. 甲、乙两人共有图书 78 本. 如果甲赠给乙 5 本以后，两人的图书就一样
多. 问：甲、乙原来各有几本？

10. 一堆水果，如果用每筐能装 45 斤的小筐来装，可以装 40 筐，如果改用
大筐装，每筐可比小筐多装

1

10
. 问：这堆水果能装几大筐？

11. 一个班共有学生 52人，其中共青团员、少先队员、同学的人数比为 2:10:1．
问：这个班应有团、队员和同学各几人？

12. 甲、乙两地相距 162 公里，甲地有一列慢车，每小时可以开 48 公里，乙
地有一列快车，每小时可以开 60 公里，试问：

(a) 两火车同时相向而行，多少时间可以相遇？

(b) 两车同时相背而行，几小时以后，两车相距 270 公里．
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(c) 如果两车相向而行，慢车先开出一小时，再用多少时间两车才能相
遇？

(d) 两车同时同向而行 (快车在后边)．几小时后，快车可以追上慢车？

(e) 两车同时同向而行 (慢车在后边)．几小时后，两车相距 200 公里？

13. 卡车以每小时 30 公里的速度由甲地开往乙地，半小时以后，小轿车以每
小时 40 公里的速度也从甲地开往乙地，结果两车同时到达．问：甲、乙
两地相距多少公里？

14. 甲、乙两运动员在四百米环形跑道上竞走，甲每分钟走 150米，乙每分钟
走 100 米. 如果两人同时由同一起点出发，问：几分钟以后，甲才能再一
次与乙相遇？

15. 买进水果若干筐，每筐原价 3 元. 如果按照每筐四元的价钱卖出，那么，
卖出全部水果的一半又 10 筐时，就已经收回了全部水果的成本．问：一
共买进水果多少筐？

16. 轮船在静水里的速度是 16 公里/小时，由甲地顺水航行到乙地要 7 小时，
逆水返回要 9 小时，试求甲、乙两地的距离.

17. 如果风速是 3 公里/小时，汽车速度是 20 公里/小时. 要求这一汽车由 A

地顺风开往 B 地比逆风开回来少用 1.5 小时，试求:A,B 两地的距离.

18. 一件工作，甲单独做 5 小时完成，乙单独做 8 小时完成. 问：两人合做几
小时完成？

19. 某项任务，师傅单独做 4 小时可以完成，徒弟单独做 6 小时可以完成. 如
果先由徒弟单独做 2 小时以后，师、徒二人再合做，试问：他们再做几小
时，才能完成这一任务？

20. 某游泳池装有 A,B,C 三个进水管，若单独开放一管，分别要 45 分钟、1
小时、1.5 小时才能注满. 问：三管一齐开，需要几小时才能注满？

21. 甲、乙、丙三个生产队合修一条水渠，计划用 52 人，按照各队收益面积
的比 3:4:6 摊派劳动力. 问：各队应派几人？

22. 100 个工人，100 一台机器，老工人一人看管 3 台，徒工 3 个人看管一台．
问：有多少老工人？有多少徒工？

23. 现有含氮 16% 的氨水 30 斤. 要配置成 0.15% 的氨水对菜地追肥. 问：需
要加多少水？
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24. 现有含盐 8% 和 20% 的两种盐水，要配置成含盐 12% 的盐水 100 公斤，
两种盐水应各取多少？

25. 在含酒精 20% 的液体中，加入 10 公斤的水，就变成含酒精 16% 的液体，
试求: 原来的液体有多少公斤？

26. 两块合金，一块含铜 90%，一块含铜 80%．现在要把两块熔合在一起，得
到含铜 82.5% 的合金 240 克，问：应各取多少克？

27. 锡的比重是 7.3g/cm3，铅的比重是 11.3g/cm3，现在要想得到铅锡合金
166g，它的比重是 8.3g/cm3．试问：铅、锡应各取多少克？

28. 一个容器装 49 升水，另一个容器装 56 升水，如果把第二个容器的水倒
满第一个容器，那么第二个容器还剩下的水相当于这个容器容量的一半，
如果把第一个容器的水倒满第二个容器，那么第一个容器还剩下的水相
当于这个容器的容量的三分之一．求这两个容器的容量各是多少？

29. M,N 两地相距 24 公里，公共汽车和直达快车在 8 点 45 分准时从 M 和
N 迎面开出．这两辆车平常都在 8 点 52 分相遇．有一次，直达快车晚开
8 分钟，就在 8 点 57 分与公共汽车相遇．试求这两种车的速度各是多少？

将下列应用题，引入两个 (或三个) 未知数求解．

1. 甲数的 7% 与乙数的 8% 一共是 12；而甲数的 8% 与乙数的 7% 的差是
4.5，求这两个数．

2. 如果把长方形的长增加 6 米，宽减少 3 米，它的面积不变；如果长减少
3 米，宽增加 2.4 米，它的面积仍不变．试求长方形原来的长和宽各是多
少？

3. 甲、乙两班学生，开学初团员共有 8 人，各占全班人数的 1

10
、

1

12
，学期

末团员共有 18 人，各占全班人数的 1

4
、

1

6
．问: 两班各有学生多少人？

4. 某人乘车以每小时 40 公里的速度可以按时由甲地到达乙地，但因出发时
间晚了 15 分钟，汽车便以每小时 50 公里速度行驶，结果却比预定时间
还提前 3 分钟到达乙地．试求: 甲、乙两地之间的距离．

5. 小王与小张从相距 36 公里的 A,B 两地相向而行．如果小王先动身 2 小
时，则他们在小张动身两小时三十分钟后相遇；如果小张先动身 2 小时，
则他们在小王动身 3 小时后相遇．试问：小张与小王每小时各走多少公
里？
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6. 甲、乙二人同时绕 400 米的环形跑道行走. 如果他们同时从同一起点背向
而行，2,5 分钟可以相遇；如果他们同时由同一起点同向而行，12.5 分钟
甲能追上乙，试求甲、乙两人每分钟各走几米？

7. 一批零件共 420 个，如果甲先做 2 天，再与乙合做 2 天可以做完，如果
乙先做 2 天，再与甲合做 3 天可以做完. 试求: 甲、乙两人每人每天各能
做多少个零件？

8. 有 52 人要担任运土、挖土两项任务，如果每人平均挖土 6 方或运土 480．
公斤 (已知每方土重 1.8 吨)，问：如何分配人力，才能使挖土、运土主作
配套，不至于窝工？

9. 一艘轮船载重量为 520 吨，容积为 3000 立方米. 现有 A,B 两种货物，A
货每吨有 2 立方米，B 货每吨有 8 立方米. 问：这艘船应装 A,B 两种货
物各多少吨，才能充分利用它的船仓？

10. 有三个数总和是 15．第一个数与第二个数的差恰是第二个数与第三个数
的差，而且第二、三两数的和比第一个数大 2．求这三个数各是多少?

11. 有人民币三种：二角、伍角、一元共 37 张，价值 13 元 9 角. 如果已知二
角票的张数是伍角票张数的二倍，问：三种票各有几张?

12. (我国古代问题) 今有上禾二束、中禾兰束、下禾四束都有谷不满一斗，若
上禾取中禾、中禾取下禾，下禾取上禾各一束，则有谷都正好一斗，问：
上、中、下禾一束各有谷几斗？

本章内容要点

一、这一章主要是应用数系运算通性及等式性质，解一次方程和方程组，并
且能解决相应的应用问题．

二、含有未知数的等式，叫做方程．能使方程式两边相等的未知数的值，就
是方程的解．

三、含有一个未知数的方程，叫做一元方程，如果只含有一个未知数，分
母不含未知数，且最高次项的指数是 1 的方程，叫做一元一次方程．解一元一
次方程的原理和方法是：由数的运算通性和等式性质，归纳出去分母、去括号、
移项变号、合并同类项、除以未知数的系数等具体规则，应用这些具体规则，就
可以把方程的解求出来．
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四、含有两个未知数的一次方程，叫做二元一次方程．二元一次方程的解
是一个数值组，记作 (x, y)；任一个二元一次方程的解都有无限多个．

五、两个以上的方程联合在一起，组成一个方程组．因而，由几个含有两
个未知数的一次方程所组成的方程组二网做三元一次方程组．能够同时满足方
程组中所有各个方程的未知数所取的数值组，叫做这个方程组的解．

六、解多元一次方程组的关键是消元．具体方法有：加、减消元法和代入
消元法．

这里应特别指出：加减法消元是较普遍且重要的方法，其要点就是，应用等
式的性质，将两个方程中相同的某一个未知数的系数变形成为绝对值相等．然
后把方程的两边分别相加或相减，就可以消去这个未知数．
因此，可以说：解多元一次方程的过程，就是逐步消元求解的过程．即

多元 ⋯⋯ 三元 二元 一元
消元 消元 消元 消元

七、解应用问题就是运用数学工具解决实际问题，这就要:

1. 审题：弄清题意，分析问题中涉及到的量与量之间的关系．

2. 引入未知数，并用未知数表示出有关的量．

3. 正确列出方程 (或方程组)．一般来说，引入的未知数个数与所列方程的个
数是相等的．

4. 准确地求出来知数的值，即所列方程 (方程组) 的解．

5. 检验：所列方程 (方程组) 的解是否符合题意．将不合理的值舍去，从而
写出正确答案．

其中，分析量之间的关系是列方程的关键; 列方程是解决问题的基础；解
方程又是解决问题的主要手段．这都是解应用问题时，必须注意的几个重要环
节．

复习题二

1. 如果已知汽车的速度是 a 公里/小时，摩托车的速度是 b 公里/小时 (a >

b)．试求：



138 第二章 一次方程式

(a) 两车同时、同地、同向开出，5 小时后，两车相距多少公里?

(b) 一个人坐汽车走了 m 小时，接着又坐摩托车走了，小时，一共走了
多少公里?

(c) 两车都开出了 10 公里，汽车比摩托车少用几小时?

(d) 两车都开了 d 小时，摩托车比汽车少走多少公里?

2. 用图中已知的字母，表示出阴影部分的面积来:

2R

a

b
R

a

b

D

x

x x

4x

2x

3. 解下列方程式：

(a) x

2
− 7− x

5
=

1

5
− x

4
+

x

20

(b) 1

3

(
3x+

10− 7x

2

)
− 1

6

(
2x+

2x+ 2

3

)
=
x

2
− 1

(c) 3

ß
x− 3x+ 1

4
−
[
1− 2

(
x− 3− x

5

)]™
= 8x− 6

(d) (x− 4)(x+ 3) = (x+ 1)(x+ 2)

(e) (2x+ 3)(2x− 3) = (2x− 3)2

提示：最后两题先用分配律展开．

4. (a) 在公式 V =
π ·N ·D
1000

中，已知 V = 120，D = 80，π = 3.14，求 N

（保留两位小数）．
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(b) 如果球的体积公式是 V =
4

3
πR3，已知球的半径 R = 20cm，体积

V = 3.2× 104cm3．试计算 π 的值应取多少？

5. 解下列字母系数的方程式：

(a) mx+ n = m(2x+ 1) (m ̸= 0)

(b) mx+
x

m
= 1 (m ̸= 0)

(c) x

a
+

1

b
= 2 (a ̸= 0, b ̸= 0)

6. 试求下列各题中的 k 值．

(a) kx2 − 12x− 3 = 0 有一个根为 1

(b) x2 + kx+ 15 = 0 有一个根为 −1

2

(c) x2 + kx− 2k = 0 有一个根为 0

(d) x2 − 2ax+ k = 0 有一个根为 a

7. 解下列方程：
|x− 2| = 1, |2x− 4|+ |x− 2| = 0

8. 求不定方程 3x+ 5y = 15 的非负整数解．

9. 已知方程组

mx+ 2y = n

4x− ny = 2m− 1
的解是 (x, y) = (1,−1)，试求 m,n

的值．

10. 解下列方程组：

(a)


1

2
x− y + 1 = 0

2
1

2
x+ 6y = 28

(b)


x

2
=
y

5

75%x+ 40%y = 1.4

(c)


2x− 3y + 1

2
+

3x− 2y − 3

3
= 1

x+ 2y + 6

4
− 4x+ 2y − 2

5
= 0

(d) 2x+ y + 6

4
=

4x− 3y − 7

8
=

−6x− 7y + 10

8

(e) 2x− y + 11 = −7y + 3z = 7x+ z + 7 = 7
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(f)


y

2
+
z

3
= x+ 2

x− y =
1

2
− z

4
x

4
+
y

2
=
z

2
− 7

4

(g)


x+ y = 3a

y + z = 4a

z + x = 5a

（a 是已知数）

(h)



x+ 2y = 2

y + 3z = 1

z − t = 4

x+ y + z + t = −1

(i)



x+ y + z + u = a

x+ y − z − u = b

x− y + z − u = c

x− y − z − u = d

11. 如果已知 3x− z = x+ y + z = 4x+ 2y − z，试求：x : y : z

(a)

 x = t

y = 2t2
(b)

 x = 3− t

y − 5 = t+ 1

适当引入未知数，列出方程或方程组解下列各应用题:

1. 如果有三个紧相连的整数之和为 126，试求这三个整数．

2. 如果三个相邻的偶数之和为 114，求出这三个偶数来.

3. 一个分数的分子是分母的 5

8
，且分子、分母之和为 143，试求这个分数.

4. 一个二位的自然数恰好等于它的两个数字之和的五倍，试求这个二位数
是多少？

5. 一个四位数 7abc，如果把 7 调到最后一位上，就变成另一个四位数 abc7，
那么，这个四位数就比原来减少了 864，试求这个四位数．

6. 一个六位数 1abcde 的三倍，正好是六位数 abcde1．试求这个六位数．

提示: 这类数字问题，均可设未知部分为 x，再由已知数字所在的位数，
把这个数表示成含二的算式．如:

第 5 题中，设 abc = x，则 7abc = 7000 + abc = 7000 + x

第 6 题中，设 abcde = x，则 1abcde = 100000 + x 等

7. 一个长方形的长是宽的三倍，如果把宽增加 3 米，这个长方形就变成一
个正方形了．试求这个长方形的面积是多少？
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8. 一个正方形环 (如图) 面积为 56cm2，这个环形各边的宽都是 2cm，试求
这个环形的外周长、里周长各是多少?

2

9. 老陈用 13.10 元钱，买笔记本和笔尖两种用品，笔记本与笔尖的单价分别
是 1.50 元与 0.80 元，你能知道老陈买了几本笔记本？几个笔尖？

10. 一批任务，原计划每天要完成 120件，实际上每天比原计划多完成 40件，
结果提前 6 天完成任务．问: 原计划几天完成？这批任务一共多少件？

11. 加工一批零件，第一天完成 1

2
，第二天完成剩下的

1

3
，这时只剩下 18 个

零件没有加工．试问：第一、二两天各加工了多少个零件?

12. 抽水机若干台，在规定时间内可以完成任务，如果减少 3台机器，就要延
长 6 小时，如果增加 2 台机器，就能提前 2 小时完成任务，问：原有几
台抽水机? 原计划几小时完成所给任务?

13. 甲从 A 到 B 用 8 小时，乙从 B 到 A 用 12 小时，且甲比乙每小时多走
10 里，如果甲、乙二人同时由 A,B 相向而行，经过几小时，他们两人在
距 A 多远的地方相遇?

14. 甲、乙、丙三人，甲每分钟走 20 丈，乙每分钟走 22.5 丈，丙每分钟走 25
丈. 如果甲、乙二人在东村，丙在西村，他们三人同时相向而行．丙遇到
乙以后三分钟才遇到甲．求东、西两村之间的距离是多少丈?

15. 甲、乙二人同绕 400 米环形道赛跑，如果他们同时由同一起点出发背向
而跑，25 秒相遇，如果他们同时由同一起点同向而跑，2 分零 5 秒甲能
追上乙．试求甲、乙二人每秒钟各跑几米?

16. 某市举行环城自行车赛．35 分钟以后最快的运动员遇到最慢的．已知环
城一周为 6 公里，最慢的运动员的速度是最快的速度的 5

7
．试求这两名

运动员的速度各是多少?
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17. 两个伐木队在一月份共伐木 900立方米．二月份比一月份第一队多伐 15%，
第二队多伐 12%，因而二月份共伐木 1020 立方米. 试求二月份两队各伐
木多少?

18. A,B 两块合金，A 重 12 公斤，含纯银 70%；B 含纯银 56%，现用两块
合金熔化后得到含纯银 60% 的新合金，求 B 合金的重量．

19. 水池的进水管被堵，流量减少 40，试间: 注满一池水所需要的时间增加了
百分之几?

20. 由金、银、铜制成三种合金 A,B,C；已知金、银、铜的重量比在三种合
金中分别是: 在 A 中 1 : 3 : 2，在 B 中 2 : 1 : 1；在 C 中 1 : 2 : 5．而且
知道三种合金中总共含金 5.5 克，含银 8 克，含铜 9.5 克. 试求: 三种合
金 A,B,C 各自的重量.

21. 某车间每天可以生产甲种零件 300 个或乙种零件 500 个或丙种零件 600
个．这三种零件各一个可以配成一套. 现在要在 63 天的生产中，便所生
产的三种零件全部配套. 试问: 这个车间应该对这三种零件的生产各用几
天才成?

22. 小光用 0.93 元买了单价各为 0.10 元、0.12 元、0.15 元的铅笔一共 8 支，
如果把 0.10 元的铅笔数与 0.12 元的对调一下，就可以节约 0. 02 元钱.
问: 小光原先买三种铅笔各多少支?

23.（中国古代数学问题）

(a) 好马日行 240 里，劣马日行 150 里. 今劣马先行 12 日，好马几日可
追上劣马?

(b) 以绳测井．若将绳三折测之，绳多 4尺，若将绳四折测之，绳多 1尺．
求绳长，井深各几何?

(c) 今卖牛二、羊五，可买猪十三，尚余钱一千；若卖牛三、猪三，恰可
买羊九；若卖羊六，猪八，只能买牛五，还欠钱六百．试问: 牛、羊、
猪的单价各是多少?

24. 由海里提出 40 升海水，经化验知道其中含清水 36.6 升；在这 40 升海水
中又增添了若干清水后，再从中提出 40 升，经化验后知道，这时含清水
38 升．试求: 增添了多少清水?
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通过学习数系运算通性和等式的性质，并运用它们解决一元一次方程和一
次方程组的应用问题，使我们初步体会到代数解法的普遍性，领略了“数系通
性”的威力．

但是，在解决一些实际问题时，往往还可能列出高于一次的方程式．要解
决这些问题，“数系通性”、等式的性质是不是还能发挥威力，大显神通呢？回
答是肯定的．

本章首先学习一些有关的预备知识，然后重点讨论最简单的高次方程——
一元二次方程的解法和应用，特别是解一元二次方程的普遍适用的方法：配方
法．

第一节 平方与平方根

一、面积与平方

在小学算术里，已经学习过正方形的面积公式 S = a × a，其中 a 是正方
形的一边长，S 是面积，也就是：

S = a2

这就告诉我们：一个正数的二次方，是与正方形的面积密切相关的，这也
正是 a2 读作“a 的平方”的道理．

在实际问题的计算中，我们还可以有效的运用数系运算通性 (尤其是分配
律)，使计算达到迅速、简捷．例如：计算边长为 100.1 米的正方形的面积．可

143
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以这样进行

S = 100.12 = (100 + 0.1)2

= (100 + 0.1)(100 + 0.1) (乘方定义)

= 10000 + 10 + 10 + 0.01 (分配律)

= 10020.01 (m2)

一般地，如果正方形的一边长是 (a+ b), 那么，它的面积就可以这样计算
出来：

S = (a+ b)2 = (a+ b) · (a+ b) (乘方定义)

= a2 + ab+ ab+ b2 (分配律)

= a2 + 2ab+ b2 (合并同类项)

这个结果，还可以用图 3.1 说明：

大正方形 ABCD 的面积 S

= (正方形AEMH +矩形BFME +矩形DHMG+正方形MFCG)的面积

ab

abb2

a2

C F B

D H A

G E

b

b

a

a

M

图 3.1

ab

ab

b2

(a− b)2

E F G

A D M

B H
C

a

a

b

b

图 3.2

由图形也能说明：

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 (3.1)

这就告诉我们：任意两个正数的和的平方，等于这两个数的平方和，再加
上这两个数乘积的 2 倍．
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同样，如果正方形的一边长是 a− b, 那么，它的面积也可以作以下计算：

S = (a− b)2 = (a− b) · (a− b)

= a2 − ab− ab+ b2

= a2 − 2ab+ b2

这个结果，同样可以用图 3.2 说明：

大正方形 ABCD 的面积 S

= (大正方形AEGM −矩形BEGH −矩形FGMD +正方形CFGH)的面积

由图形，也正说明：

(a− b)2 = a2 − 2ab+ b2 (3.2)

这又告诉我们：任意两个正数差的平方，等于这两个数的平方和，再减去
这两个数乘积的 2 倍．

利用公式 (3.1)、(3.2) 进行计算是很方便的．

例 3.1 利用公式 (3.1) 或 (3.2) 计算：4032, 4992

解：由公式 (3.1):

4032 = (400 + 3)2

= 4002 + 2× 400× 3 + 32

= 160000 + 2400 + 9

= 162409

再由公式 (3.2):

4992 = (500− 1)2

= 5002 − 2× 500× 1 + 12

= 250000− 1000 + 1

= 249001

不难验证，在公式 (3.1) 与 (3.2) 中，当 a, b 取任意的两个有理数时，结论
仍然是正确的．也就是说：任意两个有理数的和（或差）的平方，等于这两个
数的平方和，再加上（或减去）这两个数乘积的 2 倍．两公式可以合并写成：

(x± y)2 = x2 ± 2xy + y2

并分别叫做两数和（或差）的平方公式．
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例 3.2 计算：
(
1
1

2

)2

, (−1.99)2,

(
9
7

9

)2

,
(
1− a

2

)2
解： (

1
1

2

)2

=

(
1 +

1

2

)2

= 1 + 2× 1× 1

2
+

1

4
= 2

1

4

(−1.99)2 = (−2 + 0.01)2

= 4− 2× 2× 0.01 + 0.0001 = 3.9601(
9
7

9

)2

=

(
10− 2

9

)2

= 100− 2× 10× 2

9
+

4

81
=

7744

81

= 95
49

81(
1− a

2

)2
= 1− 2× 1× a

2
+
a2

4

= 1− a+
a2

4

两数和 (或差）的平方公式，在应用中要灵活掌握，公式中的字母既可以
是任意二个有理数．又可以是两个算式．

例 3.3 利用公式展开下列各题：(2a+ y)2, (−3a+ 2x)2

解：

1. 把 2a, y 分别当作公式中的 x, y, 因此，

(2a+ y)2 = (2a)2 + 2× (2a)× y + y2

= 4a2 + 4ay + y2

2. 把 −3a, 2x 分别当作公式中的 x, y, 因此，

(−3a+ 2x)2 = (−3a)2 + 2× (−3a)× (2x) + (2x)2

= 9a2 − 12ax+ 4x2

例 3.4 展开：
(
3a− 1

3

)2

,

(
− b
2
− a

2

)2
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解： (
3a− 1

3

)2

= (3a)2 − 2× (3a)× 1

3
+

(
1

3

)2

= 9a2 − 2a+
1

9

(
− b
2
− a

2

)2

=

(
− b

a

)2

− 2×
(
− b
2

)
× a

2
+
(a
2

)2
=
b2

4
+

1

2
ab+

a2

4

练习

1. 利用两数和（或差）的平方公式计算：

(a) 782, 1052, 992, 1892, 10.012, 0.992

(b) (2 + x)2, (y − 3)2, (a− 2x)2,

(
x+

1

2

)2

(c)
(
5x+

1

2

)2

,

(
4y − 1

3

)2

, (2x− 3y)2,

(
−a
2
+
b

3

)2

2. 填空白

(a) x2 + 2x+ 1 = ( )2

(b) y2 + 4y + ( ) = (y + 2)2

(c) x2 + ( ) + 4a2 = (x+ 2a)2

(d) a2 − 6a+ 9 = ( )2

(e) x2 − ( ) +
1

4
=

(
x− 1

2

)2

(f) x2 + 3x+ ( ) =

(
x+

3

2

)2

(g) 4y2 − y + ( ) = (2y− )2

(h) x2 − 2x+ 3 = (x+ )2 + 2

(i) y2 − 6y + 10 = (y − 3)2 + ( )

(j) 9x2 − 12x+ 1 = ( )2 − 3
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二、平方根

在实际问题中，我们还会经常遇到这样一类问题：需要一块面积为 9cm2

的正方形铁板，应该怎样画线、下料呢？要解决这个问题，就要首先根据要求，
算出正方形的一边长，然后才能画出面积为 9cm2 的正方形，进行剪裁而得到．
设面积为 9cm2 的正方形一边长为 a, 因此，问题就是由 a2 = 9, 求出 a 的

值．
显然，a 可以取 −3, 也可以取 +3, 因为：(−3)2 = 9, (+3)2 = 9．
所以，所求正方形一边是 3cm．（−3 不符合题意，舍去）．在数学上，这

个问题就是：如何由一个数的二次幂，反求出这一个数．

例 3.5 如果已知某些数的平方，分别为：

4, 9, 16, 25, 0.25, 0.81,
64

81
, 0

试求出相应的这些数．

解：由于：

(±2)2 = 4, (±3)2 = 9, (±4)2 = 16, (±5)2 = 25

(±0.5)2 = 0.25, (±0.9)2 = 0.81,

(
±8

9

)2

=
64

81
, 02 = 0

因此，平方分别为 4, 9, 16, 25, 0.25, 0.81,
64

81
, 0 的数各是

±2, ±3, ±4, ±5, ±0.5, ±0.9, ±8

9
, 0

一般地说：如果一个数 x 的平方等于 a (a ≥ 0), 即 x2 = a．那么，x 就叫

做 a 的平方根．例如：在上面例题中，±2, ±3, ±4, ±5, ±0.5, ±0.9, ±8

9
以

及 0 就分别叫做 4, 9, 16, 25, 0.25, 0.81,
64

81
以及 0 的平方根．

由上例中可以看出：正数的平方根有两个，这两个平方根正好是互为相反
数．我们记作：+

√
a 与 −

√
a．其中“√ ”叫做根号，+

√
a 读作“正根号 a”，

有时简写为
√
a，读作“根号 a”；−

√
a 读作“负根号 a”或“根号 a 的相反

数”；有时还可以把这两个平方根合并在一起写成：±
√
a．

零的平方根，仍然是零，记作
√
0 = 0．

这里还应该指出：由于任何有理数（正、负和零）的平方，都不可能是负
数．也就是说，根本找不出这样的数 x, 能使 x2 等于一个负数．所以，负数的
平方根是无意义的．即：±

√
a 这个符号，当 a < 0 时，是无意义的．
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求一个数的平方根的运算，叫做开平方运算，这个数叫做被开方数．被开
方数是负数时，平方根是无意义的．如：

√
−2，−

√
−2 都无意义．

显然，开平方运算是平方运算的逆运算．

例 3.6 求下列各数的平方根：36,
49

121
, 0.0004, −25

解： ∵ (±6)2 = 36,
∴ 36 的平方根是 +6 与 −6．即：±

√
36 = ±6

∵
(
± 7

11

)2

=
49

121

∴ 49

121
的平方根是 ± 7

11
，即 ±

…
49

121
= ± 7

11
．

∵ (±0.02)2 = 0.0004,
∴ 0.0004 的平方根是 ±0.02．即：±

√
0.0004 = ±0.02

∵ −25 < 0, 任何数的平方，都不会等于 −25．
∴ −25 的平方根是无意义的．

例 3.7 求下列各平方根的值：

√
144, −

√
225, −

…
4

9
,
»
(−2)2

解：只要注意：“√ ”仅表示正平方根或零，−√ ”只表示负平方根，就可
以由平方根的意义得出：

√
144 = 12, −

√
225 = −15, −

…
4

9
= −2

3
,
»
(−2)2 =

√
4 = 2

也许有的同学会问：要是遇到被开方数 a 不是，或一下子看不出是某个
有理数的平方时，它是否还有平方根呢？如果有，又怎么求呢？以下我们将以
a = 2 为例，说明

√
2 是存在的，至于如何求出它的值，下一段再去讨论．

要说明
√
2 的存在问题，就是要说明：“能够找到一个数 x, 使 x2 = 2”．还

可以说，就是要“找出一个面积是 2 的正方形来，它的边长就是所找的数 x”．
也就是 2 的一个平方根．
我们可以这样来分析：
因为，边长为 1 的正方形面积是 1, 边长为 2 的正方形面积是 4．所以，如

果把正方形的边长从 1 逐渐加大到 2 的时候，正方形的面积也应该从 1 逐渐
加大到 4．在这个过程中，势必会经过面积正好是 2 的一个正方形．可见，面
积是 2 的正方形是存在的．实际上，我国古代数学中，早在两三千年前就能实
实在在的画出一个面积为 2 的正方形来了（如图 3.3）．

作图：
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B F C

A H D

E G

1

1

1 1

1

1

1 1

1
2

1
2

1
2

1
2

2
√
2

√
2

√
2

√
2

图 3.3

1. 以 2 为边长，作正方形 ABCD, 其面积为 4．

2. 取 ABCD 各边的中点 E、F、G、H, 并且连接 EF,FG,GH,HE．

可以证明 EFGH 也是一个正方形，这个小正方形正是面积等于 2 的正方
形．因为：

小正方形 EFGH 的面积 =大正方形 ABCD 的面积−4×三角形 AEH 的面积

即：
EFGH 的面积 = 4− 4× 1

2
= 2

由此可知，面积为 2的正方形的实际存在，正说明了 2的平方根是存在的．
同学们还可以进行一个实验：把图中四个小三角形剪下来，拼在一起正好

又是一个小正方形，且与图中原有的小正方形完全相等．因而可以得出：

2×小正方形面积 =大正方形面积

因此：
小正方形面积 =

1

2
×大正方形面积 =

1

2
× 4 = 2

这又说明了，图中所作出来的小正方形正是面积为 2．因而，它的一边长就是
2 的一个平方根 2．
既然

√
2 是存在的，它能使 (

√
2)2 = 2．显然，(−

√
2)2 = 2．所以，2 的

平方根也应有两个 ±
√
2．

用类似的办法，可以说明：任一个正有理数的平方根都是存在的．而且都有
两个．同学们可以从图 3.4, 3.5 中，练习说明

√
3，

√
7 都是存在的．从而 −

√
3，

−
√
7 也应存在．因此，3, 7 同样各有两个平方根：±

√
3，±

√
7 等等．
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F

G

H

E

B C

A D

3

1 √
2

1

√
2

1
√
2

1

√
2

图 3.4
F

G

H

E

B C

A D

7

2√
3

2

√
3

2
√
3

2

√
3

图 3.5

综合以上讨论，可以得出结论：

• 任意一个正数的平方根有两个，它们互为相反数．

记作：±
√
a (a > 0)．

• 零的平方根，仍然是零，记作：
√
0 = 0．

• 任意一个负数的平方根无意义．

练习

1. 求下列各数的平方根：900,
196

255
, 0.0121, 4

9

4

2. 求下列各值：

−
√
81,

…
4

9
,

√
1,

√
0, −

√
0.000016…

1

25
, −

√
72,

»
(−7)2,

(√
4
)2
,
(√

−9
)2

3. 利用所画的图 3.6，说明
…

5

2
是存在的．

因为一个正数 a 的正平方根
√
a 可以理解为：面积为 a 的正方形，边长为

√
a．而且知道面积较大的正方形，边长也一定较长．所以，较大的正数，它的
正平方根也较大，而它的负平方根反而较小．即：
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5

2

0.5 1.5

0.5

1.5

0.51.5

0.5

1.5

图 3.6

如果 a > b > 0, 那么就有
√
a >

√
b, −

√
a < −

√
b

例 3.8 比较下列各平方根的大小：

1.
√
12 与

√
15

2. 3 与
√
10

3. 2.1 与
√
3 与 −

√
3

解：比较平方根的大小，可以由比较被开方数的大小而决定．

1. ∵ 12 < 15, ∴
√
12 <

√
15

2. ∵ 3 =
√
9,

√
9 <

√
10, ∴ 3 <

√
10

3. ∵ 2.1 =
√
4.41,

√
4.41 >

√
3 > −

√
3

∴ 2.1 >
√
3 > −

√
3

例 3.9 试求下列各等式中的 x、y 值：

1.
√
x+ 2 = 0

2.
√
x+

√
y − 1 = 0

解：只要注意
√
a 只表示正数或 0．
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1. ∵
√
x+ 2 = 0

∴ x+ 2 = 0 ∴ x = −2

2. ∵ √
x 与

√
y − 1 表示正数或 0，

∴ √
x ≥ 0,

√
y − 1 ≥ 0，因此，要使两部份的和为零，只有它们同时为

零才行．

∴ √
x = 0

√
y − 1 = 0

所以：x = 0, y − 1 = 0，即 y = 1．

练习

1. 比较大小

(a)
√
5 与

√
7

(b) 3 与
√
3 与 −

√
2

(c) −
…

1

2
与 0 与

…
1

9

(d) 2 与
√
4.1 与 −2.1 与

…
20

7

2. 求 x 值：

(a)
√
x = 0

(b)
√
x− a+

√
b = 0

(c)
√
x+ 1 +

√
y − 7 = 0

三、求一个数的平方根

任一个正数 a 的平方根有两个：互为相反数的两个数，零的平方根，仍是
零．

我们把正数 a 的正平方根，叫做这个数的算术平方根，仍用记号 a 表示．

零的算术根，仍然是 0，即
√
0 = 0．

任一个正方形的边长，就是其面积的算术平方根．

要求一个正数的平方根（两个），只要求出这个正数的算术平方根（一个）
来就可以了．因为，另一个平方根，就是算术平方根的相反数．

以下介绍两种求平方根的方法：
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（一）开平方方法

例 3.10 求
√
2809

解：首先，应确定所求算术平方根的位数，我们知道：

12 = 1 92 = 81

102 = 100 992 = 9801

1002 = 10000 9992 = 998001

· · · · · · · · · · · ·

可见，

• 一位数的平方是一或二位数；

• 两位数的平方是三或四位数；

• 三位数的平方是五或六位数；

• ⋯⋯

反过来看，就有这样的规律：

• 一、二位数的平方根，一定是一位数；

• 三、四位数的平方根，一定是二位数；

• 五、六位数的平方根，则必是三位数；

• ⋯⋯

因此，如果把给出的被开方数，从个位起自右向左每两位数字分为一段，用
“’”号分开，则所分成的“段数”，就是所求平方根应有的整数的位数．把 2809
分段，得 28’09．可以确定它开方后，所得平方根是两位整数．
其次，应确定平方根最高位的数字，因为

502 < 2809 < 602

所以，
√
2809 的最高位数字应是 5(实际是 50)．

第三步，应确定平方根最高位数字的下一位数字．

我们可以设为 b, 这时，理应有：
√
2809 = 50 + b ⇒ 2809 = (50 + b)2
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∴ 2809 = 502 + 2× 50× b+ b2

2809− 502 = +2× 50× b+ b2

309 = (2× 50 + b) · b (3.3)

用这个等式关系，可以试商确定 b：只要把其中的 (2× 50 + b) · b, 近似地看作
2× 50 + b，就可以得出

309 ≈ 2× 50× b

从而可以试算出 b ≈ 3．然后，再把 b ≈ 3 代入关系式 (3.3) 进行正式计算：

(2× 50 + b) · b = (2× 50 + 3)× 3 = 309

正好符合要求，∴ b = 3 是正确的．

归纳以上各步，可以将整个过程写成以下竖式的形式：

5 3
28’09 (50 + b)2

25 502

309 (50 + b)2 − 502

= 2× 50× b+ b2

1032× 50 + b

√

309 (2× 50 + b) · b3b

0

⋯⋯

⋯⋯

⋯⋯

⋯⋯

⋯⋯

⋯⋯

以上计算结果直到余 0 为止．表明被开方数开平方后得到一个整数．
如果计算最后一步余数不为 0 时，就要给被开方数补 0，(每次补两位 0)．

再重复以上的计算过程，每次可得到平方根的一个小数位数字．反复进行到最
后余 0 时，就得到一个混合小数形式平方根．这时，我们说被开方数是一个完
全平方数．或说：开平方可以开得尽．

在更多的情形下，对一些数进行开平方运算，反复进行下去，总也没有余
0 的时候．这时，我们就说被开方数是个不完全平方数．

例 3.11 求
√
2．

解：用开平方方法算如下：
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1. 4 1 4⋯⋯
2.00’00’00
1
1 00

√

96
4 00
2 81
1 19 00
1 12 96

6 04...

−)

2− 110 + 4 = 24

2− 3140 + 1 = 281

1

2− 51410 + 4 = 2824

4

4 每次增补两位 0
但平方根只增一位

继续计算下去，总也得不到余数是 0．这说明 2开平方是永远开不尽的，这
是一个不完全平方数．

例 3.12 求
√
1650.7969

分析：遇到纯小数开平方，只是“分段定位”与整数开平方不同，这时要以小数
点为准，自左向右每两位一段，每段就可确定平方根的一个小数位；遇到混合
小数开平方，就必须从小数点起，向左和向右每两位一段，用“’”号分开．所
分段数就可确定平方根的整数位和小数位．以下各步骤仍与例 3.10, 例 3.11 的
方法相同．

解：

4 0. 6 3
16’50.79’ 69
16

50 79

√

48 36
2 43 69
2 43 69

0

−)

806

×) 6

8123

×) 3

注意：这个开平方运算中，在第二位试商时不足 1，就要在平方根相应的位置
“商 0”，然后再继续往下进行计算．还要注意：小数点的位置要与被开方数的
小数点对齐．
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练习

求下列各算术平方根：

√
676,

√
1521,

√
82369,

√
10309,

√
4.9284

√
9.0601,

√
4901.4001,

√
144.7,

√
3

(要求求出两位小数）．试总结一下开平方方法的步骤．

（二）平方根表

一个数的算术平方根，除用开平方方法可以计算出来以外，还可以直接查
《平方根表》而得到．

这个表分两部分，标有 N 的直行（列）和横行的数是被开方数；其余的数
都是平方根数．最后一栏是修正值．修正值表示的都是指平方根末位数字的修
正值．

在表中所查出的平方根大多数还是近似值．都是采用四舍五入法则而得的
四位数字．

平方根表中可以直接查出由 1 到 99.99 间的每一个数的算术平方根．
例如，要查

√
3.887，只要首先在表里 N 所在的列中找到被开方数的左边

两位数 3.8，然后再在 N 所在的行中找到被开方数的左边第三位数字 8，从第
一次找到的 3.8 所在的行横着看，从第二次找到的 8 所在的列竖直看，交叉地
方的数，就是

√
3.880 的值．再加上被开方数最末一位数字 7 所在列的修正值，

就可得到：
√
3.887 = 1.970 + 0.002 = 1.972

又如，查
√
81.13 = 9.006 + 0.002 = 9.008．

练习

查平方根表，求下列算术平方根．

√
1.28,

√
7.320,

√
66.71,

√
8.247,

√
91.15

小于 1 或大于 100 的被开方数，它的算术平方根从表里不能直接查出来．
怎么办呢？可以从分析以下例题中，探求规律，寻找方法，设法创造条件，利
用表来查．

例 3.13 求出下列各平方根．并观察、总结其中有何规律：
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1.
√
0.0036,

√
0.36,

√
36,

√
3600,

√
360000

2.
√
0.0009,

√
0.09,

√
9,

√
900,

√
90000

解： √
0.0036 = 0.06

√
0.0009 = 0.03

√
0.36 = 0.6

√
0.09 = 0.3

√
36 = 6

√
9 = 3

√
3600 = 60

√
900 = 30

√
360000 = 600

√
90000 = 300

从中我们发现：当被开方数扩大（或缩小）100 倍时，它的算术平方根就
相应地扩大（或缩小）10 倍．由此可以得出：当被开方数的小数点每向右（或
向左）移动两位时，它的平方根的小数点就相应地向右（或向左）移动一位．
这样一来，对于大于 100 和小于 1 的被开方数，我们就可以首先移动它的

小数点位置（注意必须两位两位地移），使它成为表内可以查到的数．
例如：

• 366.2 先移动小数点，成为 3.662,

• 4733 先移动小数点，成为 47.33,

• 37140 先移动小数点，成为 3.7140,

又如：

• 0.1478 先移动小数点，成为 14.78,

• 0.0536 先移动小数点，成为 5.36,

• 0.00004 先移动小数点，成为 40 等．

这样的向左或向右移动小数点，就是把被开方数缩小或扩大 100倍、10000
倍，⋯⋯；然后进行查表，得出平方根后，还需要把查得数的小数点再向相反
的方向移动，移动的位数应是被开方数小数点移动位数的一半．例如：

∵ 查
√
3.662 = 1.914, ∴

√
366.2 = 19.14

左移 2 位
右移 1 位

∵ 查
√
47.33 = 6.880, ∴

√
4733 = 68.80

∵ 查
√
3.714 = 1.927, ∴

√
37140 = 192.7
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∵ 查
√
14.78 = 3.845, ∴

√
0.1478 = 0.3845

右移 2 位
左移 1 位

∵ 查
√
5.36 = 2.315, ∴

√
0.0536 = 0.2315

∵ 查
√
40 = 6.325, ∴

√
0.00004 = 0.006325

要注意，四位数学用表，只能查四个数码的数．因此，若是遇到有 5 位以
上的数字，如：

√
3.7896, 就要首先用四舍五入法，将它改写为

√
3.790, 再去查

表．

练习

查平方根表，求出下列各值：

√
144,

√
297,

√
3756,

√
4444,

√
54542,

√
70107

√
1981000,

√
23060000,

√
0.1,

√
0.142,

√
0.0787

√
0.4333,

√
0.5555,

√
0.00063,

√
0.00007,

√
0.0000041

四、实数

在前面，我们用开平方的方法曾经计算过
√
2的值．并指出

√
2 = 1.4142 · · ·

是无穷尽的，而且是永不循环的小数．但现实又告诉我们：
√
2 又确实存在（面

积为 2 的正方形的边长）．
象

√
2 这样的数，还有许多，比如：

√
3 = 1.7321 · · · ,

√
5 = 2.236 · · · , 等

等．这些数的共同特征是：无限不循环小数．

当然，无限不循环小数，不一定都是由开方运算开不尽而得到的．数学中
常见的还有：圆周率 π = 3.1415926 · · · ; e = 2.718281 · · · ; 等．它们也是无限不
循环小数．

可以证明这些无限不循环小数，不能化为两个整数比
a

b
的形式．因此，它

们已不属于有理数的范围了．

我们把无限不循环小数，称为无理数．（或称为 非比数）．如：
√
2,
√
3, e, π

都是无理数．

有理数与无理数统称为实数．

全体实数组成的集合，叫做实数集合，简称实数集，记作：集合 R．
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实数集，是可以用来度量长度，面积的数集，其详细内容、运算将在高中
学习．这里只简略地指出：在实数范围内，也有以下概念：

如果用字母 a表示任一个实数，则 −a就是它的相反数．即 (+a)+(−a) =
(−a) + (+a) = 0．

例如：
√
2 与 −

√
2 互为相反数，即

√
2 +

(
−
√
2
)
= 0．

如果字母 b 表示任一个非零实数，则
1

b
就是它的倒数，即 b× 1

b
= 1 例如：

√
3 与

1√
3
互为倒数，即

√
3× 1√

3
= 1．

任一实数 x 的绝对值的意义，与有理数时的意义相同．即

|x| =


x, x > 0

0, x = 0

−x, x < 0

例如：|
√
3| =

√
3, |0| = 0, | − e| = e．

显然，任一实数 x 的绝对值，总是非负数．即 |x| ≥ 0．

归纳我们已经学习过的数，可列成下表：

实数

有理数

无理数

正有理数
零
负有理数

正无理数

负无理数

正整数（自然数）
正分数（小数）
负整数
负分数（负小数）

练习

1. 指出下列实数中，哪些是有理数，哪些是无理数：

3.1416, −0.2,
√
0.09, −

√
7, π, 0.0̇1̇, 0.010010001 · · ·

2. 指出下列各实数的相反数，倒数及绝对值都是什么：

−1.41,
√
3, −π, −

√
5, 0,

1√
2
, −0.2̇3̇, 2.401̇, −

√
16
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习题 3.1

1. 试用两数和或差的平方公式，计算：(
2
1

2

)2

, 9.9972, 4012

2. 利用公式，把下列各式展开：

(a)
(
2a+

1

2

)2

(b)
(
2x+

1

2
y

)2

(c) (4y − 1)2

(d) (2m− 2n)2

(e)
(
x+ y

2

)2

(f)
(
a− 2b

3

)2

3. 把下列各式中的空白填上适当的数：

(a) x2 + x+ ( ) = (x+ )2

(b) 2x2 + 4x+ ( ) = 2(x+ )2

(c) −m2 + ( )− 64 = −(m− )2

(d) 4y2 − ( ) + 1 = (2y − 1)2

(e) −3x3 − 3x− ( ) = −3

(
x+

1

2

)2

(f) x2 + 6x− 1 = (x+ 3)2 − ( )

4. (a) 一个正数的平方等于 289, 求这个正数．

(b) 一个数的平方等于 361, 求这个数．

(c) 一个负数的平方等于 196, 求这个负数．

5. 由 m2 = n2 而得出 m = n 正确吗？为什么？

6. 求下列各平方根：

√
36, −

√
81,

…
9

16
,

√
1, −

√
72, −

»
(−4)2

√
0,
»
(−

√
4)2, −

√(
− 1

361

)2
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7. 求下列各数的算术平方根．

900, 121, 1, 0,
196

256
, (−25)2

8. 比较下列各平方根的大小：

(a)
√
3,

√
3.1, 2

(b) −
√
7,

√
6,

…
1

6

(c) 15,
√
220, −

√
250, −

√
225

9. 如果
√
a+ 3 +

√
b = 0, 试求 a 与 b 的值．

10. 七块同样大小的正方形面积之和是 343 平方米，求每块正方形的一边长
是多少？

11. 用开平方方法，求下列各算术根：
√
9025,

√
2116,

√
3969,

√
50625,

√
269361

√
0.4489,

√
0.00080089,

√
8114.4064

12. 查平方根表，求下列各数的算术平方根：

99.23, 9.123, 4.017, 17.536, 174, 1981, 2006, 75693, 1001230

0.101, 0.07864, 0.00043, 0.000801, 0.000006123

13. 什么是无理数？什么是实数？

14. 要使一个正整数乘以 60 以后，得出一个完全平方数，问：这一个正整数
最小是几才行？这个完全平方数是几？它的算术平方根是几？

第二节 平方根的运算

本节仅就算术平方根进行讨论，其中所提到的平方根，就是指
√
a, (a ≥

0)．

一、算术平方根的性质
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性质 1

算术平方根的平方，等于被开方数，即：(√
a
)2

= a (a ≥ 0)

这只要由平方根的意义就可看出．

例如：(
√
3)2 = 3, (

√
7)2 = 7,

(…
2

5

)2

=
2

5
等．

性质 2

一个数的平方的算术平方根，等于这个数的绝对值．即

√
x2 = |x| =


x, x > 0

0, x = 0

−x x < 0

这个性质可以这样来分析、说明：

首先，任一个数 x的平方，必是非负数．即：x2 ≥ 0，因而算术平方根
√
x2

是有意义的．

其次，当 x 为正数或零时，由平方根的定义，显然有
√
x2 = x, (x > 0)．

例如：
√
72 = 7,

 (
3

4

)2

=
3

4
,

√
02 = 0 等．

再次，当 x 为负数时，仍有 x2 > 0, 因而，算术平方根
√
x2 = −x．(特别

注意，∵ x < 0,∴ −x > 0)．
例如：

√
(−5)2 =

√
25 = −(−5) = 5;

√
(−0.4)2 =

√
0.16 = −(−0.4) = 0.4

等．

综合以上，可以断定：

对任一数 x 来说，都有下式成立：

√
x2 = |x| =


x, x > 0

0, x = 0

−x x < 0

例 3.14 求出下列算术平方根：»
(−0.12)2,

√
6× 14× 21,

»
(−3)6
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解：

1.
√
(−0.12)2 = −(−0.12) = 0.12

2.
√
6× 14× 21 =

√
2× 3× 2× 7× 3× 7 =

√
(2× 3× 7)2 = 42

3.
√
(−3)6 =

√
[(−3)3]2 = −(−3)3 = 27

例 3.15 化简：

1.
√
(a− 1)2 (a > 1)

2.
√
(b− 5)2 (b < 5)

3.
√
(c− 7)2 (c = 7)

4.
√
(10− x)2

解：

1. ∵ a > 1 ∴ a− 1 > 0

∴
√
(a− 1)2 = |a− 1| = a− 1

2. ∵ b < 5 ∴ b− 5 < 0

∴
√
(b− 5)2 = |b− 5| = −(b− 5) = 5− b

3. ∵ c = 7, ∴ c− 7 = 0

∴
√
(c− 7)2 = |c− 7| = 0.

4. ∵ x 是任意数, ∴ 10− x 就可能为正或 0 或负, 因此：»
(10− x)2 = |10− x| =


10− x, 当 10− x > 0 即 x < 10 时

0, 当 10− x = 0 即 x = 10 时

x− 10, 当 10− x < 0 即 x > 10 时

练习

利用算术根的性质，化简：

1. (
√
0.7)2,

√
(−5)2, (

√
−5)2, −

√
52, (−

√
5)2

2.
√
72 × 92,

√
8× 18× 9,

√
12× 15× 20

3.
√
(2− x)2 (x > 2),

√
(5 + x)2,

√
(5− x)2

4.
√
a8,

»
(
√
2− 2)2,

»
(1−

√
3)2,

»
(
√
2−

√
5)2
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5. 如果
√
(x)2 +

√
(y − 1)2 = 0, 你能知道 x、y 各是什么值吗？

二、算术平方根的乘、除运算

首先来计算平方根
√
25 ·

√
9 与

√
25× 9 的值：

√
25 ·

√
9 = 5× 3 = 15

√
25× 9 =

√
225 = 15

可见，
√
25 ·

√
9 =

√
25× 9．

一般地说：如果 a ≥ 0, b ≥ 0, 那么，就有
√
a ·

√
b =

√
ab 成立．

这就是说：二数算术平方根的积等于这二数积的算术平方根．即

√
a ·

√
b =

√
ab (a ≥ 0, b ≥ 0)

说明： ∵ 已知 a ≥ 0, b ≥ 0，应有 ab ≥ 0．∴ √
a,
√
b 都是算术平方根，应

有
√
a ≥ 0,

√
b ≥ 0．因而 (

√
a ·

√
b) ≥ 0．

根据乘积的乘方运算律可知：

(
√
a ·

√
b)2 = (

√
a)2 · (

√
b)2

= a · b = ab (算术平方根的性质)

∴
(√

a ·
√
b
)2

= ab

又由于
√
a ·

√
b ≥ 0, ab ≥ 0, 因此，利用平方根的定义就可以得出：

√
a ·

√
b =

√
ab

例 3.16 化简下列各平方根，使被开方数的每一个因数的指数都小于 2：

1.
√
42 × 3

2.
√
100a (a ≥ 0)

3.
√
125x3

4.
√
a2b (a ≥ 0 b ≥ 0)

解：

1.
√
42 × 3 =

√
42 ·

√
3 = 4

√
3

2.
√
100a =

√
100 ·

√
a = 10

√
a

3.
√
125x3 =

√
52 · x2 · 5 · x =

√
52 ·

√
x2 ·

√
5x = 5x

√
5x
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4.
√
a2b =

√
a2 ·

√
b = a

√
b

由这个例题说明，利用算术平方根的乘法法则，可以把被开方数中的“完
全平方因数”，用它的算术平方根代替，而移到根号外边．这种变形，通常叫做
把根号内的因数开方后移到根号外边，从而可以化简根式．
有时候，还可以反过来把根号外边的因数平方后，移到根号里边去，以利

于计算和化简．

例 3.17 比较下列各数的大小：

1. 2
√
5,

√
17

2. a
√
b,

√
1 + a2b (a ≥ 0, b ≥ 0)

解：

1. ∵ 2
√
5 =

√
4 ·

√
5 =

√
20

且
√
20 >

√
17．

∴ 2
√
5 >

√
17

2. ∵ a
√
b =

√
a2 ·

√
b =

√
a2b

且
√
a2b <

√
1 + a2b．

∴ a
√
b <

√
1 + a2b

(a ≥ 0, b ≥ 0)

例 3.18 计算：
√
6 ·

√
27, a

√
b · b ·

√
ab (a ≥ 0, b ≥ 0)

解：

1.
√
6 ·

√
27 =

√
2× 3× 33 =

√
2 ·

√
34 = 9

√
2

2. a
√
b · b

√
ab = ab

√
ab2 = ab · b

√
a = ab2

√
a

练习

1. 把被开方数中的因数尽量移到根号外，使各因数的指数都小于 2:
√
5× 72,

√
48,

√
50,

√
36ab2 (b ≥ 0),

√
24a2 (a < 0)

2. 把根号外边的因数移到根号里边去：

2
√
3, 3

√
6, 5

√
a, a

√
2 (a ≥ 0), b

√
a (b < 0)

3. 计算：
√
10 ·

√
125,

√
7 ·

√
14, a

√
a · b

√
a
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再来计算
√
16√
49
与
…

16

49
的值：

√
16√
49

=
4

7
,

…
16

49
=

4

7

可见，
√
16√
49

=

…
16

49
．

一般地说，如果 a ≥ 0, b > 0, 那么，就有
√
a√
b
=

…
a

b
成立．

这就是说：二数算术平方根的商，等于这二数商的算术平方根．即
√
a√
b
=

…
a

b
(a ≥ 0, b > 0)

说明： ∵ a ≥ 0, b > 0，因而
a

b
≥ 0

∴ √
a,

√
b 都是算术平方根，应有：

√
a ≥ 0,

√
b > 0，因而：

√
a√
b
≥ 0．

根据商的乘方运算律可知：(√
a√
b

)2

=
(
√
a)2

(
√
b)2

=
a

b
(算术平方根的性质)

∴
(√

a√
b

)2

=
a

b

又由于
√
a√
b
≥ 0，

a

b
≥ 0，因此，由平方根的定义就可以得出：

√
a√
b
=

…
a

b

例 3.19 计算：
√
125√
5
,

…
8

49

解：
√
125√
5

=

…
125

5
=

√
25 = 5…

8

49
=

√
8√
49

=
2
√
2

7
在算术平方根的运算中，常常需要通过一些变形把分母中的根号化去或把

根号中的分母化去，这叫做 分母有理化．

例 3.20 化简下列各平方根，使分母有理化：…
5

7
,

2√
3
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解： …
5

7
=

…
5× 7

7× 7
(分数的基本性质)

=

√
35

7

2√
3
=

2×
√
3√

3 ·
√
3

(分数的基本性质)

=
2
√
3

3

一般地：

√
a√
b
=

√
a ·

√
b√

b ·
√
b
=

√
ab

b…
a

b
=

 
a× b

b× b
=

√
ab

b
(a ≥ 0, b > 0)

例 3.21 把下列平方根的分母有理化：…
2
1

2
,

3

2
√
5
,

5√
40
,

…
25

3a
,

1√
2 ·

√
3

解： …
2
1

2
=

…
5

2
=

…
5× 2

2× 2
=

√
10

2

3

2
√
5
=

3
√
5

2
√
5 ·

√
5
=

3
√
5

10

5√
40

=
5

2
√
10

=
5
√
10

2×
√
10 ·

√
10

=
5
√
10

20
=

√
10

4…
25

3a
=

5√
3a

=
5
√
3a

3a

1√
2 ·

√
3
=

1√
6
=

√
6

6
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练习

1. 将下列各平方根的分母有理化：…
7

36
,

…
25

4a2
(a > 0),

…
2

9a
, 2

…
1

8

6

…
1

3
,

√
3√

2 ·
√
6
,

√
2√

5 ·
√
6

2. 化简：（就是使被开方数的每一个因数的指数都小于 2，使分母有
理化）

√
75, 7

…
5

7
, 4

…
1

3
,

√
45,

√
0.2,

…
2
1

8
,

…
1

2

3. 先化简，再比较以下各组数的大小：

√
24 与

√
54,

…
7

12
与
…

28

243

在今后的平方根运算中，如果没有特别声明，运算结果都要求符合两个条
件：

1. 被开方数的每个因数的指数小于 2；

2. 分母有理化．

符合这两个条件的平方根，称为最简平方根．

练习

把下列各平方根，化为最简平方根：

√
180,

√
200,

…
63

2a
,

…
7
1

2
b2 (b ≥ 0)

三、算术平方根的加、减运算

对于算术平方根的加、减运算，只要首先把各个平方根化为最简平方根，再
利用数系运算的通性，就可以进行同一算术平方根的加法和减法运算．

例 3.22 计算：
√
12 +

√
75−

√
48− 1√

3
− 1

2
√
3
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解：

√
12 +

√
75−

√
48− 1√

3
− 1

2
√
3

= 2
√
3 + 5

√
3− 4

√
3−

√
3

3
−

√
3

6
(化简)

=

(
2 + 5− 4− 1

3
− 1

6

)√
3 (分配律)

= 2
1

2
×
√
3 =

5
√
3

2

例 3.23 计算：
√
27 +

√
2 + 5

√
5 + 4

√
3−

√
3−

√
20

解：

√
27 +

√
2 + 5

√
5 + 4

√
3−

√
3−

√
20

= 3
√
3 +

√
2 + 5

√
5 + 4

√
3−

√
3− 2

√
5 (化简)

=
(
3
√
3 + 4

√
3−

√
3
)
+
√
2 +

(
5
√
5− 2

√
5
)

(交换、结合律)

= (3 + 4− 1)
√
3 +

√
2 + (5− 2)

√
5 (分配律)

= 6
√
3 +

√
2 + 3

√
5

例 3.24 计算：
√
0.5− 2

…
1

3
−
…

1

8
+
√
48

解：

√
0.5− 2

…
1

3
−
…

1

8
+
√
48

=
1

2

√
2− 2

3

√
3− 1

4

√
2 + 4

√
3

=

(
1

2
− 1

4

)√
2 +

(
4− 2

3

)√
3

=
1

4

√
2 +

10

3

√
3

例 3.25 计算：
(
5
√
12− 12

√
3
)
·
√
6
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解：解法 1：(
5
√
12− 12

√
3
)
·
√
6 =

(
5× 2

√
3− 12

√
3
)
·
√
6 (化简根式)

=
(
10
√
3− 12

√
3
)
·
√
6

= −2
√
3 ·

√
6 (平方根减法)

= −2
√
3× 6 = −2× 3

√
2

= −6
√
2 (平方根乘法)

解法 2： (
5
√
12− 12

√
3
)
·
√
6 = 5

√
12×

√
6− 12

√
3×

√
6 (分配律)

= 5
√
12× 6− 12

√
3× 6 (平方根乘法)

= 30
√
2− 36

√
2 (化简)

= −6
√
2 (平方根减法)

练习

1. (口答）5
√
2 + 3

√
2, 7

√
3 +

√
3, 2

√
5 − 3

√
5,

√
4 +

√
5 是否等于

√
4 + 5, 为什么？

√
3×

√
2,

√
6×

√
2,

…
1

2
×
√
2

2. 计算：

3
√
28− 4

√
7, 3

√
24−

…
3

2
, 4

√
2 + 2

√
3− 5

√
2 +

√
3− 5

√
3

3. 计算：
√
10a ·

√
5a,

√
18÷

√
6,

√
5
(√

10− 1
)
,

√
96÷

√
3×

√
2

4. 计算：

(a)
(
4
√
27− 7

√
12
)
÷
√
3

(b)
(…

1

2
− 2

…
1

8
+ 2

√
0.5

)
×

√
8



172 第三章 一元二次方程

习题 3.2

1. 求下列各式的值：(
1

2

)2

,
»
(−5)2,

…
9

16
, −

√
172 × 82

√
172 − 82,

√
121× 169,

√
256× 225,

√
172 −

√
82

2. 计算下列各式：

(a)
√

(a− 1)2,
√
(2− b)2,

(
1−

√
2
)2

(b)
√(√

2− 1
)2 −√(1−√

2
)2
,

√(√
3−

√
2
)2

+

√(
1−

√
2
)2

3. 下列计算是否正确？为什么？

(a) −2
√
3 =

√
(−2)2 · 3 =

√
12 = 2

√
3

(b)
√
−4 ·

√
−9 =

√
(−4)× (−9) =

√
36 = 6

(c)
√
42 + 92 =

√
42 +

√
92 = 4 + 9 = 13

4. 化简：

(a)
√
108,

√
105,

√
98,

√
63,

√
720,

√
686

(b)
…

1

7
,

…
4
1

2
, 2

…
3

2
,

√
7√
5
,

√
15√

7 ·
√
5

5. 化简：将被开方数中的因数移到根号外

(a)
√
1000a2 (a > 0),

√
325ab2 (b < 0)

(b)
√
0.4m2 (m 为任意有理数),

√
96x2 (x 为有理数)

6. 计算下列各式：

(a)
…

16

7
×
√
7

(b)
√
54÷

(
−
√
6
)

(c)
√
0.6×

…
2
3

5

(d) 12
√
2÷ 2

√
3

(e)
√
27× 3

√
12× 5

8

√
3

(f) 8

…
2

7
÷ 5

…
1
1

7

(g)
√
96÷ 2

√
3×

√
2

(h) 5
√
180÷ 2

√
5÷

√
3

7. 在下列平方根中，把根号外的因数移到根号里边去：
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(a) 7
√
2, a

√
2b (a > 0)

(b) −4
√
3, b

√
2 (b < 0)

8. 有理化分母：

(a)
…

3

7
,

√
5√
3
,

√
12√
3
,

…
7

6

(b)
…

1
2

11
,

…
a

5
,

…
2

a
,

√
m√
2b

9. 计算：

(a) 3
√
8− 2

√
32

(b)
√
96− 3

√
24 +

√
54

(c) 5
√
63 + 5

√
7− 4

√
28

(d)
√
75 +

…
1

3
−
√
48

(e) 3
√
0.2 + 4

√
125 +

…
1

27
−
√
75

(f)
√
24−

( 
1

2
+ 2

…
2

3

)
−
(…

1

8
−
√
6

)
10. 计算：

(a)
√
2(1 +

√
2)

(b) (
√
10− 1) ·

√
5

(c)
√
5(2

√
45−

√
15)

(d) (
√
5 + 2

√
0.2) ·

√
5

(e)
√
18

(√
2− 4

…
1

2

)
(f) 2

√
3
(√

12−
√
6 + 2

√
27
)

(g)
(…

1

3
+
√
3

)
·
(√

27−
…

1

27

)
(h) (

√
2 +

√
3)(

√
2−

√
3) + 1

(i)
»

(
√
10− 4)2 +

»
(4 +

√
10)2 −

…
1

8
×
√
2

11. (a) 已知 p = 1, q = −20，试求 −p
2
− 1

2

√
p2 − 4q2 的值．



174 第三章 一元二次方程

(b) 已知 a = −
√
2, b =

√
3，试求

1

a
+

1

b
的值．

(a) 如果 x, y 都是非负数，且
√
x+

√
y = 0, 试求 x, y 的值．

(b) 如果
√
a2 +

√
b2 = 0, 试求 a, b 的值．

(c) 如果
√
x+ 1 +

√
y − 3 = 0, 试求 x, y 的值．

(d) 如果
√
x+ y − 6 +

√
x− y − 2 = 0, 试求 x, y 的值．

(e) 如果 (x− y)2 +
√
x+ y − 7 = 0, 试求 x, y 的值．

第三节 一元二次方程及其解法

一、一元二次方程

首先考虑一个应用问题：

要在操场上画出一块面积是 32m2 的长方形，并且要求它的长比宽多 4m．
问：这个长方形的长和宽各取多少 m？（如图 3.7)

x+ 4

x 32m2

图 3.7

用代数解法解这个问题：

设这个长方形的宽取 xm，则它的长就应取 (x+ 4)m，由题意可以得出：

x(x+ 4) = 32

去括号，得 x2 + 4x = 32.
移项，得 x2 + 4x− 32 = 0.
由此得到的这种方程，其特点是：各项的最高次数是 2.
我们把只含一个未知数、分母不含未知数，且各项的最高次数是 2 的方程，

叫做一元二次方程．

例如：x2−9 = 0, 2y2−3y+1 = 0, 3x2−2x = 0, x2+2x = 5, −x2−2 = 5x

等都是一元二次方程．
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显然，任何一个一元二次方程，经过变形、整理，都可以化成下面的标准
形式：

ax2 + bx+ c = 0 (a ̸= 0)

其中，ax2 叫二次项，a( ̸= 0) 是二次项系数；bx 叫一次项，b(可取任何实数）
是一次项系数；c(可取任意实数）是常数项．

• 当 b ̸= 0, c ̸= 0 时，方程 ax2 + bx+ c = 0 (a ̸= 0) 叫做一般的一元二次
方程；

• 当 b = 0 或 c = 0 或 b = c = 0 时，方程 ax2 + c = 0 (a ̸= 0) 或
ax2 + bx = 0 (a ̸= 0) 或 ax2 = 0 (a ̸= 0) 都叫做特殊的一元二次方程．

练习

1. 下列方程中，哪些是一元二次方程？如果是，写出它的二次项、一
次项和常数项．

(a) 3x2 + 4x = 5

(b) −2x2 − 3x+ 4 = 0

(c) −3x2 + 36x−
√
5 = 0

(d)
√
5x2 +

√
3x− 3 = 0

(e) x2 = 3

(f) 7x2 = 0

(g) −8x = 7x2

(h) 2x2 + 1 = 0

(i)
√
7x2 = 1

(j) 3x2 + x− 3 = 3x2 − 1

2. 把下列各方程整理成标准形式 ax2 + bx + c = 0, 并且使二次项系
数都是正数，最后再指出 a, b, c 各是什么值？

(a) x2 − 3 = 5

(b) 4x(2− 3x) = x− 6

(c) (3x− 5)(4− x) = 0

(d)
√
6y(y +

√
3) +

√
2 = y

(e) 6x− 5 = (2x− 3)2

(f) −x2 + 8 = 2
√
2x

(g) (x− 3)2 + 7 = (2x+ 1)2

(h) (1+m)x−(m−1)x−x2 = m

3. 适当引入一个未知数，根据以下问题列出方程式，并化成标准形式：

(a) 两数的差是 8, 积是 48, 求两数．

(b) 两个连续的偶数之积是 24, 求这两偶数．
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(c) 一个两位数等于它的个位数字的平方，假若个位数字比十位
数字大 3, 试求这个两位数．

4. 试试看：求出下列方程的解

4x2 = 0, x2 − 9 = 0, 2x2 − 18 = 0

二、特殊的一元二次方程的解法

（一）ax2 = 0 的解法

由于 a ̸= 0, 因而，直接运用等式的性质，就可以把原方程化为：x2 = 0．
显然，这一方程的解（或根）就是 0, 我们写成 x = 0, 即解集为 {0}．

（二）ax2 + c = 0 (a ̸= 0) 的解法

对于特殊的一元二次方程 ax2 + c = 0 (a ̸= 0), 可以首先进行移项，除以
a, 变形为：

x2 = − c

a

然后利用平方根的意义就可以求出这个方程的解（或根）来．

例 3.26 解下列各方程：

1. 5x2 − 4 = 0

2. −7x2 + 7 = 0

3. −3x2 = 0

4. 2x2 + 5 = 0

解：

1.

5x2 − 4 = 0

5x2 = 4 (移项)

x2 =
4

5
(两边除以 5)

由平方根的意义可知：x±
…

4

5
，即：

x1 =
2

5

√
5, x2 = −2

5

√
5
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所以，原方程的解集是
ß
2

5

√
5, −2

5

√
5

™
．

2.

−7x2 + 7 = 0

−7x2 = −7 (移项变号)

x2 = 1 (两边除以 −7)

x = ±1 (平方根的意义)

即：x1 = 1, x2 = −1

所以，原方程的解集是 {1,−1}．

3.

−3x2 = 0

x2 = 0 (两边除以 −3)

x = 0

所以，原方程的解集是 {0}．

4.

2x2 + 5 = 0

2x2 = −5 (移项变号)

x2 = −5

2
(两边除以 2)

由于任何实数的平方，都不可能是负数，所以，原方程没有实数根，这时，
我们就说，这个方程的解集是空集，记作 ∅．

注意：空集就是不包含任何实数的集合，要注意与集合 {0} 是根本不同的．
通过以上例题，可以归纳出：方程 ax2 + c = 0 (a ̸= 0) 的解法步骤是：

I. 把原方程变形为：
x2 = − c

a

II. 根据平方根的意义，得出：

1. 当 − c

a
> 0 时，x = ±

…
− c

a
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原方程的解集是
ß…

− c

a
, −
…
− c

a

™
2. 当 − c

a
= 0 时，x = 0. 原方程的解集是 {0}．

3. 当 − c

a
< 0 时，原方程没有实数根，即解集是空集 ∅．

其中，当 − c

a
= 0 时，由 x2 = 0 得出 x = 0, 我们为了统一和方便，常常

也看成“两个相同的根”，并叫做原方程的二重根．但写成解集时，仍记作 {0}，
而不写成 {0, 0}．

练习

解下列方程：

1. 9x2 = 0

2. 25x2 − 9 = 0

3. −256x2 + 144 = 0

4. 5x2 − 7x− 7 = 3x2 − 7x+ 1

5. 2x2 = 3

6. 3x2 + 2 = 0

7. (x− 1)2 = 4

8. (x+ 1)2 = 1

例 3.27 解下列方程：

(1− x)2 = 9, 4(1 + 2x)2 = 49

分析：如果把方程中括号内的部分，看成一个整体，那么就可以先求出这一个
整体的值，然后再去求出其中的未知数 x 的值．

解：

1.

(1− x)2 = 9

(1− x) = ±3 (平方根的意义)

即：1− x = +3 或 1− x = −3

因而，x = −2 或 x = 4

∴ 原方程的解集是 {−2, 4}．
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2.

4(1 + 2x)2 = 49

(1 + 2x)2 =
49

4
(两边除以 4)

1 + 2x = ±7

2
(平方根的意义)

即：1 + 2x = +
7

2
或 1 + 2x = −7

2

因而，x =
5

4
或 x = −9

4

∴ 原方程的解集是
ß
5

4
, −9

4

™
．

由例 3.27, 我们又可以归纳出：如果遇到 a(x+m)2 + c = 0 的一元二次方

程，那么可以把 (x+m)看成一个整体，先求出 (x+m) = ±
…
− c

a

(
− c

a
≥ 0
)

再进一步求出 x = −m±
…
− c

a
．

练习

解下列方程：

1. (x− 2)2 = 16

2. (5− 2x)2 = 4

3. 9(50− x)2 = 36

4. 1

3
(2x− 3)2 = 25

5. 125 = 5

(
x+

1

2

)2

6. 1

6
(
√
2x+ 1)2 = 2

（三）ax2 + bx = 0 (a ̸= 0) 的解法

对于方程 ax2 + bx = 0 (a ̸= 0), 可以先运用数系运算通性中的分配律，把
它变形为

(ax+ b)x = 0

然后，再利用零的运算特性，就可以得出：

ax+ b = 0 或 x = 0

这是因为：如果两个因数的乘积为 0, 那么，这两个因数中至少有一个是 0．
因而，就可以进一步解出 x 的值来．
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例 3.28 解方程 x2 − 4x = 0．

解：

x2 − 4x = 0

(x− 4)x = 0 (分配律)

x− 4 = 0 或 x = 0

即：x1 = 4, x2 = 0．
∴ 原方程的解集是 {4, 0}．

例 3.29 解方程 5x2 + 3x = 0．

解：

5x2 + 3x = 0

(5x+ 3)x = 0

因而，5x+ 3 = 0 或 x = 0

即：x1 = −3

5
, x2 = 0

∴ 原方程的解集是
ß
−3

5
, 0

™
．

由此，可归纳出：方程 ax2 + bx = 0 (a ̸= 0) 的解法步骤是：

I. 利用分配律变形为
(ax+ b)x = 0

II. 由零的运算特性可知

ax+ b = 0 或 x = 0

III. 原方程的解为
x1 = − b

a
, x2 = 0

即解集是
ß
− b

a
, 0

™
．

这里要指出，解方程 ax2 + bx = 0 的过程，就是把它转化为解两个一元一
次方程，其转化方法，就是利用数系运算通性，把方程左边化成两个因数的乘
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积形式，这种把高次方程转化为低次方程；把新问题转化为旧问题的解题思想
是很重要的，必须很好掌握．

从这里还可以看出，方程 ax2+ bx = 0 (a ̸= 0) 总有一个根是 0, 也就是说，
常数项 c = 0 的一元二次方程，必有一个根是零．

练习

1. 解下列方程：

(a) x2 − 5x = 0

(b) 3x− x2 = 0

(c) 4x2 + 6x = 0

(d) 2

5
x = −3x2

(e) x2 + 1

7
x = 0

(f) x2 +
√
2x = 0

(g)
√
5x = 7x2

(h)
√
2x2 −

√
3x = 0

(i)
√
2

2
x2 + 1 = 1−

√
2x

2. 把下列方程中括号内的部分，看为一个整体，先求出它的值，然后
再求解：

(a) (x+ 1)2 − 3(x+ 1) = 0

(b) (x− 2)2 +
1

2
x− 1 = 0

(c) 3(3− 5x)2 = 2(3− 5x)

(d) 2(x+
√
2)2 − x−

√
2 = 0

例 3.30 解方程 x2 − 6x = 0

分析：除用上述方法解这个特殊的一元二次方程外，还可以利用等式性质，把
它设法转化成 (x±m)2 = n 的形式，先求出整体 (x±m), 进而求出 x 的值．

解：

x2 − 6x = 0

x2 − 6x+ 9 = 9 (两边加上 9)

(x− 3)2 = 9

x− 3 = ±3 (平方根的意义)

即：x− 3 = +3 或 x− 3 = −3

∵ x1 = 6, x2 = 0

所以，原方程的解集为 {6, 0}．
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练习

用例 3.30 的方法，解下列方程：

1. x2 + 4x = 0

2. x2 − 2
√
2x = 0

3. −2x2 = 3x

4. 5x2 − 4x = 0

三、一般的一元二次方程的解法——配方法

对于一般一元二次方程 ax2 + bx + c = 0 (a ̸= 0), 我们将先从本章一开始
所提出的应用问题入手，利用图形直观地说明“配方法”的想法和解决问题的
具体做法．从而归纳出它的一般解法来．

由应用题所列出的方程是：x2 + 4x = 32. 其中 x 是所求长方形的宽，32
是长方形的面积．如图 3.8 所示，这个长方形可以理解为：是由一个边长为 x

的正方形与一个边长为 x, 4 的小长方形组合而成的．

这时，我们可以如图 3.9 所示，把 4× x 的小长方形平分为两个 2× x 的
更小长方形，再把其中带阴影的一个移至正方形 x× x 的下方．这样，原来长
方形就变成了⿸形，但面积仍为 32m2．

x

x+ 4

x2 4x

32m2

图 3.8

x2 2x 2x

2x

图 3.9

如果我们把右下方补上一个边长为 2 的小正方形，如图 3.10 所示，那么，
就可以得到一个边长为 (x + 2) 的大正方形．这个正方形的面积比原来的长方
形面积多了 22 = 4.
也就是说，由原来所列的方程式 x2 + 4x = 32, 就变形成为：

x2 + 4x+ 22 = 32 + 22

(x+ 2)2 = 36

x+ 2 = ±6
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2x

x2 2x

22

图 3.10

即 x+ 2 = +6 或 x+ 2 = −6

∴ x1 = 4, x2 = −8

显然，x = −8 不符合题意，应舍去．

所以，长方形的宽为 4m，长为 8m．
通过解决这个应用问题，启发我们：对一元二次方程，可以配成完全平方

后，再去求解．上例中，通过画图直观了解到，对于二次项系数是一的一元二
次方程要配成完全平方，只要利用等式性质，方程两边同时加上一次项系数一
半的平方数，就可以了．

例 3.31 用配成完全平方的方法，解方程：

x2 + 3x = 40, 2x2 + 3x− 5 = 0

解：

1. x2 + 3x = 40 的两边同加一次项系数 3 的一半的平方数
(
3

3

)2

，就得到：

x2 + 3x+

(
3

3

)2

= 40 +

(
3

3

)2

(
x+

3

2

)2

=
169

4

x+
3

2
= ±13

2
(平方根的定义)

即：x+
3

2
= +

13

2
或 x+

3

2
= −13

2

∴ x1 = 5, x2 = −8

∴ 原方程的解集是 {5, −8}．
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2. 先将二次项系数化简成为 1, 并将方程写成 x2 + px+ q = 0 的形式．两边
同除以 2, 得

x2 +
3

2
x− 5

2
= 0

其次，就可按 1 题的解法去求解：

x2 +
3

2
x =

5

2
(移项)

x2 +
3

2
x+

(
3

4

)2

=
5

2
+

(
3

4

)2

(配方)(
x+

3

4

)2

=
49

16

x+
3

4
= ±7

4
(平方根意义)

即：x+
3

4
= +

7

4
或 x+

3

4
= −7

4

∴ x1 = 1, x2 = −5

2

∴ 原方程的解集是
ß
1, −5

2

™
．

必须指出，上述例题的解法中，最关键的一步，就是“方程两边同加上一
次项系数一半的平方数”，使方程左边成为一个完全平方形式．因此，这种方
法，就叫做配方法．

例 3.32 用配方法解下列各方程：

1. x2 − 8x+ 9 = 0

2. 2x2 + 3x− 6 = 0

3. 4x2 + 4x+ 1 = 0

4. x2 + 4x+ 7 = 0

解：

1.

x2 − 8x+ 9 = 0

x2 − 8x = −9 (移项)

x2 − 8x+ (−4)2 = −9 + (−4)2 (配方)

(x− 4)2 = 7

x− 4 =
√
7 (平方根的意义)
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∴ x1 = 4 +
√
7, x2 = 4−

√
7

∴ 原方程的解集是
¶
4 +

√
7, 4−

√
7
©

2.

2x2 + 3x− 6 = 0

x2 +
3

2
x =

6

2

x2 +
3

2
x+

(
3

4

)2

= 3 +

(
3

4

)2

(
x+

3

4

)2

=
57

16

x+
3

4
= ±

√
57

4

∴ x1,2 = −3

4
±

√
57

4

∴ 原方程的解集是
®
−3 +

√
57

4
,
−3−

√
57

4

´
3.

4x2 + 4x+ 1 = 0

(2x+ 1)2 = 0

2x+ 1 = 0

∴ x1 = x2 = −1

2
(二重根)

∴ 原方程的解集是
ß
−1

2

™
4.

x2 + 4x+ 7 = 0

x2 + 4x+ 22 = −7 + 22

(x+ 2)2 = −3

显然，x 取任何实数时，都不可能使 (x + 2)2 的值等于 −3. 因此，这个
方程无实数根．

∴ 原方程的解集是空集 ∅．
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通过以上各例，我们可以说：配方法是对于任何一个一元二次方程都行之
有效的通用解法，其主要步骤是：

I. 用二次项系数去除方程两边，使二次项系数变成 1. 并将原方程化
为 x2 + px+ q = 0 的形式．

II. 移项，把方程进一步化为 x2 + px = −q 的形式．

III. 配方，方程两边同加上“一次项系数一半的平方数”，使方程左边
成为完全平方形式：

x2 + px+
(p
2

)2
= −q +

(p
2

)2
即 (

x+
p

2

)2
=
p2

4
− q

IV. 由平方根的意义，可知

1. 当 p2

4
− q > 0 时，原方程有两个实数根：x1 = −p

2
+

…
p2

4
− q，

x2 = −p
2
−
…
p2

4
− q．

2. 当 p2

4
− q = 0 时，原方程就有一个二重根：x1 = x2 = −p

2
．

3. 当 p2

4
− q < 0 时，原方程无实数根．

练习

1. 填空：使等式两边相等．

(a) x2 + 6x+ ( ) = (x+ )2

(b) x2 − x+ ( ) = (x− )2

(c) x2 + 3x+ ( ) = (x+ )2

(d) x2 − ( ) +
121

4
= (x− )2

(e) x2 + 3

5
x+ ( ) = (x+ )2

(f) x2 + px+ ( ) = (x+ )2
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(g) x2 + b

a
x+ ( ) = (x+ )2

2. 用配方法解方程：

(a) x2 + 8x = 33

(b) x2 − 7x+ 2 = 0

(c) x2 − x+
1

4
= 0

(d) x2 − 14x+ 24 = 0

(e) 2x2 − 5x+ 8 = 0

(f) 3x2 − 6x+ 2 = 0

(g) x = 1− 2x2

(h) 3x2 = −(1 + 5x)

(i) 5y − 84 + y2 = 0

(j) 3− 8t+ t2 = 0

3. 把方程中括号内看作一个整体．先求出这个整体，再求出方程的根
来：

(a) (x+ 1)2 − 4(x+ 1) + 4 = 0

(b) (x− 2)2 − 4(x− 2) + 3 = 0

例 3.33 解方程 (2x+ 1)(x+ 2) + 2x− 18 = 0

解：

(2x+ 1)(x+ 2) + 2x− 18 = 0

2x2 + 4x+ x+ 2 + 2x− 18 = 0 (去括号)

2x2 + 7x− 16 = 0 (合并)

x2 +
7

2
x = 8 (两边除以 2)

x2 +
7

2
x+

(
7

4

)2

= 8 +

(
7

4

)2

(配方)(
x+

7

4

)2

=
177

16

∴ x+
7

4
= ±

√
177

4

∴ x1,2 = −7

4
±

√
177

4

∴ 原方程的解集是
®
−−7 +

√
177

4
, −−7−

√
177

4

´
例 3.34 证明：方程 2x2 − 5x+ 7 = 0 没有实数根．
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证明：把原方程变形为 x2 − 5

2
x = −7

2

配方后，得
(
x− 5

4

)2

= −7

2
+

25

16
即：

(
x− 5

4

)2

= −31

16

∵ −31

16
< 0 ∴ 任何实数都不能使上边的等式成立．

∴ 原方程没有实数根．

练习

用配方法解方程：

1. (5x+ 1)(5x− 1) = 24x

2. (x+
√
2)2 − 3(

√
2 + x)− 10 = 0

四、一元二次方程的求根公式

用配方法，同样可以求出一般的一元二次方程 ax2 + bx + c = 0 (a ̸= 0)

的根．具体作法如下：

ax2 + bx+ c = 0 (a ̸= 0)

方程两边同除以二次项系数 a, 得

x2 +
b

a
x+

c

a
= 0

把常数项
c

a
改变符号后，移到方程右边，得

x2 +
b

a
x = − c

a

配方：两边同加上“一次项系数一半的平方数”，得

x2 +
b

a
x+

(
b

2a

)2

= − c

a
+

(
b

2a

)2

整理后，得
(
x+

b

2a

)2

=
b2 − 4ac

4a2

∵ a ̸= 0, ∴ 4a2 > 0
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∴ b2 − 4ac

4a2
就与 b2 − 4ac 取相同符号．

当 b2 − 4ac ≥ 0 时，
b2 − 4ac

4a2
≥ 0, 这时，由平方根的意义，不难得出

x+
b

2a
= ±

 
b2 − 4ac

4a2

∴ 原方程的根就是：

x1,2 = − b

2a
±

√
b2 − 4ac

2a
=

−b±
√
b2 − 4ac

2a

当 b2−4ac < 0时，
b2 − 4ac

4a2
< 0,这时，就没有一个实数能使

(
x+

b

2a

)2

=

b2 − 4ac

4a2
成立．

∴ 原方程没有实数根．
因此，我们可以归纳出：

一元二次方程 ax2 + bx + c = 0 (a ̸= 0) 的求根公式：当 b2 − 4ac ≥ 0

时，

x1,2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a

有了求根公式以后，解任何一元二次方程时，只要把它首先变形整理成为
标准式，正确认定各项的系数，然后就可以直接代入求根公式，求出它的根来．

例 3.35 解下列方程：

1. x2 − 7x+ 6 = 0

2. 2x2 + 3x− 7 = 0

3. x2 + 2 = 2
√
2x

4. 1

2
x− 1 = 2x2

解：

1. x2 − 7x+ 6 = 0 这里 a = 1, b = −7, c = 6

b2 − 4ac = 49− 24 = 25 > 0

代入求根公式，得

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
=

7±
√
25

2
=

7± 5

2
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∴ x1 = 6, x2 = 1．

∴ 原方程的解集是 {6, 1}

2. 2x2 + 3x− 7 = 0 这里 a = 2, b = 3, c = −7

b2 − 4ac = 9 + 56 = 65 > 0

代入求根公式，得

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
=

−3±
√
65

4

∴ x1 =
−3 +

√
65

4
, x2 =

−3−
√
65

4
．

∴ 原方程的解集是
®
−3 +

√
65

4
,
−3−

√
65

4

´
3. x2 + 2 = 2

√
2x 先整理成标准式 x2 − 2

√
2x+ 2 = 0

这里 a = 1, b = −2
√
2, c = 2，b2 − 4ac = 8− 8 = 0

∴ x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
=

2
√
2± 0

2
．即：x1 = x2 =

√
2 （二重根）

∴ 原方程的解集是
¶√

2
©

4. 1

2
x− 1 = 2x2 整理得 2x2 − 1

2
x+ 1 = 0

去分母，得：4x2 − x+ 2 = 0 这里 a = 4, b = −1, c = 2

b2 − 4ac = 1− 32 = −31 < 0

∴ 原方程无实数根，解集是空集 ∅．

练习

用求根公式解下列方程：

1. 2x2 + 7x− 4 = 0

2. 4t2 − 12t+ 9 = 0

3. x2 + 2x+ 5 = 0

4. 3y2 − 4y = 0

5. 7x2 − 3 = 0

6. 9
1

2
x2 = 0

7. 2 + 5x = 3x2

8. x2 = 2
√
3x− 3

9. 1

2
x2 − x =

1

4

10. 2x2 − 3x+ 4 = 0
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例 3.36 解下列方程:

y(10 + 3y) = −3,
x2 − 2

3
+
x

2
= x

解：

1. y(10 + 3y) = −3，去括号、整理得：3y2 + 10y + 3 = 0

由求根公式，得：

y =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
=

−10±
√
100− 36

6
=

−10± 8

6

∴ y1 = −1

3
, y2 = −3

∴ 原方程的解集是
ß
−1

3
, −3

™
2. x

2 − 2

3
+
x

2
= x

去分母，整理，得：2x2 − 3x− 4 = 0

∴ x =
3±

√
9 + 32

4
=

3±
√
41

4

∴ 原方程的解集是
®
3 +

√
41

4
,
3−

√
41

4

´
练习

解下列各方程：

1. 2y(3− y) + 7 = 2y

2. (x+ 1)(2− 3x) = 5

3. 5t = (t+ 2)(t− 2)− 1

4. (2x− 1)(x+ 5)− 6x = 0

5. (3t− 4)2 = 2t

6. 3x2 + 2x = (x+ 2)2

7. 8x2 − 3

5
+

9x2 − 5

4
= 2

8. x
2

3
+

7x− 1

4
+

1

2
= 0

例 3.37 解下列方程：

1. 3(x+ 1)2 − 5(x+ 1) = 2

2. y2 − (m+ n)y +mn = 0 (m > n)

解：
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1. 3(x + 1)2 − 5(x + 1) = 2 把 (x + 1) 看作一个整体．原方程可以看作是
(x+ 1) 的二次方程．整理以后，得

3(x+ 1)2 − 5(x+ 1)− 2 = 0

可以利用求根公式，先求 (x+ 1)

x+ 1 =
5±

√
25 + 24

6
=

5± 7

6

即：x+ 1 = 2 或 x+ 1 = −1

3

∴ x1 = 1, x2 = −1
1

3

∴ 原方程的解集是
ß
1, −1

1

3

™
2. y2 − (m+ n)y +mn = 0 (m > n) 这里 m,n 是已知数，因此可以看作：

a = 1, b = −(m+ n), c = mn

代入求根公式，得

x =
(m+ n)±

√
(m+ n)2 − 4mn

2

=
(m+ n)±

√
m2 + 2mn+ n2 − 4mn

2

=
(m+ n)±

√
m2 − 2mn+ n2

2

=
(m+ n)±

√
(m− n)2

2

=
(m+ n)± (m− n)

2
(m > n)

∴ x1 =
m+ n+m− n

2
= m, x2 =

m+ n−m+ n

2
= n

∴ 原方程的解集是 {m,n}．

练习

解下列方程：

1. 2(1− 2x)2 − 3(1− 2x) = 5

2. x2 + 2ax− 3a2 = 0 (a > 0)
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例 3.38 解方程：

1. x4 − 13x2 + 36 = 0

2. (x2 + 2)2 − 8(x2 + 2) + 15 = 0

解：

1. x4 − 13x2 + 36 = 0

设 x2 = y, 则 x4 = y2，原方程就化为：y2 − 13y + 36 = 0．

解这个一元二次方程，得

y =
13±

√
169− 144

2
=

13± 5

2

∴ y1 = 9, y2 = 4 把 y1, y2 分别代入原设，得：

x2 = 9 ⇒ x = ±3

x2 = 4 ⇒ x = ±42

∴ 原方程的解集是 {2, 3,−2,−3}．

2. (x2 + 2)2 − 8(x2 + 2) + 15 = 0

设 (x2 + 2) = y，原方程可化为：y2 − 8y + 15 = 0．

∴ y1 =
8±

√
64− 60

2
=

8± 2

2

y1 = 5, y2 = 3

代入原设：

x2 + 2 = 5 ⇒ x = ±
√
3

x2 + 2 = 3 ⇒ x = ±1

∴ 原方程的解集是 {1,
√
3,−1,−

√
3}．

在以上例题的解法中，所设的未知数 y 叫做辅助未知数，借助辅助未知数，
可以把某些特殊的高次方程变成较低次的方程．这种方法，称为设辅助未知数
法．也叫换元法．
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练习

用换元法解下列方程：

1. x4 − 6x2 + 5 = 0

2. 3x4 − 4x2 + 1 = 0

3. x4 − 8x2 + 16 = 0

4. x4 + x2 − 6 = 0

5. (x2 + 2x)2 − 14(x2 + 2x)− 15 = 0

6. (x2 − x)2 − 4(x2 − x)− 12 = 0

7. (x2 − x)2 − 4(2x2 − 2x− 3) = 0

8. (x2 − 5x)2 + 10x2 − 50x+ 24 = 0

例 3.39 解方程 3x3 − 4x2 + x = 0

解：由分配律，可把原方程化为：

(3x2 − 4x+ 1) · x = 0

∴ 3x2 − 4x+ 1 = 0 或 x = 0

解方程 3x2 − 4x+ 1 = 0，得：x1 = 1, x2 =
1

3

∴ 原方程的解集是
ß
0, 1,

1

3

™
从这个例题的解法中可以看出，利用数系运算通性，可以把某些特殊的高

次方程化为低次的方程求解．

练习

解下列方程

1. x3 + 2x2 − x = 0

2. 2x3 − 3x2 + 5x = 0

3. x4 − 5x2 = 0

4. 3x4 + x2 = 5x3

例 3.40 解方程 (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4) = 24

分析：这个方程显然是四次方程．而一般的四次方程我们是不会解的．但仔细
观察这个方程，会发现它有某些特点，根据这些特点就可以利用换元法求出它
的解来．它的特点是：
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• 方程左边是四个一次式的乘积；

• 两个因式乘积就是 2 次的．

利用交换律、分配律进行变形，设法使两个二次式中含未知数的项相同，便于
设辅助未知数．

由于

(x− 1)(x− 4) = x2 − 5x+ 4

(x− 2)(x− 3) = x2 − 5x+ 6

因此，可设辅助未知数 y = x2 − 5x．这样一来，就可以把原方程降为二次方程
求解．

解： (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4) = 24

利用交换律、分配律，可得

[(x− 1)(x− 4)] · [(x− 2)(x− 3)] = 24

(x2 − 5x+ 4)(x2 − 5x+ 6) = 24

设 y = x2 − 5x, 则方程可化为

(y + 4)(y + 6) = 24

y2 + 10y + 24− 24 = 0

y2 + 10y = 0

y(y + 10) = 0

∴ y1 = 0, y2 = −10

代入原设，得 x2 − 5x = 0 或 x2 − 5x = −10

对于 x2 − 5x = 0，可得：x1,2 =
5± 5

2
，即：x1 = 5, x2 = 0

对于 x2 − 5x = −10，由于 b2 − 4ac = 25− 40 < 0，因此无实根．

∴ 原方程的解集是 {5, 0}．

练习

解下列方程：

1. x(x− 1)(x− 2)(x− 3) = 3

2. (x+ 1)(x+ 3)(x+ 5)(x+ 7) = 384
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五、一元二次方程根的判别式

在前面，我们用配方法已经讨论了一元二次方程 ax2+bx+c = 0 (a ̸= 0)

的根的各种情形，即

• 当 b2 − 4ac > 0 时，求得 x1,2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
；

• 当 b2 − 4ac = 0 时，求得 x1 = x2 = − b

2a
（重根）；

• 当 b2 − 4ac < 0 时，方程无实数根．

由此可见，一元二次方程 ax2 + bx+ c = 0 (a ̸= 0) 的根是不是存在，以
及根的个数，都取决于 b2 − 4ac 的符号．因而，我们就把 b2 − 4ac 叫做一元二
次方程 ax2 + bx+ c = 0 (a ̸= 0) 的根的判别式．记作

∆ = b2 − 4ac

利用根的判别式，不必解出方程，就可以判断任一个一元二次方程是否有
实数根，以及有什么样的实数根．这就是：

方程 ax2 + bx+ c = 0 (a ̸= 0)

• 当 ∆ = b2 − 4ac > 0 时，有两个不相等的实数根；

• 当 ∆ = b2 − 4ac = 0 时，有两个相等的实数根（重根）；

• 当 ∆ = b2 − 4ac < 0 时，没有实数根．

例 3.41 不解方程，判断下列方程根的情况：

1. 5x2 − 4x− 3 = 0

2. 2x2 + 3 = 2
√
6x

3. 3x2 + 2x+ 1 = 0

解：

1. 5x2 − 4x− 3 = 0

∵ ∆ = b2 − 4ac = (−4)2 − 4× 5× (−3) = 76 > 0

∴ 此方程有两个不相等的实数根．
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2. 2x2 + 3 = 2
√
6x

整理成标准式：2x2 − 2
√
6x+ 3 = 0

∵ ∆ = b2 − 4ac = (−26)2 − 4× 2× 3 = 0

∴ 此方程有两个相等的实数根（重根）．

3. 3x2 + 2x+ 1 = 0

∵ ∆ = b2 − 4ac = 22 − 4× 3× 1 = −8 < 0

∴ 此方程没有实数根．

例 3.42 k 取什么值时，方程 4x2 − (k + 2)x+ (k − 1) = 0

1. 有一个实数根是 −1；

2. 有两个相等的实数根．

解：

1. 因为方程已知有一个根是 −1, 所以把 x = −1 代入原方程，应使方程两
边的值相等，即 4× (−1)2 − (k + 2)× (−1) + (k − 1) = 0 是成立的．

整理这个等式，得 2k + 5 = 0，即：k = −5

2
．

∴ 当 k = −5

2
时，原方程有一个根 −1．

2. ∵ 当 ∆ = 0 时，原方程才能有两个相等的实数根，而在这里

∆ = [−(k + 2)]2 − 4 · 4(k − 1)

= k2 + 4k + 4− 16k + 16

= k2 − 12k + 20

∴ 令 ∆ = 0, 即 k2 − 12k + 20 = 0．

从中就可以解出 k 的取值，k1 = 2, k2 = 10．

所以，当 k = 2 或 k = 10 时，原方程有两个相等的实数根．

练习

1. 不必解方程，判断下列方程的根的情况：
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(a) 6x2 − 5x− 4 = 0

(b) 1

4
x2 − 3x+ 9 = 0

(c) 2x2 + 4x+ 35 = 0

(d) 7x2 −mx− 1 = 0

2. m 取什么值时，下列方程有重根？有零根？

(a) mx2 + 3x+ (m− 1) = 0 (m ̸= 0)

(b) 4x2 + (m+ 1)x+m = 0

例 3.43 证明：m 取任意实数时，方程 x2 −mx+m− 4 = 0 一定有两个不相
等的实数根．

证明：当 ∆ = b2 − 4ac > 0 时，方程 ax2 + bx+ c = 0 (a ̸= 0) 才能有两个不
相等的实数根．
而这里的 a = 1, b = −m, c = m− 4, 且

∆ = (−m)2 − 4× 1× (m− 4)

= m2 − 4m+ 16

= m2 − 4m+ 4 + 12

= (m− 2)2 + 12

又：当 m 取任意实数时，(m− 2)2 总是非负值．
∴ (m− 2)2 + 12 一定是正数，即：∆ = (m− 2)2 + 12 > 0

因此，当 m 取任何实数时，∆ > 0, 方程 x2 −mx+m− 4 = 0 一定有两
个不相等的实数根．

练习

证明下列各题：

1. n 为任何实数时，方程 x2 + nx− 1 = 0 必有两个不相等的实数根．

2. 方程 (2m2 + 1)x2 − 2mx+ 1 = 0 没有实数根．

习题 3.3

1. 解下列方程
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(a) 7x2 = 0

(b) 355

113
x2 = 0

(c) x2 − 36 = 0

(d) x2 = 625

(e) x2 − 3 = 0

(f) x2 − 15 = 0

(g) 1

4
− x2 = 0

(h) x2 − 20 = 100

(i) x2 + 12 = 0

(j) 9x2 − 144 = 0

(k) 1

3
= 3x2

(l) 18− 1

2
x2 = 0

(m) 2x2 = 8

(n) 10− 2x2 = 0

(o) 25x2 − 3 = 0

(p) 12x2 − 2

3
= 0

(q) −18x2 + 8 = 0

(r) 24x2 + 81 = 0

2. 解下列方程

(a) (x− 3)2 = 5

(b) (x− 2)2 − 15 = 0

(c) (x+ 5)2 = 3

(d) − 4

25
= −(3y + 2)2

(e)
(
x− 5

2

)2

− 1

4
= 0

(f) 1

6
(2x+ 1)2 = 2

3. 解下列方程

(a) x2 + 6x = 0

(b) x(x− 5) = 0

(c) 13x = x2

(d) 3x− x2 = 0

(e) 4x2 − 7x = 0

(f) 2x2 + 7x = 3x

(g) (2x+ 1)(2x− 1) = 0

(h) mx2 + nx = 0, (m ̸= 0)

(i) x2

6
=
x

4

(j) x2 −
√
81 = 0

(k)
√
3x2 = x

(l)
√
2 (x2 − x) =

1√
2
(x2 + x)

4. 解下列方程

(a) 2(x+ 1)2 + (x+ 1) = 0

(b) 5x(x− 3)2 + 3 = x

(c) 4

(
x− 1

2

)2

− 3x =
−3

2

(d)
√
2(x+

√
3)2 − x

2
−

√
3

2
= 0
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5. 解下列方程，其中 m,n 都是已知数．

(a) (x+m)2 = 36

(b) (m− x)2 = 4

(c) (nx+ 2)2 − 9 = 0 (n ̸= 0)

(d) (mx+ n)2 = A (m ̸= 0, A > 0)

(e) (x− n)2 −
√
2(x− n) = 0

(f) m(x+ 2)2 + n(x+ 2) = 0 (m ̸= 0, n ̸= 0)

6. 配上适当的数，使下列各题都能写成二项代数和的完全平方．

(a) x2 − 4x

(b) x2 + 10x

(c) x2 + 3x

(d) x− 1

2
x

(e) 3x2 + x

(f) 5x2 − 2x

(g) x2 + bx

(h) ax2 + x

(i) x2 + b

a
x

7. 用配方法解下列各方程

(a) 5x2 − 2x = 0

(b) 3x2 − 6 = 0

(c) x2 + 8x− 33 = 0

(d) x2 − 14x+ 24 = 0

(e) x2 − 4x+ 5 = 0

(f) x2 + 8x+ 15 = 0

(g) 2x2 − 3x− 4 = 0

(h) 3x2 + x− 3 = 0

(i) 6x2 + x− k = 0

(j) x2 + px+ q = 0

(k) x2 +
√
2x+

1

2
= 0

(l) x2 −
√
3x+ 1 = 0

8. 求下列方程的根（用配方法）

(a) (x− 3)2 − 4(x− 3)− 45 = 0

(b) (3x+ 1)(3x− 1) = 8x

(c) (2x+ 1)2 +
2

3
x+

5

3
= 0

(d) (x−
√
3)2 +2(x−

√
3) + 1 = 0

9. 用求根公式解下列方程
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(a) x2 + 3x− 4 = 0

(b) x2 − 10x+ 16 = 0

(c) x2 − 3x = 10

(d) x2 − 7x = −2

(e) x2 − 4(x+ 1) = 0

(f) x2 + 10x+ 18 = 0

(g) 8x2 + 2x− 3 = 0

(h) 2x2 + 3x− 1 = 0

(i) 8x2 − 189x− 72 = 0

(j) 2x2 + 15x+ 25 = 0

(k) x2 + 2x+ 2 = 0

(l) x2 + 1

2
= 0

(m) 2

5
x2 − 3

5
x = 1

(n) x2 − 20x+ 81 = 0

(o)
√
2x2 − x− 1√

2
= 0

(p) x2 + 2
√
3x+ 3 = 0

10. 选择适当方法，解下列方程

(a) x2 = 8x− 12

(b) 3 + x2 = 7x

(c) x2 − 14x+ 100 = 51

(d) x2 + 15x = 594

(e) 2x2 − 2
√
2x− 5 = 0

(f)
√
2y2 + 4

√
3y = 2

√
2

(g) x2 + 2(
√
3 + 1)x+ 2

√
3 = 0

(h) (3− x)2 + x2 = 9

11. 解下列方程

(a) (x− 3)(x− 4) = 13

(b) 2(x+ 8) = (x+ 5)(x+ 4)

(c) (3x− 1)(x+ 2) = 20

(d) −x(x+ 4) = 2(x− 4)

(e) 10(x+ 2) + 19 = (5x− 1)(1 + 5x)

(f) (x− 7)(x+ 3) + (x− 1)(x+ 5) = 102

(g) (x+ 5)(200− 5x) = x(200− 5x) + x(x+ 5)

12. 解下列方程

(a) 2(x− 1)2 = x2 − 1

(b) (x+ 2)2 + (x− 2) = 8(x2 + 1)

(c) (x+ 5)2 + (x− 2)2 + (x− 7)(x+ 7) = 11x+ 30

(d) (2x+ 1)2 + (x− 2)2 − (2x+ 1)(x− 2) = 43

(e) 3t+
(t− 3)2

4
=

(t+ 2)2

8
+

(t+ 1)(t− 1)

3
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(f) (t+ 3)2

5
+ 1− (3t− 1)2

5
=
t(2t− 3)

2

(g) (y + 3)2

8
− y =

y + 3

4
− y − 1

2

13. 解下列方程（用换元法)

(a) (x+ 2)2 − 3(x+ 2) + 1 = 0

(b) (y + 1)2 + 2y + 3 = 0

(c) x4 − 5x2 + 4 = 0

(d) (x2 + x)
2 − 4x2 − 4x = 5

(e) (x+ 1)4 − 10(x+ 1)2 + 9 = 0

14. 解下列特殊的高次方程

(a) x3 + 2x2 − 5x = 0

(b) 2x3 − 2x2 − x = 0

(c) (x+ x2)
3 − 2 (x+ x2)

2 − (x+ x2) = 0

(d) (x+ 2)(x+ 3)(x− 4)(x− 5) = 44

(e) (2x2 − x+ 1)(2x2 − x− 3) = 5

15. x 取什么值时，x2 − 2x− 3 的值才能：

(a) 等于零； (b) 等于 −4； (c) 等于 −5．

16. k 取何值时，下列方程有两个相等的实数根？

(a) kx2 − 12x+ 4 = 0

(b) 4x2 − (k + 2)x+ k − 1 = 0

(c) (x− 1)2 = kx

(d) x2 − 15 = 2k(x− 4)

17. k 取何值时，方程 2x2 + (k − 9)x+ k2 + 3k + 4 = 0 有两个相等实根？有
一个等于 0 的根？

18. t 取何值时，

(a) 方程 x2 − tx+ 9 = 0 有重根？

(b) 方程 tx2 − 20x+ 5 = 0 有重根？

(c) 方程 tx2 − 8x+ t = 0 有重根？

19. 在下列条件下，求 t, k, p, q 的值
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(a) 方程 x2 + 3x+ t = 0 有一个根是 −1,

(b) 方程 3x2 + 5x− k2 + 1 = 0 有一个根是 1,

(c) 方程 x2 + px+ q = 0 有两个根 3, 5.

20. 证明：

(a) 方程 mx2 + (m+ n)x+
n

2
= 0 (m ̸= 0) 必有两个不相等的实数根．

(b) 方程 (m2 + 1)x2 − 2mx+ (m2 + 4) = 0 无实数根．

(c) 如果方程 ax2 + bx+ c = 0 (a ̸= 0) 有零根，那么一定有 c = 0．

第四节 解应用问题

许多应用题的解决，往往要归结为解一元二次方程．本节将举例说明如何
运用一元二次方程的工具，解决实际应用问题．

例 3.44 把 308张画片平均分给若干儿童．已知每人分得的张数比儿童人数少
3, 试问：有几个儿童？每个人分得画片几张？

解：设儿童有 x 人，则每人分得的画片就为 (x− 3) 张．
依题意可知：

x(x− 3) = 108

x2 − 3x− 108 = 0

再由求根公式可以知道，

x =
3±

√
9 + 432

2
=

3± 21

2

∴ x1 = 12, x2 = −6

x是儿童人数，不能为负值，所以 x = −6不合题意，应舍去，只取 x = 12；
x− 3 = 9．
答：共有儿童 12 人，每人分画片 9 张．

练习

1. 40 张桌子按相同的数目排成若干行，已知每一行的桌子数比总行
数多 3．试求这些桌子一共排了几行？

2. 有一个正数和比它大 1的另一个数．在求这两个数的乘积时，有人
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竟粗心的求成了这个正数与比它小 1 的另一个数的乘积，结果得
了一个错误答数 132．试问：原数是多少？并求出正确的乘积是多
少？

例 3.45 把 60cm 长的铁丝作成一个长方形的模型，要使这个长方形的面积是

1. 200cm2 2. 225cm2 3. 250cm2

它的长、宽各应等于多少 cm？

x

x

图 3.11

解：设长方形的长为 xcm，则它的宽就为
(
60

2
− x

)
= (30− x)cm．

依题意可以分别得出：

1. x(30− x) = 200 ⇒ x2 − 30x+ 200 = 0

∴ x =
30±

√
900− 800

2
=

30± 10

2
∴ x1 = 20, x2 = 10

• 当 x = 20 时，30− x = 10

• 当 x = 10 时，30− x = 20（不合题意，舍去）

答：长 20cm、宽 10cm 的长方形，面积才能是 200cm2，周长 60cm．

2. x(30− x) = 225 ⇒ x2 − 30x+ 225 = 0

∴ x =
30± 0

2
= 15

答：长、宽都取 15cm 的正方形（长方形的特例），面积是 225cm2, 周长
60cm．

3. x(30− x) = 250 ⇒ x2 − 30x+ 250 = 0

∵ ∆ = 900− 1000 = −100 < 0
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∴ 这个方程没有实数根．

答：要用 60cm 长的铁丝，围成面积是 250cm2 的长方形是不可能的．

练习

1. 从正方形的铁片上，截去 2cm 宽的一条长方形，余下的面积是
48cm2．问：原来的正方形铁片的面积是多少？

2. 边长为 10m 的正方形，把各边增加相同的长度后，面积是 625m2，
问：边长增加了多少 m？

3. 体积是 160cm3 的长方体，它的高是 5cm，而它的长是宽的五倍．
试求它的长、宽各是多少？

例 3.46 如图 3.12, 在直角三角形 ABC 中，直角边 AC 长 6cm, BC 长 12cm．
现在有 P、Q 两个动点分别从 A、C 同时出发，P 点沿 AC 以每秒 1cm 的速
度向 C 移动；Q 点沿 CB 以每秒 2cm 的速度向 B 移动．

试问：P、Q 移动到第几秒钟时，△PCQ 的面积是 8cm2?

A C

B

P

Q

图 3.12

解：设 P、Q 同时移动到 x 秒时，△PCQ 的面积是 8cm2．由题意可知：

1

2
× 2x(6− x) = 8 ⇒ x2 − 6x+ 8 = 0

∴ x =
6±

√
36− 32

2
=

6± 2

2
⇒ x1 = 4, x2 = 2

经检验，两个解都符合题意．
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答：P、Q 两点同时由 A、C 出发，移动到 2 秒时，或 4 秒时，△PCQ
的面积都等于 8cm2．

例 3.47 某生产队的粮食产量，两年内从 60万斤增加到 79.35万斤，试问：平
均每年增加百分之几？

解：设平均每年增加 x%, 则一年后的产量就是 60(1 + x%) 万斤；两年后产量
就应该是 [60(1 + x%)](1 + x%) 万斤．

依题意可得：

60(1 + x%)(1 + x%) = 79.35

60(1 + x%)2 = 79.35

(1 + x%)2 = 1.3225

1 + x% = ±1.15

x

100
= ±1.15− 1

x = 100(±1.15− 1)

∴ x1 = 15, x2 = −215

答：平均每年增加 15%．
这里讲的“平均每年增加的百分数”，通常都称为“年增长率”．

练习

某工厂的产品，原来每件成本为 300 元，连续两次降低成本后，现在每
件成本为 192 元，如果两次降低成本的百分数相同，求这个百分数．

例 3.48 一个容器内，装满了 20 升的纯酒精．第一次倒出若干升以后，用水
加满；第二次又倒出同样升数的混合液，仍用水加满．这时，容器内还剩下 5
升纯酒精．试求：第一次倒出多少纯酒精？

解：设第一次倒出纯酒精 x 升．则，加水以后，第二次倒出 x 升混合溶液中，

应含有纯酒精
(
20− x

20

)
· x 升．

依题意可以列出方程：

20− x−
(
20− x

20

)
x = 5

整理后，得 x2 − 40x+ 300 = 0

∴ x =
40±

√
1600− 1200

2
=

40± 20

2
⇒ x1 = 30, x2 = 10
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显然，x1 = 30 不符合题意，应舍去．
答：第一次倒出纯酒精 10 升．

练习

试求例 3.48 中，第二次应倒出多少纯酒精？照这样倒下去，再求一下第
三次倒出多少纯酒精？

习题 3.4

1. 一个数与自身的一半之积等于 8, 求这数．

2. 两个连续的奇数之积等于 323, 求这两奇数．

3. 两数之差为 8, 之积为 128. 求这两数之和．

4. 边长为 10 米的正方形，要使它的面积扩展到 4 倍．试求：正方形的边长
要增加多少？

5. 现有正方形、长方形各一个，长方形的宽比正方形的边要短 3cm, 长方形
的长却比正方形的边要多 2cm. 如果已知长方形的面积是 36cm2, 那么，
正方形的边长、面积各应是多少？

6. 从正方形木板上，锯下 3cm 宽的一个长方形，剩下的面积是 10cm2. 试
求：正方形木板的面积是多少？

7. 有一张画的尺寸是 12×18(分米），要在它的四周镶上一样宽的银边，如果
银边的面积正好与画面相等．那么，银边应当有多宽？

8. 如图 3.13 所示，把长方形铁皮的四个角，各剪去一个边长为 5cm 的正方
形，折起四边，就可以做成一个无盖盒子．如果这个盒子的容积是 1500cm3,
长方形铁皮的长是宽的 2 倍．那么，这块长方形长、宽各多少？

9. 已知一圆半径为 10cm, 而另有一小圆，它的面积等于已知圆的一半．试
求这小圆的半径．

10. 一家工厂，前年年产量是 1500 吨，今年年产量是 3000 吨，试求：这家
工厂这两年的平均增长率（百分数）．(精确到 0.01)．

11. 某车间一月份产值 100 万元，第一季度总产值 350 万元．问：第一季度
平均每月的产值增长百分之几？
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图 3.13

12. 一个小组若干人，新年互送贺年片一张，已知全组共送贺年片 72 张．问：
这个小组应有几个人？

13. 一个容积为 64 升的容器，装满了纯酒精，第一次倒出若干升以后，用水
加满；第二次又倒出同样多的混合液后，用水再加满．这时，经过鉴定，
容器中含有水 15 升．试求：第一次比第二次多倒出去多少纯酒精？

本章内容要点

一、学习一元二次方程所必要的预备知识和概念：

1. 完全平方公式：(x± y)2 = x2 ± 2xy+ y2 或称为二数和（或差）的平方公
式．当 x, y 取正数时，这两个公式都可以用“画正方形”的方法加以验证．

2. 平方根的概念、性质及运算．

如果 x2 = a, (a ≥ 0)，那么 x就是 a的平方根，当 a > 0时，它有两个平
方根，记作 x = ±

√
a．当 a = 0 时，它有一个平方根，记作 x =

√
0 = 0．

当 a < 0 时，它的平方根无意义．

正数的正平方根，叫做它的算术平方根，记作：x =
√
a (a > 0)．

零的算术根，仍然是 0．

对于算术平方根 x =
√
a (a ≥ 0)，有以下基本性质：

(a) (
√
a)2 = a (a ≥ 0)

(b)
√
x2 = |x| =

 x x ≥ 0

−x x < 0

算术平方根的运算法则：
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(a)
√
a ·

√
b =

√
ab (a ≥ 0, b ≥ 0)

运用它，可以进行“因数移到根号里”和“因数移到根号外”的变形．

(b)
√
a√
b
=

…
a

b
(a ≥ 0, b > 0)

运用分数的基本性质及算术平方根的基本性质，可以进行“有理化分
母”的变形．

(c) 把算术平方根化简（使被开方数的每个因数的指数小于 2; 分母有理
化）以后，相同被开方数的算术根可以运用数系运算通性进行加、减
运算．

3. 求一个数的平方根，可以查平方根表，也可以直接开平方，进行计算．

4. 实数．

无限不循环小数，称为无理数．例如：
√
2, −

√
3, π, e, 0.01001000 · · ·，

等都是无理数．

无理数与有理数，统称为实数．

任一个非零实数 a, 都有一个相反数 −a, 且满足 a + (−a) = 0; 都有一个
倒数

1

a
，且满足 a · 1

a
= 1．

实数的运算，同样具有运算通性．

二、一元二次方程的标准式是

ax2 + bx+ c = 0 (a ̸= 0)

它的解法有：

1. 配方法：关键是先化为二次项系数为 1的形式，然后将方程“两边加上一
次项系数一半的平方数”，使方程一边成为完全平方形式．

x2 +
b

a
x+

c

a
= 0

x2 +
b

a
x+

(
b

2a

)2

=

(
b

2a

)2

− c

a(
x+

b

2a

)2

=
b2 − 4ac

4a2

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
(3.4)
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2. 公式法——把方程化为标准式，找出各项系数 a, b, c，代入 (3.4) 就可以
求出根．

3. 换元法——如果能把方程整理成如下形式

a(x+m)2 + b(x+m) + c = 0 (a ̸= 0)

那么，可以设 (x+m) = y, 原方程化为

ay2 + by + c = 0 (a ̸= 0)

用求根公式先求出 y 的值，然后再代入原设：(x+m) = y, 进而求出原方
程的根．

4. 对于 b = 0, 或 c = 0, 或 b = c = 0 时的特殊一元二次方程，除以上一般
解法外，还可以直接运用数系运算通性（特别是分配律）、平方根的意义
等方法，求出方程的根．

三、利用一元二次方程，还可以解一些特殊的高次方程，其主要方程是换
元法——设辅助未知数．通过换元，把高次转化为低次方程，从而可以由已知
解法的低次方程，逐步达到求出未知的高次方程的根．本章我们所遇到过的有
以下几种形式：

1. ax4 + bx2 + c = 0 (a ̸= 0)

可设 x2 = y, 原方程化为 ay2 + by + c = 0．

2. a(mx2 + nx)2 + b(mx2 + nx) + c = 0 (a ̸= 0)

可设 mx2 + nx = y, 原方程化为 ay2 + by + c = 0．

3. a(mx2 + nx+ p)(mx2 + nx+ q) + b = 0

可设 mx2 + nx = y, 原方程化为 a(y + p)(y + q) + b = 0．

4. ax3 + bx2 + cx = 0 (a ̸= 0)

用分配律：(ax2 + bx + c)x = 0，把原方程可以化为两个低次方程求解，
即：ax2 + bx+ c = 0 或 x = 0

四、一元二次方程根的判别式：

∆ = b2 − 4ac

这是判别任一个一元二次方程的根是否存在以及存在什么样的实数根的准绳．
即
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1. 当 ∆ > 0 时，ax2 + bx+ c = 0 有两不等实根．

2. 当 ∆ = 0 时，ax2 + bx+ c = 0 有两相等实根（重根）．

3. 当 ∆ < 0 时，ax2 + bx+ c = 0 无实数根．

五、用一元二次方程解应用问题，其方法与主要步骤与第二章一次方程解
应用题是一样的．其要点仍是：弄清题意，分析量与量之间的关系，引入未知
数，列出方程式，这是解决问题的基础；进而解方程，得到实数解（或无解）．这
是解决问题的关键；最后，还应检验所得解是否符合题意．舍去不合理的，留
下符合题意的，写出答案．

复习题三

1. 利用和的平方公式，你能推导出和的立方公式吗？即

(a+ b)3 = (a+ b)2 · (a+ b)

2. 用开平方方法，计算以下算术平方根：
√
0.7744,

√
9880.36,

√
100.4004

3. (a) 正方形的面积是 55225m2，试求它的边长是多少？

(b) 长方体的体积是 7500cm，长、宽、高的比是 5 : 4 : 3. 试求长方体的
长、宽、高各是多少？

4. 查表并计算：（用四位平方根表）

(a)
√
82340−

√
8234

(b)
√
376.8 +

√
37.68−

√
3.678

5. 举例说明：

(a) 在无理数范围内，加、减、乘、除四则运算是“不封闭”的．

(b) 在实数范围内，开方运算并不是通行无阻的．

6. x, y 取什么样的实数时，下列各式才能成为恒等式：
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(a)
√
x2

x
= 1

(b)
√
x2

x
= −1

(c) |y|
y

= 1

(d)
√
y2

|y|
= 1

(e) |x− 1|+
√
y − 2 = 0

7. 一个数的多少倍的平方根，才能等于它的平方根的 10 倍？

8. 一个正方形的面积增大为原来的 2 倍时，它的边长增大为原边长的多少
倍？面积要增大 3 倍时，边长增大几倍？这样推下去，正方形的面积增大
n 倍时，边长增加几倍？

9. x 取什么值时，下列算术平方根有意义：
√
1− x,

√
x− 2 ·

√
x,

»
(x− 3)2

10. 试决定下列各算式的符号：
√
2

2
−

√
3

3
,

»
(5− a)2 −

»
(a− 5)2

11. 计算：

(a)
√
45− 1

5

√
5− 1

3

√
20

(b) 3
√
6

2
√
3
−
√
128 + 2

…
1

2
(a > 5)

(c) 5
√
24− 3

…
1
1

2
−
√
54−

√
24

(d)
√
8√

5 ·
√
6

(e)
(
4
√
3− 3

) (
3
√
2 + 5

√
3
)
− 1

(f)
√
5 +

√
6√

3
+

2
√
3− 5

√
10√

5

(g)
(
6

…
3

2
− 3

…
1

2

)
−
(
3

…
2

3
− 1

3

√
18

)
(h)
…

1

2
+
√
45−

√
12.5− 0.5

√
200 +

√
242 + 6

…
1
1

8
−
√
245

12. 计算：

(a)
(
5
√
5− 5

)2 − (5√5− 1
)2
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(b) 12−
√
3

2
√
6

−
√
6 +

(
5
√
3− 3

√
8
)2

(c)
(
−1−

√
3

2

)2

−

(
−1 +

√
3

2

)2

(d)
(
1

2

…
1

2
− 3

2

…
1

3
+

5

4

…
4

5

)
÷ 8

15

…
1

8

13. 先配方，再证明：

(a) x 取任何实数时，x2 + 12x+ 40 总是正值．

(b) x 取任何实数时，x2 − 16x+ 65 总不小于 1．

14. 解下列一元二次方程：

(a) 2x2 + 3x− 1 = 0

(b) 2t2 + 1 = 4t

(c) 3

2
y2 + 4y = 1

(d) x2 + 6000x− 4× 107 = 0

(e) (x+ 1)(x− 1) = 2
√
2x

(f)
(x
a
− 1
)2

=
(x
b
+ 1
)2

(a2 ̸= b2)

(g) 1

2

ß
1

2

[
1

2

(
1

2
x2 + 2

)
+ 2

]
+ 2

™
= 2

(h) x− 7 +
(x− 6)2

2
=

(x+ 4)2

2
− (x+ 2)(x+ 6)

2

15. 解下列方程：

(a) x2 − 2ax = m2

(b) mx2 + 1 = x+m (m >
1

2
)

(c) (x+ a)(x− a) = 1

(d) x2 − ax− bx+
a2

4
+
b2

4
= 0

(a) x4 − 6x2 = 0

(b) 2x4 − 19x2 + 9 = 0

(c)
√
3(x2 · x)2 =

√
2(x2 − x)

(d) (6x2 − 7x)2 − 2(6x2 − 7x)− 3 = 0
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(e) (2x2 − 1)4 − (2x2 − 1)2 = 0

(f) x
(
x−

√
3
) (
x− 2

√
3
) (
x− 3

√
3
)
= 216

(g) (x2 + 5x+ 4)(x2 + 5x+ 6)− 120 = 0

16. 已知一元二次方程 7x2 +mx+ n = 0 有两个根 2, −3

7
，试求 m,n 的值．

17. x 取何值时，

(a) x2 − 6x+ 5 的值等于 0？

(b) x2 − 6x+ 5 的值等于 −4？

(c) x2 − 6x+ 5 的值与 x+ 1 的值相等？

18. m 取何值时，

(a) 方程 3x2 − 2(3m+ 1)x+ 3m2 − 1 = 0 有一个根是 0？

(b) 方程 3x2 − 2(3m+ 1)x+ 3m2 − 1 = 0 能有重根？

19. k 为何值时，

(a) 方程 kx2 − 12x+ 4 = 0 有重根？

(b) 方程 (a+ 2)x2 − 2akx+ k = 0 有重根？（a 为已知数且 a ̸= −2）．

20. 已知方程 x2 − ax+ 2a = 0 的一个根是 1，

(a) 试求 a 的值，

(b) 求另一个根．

21. 已知方程 ax2 + bx+ c = 0 与方程 x2 − 1 = 0 有一个公共根，试求：a, b, c
之间的关系．

22. 已知方程 2x2 + 2(a + b)x + a2 + b2 = 0 有重根，且 a, b 为实数，求证：
a = b．

23. 今有四个连续整数，已知其中最小的数与其中最大的数之积等于这四个
数之和，试求这四个数．

24. 数字和是 8 的两位数，乘以它的两位数字交换位置后所得的男一个两位
数，等于 1855．试求这个两位数．
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25. 有一个长方形场地，长比宽多 4 米．现在要环绕这个长方形四周，修建一
条宽 2 米的道路，使这条环形道所占的面积与这个场地的面积相等．试
求：这个长方形场地的面积．

26. 要在长 2.4m，宽 2m 的长方形中间，挖去一块面积是 19.2m2 的小长方
形，使剩下的长方环形四周都一样宽．试求这个宽度？

27. 甲、乙两块长方形地里，共植树 416 棵，甲地比乙地多植树 196 棵，如
果两块地里所植树木的排数都是比行数少 1．试求：甲、乙两块地里各种
几排，几行？

28. 20 公升纯酒精正好装满一个木桶，倒出若干公升以后，用水加满；再倒
出同样多的混合液以后，再用水加满．这时，木桶中的水正好是全桶的

3

4
．

试求：第一次、第二次各倒出纯酒精多少公升？

29. 试试看：

(a) 把一元二次方程 ax2 + bx+ c = 0 (a ̸= 0) 的两个根（在 b2 − 4ac ≥ 0

时）相加，你能得到什么结论？举例验证你的结论．

(b) 再把两根相乘，又能得到什么结论？再举例验证你的结论．

30. 试求 p, q 为何值时，一元二次方程 x2 + px+ q = 0 的根也等于 p 和 q？

提示：由于  p2 + p2 + q = 0

q2 + pq + q = 0

即： ®
q = −2p2 (3.5)

q(q + p+ 1) = 0 (3.6)

将 (3.5) 代入 (3.6) 得：p2(2p2 − p− 1) = 0．

解出 p 的值代入 (3.5)，可求出相应的 q 值．

经检验，得：p1 = 0, q1 = 0, p2 = 1, q2 = −2

还有 p3 = −1

2
, q3 = −1

2
, 但不符合题意，应舍去．
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我们已经学习了一次方程和一元二次方程的解法，总结其要点就是：设未
知数、列方程式、进而解方程．从运算的角度上看，其基本原理就是：把未知
数当作具有数系运算通性的符号，与已知数一样参加运算，进而再运用数系运
算通性去求出所设未知数．这种含有未知数的算式的运算，就是解代数方程的
基本功．把这些运算系统化，就是本章的主要内容多项式的四则运算．

第一节 单项式与多项式

一、单项式

由己知数及未知数符号 x, y, . . .的方幂相乘，所得到的式子，叫做单项式．例
如：8x, 9x2, −2x4,

1

2
x7, −3

7
x32, 0.618xy2, −

√
2x121, 7x2y, −

√
7xyz,

3

4
x2y3z,

以及 −
√
3

5
mt,

…
1

3
x2y3zt 等都是单项式．

在单项式中，未知数符号前面的数字因数叫做这个单项式的系数；未知数
符号叫做单项式的元；所含不同未知数的个数，就叫这个单项式的元数；而所
含各元乘方指数的总和，就叫做这个单项式的次数．例如，以上所举各单项式
的系数，元数，次数分别如表 1.1 所示．
今后，我们就以单项式的元数，次数为准来称呼每一个单项式．例如：−2x4

称为一元四次单项式，0.618xy 与 7xy 都称为二元三次单项式等．

由于 2 可以看成 2x0，−
√
5 可以看成 −

√
5y0 等，因而，单独一个不等于

0 的数，也是一个单项式，只不过这样的单项式的次数都为零次．
所以，一般地说，任一个非零数 a，都是单项式的特例，我们叫做零次单

项式．例如：2,−
√
5, 0.3,−3

√
2,−7

1

2
等，都是零次单项式．

又由于数 0 可以看成：

0 · x0, 0 · x, 0 · x2, . . . , 0 · xn, . . .

216
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表 4.1

单项式 系数 元数 次数

8x 8 一元 1 次
9x2 9 一元 2 次
−2x4 −2 一元 4 次
1

2
x7

1

2
一元 7 次

−3

7
x32 −3

7
一元 32 次

0.618xy2 0.618 二元 3 次
−
√
2x121 −

√
2 一元 121 次

7x2y 7 二元 3 次
−
√
7xyz −

√
7 三元 3 次

3

4
x2y3z

3

4
三元 6 次

−
√
3

5
mt −

√
3

5
二元 2 次…

1

3
x2y3zt

…
1

3
四元 7 次

所以，对于“零”这个特殊的数，我们就叫做零单项式．零单项式是单项式中
唯一的次数不定的单项式．尽管它有多种形式的写法，但每种写法中系数都是
0．因而，通常还是用“0”表示零单项式．
综上所述，单项式包括：

单项式

非零单项式

零单项式

零次单项式

非零次单项式

练习

1. 指出下列各单项式的系数、元数及次数：

x8, −x4y, 3x5, −1.41xyz,
√
7x7
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− 1√
2
xy, −

√
3, −x2y2z2, 22

7
, 0

2. 什么是零单项式？它与零次单项式有什么差别？

如果在几个单项式中，不管它们的系数是不是相同，只要它们所含的未知
数相同，而且各相同未知数的指数都对应相等，那么，这几个单项式就叫做同
类单项式．简称同类项．

例如：
1

2
x2 与 −5x2 与

√
2

2
x2 是同类项．

√
5xy2 与 −7xy2 与

1

3
xy2 也是

同类项．
√
2xyz2 与 100xz2y 与 z2xy 也是同类项．

但是，5x3, 7y3 与 7z3 就不是同类项；−xy, 23xy2, 51x2y 与 1

2
x2y2 都不

是同类项．

练习

把下列各单项式，按同类项分成各个组．你能分出几组来？

−7, 6x,
1

2
x3y,

√
2, −xyz, −0.5yx3

√
5zyx,

x3y

5
, 0.1x, 9yxz, 10yx3

二、多项式

由有限个单项式的代数和组成的式子，叫做多项式．也就是说，用“+”“−”
号把有限个单项式连结起来所得的式子，就叫多项式．例如：3x + 0.5 + 2x2,

x3 − 3x+
√
2, xy − 3x+

√
5y + 1, −

√
2

7
x3y3 + 2.31x2 − 8z 等，都是多项式．

一个单项式可以看作是多项式的特例，特别是，零单项式也可以称为零多
项式．
多项式就是若干单项式的代数和，而单项式又是一些数与具有数系运算通

性的未知数符号的方幂所组成的．因此，单项式自然也具有数系运算通性，就
是说：
单项式加、乘满足交换、结合律及分配律；例如：

5x2 − 1 + 8x = 5x2 + 8x− 1 (交换律)

(7xy − 8y2) + 3xy = (7xy + 3xy)− 8y2 (交换律，结合律)

= 10xy − 8y2 (分配律)



第一节 单项式与多项式 219

单项式 0 与单项式 1 具有数 0 与 1 的运算特性；例如：7x3 + 0 = 7x3,
(7x3) · 0 = 0, 7x3 · 1 = 7x3 等．

利用单项式运算的通性，特别是运用交换律、结合律和分配律，我们完全
可以把一个多项式当中的同类项合并起来，集中成为一项，这就是合并同类项．
例如：

3x+ 7x2 − 15x = 7x2 + (3x− 15x) (交换律，结合律)

= 7x2 + (3− 15)x (分配律)

= 7x2 − 12x

3x2 +
√
3x3 −

√
2x2 − 2x3 = (3−

√
2)x2 + (

√
3− 2)x3

x3 − 2x2y + y3 + x2y + 1 = x3 − x2y + y3 + 1

由此可知，合并同类项，就是指同类单项式的相加或相减，其法则是：把
同类单项式的系数相加或相减，而单项式中的未知数及它们的乘方指数不变．

对于一元单项式来说，合并同类项，就是一元同类单项式相加或相减，它
的法则可以用以下式子表示：

axn + bxn = (a+ b)xn, axn − bxn = (a− b)xn

其中，a, b 为单项式的系数，可以是任意的己知实数；n 为自然数．

例 4.1 合并以下各同类项：

1. x+ 2x+ 3x+ 4x

2. 7x3 − 2x3 + 5x3 + (−0.5)x3 − 0.7x3

3.
√
2xy2 − xy2 + 3xy2 −

√
2

2
xy2

解：

1. x+ 2x+ 3x+ 4x = (1 + 2 + 3 + 4)x = 10x

2. 7x3 − 2x3 + 5x3 + (−0.5)x3 − 0.7x3 = (7− 2 + 5− 0.5− 0.7)x3 = 8.8x3

3.
√
2xy2−xy2+3xy2−

√
2

2
xy2 =

(
√
2−

√
2

2
− 1 + 3

)
xy2 =

(√
2

2
+ 2

)
xy2
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练习

合并以下各同类项：

1.（口答）：

7x4+(−9)x4,
1

2
x3−1

8
x3, 0.5x7+

1

100
x7, 81x12−(−3x4)3

9xy2 − xy2, 4y2z2 − (−2zy)2, 2x2 −
(
−1

2

)
x2 − 5x2,

4x3 + (−x)3 − 9

4
x3 +

(
−1

4

)
x3

2. 3xy3 − 4y3x+ 7xy3 − (−2)xy3, axn + bxn + cxn − dxn

在多项式中，所含不同未知数的个数，称为这个多项式的元数；经过合并
同类项以后，多项式所含非零单项式的个数，称为这个多项式的项数；多项式
合并同类项后，所含各单项式中最高次项的次数，就称为这个多项式的次数．例
如：

• 3x+ 0.5 + 2x2 就是一元、三项、二次多项式；

• x3 − 3x + x2 +
√
2 − x = x3 − 3x +

√
2(合并同类项），就是一元、三项、

三次多项式；

• xy − 3x+
√
5y + 1 就是二元四项二次多项式；

• −
√
2

2
x2y2 + 2.3xz − 8z2 就是三元、三项、五次多项式．

在今后，我们常常把所遇到的多项式，先合并同类项，再以这个多项式的
元数、次数为准来称呼这个多项式．例如：

• x3 − 3x+
√
2 称为一元三次多项式；

• x2 + x3 − y − x2 = x3 − y 称为二元三次多项式．

特别是，象 10,
√
2,−1

3
等非零实数，称为零次多项式（一元或多元的）．数 0，

称为零多项式（一元或多元的，次数不定）．
一个多项式，经过合并同类项以后，还可以把所含不同类项，运用交换律

按它们各项的次数顺序排列．次数由高到低排列的多项式，称为降次排列；反
之，就称为升次排列，通常使用降次排列的形式．
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对于一元多项式来说；比如 7x2− 1+5x2−x按降次排列可以写成：7x3+
5x2−x− 1．按降次排列的一元多项式，称为这个多项式的标准形式．显然，一
元 n 次多项式的标准形式可以表示为：

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, (an ̸= 0)

其中：an, an−1, . . . , a1, a0 都是已知实数，且 an ̸= 0，它们分别是 n次项，(n−1)

次项，⋯⋯，1 次项和零次项（常数项）的系数．n 是自然数．

例 4.2 把下列各多项式整理成标准形式：

1. −3− 5x5 + x2 − 3x− x3 +
√
2x4

2. −10
√
2x+

1√
2
x2 − x3 +

√
2x2 + 101

3. 1√
3
x8 + 1010 + x10 −

√
3x3 − 5x2

解：先合并同类项，再按降次排列．

−3− 5x5 + x2 − 3x− x3 +
√
2x4 = −5x5 +

√
2x4 − x3 + x2 − 3x− 3

−10
√
2x+

1√
2
x2 − x3 +

√
2x2 + 101 = −x3 +

(
1√
2
+
√
2

)
x2 − 10

√
2x+ 101

= −x3 + 3
√
2

2
x2 − 10

√
2x+ 101

1√
3
x8 + 1010 + x10 −

√
3x3 − 5x2 = x10 +

(
1√
3
−
√
3

)
x3 − 5x2 + 1010

= x10 − 2
√
3

3
x3 − 5x2 + 1010

对于多元多项式，也可以先合并同类项，再按某一个元的降次排列，但最
后的结果，就每一项的次数而言，不一定有降次的排列顺序．例如：x4−x3y2+
7x2y− 3xy+4x+1 就是一个按 x 的降次排列的二元多项式，但就其各项的次
数却不是降次排列，其中第二项的次数是 5，而第一项却是 4 次．

练习

将下列多项式整理成标准形式，并指出它的元数、次数和项数．

1. 2x5 −
(
−1

2
x5
)
+ (−3)x5

2. 3x2 − 4x2 + 7x3 − x3 − 1
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3. 3 + 2t2 − 3t+ 4t3 + 3t2 − 2t3 − 5

4. 1

3
x2 − 5

6
x2 +

1

2
x4 − x+ 0 · x3 + 7

5. (2y2)2 + (−3y)3 − y4 + 9y3 −
(√

3y2
)2 − (−√

2y
)2

+ y − 1

6. 5xy − 3x4y + x6 − 8x3y4 − 2y + 1 （按 x 的降次）

三、多项式的值

任一个多项式，就是已知数和未知数用加、减、乘，乘方运算连接起来的
一个式子，例如：一元四次多项式 5x4 + 4x3 + 3x2 + 2x+ 1 就是已知数 5、4、
3、2、1 与未知数 x 的方幂用加、乘运算连接起来的一个式子．
这种关系的式子，我们可以用一个符号 f(x) 来表示，写成：

f(x) = 5x4 + 4x3 + 3x2 + 2x+ 1

特别注意，这里的 f 是指一种关系，x 是指这种关系式中的未知数，符号
f(x)就是关于未知数 x的一种关系式的标记，不要、也不能把这个标记认为是
f 与 x 的乘积．
当然，在一个关系式中，未知数符号还可以用 y, z, . . . 等字母表示；而且

不同的多项式又表达了不同的关系式．因而，多项式还可以用符号 f(y)、g(y)、
g(x)、h(x)、φ(z) 等来表示．但一定要注意：在同一个问题中，如果出现两个
以上的不同多项式，那么就要用不同的符号分别表示它们．例如：

• f(x) = 4x2 +3x− 1 与 g(x) = 5x− 3 就表示了关于同一个未知数 x 的两
个不同关系式；

• h(x) = x2 − 2x + 1 与 h(y) = y2 − 2y + 1 就表示了关于不同未知数 x, y

的同一种关系式．

如果已知一个一元多项式 f(x)，就是给出了一些已知数（各项系数）、未
知数 x 和一定运算顺序的关系式．比如：f(x) = 3x2 − 2x+ 1．其中，未知数
x 是可以任意取数值的．那么，当 x 取某一个给定的数值时，比如：x = 2 时，
代入已知的关系式，就一定可以相应地算出 f(x) 的一个数值来，这个数值我
们就记作：

f(2) = 3× 22 − 2× 2 + 1, 即：f(2) = 9

并且，我们把 f(2) = 9 就叫做当 x = 2 时 f(x) 的值．
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一般地说：

一元 n 次多项式

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, (an ̸= 0)

当 x = b时，可以得出一个值，记作 f(b) = anb
n+an−1b

n−1+· · ·+a1b�a0．
这里 f(b) 就叫做当 x = b 时，多项式 f(x) 的值．

例 4.3 已知 g(y) = 4y2+3y+1，试求：当 y = 0, 1,−1, 10,−1

2
, 0.82, a 时，多

项式 g(y) 的值．

解：分别将 y = 0, 1,−1, 10,−1

2
, 0.82, a 代入 g(y) 的表达式中，就可以算出相

应的多项式的值．

g(0) = 4× 02 + 3× 0 + 1 = 1

g(1) = 4× 12 + 3× 1 + 1 = 8

g(−1) = 4× (−1)2 + 3× (−1) + 1 = 2

g(10) = 4× 102 + 3× 10 + 1 = 431

g

(
−1

2

)
= 4×

(
−1

2

)2

+ 3×
(
−1

2

)
+ 1 =

1

2

g(0.82) = 4× (0.82)2 + 3× (0.82) + 1 = 6.1496

g(a) = 4a2 + 3a+ 1

例 4.4 已知 f(x) = xn + xn−1 + · · · + x + 1，试求：f(0)、f(1)、f(−1) 及
f(10) 的值．

解：

f(0) = 0n + 0n−1 + · · ·+ 0 + 1 = 1

f(1) = 1n + 1n−1 + · · ·+ 1 + 1 = n+ 1

f(−1) = (−1)n + (−1)n−1 + · · ·+ (−1) + 1 =

 1 当 n 为偶数时

0 当 n 为奇数时

f(10) = 10n + 10n−1 + · · ·+ 10 + 1 = 11 · · · 11︸ ︷︷ ︸
(n+1)位
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例 4.5 已知 h(y) = my − 1，且 h(2) = 1．试求：m 的值和 h(y) 的表达式．

解： ∵ h(2) = 1

∴ 1 = 2m− 1，解出 m = 1

∴ h(y) = y − 1

例 4.6 已知 f(x) = x2+mx+n，且 f

(
1

2

)
= 0，f(1) = 1．试求：f(0)，f(2)，

f(−8)．

解：首先要求出 f(x) 表达式中的 m,n

∵ f

(
1

2

)
= 0 及 f(1) = 1

∴


(
1

2

)2

+m×
(
1

2

)
+ n = 0

12 +m+ n = 1

即： 
1

4
+

1

2
m+ n = 0

m+ n = 0

解这个方程组，可得：n = −1

2
，m =

1

2
．

因而，f(x) = x2 +
1

2
x− 1

2
，所以

f(0) = −1

2

f(2) = 22 +
1

2
× 2− 1

2
= 4

1

2

f(−8) = (−8)2 +
1

2
× (−8)− 1

2
= 59

1

2

练习

1. 已知 f(x) = 9x3 + 8x2 + 7x+ 6，试求：f(0)，f(1)，f(10)．

2. 已知 φ(x) = 5x5 + 4x− 1, h(x) = 7x4 +
1

2
x2 +

1

3
，g(y) = y10 + 7，

以及 R(x) = x5−x3−x+ 8

7
．试分别求出：φ(0), h(0), g(0)及 R(0)．

从这里你能发现有什么规律吗？

3. 运用上题的规律，求出 f(0), g(0)．

(a) f(y) = ay9 + by7 −my3 + ny +
√
2
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(b) g(y) = an−1y
n−1 + an−2y

n−2 + · · ·+ a1y + a0, (an−1 ̸= 0)

4. 已知 f(y) = 5y +m，且 f(1) = 10，求 m 与 f(10) 的值．

5. 已知 h(x) = x2 + mx − n，且 h(7) = h(4) = 0，试求：m,n 及
f(10) 的值．

6. 你能写出一个多项式 g(x)，使得 g(10) = 321 吗？

对于多元多项式同样可以用符号 f(x, y, z, . . .) 来表示．同样可以给出未知
数的值（是一组值），代入多项式的表达式中，从而计算出相应的多项式的值．
例如：二元多项式

f(x, y) = x2 + xy + y2 − x− y − 1

当 x = 1, y = 0 时，它相应的值记为：

f(1, 0) = 12 + 1× 0 + 02 − 1− 0− 1 = −1

例 4.7 已知 g(x, y, z) = x3 + y3 + z3 + 1，试求：g(0, 0, 0)，g(1, 2, 3)，以及
g
(
−
√
2,
√
2,−1

)
．

解：

g(0, 0, 0) = 1

g(1, 2, 3) = 13 + 23 + 33 + 1 = 37

g
(
−
√
2,
√
2,−1

)
=
(
−
√
2
)3

+
(√

2
)3

+ (−1)3 + 1 = 0

练习

1. 已知 f(x, y) = 2x2−3xy+4y2−1，求：f(0, 0)，f(1, 1)，f(−1, 0)，
以及 f(

√
2,
√
3)，f(−

√
2,
√
6)．

2. 已知 f(y, z, t) =
√
2y2z2t2 + myzt2 − nz + 1，且 f(1, 1, 1) = 0，

f(0, 1,−
√
2) = 5，试求 m,n 的值．

四、多项式的恒等

对于两个一元多项式 f(x), g(x) 来说，当未知数 x 同取任一个数值 a 时，
如果它们所得的值都是相等的，即 f(a) = g(a)．那么，这两个多项式就称为是



226 第四章 多项式的四则运算

恒等的．记为 f(x) ≡ g(x)，或简记为 f(x) = g(x)．例如：

f(x) = 3x2 − (1− 2x)

g(x) = 3x2 + 2x− 1

当 x任取一个值时，比如 x = 0,−1, 1, . . . , a时，都有：f(0) = −1 = g(0), f(−1) =

0 = g(−1), f(1) = 4 = g(1), . . . , f(a) = 3a2 − (1− 2a) = 3a2 +2a− 1 = g(a)．
因此，多项式 f(x) = 3x2 − (1− 2x) 与 g(x) = 3x2 +2x− 1 是恒等的，记

为

f(x) = 3x2 − (1− 2x) ≡ g(x) = 3x2 + 2x− 1

反过来，我们也可以得出：

如果 f(x) = g(x)，那么，对于任意一个数值 a，都有 f(a) = g(a)．

实际上，要判断两个多项式是否恒等，也用不着取遍 x 的任意值去计算，
只要根据两个多项式的表达式，用下面的结论就不难判断清楚：

如果两个多项式 f(x) 与 g(x) 整理成标准形式以后，它们的各同类项系
数都对应相等，那么这两个多项式就一定恒等，即 f(x) ≡ g(x)．

事实上，只要符合以上结论的两个多项式，显然不管 x 同取任何值，它们
对应的值总是相等的．这就符合“恒等”的要求，所以 f(x) ≡ g(x)．例如：

φ(y) = 1− 2y + 3y3, h(y) = 3y3 + y2 − (2y + y2 − 1)

只要把 h(y) 整理成标准形式：h(y) = 3y3 − 2y + 1，就可以发现它们的各同类
项系统是对应相等的．因此，φ(y) ≡ h(y)．它们实质上是同一个多项式．

这个结论反过来也是正确的，即

如果 f(x) ≡ g(x)，那么，这两个多项式的各同类项系数就一定对应相
等．

我们以三次多项式为例，说明如下：设 f(x) = a3x
3 + a2x

2 + a1x + a0，
g(x) = b3x

3 + b2x
2 + b1x+ b0．由于 f(x) ≡ g(x)，就是说，当 x 取任意一个数

值 x 时，两多项式的值总是对应相等的．因而，

f(x) = a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0 ≡ b3x
3 + b2x

2 + b1x+ b0 = g(x)
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即：

(a3 − b3)x
3 + (a2 − b2)x

2 + (a1 − b1)x+ a0 − b0 ≡ 0

这就是说，x 取任意一个数时，上式都恒等于 0，所以，上式左边，各项的
系数必须都是 0．即：

(a3 − b3) = 0, (a2 − b2) = 0, (a1 − b1) = 0, a0 − b0 = 0

∴ a3 = b3, a2 = b2, a1 = b1, a0 = b0

∴ f(x), g(x) 的各同类项系数对应相等．

同样可以说明这一结论对任何两个恒等多项式都是正确的．

例 4.8 已知 f(x) = −2x3+ax2−4x+b, g(x) = cx3−dx+1．而且 f(x) ≡ g(x)．
试求：a、b、c、d 的值．

解： ∵ f(x) ≡ g(x)，即：

−2x3 + ax2 − 4x+ b ≡ cx3 − dx+ 1

∴ 它们的各同类项系数对应相等，即：

−2 = c, a = 0, −4 = −d, b = 1

因此，a = 0, b = 1, c = −2, d = 4．

例 4.9 已知 f(y) = y3− y2+ y+1, g(y) = b5y
5+ b4y

4+ b3y
3+ b2y

2+ b1y+ b0

且 f(y) ≡ g(y)．试求：b0, b1, b2, b3, b4, b5 的值．

解： ∵ f(y) ≡ g(y)，即

y3 − y2 + y + 1 ≡ b5y
5 + b4y

4 + b3y
3 + b2y

2 + b1y + b0

∴ 它们的各同类项系数对应相等，即：

0 = b5, 0 = b4, 1 = b3, −1 = b2, 1 = b1, 1 = b0

因此，b0 = b1 = b3 = 1, b2 = −1, b4 = b5 = 0．

例 4.10 已知 f(y) = 2y3−ay2−3y+ b，g(y) = (m+1)y3+y2− (n+2)y− 1

2
，

且 f(y) ≡ g(y)．试求：f(2) 及 g(10) 的值．
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解： ∵ f(y) ≡ g(y)，即：

2y3 − ay2 − 3y + b ≡ (m+ 1)y3 + y2 − (n+ 2)y − 1

2

∴ 2 = m+ 1, −a = 1, −3 = −(n+ 2), b = −1

2

∴ a = −1, b = −1

2
, m = 1, n = 1

因此可知：
f(y) = g(y) = 2y3 + y2 − 3y − 1

2

所以，

f(2) = 2× 23 + 22 − 3× 2− 1

2
= 13

1

2

g(10) = 2× 103 + 102 − 3× 10− 1

2
= 2069

1

2

对于两个多元多项式，也可以类似地得出：

1. 如果当未知数取任何值（是一组数）时，两个多项式相应的值总相
等，那么这两个多项式称为恒等的．

2. 两个恒等的多元多项式，它们的各同类项系数是对应相等的．

练习

1. 多项式 f(x) = ax4−1与 g(x) = bx2+ cx+d具备什么条件时，才
能有 f(x) ≡ g(x)．

2. 已知 f(x) = 5x4+(a+b)x3+3x2+1, g(x) = 10x3+
a− b

2
x2+1+5x4

且 f(x) ≡ g(x)，试求 a, b 的值．

3. 如果 f(x, t) = ax2+3tx+4t2 与 g(x, t) = bt2+
a+ b

2
tx− (a− b)x2

是恒等的，试求 a, b 的值．

五、一元多项式的根

根据已给的多项式 f(x)，把 x 的任一个值 a 代入 f(x) 的表达式，就可
以求出 f(x) 的一个相应的值 f(a)，很自然地，我们会提出相反的问题：例如，
已知 f(x) = 2x2 − 13x + 21 的一个值为 10，能否找到一个 x 的值 b，使得
f(b) = 10 呢？特别是，能否找到一个 x 的值 a，使得 f(a) = 0 呢？
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要解决这类问题，仍要借助于代数运算．只要解方程 f(x) = 10与 f(x) = 0，
就可求出所要找的数 b 与 a．

由方程 2x2 − 13x+ 21 = 10，可解出：x1 = 1，x2 =
11

2
．

∴ 当 b = 1 或 b =
11

2
时，可解出：x1 = 3, x2 =

7

2
．

∴ 当 a = 3 或 a =
7

2
时，f(a) = 0．

一般地说，

能够使多项式 f(x) 的值等于 0 的未知数 x 的值，叫做多项式 f(x) 的
根，即：如果 f(a) = 0，那么 a 叫做 f(x) 的根．

在上例中，x = 3 或 x =
7

2
就是多项式 f(x) = 2x2 − 13x + 21 的根．因

为 f(3) = 0, f
(
7

2

)
= 0．

因此，一元多项式 f(x) 的根，显然就是方程 f(x) = 0 的根．一元一次多
项式的求根问题，就是第二章中所学习的一元一次方程式的求根问题；一元二
次多项式的求根问题，同样是一元二次方程式的求根问题．这些问题我们已经
可以解决．但是，一般的一元 n 次多项式的求根问题，就要归结为求解一元 n

次方程的问题，这就不是太容易了．

例 4.11 试求多项式的根：

f(x) = 2x2 − 7x+ 3, g(x) = 1− x− 56x2

解：

1. 设 f(x) = 0，即：2x2 − 7x+ 3 = 0

∴ x1 = 3, x2 =
1

2

所以，f(x) 的实根有两个：x = 3 与 x =
1

2
．

2. 设 g(x) = 0，即：1− x− 56x2 = 0

∴ x1 =
1

8
, x2 = −1

7
．

所以．g(x) 的实根有两个：x =
1

8
与 x = −1

7
．

例 4.12 求多项式 f(x) = 2x2+13x+21 与多项式 g(x) = x2+2x− 3的公根．
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解：设 f(x) = 2x2 + 13x+ 21 = 0，求出它的根：

x1 = −3, x2 = −7

2

又设 g(x) = x2 + 2x− 3 = 0，求出它的根：

x3 = −3, x4 = 1

∴ f(x) 与 g(x) 的公根是 x = −3．

练习

1. 求下列各多项式的根：

f(x) = x2 − 3x+ 28, g(x) = 5x2 − 1, h(y) = 9y2 − 9y

2. 已知 f(x) = 7x2 − 4x+ 5 = 8，试求 x 的值．

3. y 取何值时，f(y) = 2y2 − 5y + 7 的值等于 1．

4. x 取何值时，多项式 f(x) = x2 − 4 与 g(x) = 8x2 − 5x− 22 能有
相等的值？

5. 试求 f(x) = x2 − 1 与 g(x) = x2 − x− 2 的公根．

习题 4.1

1. 指出下列各单项式的系数、元数和次数：

3x2, xy, −
√
2x3, −xy

2

3
,

1√
2
x2y2, −5

7
ty4

2. 在下列各单项式中，先找出各同类项，再将各同类项合并起来．

1

3
x2y, −5xy2, 0.2x2y3, 4xy,

√
2, −72y2, −xy

−1
1

3
,

√
2x2y2, 0.6yx2, −

√
15xy2,

1

2
x2y, 0.8y3x2

−x3y,
√
15xy2, −(−7x)2y, (2y)2x, −

(x
3

)2
y

3. 在每一个多项式中，合并同类项：
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(a) −3x− 15x+ 8x

(b) −6x2 − 7x2 + 8x

(c) x3 − 1

2
x3 − 1

3
x3

(d) t− t2 + t3 − 2t+ 2t3

(e) 3 + 4x2 − 3x+ 4x3 + 3x2 − 2x3 − 5x0

(f) x2yz − x4 +
1

2
x2y2 − 1

2
x2yz − 1

6
x2y2 + x4 − 1

2
x2yz

4. 把 (x− y)，(a+ b) 作为一个因式，合并同类项：

(a) 3(x− y)2 − 7(x− y) + 8(x− y)2 + 6(x− y) + 1

(b) 4(a+ b) + 2(a+ b)2 − 3(a+ b)− 7(a+ b)2 + 2(a+ b)0

5. 把下列各多项式整理成标准形式：

(a) 9x9 − 10x+ 8x7 − 5x9 − 14x+ 7x6 − x0 − x7 + 1；

(b) 1− 3t2 + 7t6 − 1

2
t5 + 3t2 +

1

2
t5；

(c) −(2x)2 + (−3x)3 − (−x)2 + 1− (−x)；

6. 把下列二元多项式先按 x 的降次排列，再按 y 的降次排列：

(a) 13x2y3 − 2x3y2 − 7xy4 + 5x4y − 3x5 + 10y5 − 1；

(b) 24x2y3 − 7x3y − 3xy2 + y − 6；

(c) y4 − 4y2 + 0.3y3 − 1.5y + x．

7. 如果已知 f(x) = ax2 + bx + c 是一个零次多项式，你能知道 a, b, c 各应
取什么数值吗？

8. 如果已知 g(x) = ax3 + bx2 + cx+ d 是一个零多项式，你能知道 a, b, c, d

都是什么数值吗？为什么？

9. 已知 f(x) = 4x4 − 3x3 + 2x2 − x + 5，试求：f(0), f(1), f(−1), f
(
1

2

)
及 f(10)．

10. 已知 g(x) = 9x9+8x8+7x7+6x6+5x5+4x4+33+2x2+x，试求：g(0),
g(1), g(−1) 及 g(10)．

11. 已知 f(y) = yn + 1，试求：f(0), f(1), f(−1), f(10)．
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12. 已知 φ(x, y) = x2 + xy + y2，试求：φ(0, 0), φ(0, 1), φ(1, 0), φ(1, 1) 及
φ(10, 10).

13. (a) 如果 f(x) = mx2 + x+ 1 且 f(3) = 22，求 m 的值．

(b) 如果 g(y) = ay2 + by + 2, 且 g(2) = 6, g(7) = 51, 试求：g(1), g(−1)

及 g(10).

14. 已知 f(x) + g(x) = x3 + x2 + x+4，且 f(x)− g(x) = x3 − x2 − x．试求：
f(2) + g(5) 的值．

15. 求出下列各多项式的根：

(a) f(x) = x2 − 4

(b) g(x) = 5x− x2

(c) φ(x) = x2 − 16x− 17

(d) R(x) = 3x2 − 15x+ 3

(e) f(y) = 5y2 + 2y − 3

(f) g(y) = 90y2 − y − 89

16. 求出 f(x) = x2−x−56与 g(x) = x2+6x−7的公根，并求出 f(1)+g(8)

的值．

17. 如果多项式 f(x) = ax2+bx+c的根是 5和 1,并且 f(0) = 5，试求 a, b, c

的值．

18. 试写出一个一元二次多项式 g(x)，使它能够同时满足 g(0) = −1, g(1) =
−1, g(2) = 1 的条件．

19. 如果多项式

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

与多项式 g(x) = xn − 3x3 +2x− 1 是恒等的，试写出 an, an−1, . . . , a1, a0

各应取什么值？

20. 已知 f(x) = xn − xn−1 + 1，试求出 f(1), f(−1) 及 f(10)．

第二节 多项式的加、减、乘法

一、多项式的加减法

几个单项式相加、减的式子，就是一个多项式，只要运用合并同类项的法
则，就可以把结果整理出来．
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例 4.13 计算下列各单项式的代数和：

1. 3x+ (−5x2)− (−2x)− 5x− (+3x2)

2. 1

2
x2y3 −

(
−1

3
x2y3

)
−
(
−1

4
x2y3

)
3. −(8xy2 − 21x2y)− (4xy2 − x2y)

解：

1.

原式 = 3x− 5x2 + 2x− 5x− 3x2 (去括号)

= (3x+ 2x− 5x)− (5x2 + 3x2) (交换、结合律)

= −8x2 (合并同类项法则)

2.

原式 =
1

2
x2y3 +

1

3
x2y3 +

1

4
x2y3 (去括号)

=
13

12
x2y3 (合并同类项法则)

3.

原式 = −8xy2 + 21x2y − 4xy2 + x2y

= (−8xy2 − 4xy2) + 21x2y + x2y

= −12xy2 + 22xy2

两个多项式的和，仍是一个多项式，它由这两个多项式的各项相加而成．
两个多项式的差，仍是一个多项式，它由所要减去的多项式各项变号后与

被减多项式的各项相加而成，即

f(x)− g(x) = f(x) + [−g(x)]

例 4.14 试求各题中两个多项式的和：

1. f(x) = 3x7 + 4x2 + x, g(x) = 2x7 + 3x3 + 7x2 + 2x+ 1
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2. φ(x) = x4−x3+x2−x+1, R(x) = x7−x6+x5−x4+x3−x2+x−1

3. f(a, b, c) = 3a− 2b− c, g(a, b, c) = c− b− a

解：

1.

f(x) + g(x) = (3x7 + 4x2 + x) + (2x7 + 3x3 + 7x2 + 2x+ 1)

= 3x7 + 4x2 + x+ 2x7 + 3x3 + 7x2 + 2x+ 1

= 5x7 + 3x3 + 11x2 + 3x+ 1

2.

φ(x) +R(x) = (x4 − x3 + x2 − x+ 1)

+ (x7 − x6 + x5 − x4 + x3 − x2 + x− 1)

= x4 − x3 + x2 − x+ 1 + x7 − x6 + x5 − x4 + x3 − x2 + x− 1

= x7 − x6 + x5

3.

f(a, b, c) + g(a, b, c) = (3a− 2b− c) + (c− b− a)

= 3a− 2b− c+ c− b− a

= 2a− 3b

可见，两个多项式相加，实际上就是先去括号（由于括号前是“+”号，因
而，把括号及它前面的“+”号一起去掉），再合并同类项，并整理成为标准形
式．

例 4.15 试求下列各组多项式的差 f(x)− g(x)：

1. f(x) = x3 + 3x+ 0.1, g(x) = 7x− 2

2. f(x, y) = −x3 + 3x2y − xy2 − y3, g(x, y) = −1

2
x3 − x2y +

1

3
xy2

解：

1.

f(x)− g(x) = (x3 + 3x+ 0.1)− (7x− 2)

= x3 + 3x+ 0.1− 7x+ 2

= x3 − 4x+ 2.1
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2.

f(x, y)− g(x, y) = (−x3 + 3x2y − xy2 − y3)

−
(
−1

2
x3 − x2y +

1

3
xy2
)

= −x3 + 3x2y − xy2 − y3 +
1

2
x3 + x2y − 1

3
xy2

= −1

2
x3 + 4x2y − 4

3
xy2 − y3

可见，两个多项式相减，仍是先去括号（由于括号前是“−”号，因而，把
括号及它前面的“−”号去掉后，括号里面的各项都要变号），再合并同类项，
并整理成标准形式．

例 4.16 如果已知 f(x) + g(x) = x2 + 6x + 9，且 f(x) = ax + 7, g(x) =

x2 + 4x+ b2．
试求：a, b 的值及 f(10) + g(0)．

解： ∵ 已知 f(x) + g(x) = x2 + 6x+ 9

又 ∵

f(x) + g(x) = (ax+ 7) + (x2 + 4x+ b2)

= x2 + (a+ 4)x+ 7 + b2

由恒等式 x2 +6x+9 ≡ x2 + (a+4)x+7+ b2 比较它们两边各同类项系数，可
以得出：  6 = a+ 4

9 = 7 + b2

∴ a = 2, b = ±
√
2

因而：f(x) = 2x+ 7, g(x) = x2 + 4x+ 2

∴ f(10) + g(0) = 2× 10 + 7 + 2 = 29

练习

计算下列各题：

1. (13x− 3x2 − 2x3 − 6) + (15x− 3x4 + 5x3 − 9x2)

2. (8x5 + 3x3 − 2x+ 1) + (4x− 5x4 − 2x3 − 1) + (7x2 − 9x5)

3. (3x2 + x− 5)− (4− x+ 7x2)
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4. (2x2 − 5x+ 4)− (3x2)− x+ 3

5. (10x3 − 6x2 + 5x− 4)− (2x2 − 4x− 9x3 − 2)

6. (5x4 + x3 − 2x2 − 3x)− (5x3 − 2x− 3x2 + 7)

7. (5x5 + 4x4 + 3x3 + 2x2 + x+ 1)− (4x4 + 2x2 − 1)− (x3 − 1)

8. (5y2 − 7y)− (7y2 − 5y)

9. 5− (x3 − 3x− 5) + (x4 + x3 + x2 − 1)

10.
(
2

3
x2 − 5

6
x+

3

4

)
+

(
4

3
x− 5

12
x2 +

3

4

)
−
(
1− 5

4
x− 1

2
x2
)

11. 已知 f(x) + g(x) = x3 + 2x2 − 5x + 1，而且 f(x) − g(x) = x3 −
2x2 + 5x− 15．试求：f(x)，g(x) 的表达式以及 f(2)，g(3)．

12. 已知 f(x) + 2g(x) = 4x3 + 9，且 f(x) = ax2 + bx − 3，g(x) =

cx3 − 7x2 + d．试求：f(x) 与 g(x) 的表达式及 f(
√
2) + g(

√
2) 的

值．

二、一元多项式的乘法

先考虑一元单项式的乘法．单项式的乘法同样具有数系运算通性，即满足
乘法交换律、结合律、分配律和指数运算律等．

例 4.17 计算：

1. 3x2 · 5x3

2. 8x2 ·
(
−1

2
x8
)

3.
√
3x ·

(
−1

3
x4
)
·
(
−
√
3x2
)

解：

1.

3x2 · 5x3 = (3 · 5) · (x2 · x2) (交换、结合律)

= 15x5
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2.

8x2 ·
(
−1

2
x8
)

=

[
8 ·
(
−1

2

)]
· (x2 · x8)

= −4x10

3.
√
3x ·

(
−1

3
x4
)
·
(
−
√
3x2
)

=

[√
3 ·
(
−
√
3
)
·
(
−1

3

)]
· (x · x4 · x2)

= x7

一般地，两个一元单项式相乘，只要把各系数相乘，未知数的指数相加即
可．即

axm · bxn = abxm+n

再考虑一元单项式与多项式、多项式与多项式的乘法．

例 4.18 计算：

1. 2x2 · (5x4 + 1)

2. (x+ 1) · (x− 1)

3. (x2 + x+ 1) · (x− 1)

解：

2x2 · (5x4 + 1) = 2x2 · 5x4 + 2x2 · 1 (分配律)

= 10x6 + 2x2

(x+ 1) · (x− 1) = (x+ 1) · x− (x+ 1) · 1 (分配律)

= x2 + x− x− 1 (分配律)

= x2 − 1 (合并同类项)

(x2 + x+ 1) · (x− 1) = (x2 + x+ 1)x− (x2 + x+ 1) · 1

= x3 + x2 + x− x2 − x− 1

= x3 − 1
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一般地，两个多项式相乘，先用分配律展开成单项式相乘积的代数和，再
合并同类项，最后整理成标准形式．

例 4.19 计算 f(x) · g(x).

1. f(x) = 3x3 − 2x2 + 4x− 1, g(x) = 7x2 + 0.1x− 5；

2. f(x) = x4 − x3 + x2 − x, g(x) = 9x3 − 1

解：

f(x) · g(x) = (3x3 − 2x2 + 4x− 1) · (7x2 + 0.1x− 5)

= (3x3 − 2x2 + 4x− 1) · 7x2 + (3x3 − 2x2 + 4x− 1) · 0.1x

+ (3x3 − 2x2 + 4x− 1) · (−5)

= 21x5 − 14x4 + 28x3 − 7x2 + 0.3x4 − 0.2x3 + 0.4x2 − 0.1x

− 15x3 + 10x2 − 20x+ 5

= 21x5 − 13.7x4 + 12.8x3 + 3.4x2 − 20.1x+ 5

f(x) · g(x) = (x4 − x3 + x2 − x) · (9x3 − 1)

= (x4 − x3 + x2 − x) · 9x3 − (x4 − x3 + x2 − x) · 1

= 9x7 − 9x6 + 9x5 − 9x4 − x4 + x3 − x2 + x

= 9x7 − 9x6 + 9x5 − 10x4 + x3 − x2 + x

多项式乘法还可以与整数除法相类似的采用竖式进行计算．比如，例 4.19
的两题可以按下边的竖式进行：

f(x) : 3x3 −2x2 +4x −1

×) g(x) : 7x2 +0.1x −5

−15x3 +10x2 −20x +5

+0.3x4 −0.2x3 +0.4x2 −0.1x

+) 21x5 −14x4 +28x3 −7x2

∴ f(x)g(x) = 21x5 − 13.7x4 + 12.8x3 + 3.4x2 − 20.1x+ 5
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f(x) : x4 −x3 x2 −x +0

×) g(x) : 9x3 +0x2 +0x −1

−x4 +x3 −x2 +x +0

+0x5 +0x4 +0x3 +0x2 +0x

+0x6 +0x5 +0x4 +0x3 +0x2

+) +9x7 −9x6 +9x5 −9x4 +0x3

∴ f(x)g(x) = 9x7 − 9x6 + 9x5 − 10x4 + x3 − x2 + x

由此可以看出：多项式相乘用竖式进行计算，就是先将多项式按降次排成
标准形式，缺项补零，并使两相乘多项式中各同类项上、下对齐，然后，就像
整数竖式乘法类似地从右向左，逐项相乘，把乘得的各同类项也要上、下对齐，
最后，将遍乘所得各同类项合并起来，就能得到两多项式的乘积．

例 4.20 已知 G(x) = x − 2, F (x)G(x) = 2x3 − 3x2 − 7x + 10，且 F (x) =

ax2 + bx− 5，试求 a, b 的值及 F (x)．

解：由已知可得：

(x− 2)(ax2 + bx− 5) ≡ 2x3 − 3x2 − 7x+ 10

即：ax3 + (b− 2a)x2 − (5 + 2b)x+ 10 ≡ 2x3 − 3x2 − 7x+ 10．
比较两边同类项的系数，得：

a = 2, b− 2a = −3, 5 + 2b = 7

可以解出，a = 2, b = 1．
∴ F (x) = 2x2 + x− 5．
综合以上各例，可以得到一个重要的事实：

两个多项式的乘积，仍是一个多项式，它的次数等于两个多项式的次数
和．

多项式的乘法运算，可以推广到任何有限个多项式．

练习

1. 计算：

2x2(−3x)3,
√
2x5 · (−

√
3x3),

t

2

(
−2

3
t2
)2
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− 1√
2
y2 ·

√
2y6, (

√
3 + 1)x5 · (

√
3− 1)x5, 0 · (−139x139)

2. 计算：

(a) 5x3 · (x2 − x+ 2)

(b) (x+ 2)(x2 − 2x+ 4)

(c) 0 · (x3 − 5x+ 1981)

(d) (x2−2x+3) · (3x3−3x+5)

(e) (x2 + x+ 1) · (x2 − x+ 1)

(f) (y2 + 2y + 2) · (y2 − 2)

3. 用竖式计算：

(a) (2x4 + 3x2 − x− 1) · (x2 + 1)

(b) (x4 − 2) · (3x3 − x+ 1)

4. 计算下列各题，从中找出一些规律：

(x− 1) · (x2 + x+ 1)

(x− 1) · (x3 + x2 + x+ 1)

(x− 1) · (x4 + x3 + x2 + x+ 1)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

(x− 1) · (x9 + x8 + x7 + x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1)

(x− 1) · (xn−1 + xn−2 + · · ·+ x2 + x+ 1)

5. 计算下列各题，并比较各次结果的项数和系数，你能发现什么规律
吗？

(x+ a)2 = (x+ a) · (x+ a) =?

(x+ a)3 = (x+ a) · (x+ a)2 =?

(x+ a)4 = (x+ a) · (x+ a)3 =?

(x+ a)5 = (x+ a) · (x+ a)4 =?

(x+ a)6 = (x+ a) · (x+ a)5 =?

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
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三、多元多项式的乘法

多元多项式相乘，与一元多项式相乘的原理是一样的，其方法仍是先用分
配律展开成许多个单项式乘积的代数和，然后合并同类项，把结果整理出来．与
一元多项式的乘积相比，所不同的是多元多项式的乘积中，非同类项较多，写
起来比较繁，整理到最后的形式也较复杂．但只要在计算中，掌握“运用数系
运算通性”这个要点，加上演算细心、认真对待，就不会出错的．

例 4.21 计算：

1. (−xyz) · (2x2yz3)

2.
(
−3

4
x2y3

)
· 2
3
x3y2

3. 2x2yz3 ·
(
− 1√

2
xy2z3

)

4. (−3x)2 ·
(
−1

2
xy

)3

·
(
2

3
y

)2

· x

解：

(−xyz) · (2x2yz3) = (−1)× 2 · x · x2 · y · y · z · z3

= −2x3y2z4(
−3

4
x2y3

)
· 2
3
x3y2 = −1

2
x5y5

2x2yz3 ·
(
− 1√

2
xy2z3

)
= 2×

(
−
√
2

2

)
x2 · x · y · y2 · z3 · z3

= −
√
2x3y3z6

(−3x)2 ·
(
−1

2
xy

)3

·
(
2

3
y

)2

· x = 9x2 ·
(
−1

8
x3y3

)
· 4
9
y2x

= 9×
(
−1

8

)
× 4

9
x6y5

= −1

2
x6y5

例 4.22 计算：

1. xy · (x2 + xy + y2 + 1)

2. (x+ y)(x− y)

3. (x+ y)(x2 + xy + y2)

4. (x+ y)2

5. (x+ y)3

6. (x+ y + z)2
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解：

xy · (x2 + xy + y2 + 1)

= x3y + x2y2 + xy3 + xy (分配律)

(x+ y) · (x− y) = x(x− y) + y(x− y) (分配律)

= x2 − xy + xy − y2

= x2 − y2 (合并同类项法则)

(x+ y)(x2 + xy + y2) = x(x2 + xy + y2) + y(x2 + xy + y2)

= x3 + x2y + xy2 + x2y + xy2 + y3

= x3 + 2x2y + 2xy2 + y3

(x+ y)2 = (x+ y)(x+ y)

= x(x+ y) + y(x+ y)

= x2 + xy + xy + y2

= x2 + 2xy + y2

这个结果，恰好与我们学过的“二数和的平方公式”是一样的．

(x+ y)3 = (x+ y)(x+ y)2

= (x+ y)(x2 + 2xy + y2)

= x(x2 + 2xy + y2) + y(x2 + 2xy + y2)

= x3 + 2x2y + xy2 + x2y + 2xy2 + y3

= x3 + 3x2y + 3xy2 + y3

(x+ y + z)2 = (x+ y + z)(x+ y + z)

= x(x+ y + z) + y(x+ y + z) + z(x+ y + z)

= x2 + xy + yz + xy + y2 + yz + xz + yz + z2

= x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2xz
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练习

1. 计算（口答）：

x2y · (−2x3y2), −ab · (2ab)2, 1

2
mt ·

(
−1

3
t

)
, (xy2)4

(x2 · x3)4, (2m2)3, a2 · (ab2)2, (−a3b3) · (−3a)

2. 计算：

(a) (−2.5x2) · (−4x)2 · 6x3

(b)
(
−1

2
an+2

)2

· 2anb

(c) (3xy2)2 + (−4xy3) · (−xy)

(d) (−3.5a2) · (ab)2 + 10a3 ·
(
−1

5
ab

)
· (−2b)

3. 计算：

(a) (x+ y + z) · (x2 + y2 + z2 − xy − yz − xz)

(b) (x2 + xy + y2) · (x2 − xy + y2)

(c) (x+ ay + b) · (x+ cy + d)

(d) (x+ y) · (y + z) · (z + x)

(e) (x− y) · (y − z) · (z − x)

(f) (x+ y + z) · (xy + yz + xz)

4. 说明对于任何正整数 n，下列等式成立：

(x−y)
(
xn−1 + xn−2 · y + xn−3 · y2 + · · ·+ xyn−2 + yn−1

)
= xn−yn

四、常用乘法公式

通过乘法、乘方运算，可以得到许多计算公式，熟记一些常用的乘法公式，
并有效地运用，将有助于提高我们的运算速度和计算能力．

两项平方差公式

(a+ b) · (a− b) = a2 − b2 (I)
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例 4.23 计算 (2x+ 3y) · (2x− 3y)

分析：运用分配律可以展开，逐项相乘再整理，但仔细观察不难发现，所给的
两个多项式是具有公式 I 的特点的，公式中的 a、b 可以是数、是单项式，也可
以是多项式．此例中，把 2x 看作 a，3y 看作 b，很容易用公式计算出来．

解：

(2x+ 3y) · (2x− 3y) = (2x)2 − (3y)2

= 4x2 − 9y2

例 4.24 计算：

1. (x2 + 1) · (x2 − 1)

2.
(x
2
− y
)
·
(
y +

x

2

)
3.
(
−5xy −

√
2
)
·
(√

2− 5xy
)

解：

1. (x2 + 1) · (x2 − 1) = (x2)2 − 12 = x4 − 1

2. (x
2
− y
)
·
(
y +

x

2

)
=
(x
2
− y
)
·
(x
2
+ y
)

=
(x
2

)2
− y2 =

x2

4
− y2

3. (
−5xy −

√
2
)
·
(√

2− 5xy
)
= −

(
5xy +

√
2
)
·
(√

2− 5xy
)

= −(
√
2 + 5xy) · (

√
2− 5xy)

= −
[
(
√
2)2 − (5xy)2

]
= −(2− 25x2y2) = 25x2y2 − 2

两项和的平方公式

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 (II)
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例 4.25 计算： (
2x+

y

2

)2
, (m− n)2

解： (
2x+

y

2

)2
= (2x)2 + 2 · (2x) ·

(y
2

)
+
(y
2

)2
= 4x2 + 2xy +

1

4
y2

可以把 m,−n 分别看作公式 II 中的 a, b，这样一来就有：

(m− n)2 = [m+ (−n)]2

= m2 + 2m(−n) + (−n)2

= m2 − 2mn+ n2

例 4.26 计算：

[(2x+ 1)(2x− 1)]2, (x2 + 3x− 1)(x2 − 3x− 1)

解：

[(2x+ 1)(2x− 1)]2 = [4x2 − 1]2 (公式 I)

= (4x2)2 + 2(4x2) · (−1) + (−1)2 (公式 II)

= 16x4 − 8x2 + 1

(x2 + 3x− 1)(x2 − 3x− 1) = [(x2 − 1) + 3x] · [(x2 − 1)− 3x]

= (x2 − 1)2 − (3x)2

= x4 − 2x2 + 1− 9x2

= x4 − 11x2 + 1

例 4.25、例 4.26 可以看出，若将公式 II 中的 b 用 −b 代换，就能得到另
一个公式．

两项差的平方公式

(a− b)2 = a2 − 2ab+ b2 (III)

今后在运算中，可以直接使用．
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例 4.27 计算：(2x2 − xy − y2)2

解：

(2x2 − xy − y2)2 = [2x2 − (xy + y2)]2

= 4x4 − 2 · 2x2 · (xy + y2) + (xy + y2)2

= 4x4 − 4x3y − 4x2y2 + x2y2 + 2xy3 + y4

= 4x4 − 4x3y − 3x2y2 + 2xy3 + y4

练习

利用公式 I、II、III 计算：

1.（口答）：

(−x+ y) · (x+ y), (−x− y) · (x− y), 99× 101

(−a− b)2, (−a+ b)2, −(a+ b)2, −(a− b)2

2. (xy + 1) · (xy − 1), (x− y)(x+ y)− (y − x)(x+ y)

3. (
t+

m

2

)
, (xy + 2)2,

(
1

3
x+

3

4
y

)2

(x+ y + z)2, (x2 + x+ 2)2,

(
1 +

1

2
t+ t2

)2

4.
(
−1

2
+ y

)2

, (a− b− c)2, (x2 − 4x− 1)2

5. (−5x2 + 2x− 1)(−5x2 − 2x+ 1)

6. (a+ b)4 （提示：(a+ b)4 = [(a+ b)2]2）

两项和的立方公式

(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3 (IV)

把其中的 b 换成 −b 而得到另一个公式：



第二节 多项式的加、减、乘法 247

两项差的立方公式

(a− b)3 = a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3 (V)

例 4.28 利用公式计算：

(x+ 3)3, (2x+ 3y)3,

(
1

2
xy − 1

)3

解： (x+ 3)3 = x3 + 9x2 + 27x+ 27

(2x+ 3y)3 = (2x)3 + 3(2x)2(3y) + 3(2x)(3y)2 + (3y)3

= 8x3 + 36x2y + 54xy2 + 27y3

(
1

2
xy − 1

)3

=

(
1

2
xy

)3

− 3

(
1

2
xy

)2

· 1 + 3 ·
(
1

2
xy

)
· 12 − 13

=
1

8
x3y3 − 3

4
x2y2 +

3

2
xy − 1

例 4.29 计算：

1.
[(
x+

1

2

)(
x− 1

2

)]3
2. [(m+ n)2 + (m− n)2]

3

解：

1. [(
x+

1

2

)(
x− 1

2

)]3
=

(
x2 − 1

4

)3

= x6 − 3

4
x4 +

3

16
x2 − 1

64

2. [
(m+ n)2 + (m− n)2

]3
=
[
m2 + 2mn+ n2 +m2 − 2mn+ n2

]3
= (2m2 + 2n2)3 = 23 · (m2 + n2)3

= 8(m6 + 3m4n2 + 3m2n4 + n6)

= 8m6 + 24m4n2 + 24m2n4 + 8n6
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练习

利用公式 IV、V 计算：

1.
(
x+

1

2

)3

2. (x2 + xy)3

3. (2a− 3b)3

4.
(√

2− t
)3

5.
(
−1

2
x+

1

2
y

)3

6. (a+ b− c)3

两项立方和公式

(a+ b)(a2 − ab+ b2) = a3 + b3 (VI)

两项立方差公式

(a− b)(a2 + ab+ b2) = a3 − b3 (VII)

例 4.30 计算：

(x+ 1)(x2 + 1− x), (2− 3y)(4 + 9y2 + 6y)

解：

(x+ 1)(x2 + 1− x) = (x+ 1)(x2 − x+ 1)

= x3 + 1

(2− 3y)(4 + 9y2 + 6y) = (2− 3y)(4 + 6y + 9y2)

= 23 − (3y)3

= 8− 27y3

例 4.31 计算：

(x5 + 1)(x10 − x5 + 1), (x3 − 1)(x9 + 1)(x6 + x3 + 1)

解：

(x5 + 1)(x10 − x5 + 1) = (x5)3 + 13

= x15 + 1
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(x3 − 1)(x9 + 1)(x6 + x3 + 1) = [(x3 − 1)(x6 + x3 + 1)](x9 + 1)

= (x9 − 1) · (x9 + 1)

= (x9)2 − 12 = x18 − 1

练习

利用乘法公式计算：

1.（口答）：

(a− 1)(a2 + a+ 1), (−x+ y)(x2 + xy + y2)

(−m− n)(−m2 +mn− n2), (m− n)(−m2 −mn− n2)

2. −
(
a+

b

2

)
·
(
ab

2
− a2 − b2

4

)
, (x2 + 1)(x6 − 1)(x4 − x2 + 1)

3. (x+ y)(x− y)(x2 − xy + y2)(x2 + xy + y2)

4.
[(

t

3
− 1

)(
1 +

t

3
+
t2

9

)]2

以上给出的七个乘法公式是常见的，在运用时，可以把公式里的字母 a, b

理解为单项式或多项式．反复运用这些公式，可以很简明地求出结果．

习题 4.2

1. 去括号：

a+ (b− c), a− (b− c), a+ (−b− c), a− (−b− c)

(a+b)+(c+d), −(a+b)−(c+d), (a−b)−(−c+d), −(a−b)+(−c−d)

2. 填空：

(a) a+ b+ c− d = a+ ( )

(b) a2 + bx+ c = −( )

(c) a− b+ c− d = a− ( )

(d) 2x2 − 3x+ 4 = 4− ( )

(e) a− b− c− d = a− b+ ( )
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(f) a+ b− c+ d = a+ b− ( )

(g) y3 − 2y2 − y + 4 = 4− y − ( )

(h) (a+ b+ c)(a− b− c) = [a− ( )][a+ ( )]

(i) (a− b+ c)(a+ b− c) = [a+ ( )] · [a− ( )]

(j) (−a+ b+ c)(a+ b c) = [b− ( )] · [b+ ( )]

3. 去括号，并合并同类项：

(a) 5a+ (3x− 3y − 4a)

(b) (a2 − 2ab+ b2)− (a2 − b2)

(c) 3x− (4y − 2x+ 1)

(d) 7a− (3b+ a)

(e) −(x− 2)− 3(2x− 1)

(f) (x2 − y2)− (x2 − 4y2 + 1)

4. 计算：

(a) (5m2 − 5m+ 3) + (−4m2 − 5m− 3)

(b) (2y2 − 4y − 1) + (−1 + 4y − 2y2)

(c)
(
−1

2
x+

3

4
+ 2x2

)
+

(
2
1

2
− x2 + x

)
(d) (x8 − 5x2 − 7)− (x2 − 11x+ 6)

(e) (p2 − 4p+ 2)− (2 + 4p+ p2)

(f) (4a2 − a+ 5) + (2a− 7− 8a2)− (−18− 3a+ 5a2)

(g) x− (1− 2x+ x2) + (−1 + 3x− x2)

(h) 15 + (1− a)− (1− a+ a2) + (102 + a2 − a3)

(i) 3x2 − [7x− (4x− 3)− 2x2]

(j) 5a2 + [a2 + (5a2 − 7a)− (a2 − 3a)]

(k) 1− {1− [1− (1− x)− x]− x} − x

(l) {3x− [x− 1− (2x+ 1) + 3]− 3}+ (x+ 1)

5. 计算：

(a) (10x3 − 6x2 + 5x− 4) + (9x3 − 2x2 − 4x+ 2)

(b) (2x3 − 3x2 + 6)− (3x3 − 5x2 + 6x− 9)

(c) (5a3 − 3a2 + a)− (5a− 8a3 + 6a2)
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(d) (30x3 − 7x2 + 4x) + (5x3 − 3x+ 6)− (14x2 + 8x+ 10)

6. 先化简 f(x) = (−x2 + 5+ 4x3) + (−x2 + 5x− 4)− (2x3 + x2 − x)，再求

出 f(2)，f
(
1
1

5

)
．

7. 已知 f(x) = 9x2 +8x3 − 16x，g(x) = 3x2 − 4+ 2x3，试求出 f(x) + g(x)，
f(x)− g(x)

8. 已知：f(x) = x3 + ax2 + 3，g(x) = bx2 + ax+ b− 1，且 f(x)− g(x) =

x− 5x2 + x3．试求：a, b 的值．并进一步求出 f(x) + g(x) 的表达式．

9. 计算：

(a) (x3 − 2x2 + 3x− 1) · 5x2

(b) (3y2 − y + 6) ·
(
−1

3
y

) (c) −3x · (3 + 2x− x2 + x3)

(d) −2

3
a ·
(
2

3
a2 +

5

6
a− 8

3

)

10. 计算：

(2x+ 3)(4x− 5), (6y − 1)(3y − 4), (x− 7)(x+ 3)

(3x− 2x2 − 5) · (−2x− 1),

(
2

3
x− 1

2

)(
3

4
x+

2

3

)
(
2a2 + 3a− 5

)
·(2a−3),

(
y2 + 3y − 0.6

)
·(2y−0.5), (x−1)(x+3)+(x−1)2

(2x+5)(x+2)−(x+3)(x+1)+(x−2)(1−x),
(
x2 + 2

) (
x2 − x

)
(x+1)+10

11. 先化简 f(x) = (x − 2) (x2 + 2x+ 4) + (x + 5)(x2 − 5x + 25), 再求出

f

(
−1

2

)
, f(10) 的值．

12. 用竖式作以下乘法:

(a) (x3 − 2x2 − 5x+ 3) (x− 2x2 − 1)

(b) (8y4 − 8y2 + 7y − 5) (2y2 − y + 1),

(c) (a2 + 2a+ 4)
2

(d) (3a2 + 2) · (3a2 − 2) · (9a4 + 4).

13. 已知 f(x) = x− 1, g(x) = x2 + x, h(x) = −x+ 1．试验证：

(a) 乘法交换律成立：
f(x) · g(x) = g(x) · f(x)
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(b) 乘法结合律成立：

f(x) · [g(x) · h(x)] = [f(x) · g(x)] · h(x)

(c) 乘法对加法的分配律也成立：

f(x) · [g(x) + h(x)] = f(x) · g(x) + f(x) · h(x)

14. 已知 f(x) 是 m 次多项式，g(x) 是 n 次多项式，试问：

(a) f(x) + g(x) 是几次多项式？

(b) f(x)− g(x) 是几次多项式？

(c) f(x)·g(x) 又是几次多项式？

15. 用乘法公式计算：

(3a2 − 4b)(3a2 + 4b), (3x+ y)(3x− y), (2x2 − y2)(2x2 + y2)

(a−4)(a+4)(a2+16), (x+4)(x+2)(x−2), 5a2+3(a+1)(a−1)

4x(x− 1)− (5 + 2x)(2x− 5), (1− xn)(xn + 1)

3(2y+1)(1−2y)−4(−3y−2)·(3y−2), 4xy(x−y)·y(x+y)−x3(1+2y)(2y−1)

16. 用乘法公式计算：

(2x+ 3)2, (a2 + a3)2, (2a+ 3b)2,

(
1

2
xy +

1

3
y2
)2

(an+bn)2, (a+b+c)2, 4x−(2x+1)2, (3x2−4x+5)·(3x2+4x+5)

(4a2b+ 3ab2)− (3a2b+ 4ab)2, (an + bn)2 − (2an + 2bn)2

17. 用乘法公式计算：

(x− 3)2, (x− 2y)2, (xn − 1)2,
(
3− a2a

)2
3(2−y)2−4(y−5)2, (x+4)2−4(x−1)2, (3x2−4x+5)(3x2+4x−5)(

1

2
m+

1

3
n

)2

− 5
(m
2

+
n

3

)
·
(m
2

− n

3

)
+ 3

(
1

2
m− 1

3
n

)2

18. 用乘法公式进行计算：

93× 87, 205× 195, 392, 812, 9992
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19. 用乘法公式计算：

(x+ 2)3 − (x− 2)3, (4x3 − 5y2)3, (a+ b− c)3

(0.5y + 0.2t)3 − (0.2y − 0.5t)3

20. 用乘法公式计算：

(1 + x)(1− x+ x2), (x+ 8)(x2 − 8x+ 64)

(3a− 4)(16 + 12a+ 9a2), (2x+ y)(−4x2 + 2xy − y2)(
n+

1

2

)
·
(
1

4
− n

2
+ n2

)
, (9a4 + 12a2 + 16)(4− 3a2)

(a2 − 3ab+ 9b2)2 · (a+ 3b)2, (xn − 1)(x2n + xn + 1)

(x+ y)(x− y)(x2 − xy + y2)(−x2 − xy − y2)

21. 已知：(x2 − 1)(x2 + 3x− a) ≡ x4 + bx3 − (b− a)x2 − 3x+ b− 2a．试求：
a, b 的值．

22. 如果多项式 1

4
x2 + ax+ 4 ≡ (bx+ c)2．试求 a, b, c 的值．

23. 计算：

(−0.6a2b2c) · (0.5ab3), (−0.5axy2)3, [(−2x2y)3]2

5a2b3(−4a3bc)(−5ab2), (−5ax2)3·(−2b2x)4, (4a2b+3ab2)2−(−ab2+2a2b)2

a(b− c)2 + b(c− a)2 + c(a− b)2, (e+ 2m− 3n)2 · (e− 2m+ 3n)2

(a+ b− c)3 − (a− b+ c)3,

[
1

3
a2b2 − (ab+ 1)(ab− 1)

]2
24. 计算：

(a) (x− y)(x+ y)(xn + xn−1y + xn−2y2 + · · ·+ xyn−1 + yn)

(b) (x− y)(x+ y)(xn − xn−1y + xn−2y2 − · · ·+ xyn−1 − yn)（n 是正奇
数）

(c) 化简：(xn + yn)(xn − yn)(x2n + y2n)，并求出当 x = y = 1 时，此多
项式的值．

25. 先化简：

f(x, y) = (x+y)(x−y)(x2+y2)(x4+y4) · · · (x2n+y2n)
(
x8n + x4ny4n + y8n

)
再求出：f(−1,−1)．
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第三节 一元多项式的除法

本节仅就一元多项式来研究除法，仍然从多项式的的特例——单项式谈起．

一、单项式除法

由指数运算律：am ÷ an = am−n (a ̸= 0, m > n) 以及零指数的定义：
a0 = 1 (a ̸= 0)，就可以知道：两个单项式 axm 和 bxn，当 bxn ̸= 0 且 m ≥ n

时，就有以下除法法则：

axm ÷ bxn =
a

b
xm−n, (bxn ̸= 0, m ≥ n)

这就是说：

两个单项式相除（除式不为零），其系数相除，未知数的指数相减，所得
商仍是一个单项式．

例 4.32 计算：(
1

3
x3
)
÷ 6x, (−2x3)÷ 4x, (0.5x5)÷

(
−1

8
x2
)

(27x5)÷ (−9), 0÷ 2x2, (−17x7)÷ 1

解：

1.
(
1

3
x3
)
÷ 6x =

(
1

3
÷ 6

)
x3−1 =

1

18
x2

2. (−2x3)÷ 4x = −2

4
x3−1 = −1

2
x2

3. (0.5x5)÷
(
−1

8
x2
)

=

[
0.5÷

(
−1

8

)]
x5−2 = −4x3

4. (27x5)÷ (−9) = −3x5

5. 0÷ 2x2 = 0

6. (−17x7)÷ 1 = −17x7

不难发现：
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零单项式除以任一非零单项式，仍得零单项式；任一单项式除以 1，仍
得原单项式．

例 4.33 计算：

1. (5x4 − 4x3 + 3x6)÷
(
−1

2
x2
)

2. (7xn+3 − 9xn+5)÷
(
1

3
xn
)
÷ (−2x)

解：

1.

(5x4 − 4x3 + 3x6)÷
(
−1

2
x2
)

= 5x4 ÷
(
−1

2
x2
)
− 4x3 ÷

(
−1

2
x2
)
+ 3x6 ÷

(
−1

2
x2
)

= −10x2 + 8x− 6x4

= −6x4 − 10x2 + 8x

2.

(7xn+3 − 9xn+5)÷
(
1

3
xn
)
÷ (−2x)

=

(
7xn+3 ÷ 1

3
xn − 9xn+5 ÷ 1

3
xn
)
÷ (−2x)

= (21x3 − 27x5)÷ (−2x)

= −21

2
x2 +

27

2
x4

练习

计算下列各题：

1. 1

4
x5 +

3

4
x2

2. 22

77
x2 +

2

7
x

3. 7an+3 ÷ 21an

4. −xn+1 ÷ 1

2
x
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5. c12 ÷ c3 ÷ c4

6. (n8 ÷ n4)÷ (n6 ÷ n3)

7. (−0.2x)3 ÷ (−0.2x8)

8. ax5 ÷ bx÷ cx3

9. [(−3y3 − 4y7)÷ (−y)]− [6y12 ÷ (−2y6)]

10. x 取什么值时，x2n ÷ xn = xn 成立？

二、一元多项式的除法

一元多项式的除法与在小学学过的整数除法有许多类似的地方，我们还是
从整数的除法分析起：

一个正整数 a 除以正整数 b，可以得到一个商数 g 及一个余数 r，它们之
间的关系是：

a = g · b+ r, (0 ≤ r < b)

例如： 3 520
173

3
22
21
10
9
1

21 783
37

63
153
147

6

就是说：520 除以 3，得商数 173，余数 1；783 除以 21，得商数 37，余
数 6．
显然它们都有关系式：

520 = 173× 3 + 1, 其中：0 < 1 < 3;

783 = 37× 21 + 6, 其中：0 < 6 < 21.

学习有理数以后，任一个整数除以负整数时，是否也有这样的关系呢？

例如：17 除以 −2，可以得：

17 = (−8)× (−2) + 1
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其中：0 < 1 < | − 2|．
又如，−29 除以 3，可以得：

−29 = (−9)× 3 + (−2)

这里的余数为 −2，为了统一使余数总是正数，且总小于除数的绝对值，上式可
以写成：

−29 = (−10)× (−3) + 1

其中：0 < 1 < |+ 3|．
再如，−132 除以 −21 可以得：

−132 = 6× (−21) + (−6)

= 7× (−21) + 15

其中：0 < 15 < | − 21|．因此，我们可以一般地得出：

任何整数 A 除以非零整数 B，所得的商数为 Q，余数为 R，一定满足
下列关系式：

A = Q ·B +R, 其中：0 ≤ R < |B|

显然，当 A 能够被 B 整除时，R = 0．

练习

已知 A, B，试求出 Q 与 R，使它们满足等式：

A = QB +R 且 0 ≤ R < |B|

1. A = −152, B = 12；

2. A = 178, B = −14；

3. A = −1329, B = −3；

4. A = −1735, B = −15．

对于两个一元多项式 f(x) 与 g(x) ̸= 0 的除法，也可以类似地进行讨论．

多项式 f(x) 除以 g(x) (g(x) ̸= 0)，就是要求出两个多项式 Q(x) 和 R(x)，
使它们能够满足关系式：f(x) = Q(x) · g(x) + R(x)，且 R(x) = 0 或 R(x) 是
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一个比 g(x) 次数低的多项式．这时，多项式 Q(x)、R(x) 就分别叫做 f(x) 除
以 g(x) 的商式、余式．
如何求出商式 Q(x) 与余式 R(x) 呢？仍然可以类似于数的除法去做，一

般称为长除法．

例 4.34 已知 f(x) = 4x3 + 5x2 − 2x− 3，g(x) = x2 + 2x+ 1，
试求：f(x) 除以 g(x) 所得的商式 Q(x)，余式 R(x)．

解：类似于数的除法列式：
4x− 3

x2 + 2x+ 1
)

4x3 + 5x2 − 2x− 3

− 4x3 − 8x2 − 4x

− 3x2 − 6x− 3

3x2 + 6x+ 3

0

所以，f(x) 除以 g(x) 的商式 Q(x) = 4x − 3，余式 R(x) = 0．显然，
f(x) = Q(x) · g(x) +R(x)．这里 R(x) = 0．

例 4.35 已知 f(x) = 3x5−4x4−2x3−35x2−28x+18，g(x) = x3−2x2+x−13

试求 f(x) 除以 g(x) 的商式 Q(x)，余式 R(x)．

解：用长除法列式如下：
3x2 + 2x − 1

x3 − 2x2 + x− 13
)

3x5 − 4x4 − 2x3 − 35x2 − 28x+ 18

− 3x5 + 6x4 − 3x3 + 39x2

2x4 − 5x3 + 4x2 − 28x

− 2x4 + 4x3 − 2x2 + 26x

− x3 + 2x2 − 2x+ 18

x3 − 2x2 + x− 13

− x + 5

所以，得到商式 Q(x) = 3x2 + 2x − 1．余式 R(x) = −x + 5 （次数低于
g(x) 的次数），而且有关系式：

f(x) = Q(x) · g(x) +R(x)

由以上两例可以看出：多项式相除的整个算式中，最关健的是各项系数的
运算．这就是说，把被除式、除式都按降次排成标准式，缺项补 0，列出除法
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竖式以后，只要进行各项系数间的运算，就可以得出商式、余式的系数；然后
取被除式与除式的次数之差，作为商式的次数，降次排列；而余式的次数要比．
除式的次数低．

所以，除法的算式还可以简化成以下形式（以例 4.35 来说）：

3 + 2− 1

1− 2 + 1− 13)

−)

−)

−)

3− 4− 2− 35− 28 + 18

3− 6 + 3− 39

+2− 5 + 4− 28

+2− 4 + 2− 26

−1 + 2− 2 + 18

−1 + 2− 1 + 13

0− 1 + 5

所以，商式 Q(x) = 3x2 + 2x− 1，余式 R(x) = 0x2 − x+ 5 = −x+ 5．这
种简化形式的方法，叫做分离系数法．

例 4.36 试求 f(x) = 5x4 − 7x3 + 10x2 − 2x− 3 除以 g(x) = x2 − 1 的商式及
余式．

解：长除法的书写格式，通常采用下列形式：

5x4 − 7x3 + 10x2 − 2x − 3 x2 − 1

5x2 − 7x+ 15− 5x4 + 5x2

− 7x3 + 15x2 − 2x

7x3 − 7x

15x2 − 9x − 3

− 15x2 + 15

− 9x+ 12

因此，分离系数法就可以写成：

5− 7 + 10− 2− 3

5 + 0 − 5

−7 + 15− 2

−7 + 0 + 7

15− 9− 3

15 + 0 − 15

−9 + 12

−)

−)

−)

被除式： 除式
商式

余式

1 + 0 − 1

5− 7 + 15
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所以，商式 Q(x) = 5x2 − 7x+ 15，余式 R(x) = −9x+ 12．
应该注意：在长除法中，如果被除式的首项是 axn，除式的首项是 bxm，那

么，商式的首项就应该是
a

b
xn−m, (n ≥ m)．

例 4.37 已知被除式 f(x)，除式 g(x)，试用分离系数法求出商式 Q(x)与余式
R(x)：

1. f(x) = 2x3 − 4x2 + x− 3, g(x) = x− 3

2. f(x) = 2x3 − 4x2 + x− 3, g(x) = 2(x− 3)

解：

2− 4 + 1− 3

2− 6

2 + 1

2− 6

7− 3

7− 21

+18

−)

−)

−)

1− 3

2 + 2 + 7

∴ Q(x) = 2x2 + 2x+ 7，R(x) = 18．
所以：2x3 − 4x2 + x− 3 = (2x2 + 2x+ 7)(x− 3) + 18．

2− 4 + 1− 3

2− 6

2 + 1

2− 6

7− 3

7− 21

+18

−)

−)

−)

2− 6

1 + 1 + 7
2

∴ Q(x) = x2 + x+
7

2
，R(x) = 18．

所以：2x3 − 4x2 + x− 3 =

(
x2 + x+

7

2

)
· 2(x− 3) + 18．

比较例 4.37 的两题，可以发现：两题的被除式相同，2 题的除式是 1 题的
除式的 2 倍，而相除的结果中得到：余式相同，2 题的商式却是 1 题商式的 1

2
．

这个规律，对多项式除法是正确的，这是因为：如果 f(x) = Q(x) · g(x) +

R(x) 成立，那么，f(x) =
[
1

a
Q(x)

]
· [ag(x)] +R(x) 显然也成立．

因此，我们可以得出：
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两个多项式相除（除式不为 0）时，如果被除式不变，而除式乘以一个
非零常数 k，那么，所得的余式不变，但商式却等于原来商式的

1

k
．

总结以上各例，可以归纳出一元多项式除法的原理和运算过程是：
把被除式、除式按降次排列成标准形式，逐步把除式乘以适当的单项式，使

得每一次的积与被除式或“上一步所剩下来的式子”的首项相同，再相减就得
到一个较低次数的多项式，这样逐步降次，直到“所剩下来的式子”的次数低
于除式的次数为止．这时，“剩下来的式子”就是所求的余式，而每次所乘的单
项式的代数和，就是所求的商式．

练习

1. 在下列各题中，f(x) 是被除式，g(x) 是除式，试用长除法、分离
系数法求它们的商式与余式：

(a) f(x) = 7x7 + 6x6 + 5x5 + 4x4 + 3x3 + 2x2 + x − 7, g(x) =

x2 + x− 1

(b) f(x) 同 (a)，g(x) = x2 − 1

(c) f(x) = x4 + 3x2 + 1, g(x) = 2x2 + 3

(d) f(x) = 3x6 − 5x4 − 7x2 + x+ 13, g(x) = 2x4 + x2 + 1

2. 如果被除式 f(x) 是 n 次多项式，除式 g(x) 是 m 次多项式，你知
道商式 Q(x), 余式 R(x) 是几次多项式吗？

3. 先用分离系数法求 f(x)除以 g(x)的商式与余式，再不作除法，写
出 f(x) 除以 ψ(x) 的商式与余式：

f(x) = 2x4 + 6x3 − 4x2 − 5, g(x) = x− 2

(a) ψ(x) = 2(x− 2)

(b) ψ(x) = 1

2
(x− 2)

三、综合除法

以下介绍多项式 f(x) 除以 x− b (b 为一个非零常数）的一种简便方法．

例 4.38 求 f(x) = 2x3 + 3x− 1 除以 g(x) = x− 4 的商式和余式．
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解：用分离系数法，

2 + 0 + 3− 1

2− 8

8 + 3

8− 32

35− 1

35− 140

+139

−)

−)

−)

1− 4

2 + 8 + 35

∴ 商式 Q(x) = 2x2 + 8x+ 35，余式 R(x) = +139．
因为余式 R(x) 的次数要低于除式 g(x) 的次数，而这里的除式 (x− 4) 是

一次式，所以，这里的余式就只能是零次多项式（非零数）或零多项式．在今
后，对于除式是一次式的除法，所求得的余式，就直接说成是余数．
把例 4.38 中的算式进一步分析一下，是可以发现其中的规律的：

2 + 0 + 3− 1

2 − 8

+8 + 3

+8 − 32

+35− 1

+35 − 140

+139

−)

−)

−)

1− 4

2 + 8 + 35

1. 除式 (x − 4) 首项系数为 1，因而商式的首项系数 2，正好是被除式的首
项系数．

2. 在算式左半部分，凡被围的各数字，正好是商式的各项系数，它们除首项
系数与被除式首项系数相同外，都和每一步“所剩下来的式子”的首项系
数相同．

3. 在算式左半部分，被围数字之后的一个数，分别是这样得到的：

−8 = 2 × (−4), −32 = 8 × (−4), −140 = 35 × (−4)

它们有相类似的运算次序．

4. 如果将被围的数字，一律下移到最末一行，排列为：

2 +8 +35 + 139

那么，前三个数字就是商式的系数，末一个数就是余数．
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所以，上边的算式可以压缩化简为这样的形式：

−8− 32− 140

2 + 0 + 3 − 1

2 + 8 + 35 + 139

−)

−4

为了计算方便，上式中的减法可以改为加法，这只要将减数 −8,−32,−140

改变符号就行，再由这些数的形成规律看，只要将 −4 改变符号，这些数的符
号就相应地改变了．因而，上边的算式又可以进一步简化为：

+8 + 32 + 140

2 + 0 + 3 − 1

2 + 8 + 35 + 139

+)

+4

这样就能得出：商式：2x2 + 8x+ 35，余数：+139．

例 4.39 求 f(x) = 7x6 + 5x4 + 4x3 + 3x + 1 除以 g(x) = x + 3 的商式 Q(x)

及余数 R

解：
∵ g(x) = x+ 3 = x− (−3)

f(x) = 7x6 + 0x5 + 5x4 + 0x3 + 4x2 + 3x+ 1

7 + 0 + 5 + 0 + 4 + 3 + 1 −3

−21 + 63− 204 + 612− 1848 + 5535+)

7− 21 + 63− 204 + 612− 1848 + 5536

∴ 商式 Q(x) = 7x5 − 21x4 + 68x3 − 204x2 + 616x− 1845，余数 R = 5536．
这种简化的带余除法，叫做综合除法．这种方法比长除法要简化得多．

例 4.40 用综合除法求 f(x) = a2x
2+a1x+a0 除以 g(x) = x−b的商式 Q(x)，

余数 R．

解：

a2 + a1 + a0 b

+a2b + (a2b+ a1)b+)

a2 + (a2b+ a1) +(a2b
2 + a1b+ a0)

:::::::::::::::::
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∴ 商式 Q(x) = a2x+ (a2b+ a1)，余数 R = a2b
2 + a1b+ a0．

如果除式 g(x) = px − q (p ̸= 0)，可以先将除式变形为：px − q =

p

(
x− q

p

)
，用综合除法求出 f(x) 除以

(
x− q

p

)
的商式 Q′(x) 及余数 R′．

它们满足关系式；

f(x) = Q′(x)

(
x− q

p

)
+R′

再根据前一节的结论可知：

f(x) =
1

p
Q′(x) · p

(
x− q

p

)
+R′

=
1

p
Q′(x)(px− q) +R′

因此，可以求得 f(x)除以 (px−q)的商式为：Q(x) =
1

p
Q′(x)，余数为 R = R′．

例 4.41 用综合除法求 f(x) 除以 g(x) 的商式及余数：

1. f(x) = 6x3 + 13x2 + 27x+ 15, g(x) = 3x+ 2

2. f(x) = 8x2 + 7x− 1, g(x) = 4x− 1

解：

1. ∵ g(x) = 3x+ 2 = 3

[
x−

(
−2

3

)]
∴ 可先求 f(x) 除以

[
x−

(
−2

3

)]
的商式 Q′(x) 及余数 R′．

6 + 13 + 27 + 15 − 2
3

−4 − 6 − 14+)

6 + 9 + 21 +1
::

这样得到：Q′(x) = 6x2 + 9x+ 21，R′ = 1．

∴ Q(x) =
1

3
Q′(x) = 2x2 + 3x+ 7，R = R′ = 1．

∴ 6x3 + 13x2 + 27x+ 15 = (2x2 + 3x+ 7)(3x+ 2) + 1．

2. ∵ g(x) = 4x− 1 = 4

(
x− 1

4

)
, f(x) = 8x4 + 0 + 0 + 7x− 1

由综合除法
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8 + 0 + 0 + 7 − 1
1

4

+2 +
1

2
+

1

8
+

57

32
+)

8 + 2 +
1

2
+ 7

1

8
+

25

32
::

∴ f(x) 除以 g(x) 得商式

Q(x) =
1

4

(
8x3 + 2x2 +

1

2
x+ 7

1

8

)
= 2x3 +

1

2
x2 +

1

8
x+

57

32

余数 R =
25

32
．

练习

用综合除法求商式及余数

1. x5 + 2x4 − 14x3 + 54x2 − 45x− 378 除以 x− 3 ；

2. x5 − 3x2 + 2x− 4 除以 x+ 1 ；

3. 9x4 − x2 + x− 3 除以 5x− 2 ；

4. 8x5 + 2x4 + 4x2 − 3x− 1 除以 2x+ 1 ；

5. 6x4 − x3 + 2x− 1 除以
(
1

3
x− 1

)
；

综合除法只是长除法过程的简化．对于除式是高于一次的多项式，仍可以
类似进行．但书写较复杂，暂不研究．
一元多项式除法的基本原理在于进行逐步降次，直到“所剩下来的式子”的

次数低于除式的次数为止．对于多元多项式来说，一般地就不可能使各个未知
数同时都降次，所以，多元多项式一般没有除法，从这个意义上来看，除法是
一元多项式特有的一种运算．

四、待定系数法求商式与余式

待定系数法是根据多项式恒等的条件来解决问题的一种常用代数方法．以
下就以求多项式的商式与余式为例，说明这种方法．
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例 4.42 试求 f(x) = 3x4 + x3 − 4x2 − 17x+5 除以 g(x) = x2 + x+1 的商式
Q(x) 与余式 R(x)．

分析：因为所求的商式 Q(x)、余式 R(x) 一定满足等式：f(x) = Q(x) · g(x) +
R(x)．

这里又已知 f(x) 是四次式，g(x) 是二次式，不难判断，Q(x) 一定是二次
式，R(x) 的次数低于二次，即 R(x) 的次数最高是一次．

因此，我们可以不作长除法，而设出：

Q(x) = ax2 + bx+ c, R(x) = dx+ e

其中 a, b, c, d, e 都是将要确定的系数，我们都叫做待定系数．

由除法的基本关系等式：

f(x) = Q(x) · g(x) +R(x)

就可以利用多项式恒等条件，进而求出 a、b、c、d、e 的值，最后也就求出了
商式及余式．

解：由题意可设：

Q(x) = ax2 + bx+ c, R(x) = dx+ e

∵ f(x) = Q(x) · g(x) +R(x)

∴ 3x4 + x3 − 4x2 − 17x+ 5 = (ax2 + bx+ c)(x2 + x+ 1) + ax+ e

即：

3x4 + x3 − 4x2 − 17x+ 5

= ax4 + (a+ b)x3 + (a+ b+ c)x2 + (b+ c+ d)x+ (c+ e);

比较等式两边对应同类项的系数，得

3 = a

1 = a+ b

−4 = a+ b+ c

−17 = b+ c+ d

+5 = c+ e

⇒



a = 3

b = −2

c = −5

d = −10

e = 10

所以，商式 Q(x) = 3x2 − 2x− 5，余式 R(x) = −10x+ 10．
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例 4.43 用待定系数法求 x3 + x2 + 1 除以 2x2 + 3x�1 所得的商式 Q(x) 及余
式 R(x)．

解： ∵ 被除式是 3 次式，除式是 2 次式，∴ 可设商式 Q(x) = ax+ b，余
式 R(x) = cx+ d．由于

x3 + x2 + 1 = (ax+ b)(2x2 + 3x+ 1) + (cx+ d)

即：
x3 + x2 + 1 = 2ax3 + (3a+ 2b)x2 + (a+ 3b+ c)x+ (b+ d)

比较两边同类项系数可得：

1 = 2a

1 = 3a+ 2b

0 = a+ 3b+ c

1 = b− d

⇒



a =
1

2

b = −1

4

c =
1

4

d =
5

4

∴ 商式 Q(x) =
1

2
x− 1

4
，余式 R(x) =

1

4
x+

5

4
．

从以上两例可以看出，用待定系数法求多项式相除的商式及余式，其要点
和原理是：

1. 由被除式，除式的次数，设定商式与余式的次数，并以待定系数形式设出
它们的表达式．商式的次数为被除式与除式次数之差；余式次数可设为除
式的次数减一．

2. 由于除法的基本等式

f(x) = Q(x) · g(x) +R(x)

是恒等关系式，因此可以算出等式右边的结果．比较，两边同类项的系数，
就得到以待定系数为未知数的方程组．

3. 解方程组，就可以求得各待定系数，进而可求得商式、余式．

练习

用待定系数法求 f(x) 除以 g(x) 的商式及余式：

1. f(x) = x4 − 3x3 + x2 + 3x− 2, g(x) = x2 − 3x+ 2
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2. f(x) = 3x4 − 5x2 + 6x+ 1, g(x) = x2 − 3x+ 4

习题 4.3

1. 计算：

(a) (16m2 + 24m3)÷ 8m2

(b) (8a3 − 12a2 + 16a)÷ (−4a)

(c) (axn+4 − bxn+3 + cxn+2)÷ x2

(d) (3an+2 + 2an+1 − 4an)÷ (−3an−1)

(e) (x− 2)2 · (x+ 3)÷ (x− 2)

(f) (3x− 2)(5x+ 4)÷ (2− 3x)

2. 把 (x− 2) 与 (x+ b) 都看成一个整体，设为辅助未知数．试计算：

(a) [4(x− 2)2 + 12(x+ 2)(x− 2)− 8(x− 1)2(x− 2)]÷ 4(x− 2)

(b) [3(x+ b)3 − 6(x+ b)2 + 9(x+ b)]÷ 3(x+ b)

3. 用分离变量法与待定系数法计算：

(a) x4 + 6x3 + 11x2 + 6x 除以 x+ 3；

(b) x4 + 6x3 + 11x2 + 6x 除以 x2 + 3x+ 1；

(c) x4 + 2x3 − x2 − 2x+ 1 除以 x2 − x+ 1；

(d) 1− 2x+ 8x3 − 4x2 除以 4x2 − 2；

(e) x+ 1 + x5 + 2x3 除以 2x+ x2 + 1；

(f) 3x4 − 5x3 − 4x2 + 3x− 2 除以 2x2 + x．

4. 用综合除法求 f(x) 除以 g(x) 的商式、余式．

(a) f(x) = 5x2 + 4x− 12, g(x) = x+ 2；

(b) f(x) = 3x4 − 5x3 − 4x2 + 3x− 2, g(x) = x− 2；

(c) f(x) = x5 + x4 − 3x3 + 4x2 − 5x− 6, g(x) = x− 1；

(d) f(x) = 2x4 + x3 − 3x2 + 7x− 5, g(x) = x− 4；

(e) f(x) = x8 − 1, g(x) = x+ 1；
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(f) f(x) = x2 + 6x3 − 29x+ 21, g(x) = 3x− 2；

(g) f(x) = 4x3 + 6x2 − 8x− 10, g(x) = 2x− 1；

(h) f(x) = 3x3 − 11x2 + 8x− 3, g(x) = 3x+ 2；

(i) f(x) = 3x3 + ax2 + a2x− 2a3, g(x) = 3x− 2a；

(j) f(x) = 4x4 + 5bx3 + 9b2x2 + 6b3x+ 4, g(x) = 4x+ b．

5. 已知 x3 + ax2 + bx+ c = (x− 1)(x− 2)(x− 3) + 4，试求：a, b, c 的值．

6. 已知 f(x) = ax4+ bx2+ cx+d的根是：x1 = 10, x2 = 1, x3 = 12, x4 = 4．

试求：f(−1) 及 f

(
−1

2

)
．

7. 如果已知 f(x) = 8x3 − 2x2 + ax + b 除以 g(x) = 4x2 − 2 所得的余式为
0，试求 a, b 的值．

8. 在第 7 题中，如果 f(x) 除以 g(x) 的余式是 5x − 3，那么，a 与 b 又是
何值？

9. 试把多项式 3x3 − 10x2 + 13 表示成关于 (x− 2) 的方幂的形式．

提示：先设 3x3 − 10x2 +13 = A(x− 2)3 +B(x− 2)2 +C(x− 2)+D，即：

3x3 − 10x2 + 13 = {[A(x− 2) +B](x− 2)�C}(x− 2) +D

再逐次用综合除法求出 D,C,B,A．

本章内容要点

这一章的主要内容是多项式的有关概念及其四则运算．

一、由己知数与未知数符号的方幂相乘而得到的式子叫单项式；若干个单
项式的代数和，叫做多项式．多项式又叫做整式．

多项式的次数，就是指多项式中，次数最高的某一单项式的次数；而单项
式的次数，就是所含各未知数的指数和．

任一非零常数，叫做零次多项式．

数零，叫做零多项式，它的次数不定．

二、一元 n 次多项式 f(x) 的标准形式是：

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, (a0 ̸= 0)
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当 x = b 时，f(x) 的值记作：

f(b) = anb
n + an−1b

n−1 + · · ·+ a1b+ a0

三、两个多项式 f(x) 与 g(x)，当 x 取任意值时，它们的值总相等，那么
这两个多项式称为恒等，记作：

f(x) ≡ g(x)

如果 f(x) ≡ g(x)，那么，这两个多项式相应的同类项的系数都相等．这是待定
系数法的依据．

四、能够使多项式 f(x) = 0 的 x 的值，叫做多项式 f(x) 的根．要求多项
式 f(x) 的根，只要解方程 f(x)�0 就可以得到．

五、多项式的加、减，乘法运算的结果仍是多项式（封闭的）．而且具有数
系运算的通性．

如果用 f, g 表示两个多项式（一元或多元），它们分别为 m 次和 n 次
（m > n）．那么，

• f+g 是一个 m次多项式，f−g 也是 m次多项式；而 f ·g 是一个 (m+n)

次多项式．

六、常用乘法公式是运算的工具，必须掌握：

(a− b)(a+ b) = a2 − b2

(a± b)2 = a2 ± 2ab+ b2

(a± b)3 = a3 ± 3a2b+ 3ab2 ± b3

(a± b)(a2 ∓ ab+ b2) = a3 ± b3

这些公式中的 a, b，可以是数、或单项式、或多项式．因此，在应用中要具
体分析，灵活掌握．

七、带余除法，是一元多项式的特有运算．

• f(x) 除以 g(x)，就是要求出两个多项式 Q(x) 与 R(x)，使它们满足关系
式：

f(x) = Q(x) · g(x) +R(x)

其中，R(x) 的次数要低于 g(x) 的次数．
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• 除法的原理是：逐步寻求单项式，进行降次工作．具体方法有：类似于整
数除法的长除法、分离系数法、待定系数法以及除式为一次式的综合除法．

• 两个一元多项式相除，当除式乘以一个非零常数 k 时，所得商式就是原
商式的

1

k
，所得余式不变，这是由于：

f(x) = Q(x) · g(x) +R(x)

=
1

k
Q′(x) · [k · g(x)] +R′(x)

复习题四

1. 计算：

(a) 5x2 + (−4x) + 1 + (−3x)2 − (−5x) + (−3)3 + (−x2) + 6x− 10

(b) 4x2y − (+5xy) + (−3x2y)− (x2y)2 − (−3x3)− (−2xy)

2. 有一串单项式：

−x, 2x2,−3x3, 4x4, . . . ,−19x19, 20x20, . . . .

(a) 你能说出它们排列的规律吗？

(b) 根据你发现的规律，写出第 100 个、第 101 个、第 102 个单项式来．

(c) 你能写出第 n 个、第 n+ 1 个单项式来吗？

3. 如果一个三元单项式的系数和次数都是 4，试写出这个单项式的表达式
（要考虑所有符合条件的各种可能）．

4. 有两个单项式，它们的和为 10x2y，它们的差为 −6x2y．试求出这两个单
项式．

5. 设 f(x) = 3x3−4x2−5x+1，g(x) = 2x3+x2+4x−3，h(x) = x3−x2−5x+2

(a) 试计算：

A = f(x) + g(x) + h(x), B = f(x)− g(x) + h(x)

C = f(x) + g(x)− h(x), D = −f(x) + g(x) + h(x)

(b) 证明：A = B + C +D．
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6. 已知：f(x) + 2g(x) = −5x2 − 3x+ 2，且 2f(x)− g(x) = −x− 1．

试求出 f(x)，g(x) 的表达式．

7. 已知：f(x) = ax2 + bx+ c 的两个根为 4，−5，且 f(1) = f(−1) + 2

试求：f
(√

2
)
，f(10)．

8. 试确定满足恒等式 (ax2 + bx+ c)(x2 + 1) = 2x4 + 6x3 − 5x2 + 6x− 7 的
a, b, c 的值．

9. 已知 f(x, y, z) = x3 + 2(y3 + z3) + 6xyz，求：f(2, 2, 2)．

10. 计算

(a)
(
x√
2
+ 1

)(
1− x√

2

)
(b)

(√
2x+

√
3y
)2

(c) (x+ 2)2 + 2(x− 2)(x+ 2) + (x− 2)2

(d) (3x− 2y + 1)2

(e) (5x2 − y2)(−y2 − 5x2)

(f) (3x+ y − 2)(3x− y + 2)− (3x− 2)(3x+ 2)

(g) [(x2 − xy + y2)(x2 + xy + y2)]
2 · (x− y)2 · (x+ y)2

(h) (a8 + b8) · (a+ b)(a4 + b4)(a− b)(a2 + b2)

11. 利用乘法公式证明：

(x+ y)6 = x6 + 6x5y + 15x4y2 + 20x3y3 + 15x2y4 + 6xy5 + y6

12. 如果 f(x) = x4+2x3+ ax2+ bx+1 是一个二次多项式的完全平方式，试
用待定系数法求 a, b．

13. 试用综合除法求 f(x) 除以 (x− a) 的余数，并求出 f(a)：

(a) f(x) = 7x5 − 3x2 + 9 除以 x− 2 (a = 2);

(b) f(x) = 7x5 − 3x2 + 9 除以 x+ 1 (a = −1);

(c) f(x) = 4x3 − 8x2 + 3x− 6 除以 x− 1

2
(a =

1

2
)．

14. 从上题的各小题中，你能发现各题的余数 R 与相应的 f(a) 有什么关系？
再举一例，验证这一关系．
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15. 试用综合除法求出下列各题中的 a、b、c、d：

(a) 2x2 − x+ 1 = a(x− 1)2 + b(x− 1) + c；

(b) x3 − 6x2 + 4x+ 8 = a(x− 1)3 + b(x− 1)2 + c(x− 1) + d；

(c) 3x3 − 8x2 + 10 = a(x− 2)3 + b(x− 2)2 + c(x− 2) + d．

（参看习题 4.3 第 9 题提示）．

16. 证明：

(a) 两个相邻奇数的平方差是 8 的倍数；

(b) 任意两个奇数的平方差除以 8 余 0．

17. 证明：

(a) (x− y)(xn + xn−1y + · · ·+ xyn−1 + yn) = xn+1 − yn+1；

(b) (x+ y)(x2n − x2n−1y + · · · − xy2n−1 + y2n) = x2n+1 + y2n+1

注：第 2 题左边第二个括号内的符号是“+”、“−”相间．

18. 已知 ax2+ bx+ c是一个一次二项式的完全平方式．试用待定系数法证明：
b2 − 4ac = 0．

19. 如果 f(x) = 6x4 − x3 − 18x2 + x+ 12，试证明 f(x) 能写成下面的形式：

f(x) = (x− 1)(x+ 1)(2x− 3)(3x+ 4)

20. 已知 f(x+ 2) = 3x3 + 20x2 + 45x+ 50，试求：

(a) f(0)；f(−2)

(b) f(1)；f(−1)

(c) f(+10)；f(12)

(d) f(a)；f(−a)

提示：

(a) 可以将 3x3 + 20x2 + 45x+ 50 先写成以下形式：

f(x+ 2) = A(x+ 2)3 +B(x+ 2)2 + C(x+ 2) +D

再求值．

(b) 可以由 x+ 2 = a，求出 x = a− 2，直接代入原式求值．
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第一节 因式分解

一、因式与倍式

在算术中已经知道，如果整数 a 能够被整数 b 整除，就是说，能够找到一
个整数 q，使 a = q · b 成立，那么，a 就叫做 b 的倍数，而 b 叫做 a 的因数．
当然，这时 a 也是 q 的倍数，q 也是 a 的因数．

例如：由 12 = 4× 3，因而 12是 3与 4的倍数，而 3与 4就是 12的因数．
显然，12 的因数还有很多个，如：±1,±2,±3,±4,±6,±12 等都是 12 的

因数．

如果一个整数 k, (k ̸= 1) 除了 ±1,±k 以外再没有其它的因数，那么，k 就
叫做质数（也叫素数）．
例如：2, 3, 7, 5 等，都是质数．

在代数中，对于多项式来说，也有类似的概念．如果多项式 f(x)能够被非
零多项式 g(x)整除，也就是，可以找到一个多项式 Q(x)，使 f(x) = Q(x) ·g(x)
成立，那么，f(x) 就叫做 g(x) 的倍式，而 g(x) 叫做 f(x) 的因式．当然，这种
情况下，f(x) 也是 Q(x) 的倍式，Q(x) 也是 f(x) 的因式．显然，这里的 Q(x),
g(x) 的次数都不会大于 f(x) 的次数．

例如：∵ x− 1 = (x+ 1)(x− 1),
∴ x2−1就是 (x+1)，(x−1)的倍式；而 (x+1)，(x−1)又都是 (x2−1)

的因式．

又由于任一个多项式 f(x)，都可以写成“一个零次多项式 a与另一多项式
1

a
f(x) 的乘积”，即

f(x) = a · 1
a
f(x)

因此，任何一个零次多项式 a以及与 f(x)相差一个常数倍的多项式
1

a
f(x)，

274
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都可以看成多项式 f(x) 的因式．
例如：

x2 − 1 = 1 · (x2 − 1)

= 2 ·
(
x2

2
− 1

2

)
= 2(x+ 1) ·

(
x

2
− 1

2

)
=

1

5
· (5x2 − 5)

=
1

5
· (5x+ 5)(x− 1)

= · · · · · · · · ·

= a

(
x2

a
− 1

a

)
= a(x+ 1)

(
x

a
− 1

a

)
= a

(
a

x
+

1

a

)
(x− 1)

∴ x2 − 1 的因式还可以有：

1, x2 − 1; 2,
x2

2
− 1

2
,
x

2
+

1

2
,
x

2
− 1

2
;

1

5
, 5x2 − 5, 5x+ 5, 5x− 5; . . .

一般地可以有因式：

a,
1

a
x2 − 1

a
,

1

a
x+

1

a
,

1

a
x− 1

a
, . . .

今后，我们所说多项式的因式，一律不考虑它们之间零次因式（一个非零
常数）的差别，这样一来，在上例中，我们就认为：(x− 1) 的因式有：a, x+
1, x− 1, x2 − 1．
同样，由于 x3 − 1 = (x − 1)(x2 + x + 1)，因而它有因式 a, x − 1, x2 +

x+ 1, x3 − 1．
如果一个多项式 f(x)，除了有零次因式和它本身 f(x) 以外，再也没有其

它因式，那么，f(x) 就叫做不可约多项式．
如果一个多项式 f(x)，除有零次因式和它本身 f(x)外，还有次数较低（但

大于 1 次）的其它因式 Q(x), g(x), 那么，f(x) 就叫做可约多项式．
例如：多项式 f(x) = ax + b (a ̸= 0) 就是不可约多项式；多项式 g(x) =

x2 +1, 在实数范围内是不可约多项式；多项式 R(x) = x2 − 2 在有理数范围内，
是不可约多项式；但在实数范围内，由于 x2 − 2 = (x+

√
2) · (x−

√
2)，因此，

它又是一个可约多项式．
多项式 φ(x) = x2 − 5x+ 6 = (x− 2)(x− 3) 是一个可约多项式．
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练习

除零次因式和多项式本身外，试写出以下可约多项式的其余各因式：

1. f(x) = x4 − 1 = (x− 1)(x+ 1)(x2 + 1)

2. g(x) = 2x3 − 3x2 − 3x+ 2 = (x+ 1)(x− 2)(2x− 1)

二、因式分解

由多项式乘法，可以求得 (a+ b) · (a− b) = a2 − b2．反过来，我们可以把
(a2 − b2) 写成 (a+ b) · (a− b) 的形式．这种把一个非零多项式写成几个多项式
乘积的变形过程，叫做多项式的因式分解．
因此，多项式因式分解，就是要把一个多项式分解成为若干个不可约的多

项式的乘积．在没有特别指明的一般情况下，只要求在有理数范围内分解到不
可约为止．有时，还要求在实数范围内分解到不可约为止．
因式分解没有普遍适用的法则，只有通过各种典型的多项式分解因式，逐

步认识特征，熟练技巧，才能融会贯通，举一反三．

（一）提取公因式法

多项式的各项中，如果含有同一个因式，就可以运用分配律，把这个公共
因式提取到括号外面，把原来的多项式写成两个因式的乘积形式．这种方法，叫
做提取公因式法．

ma+mb+mc = m · (a+ b+ c)

例 5.1 把下列各式分解因式：

1. −ab+ ac− a

2. 12x4y2 − 8x3y + 6x2y3

解：

1. −ab+ ac− a = −a(b− c+ 1)

2. 12x4y2 − 8x3y + 6x2y3 = 2x2y(6x2y − 4x+ 3y2)

说明： 1 题中所提的公因式是 −a，因而，括号内各项都要变号．
2 题中所提的公因式是各项系数的最大公约数与各项所含公共元的最低次

方的乘积．
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例 5.2 分解因式：

1. 15(x+ y)2 − 5(x− y)(x+ y) + 10(x+ y)；

2. 2m(x− 3) + (3− x)；

3. −ab(a− b)2 + a(b− a)2 − ac(a− b)2．

解：

1.

15(x+ y)2 − 5(x− y)(x+ y) + 10(x+ y)

= 5(x+ y)[3(x+ y)− (x− y) + 2]

= 5(x+ y)(3x+ 3y − x+ y + 2)

= 5(x+ y)(2x+ 4y + 2)

= 10(x+ y)(x+ 2y + 1)

2.

2m(x− 3) + (3− x) = 2m(x− 3)− (x− 3)

= (x− 3)(2m− 1)

3.

− ab(a− b)2 + a(b− a)2 − ac(a− b)2

= −ab(a− b)2 + a(a− b)2 − ac(a− b)2

= −a(a− b)2(b− 1 + c)

= −a(a− b)2(b+ c− 1)

练习

1. 填空：

36x2y2z = −4x2y( ), x(y − z) = ( )(x− y)

2x(x− y)2 = ( )(y − x)2, 7y(y − x)3 = ( )(x− y)3

−x− x2 − x3 = −x( ), 6a2b+12ab− 18ab2 = 6ab( )

2. 把下列各式分解因式：
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(a) 4x2y − 6x3y

(b) a3 − an+3

(c) xm + xm−1

(d) −a3b− a2b2 + ab

(e) 4x3y + 6x2y − 12x4y2

(f) a(x− 5) + b(5− x)− c(5− x)

(g) −6(x− y)3 − 3y(y − x)3

(h) (x− y)2 + 2(x− y)(x+ y) + (y − x)2

（二）分组分解法

有的多项式，如 ma +mb + na + nb，就其整体各项中并没有公因式，但
如果运用结合律、交换律，就可以把其中有公因式的各项结合在一起，从而将
原多项式分成若干组，先将各组的公因式提出，再观察是否还可以继续分解．

如：(ma+mb) + (na+ nb) = m(a+ b) + n(a+ b) = (a+ b)(m+ n)

例 5.3 把 2ax+ 2ay + bx+ by 分解因式．

解：
原式 = 2a(x+ y) + b(x+ y) = (x+ y)(2a+ b)

例 5.4 把 ax2 + bx2 − bx− ax+ cx2 − cx 分解因式．

解：

原式 = (ax2 − ax) + (bx2 − bx) + (cx2 − cx)

= ax(x− 1) + bx(x− 1) + cx(x− 1)

= x(x− 1)(a+ b+ c)

当然，也可以将原式分为二组进行因式分解．即

原式 = (ax2 + bx2 + cx2)− (ax+ bx+ cx)

同学可以自己练习．
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例 5.5 把 3a3 + 6a2b− 3a2c− 6abc 分解因式．

解：

3a3 + 6a2b− 3a2c− 6abc = 3a(a2 + 2ab− ac− 2bc)

= 3a[a(a+ 2b)− c(a+ 2b)]

= 3a(a+ 2b)(a− c).

可见，对一个多项式进行因式分解，应先考虑提公因式，再考虑分组分解，
直到不能再分解时为止．

练习

分解因式：

1. x2 − xy − 2x+ 2y

2. 3x− 3y + ax− ay

3. ab− a+ b2 − b

4. ax+ bx− cy + ay − cx+ by

5. a2b+ ab2 + a2c+ abc

6. 2a4 − 3a3b− 14a2 + 21ab

（三）乘法公式法分解因式

在第四章中学习过的乘法公式，都是恒等式，式中的字母都可以是数，也
可以是单项式或多项式．只要将这些公式倒过来写出，就又可以作为因式分解
的依据．

二项平方差公式

x2 − y2 = (x+ y)(x− y)

例 5.6 将下列各式分解因式：

1. 4a2 − 9b2

2. 16x2 − y4

3. 9

25
x6 − 0.01x2y2

解：

1. 4a2 − 9b2 = (2a)2 − (3b)2 = (2a+ 3b)(2a− 3b)
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2. 16x2 − y4 = (4x)2 − (y2)2 = (4x+ y2)(4x− y2)

3. 9

25
x6 − 0.01x2y2 =

x2

100
(36x4 − y2) =

x2

100
(6x2 + y)(6x2 − y)

例 5.7 分解下列各式的因式

49(a+ b)2 − 4(a− b)2, x3y − xy

解：

49(a+ b)2 − 4(a− b)2 = [7(a+ b)]2 − [2(a− b)]2

= [7(a+ b) + 2(a− b)][7(a+ b)− 2(a− b)]

= (9a+ 5b)(5a+ 9b)

x3y − xy = xy(x2 − 1) = xy(x+ 1)(x− 1)

练习

1. 分解因式（口答）：

x2 − 4, 1− a2, n2 − 49, −25 + y2

144p2 − 0.04q2, x2 − b2

9
,

a2 − b2

4
, −1 + x2y2

2. 分解因式：

(a+b)2−c2, x2−(y+z)2, (2x+3)2−9(x−1)2, y4−16, 64x4−1

完全平方公式

a2 ± 2ab+ b2 = (a± b)2

例 5.8 分解因式：

1. x2 + 12x+ 36

2. 9a2 − 30a+ 25

3. (x+ 5y)2 + (2x+ 10y)(3x− y) + (3x− y)2

解：
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1. x2 + 12x+ 36 = (x+ 6)2

2. 9a2 − 30a+ 25 = (3a)2 − 2 · (3a) · 5 + 52 = (3a− 5)2

3.

(x+ 5y)2 + (2x+ 10y)(3x− y) + (3x− y)2

= (x+ 5y)2 + 2 · (x+ 5y)(3x− y) + (3x− y)2

= [(x+ 5y) + (3x− y)]2

= (4x+ 4y)2 = 16(x+ y)2

例 5.9 将 x2 − y2 + a2 − b2 + 2ax+ 2by 分解因式．

解：只要将原式中各项交换、结合，再运用公式即可．

原式 = x2 + 2ax+ a2 − y2 + 2by − b2

= (x+ a)2 − (y − b)2

= (x+ a+ y − b)(x+ a− y + b)

= (x+ y + a− b)(x− y + a+ b)

练习

1. 分解因式（口答）：

a2 + 10a+ 25, 9− 6b+ b2, 4y2 − 4y + 1

1 + 2x+ x2, 1 +
a2

9
− 2

3
a, x2 +

1

x2
+ 2

2. 分解因式：

64m2+48mn+9n2, 2ab−a2−b2, −b+2bx−bx2, x4−2x2y2+y4

(m+ n)2 − (2m+ 2n)(2m+ n) + (2m+ n)2

4a2 − 4n2 + b2 −m2 + 4(ab+mn)

完全立方公式

a3 ± 3a2b+ 3ab2 ± b3 = (a± b)3
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例 5.10 分解因式：

1. x3 − 6x2y + 12xy2 − 8y3

2. −8a3 − 48a2b− 96ab2 − 64b3

解：

x3 − 6x2y + 12xy2 − 8y3

= x3 − 3x2(2y) + 3x(2y)2 − (2y)3

= (x− 2y)3

− 8a3 − 48a2b− 96ab2 − 64b3

= −8(a3 + 6a2b+ 12ab2 + 8b3)

= −8(a+ 2b)3

练习

1. 填空：

a3 + ( ) + ( ) + 27b3 = (a+ 3b)3

27x3 + ( ) + ( )− 64y3 = (3x− 4y)3

1 + ( ) + ( ) + 8a6b6 = (1 + 2a2b2)3

2. 分解因式：

1+3t2+3t+t3, 125−150a+60a2−8a3, 1−12a2b2+48a4b4−64a6b6

二项立方和、差公式

a3 ± b3 = (a± b)(a2 ∓ ab+ b2)

例 5.11 分解因式：

x3 + 1, a6 − 125b3, 16x6 − 1

4

解：
x3 + 1 = (x+ 1)(x2 − x+ 1)

a6 − 125b3 = (a2 − 5b)(a4 + 5a2b+ 25b2)
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16x6 − 1

4
=

1

4
(64a6 − 1)

=
1

4

[
(8a3)2 − 1

]
=

1

4
(8a3 + 1)(8a3 − 1)

=
1

4
(2a+ 1)(4a2 − 2a+ 1)(2a− 1)(4a2 + 2a+ 1)

练习

分解因式：

x8 − 8, 125y3 + 1, a3b3 − 1,
1

8
m3 +

1

27
n3, a6 − b6, a9x9 − x6

（四）配方法分解二次三项式

形如 ax2 + bx+ c (a ̸= 0) 的多项式，叫做二次三项式，其中 a、b、c 都
是系数．

对于二次三项式，可以应用在第三章中学习过的配方法和二项平方差公式
进行因式分解．

例 5.12 分解因式：

x2 + 3x+ 40, 2x2 + x− 3

解：

x2 + 3x+ 40 = x2 + 3x+

(
3

2

)2

−
(
3

2

)2

− 40

=

(
x+

3

2

)2

−
(
13

2

)2

=

(
x+

3

2
+

13

2

)(
x+

3

2
− 13

2

)
= (x+ 8)(x− 5)
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2x2 + x− 3 = 2

(
x2 +

1

2
x− 3

2

)
= 2

[
x2 +

1

2
x+

(
1

4

)2

−
(
1

4

)2

− 3

2

]

= 2

[(
x+

1

4

)2

−
(
5

4

)2
]

= 2

(
x+

1

4
+

5

4

)(
x+

1

4
− 5

4

)
= 2

(
x+

3

2

)
(x− 1)

= (2x+ 3)(x− 1)

一般地，对于二次三项式 ax2 + bx+ c (a ̸= 0) 来说，当 b2 − 4ac ≥ 0 时，
可以用配方法进行因式分解，其方法如下：

ax2 + bx+ c = a

(
x2 +

b

a
x+

c

a

)
= a

[
x2 +

b

a
x+

(
b

2a

)2

−
(
b

2a

)2

+
c

a

]

= a

[(
x+

b

2a

)2

−
(√

b2 − 4ac

2a

)2
]

= a

(
x+

b

2a
+

√
b2 − 4ac

2a

)
·
(
x+

b

2a
−

√
b2 − 4ac

2a

)
= a

(
x− −b−

√
b2 − 4ac

2a

)(
x− −b+

√
b2 − 4ac

2a

)

显然，用配方法分解因式的结果中，有一个因数是二次项系数 a，另两个
因式正好是 x 与这个二次三项式的两根之差．这个结论，由例 5.12 的两题结
果，也可以得到验证．

例 5.13 分解因式：

4x2 − 4x− 3, 3x2 + 6x− 1, 8x2 + 8x+ 2
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解：

4x2 − 4x− 3 = 4

(
x2 − x− 3

4

)
= 4

[
x2 − x+

(
1

2

)2

−
(
1

2

)2

− 3

4

]

= 4

[(
x− 1

2

)2

− 1

]

= 4

(
x− 1

2
+ 1

)(
x− 1

2
− 1

)
= 4

(
x+

1

2

)(
x− 3

2

)
= (2x+ 1)(2x− 3)

3x2 + 6x− 1 = 3

(
x2 + 2x− 1

3

)
= 3

[
(x2 + 2x+ 1)− 1− 1

3

]

= 3

(x+ 1)2 −

(
2
√
3

3

)2


= 3

(
x+ 1 +

2
√
3

3

)(
x+ 1− 2

√
3

3

)

= 3

(
x+

3 + 2
√
3

3

)(
x+

3− 2
√
3

3

)

8x2 + 8x+ 2 = 8

(
x2 + x+

1

4

)
= 8

(
x+

1

2

)2

练习

用配方法分解因式：

1. x2 + 2x− 3

2. 2x2 − 7x+ 6

3. 5x2 − 8x+ 3

4. 8x2 + 10x+ 2
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（五）视察法分解二次三项式

二次三项式的因式分解，总是可以用配方法解决的，但分解时总要开平方，
运算较繁．因而，在我们遇到一些较简单的二次三项式时，还可以用视察法（也
称十字相乘法）来分解．这个方法的原理是：

设二次三项式 ax2 + bx+ c (a ̸= 0) 能分解为：

ax2 + bx+ c = (ux+ r)(vx+ s)

即：ax2 + bx+ c = uvx2 + (us+ vr)x+ rs

由多项式恒等，可得：

uv = a, us+ vr = b, rs = c

这就是说：要对 ax2 + bx+ c 分解因式，只要能寻找到四个数 u、v、r、s，
同时满足以上三个等式即可，如图所示：

u r

v s

u · v = a r · s = c

⇓
vr + us = b

要找这四个数 u, v, r, s，可以这样去做：先找 a 的因数，使 u · v = a；再
找 c 的因数，使 rs = c；最后再试验 us+ vr 是否等于 b：

• 如果 us+ vr = b，那么 ax2 + bx+ c = (ux+ r)(vx+ s)；

• 如果 us+ vr ̸= b，那么就要重新安排 u、v、r、s 的位置或按上法另找一
组数，继续试验，直到符合要求为止．

例 5.14 分解因式：

x2 − 5x+ 6, x2 − x− 12

分析：这两题中，a = 1, 不难看出 u, v 只有都等于 1 的情形，因而我们只要
能找出数 r, s，满足 rs = c, r + s = b, 即可将二次三项式 x2 + bx + c 分解为
(x+ r) · (x+ s)．

解：
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1 1

1 6

1 + 6 = 7

（不合适）

1 2

1 3

2 + 3 = 5

（不合适）

1 −2

1 −3

−2 + (−3) = −5

（合适）

∴ x2 − 5x+ 6 = (x− 2)(x− 3)

1 3

1 4

−3 + 4 = 1

（不合适）

1 3

1 −4

3− 4 = −1

（合适）

∴ x2 − x− 12 = (x+ 3)(x− 4)

例 5.15 分解因式：

15x2 − 7x− 2, 11x2 − 54x+ 63

解：

3 1

5 −2

5− 6 = −1

（不合适）

3 −2

5 1

−10 + 3 = −7

（合适）

∴ 15x2 − 7x− 2 = (3x− 2)(5x+ 1)

11 −63

1 −1

−63− 11 = −74

（不合适）

11 −21

1 −3

−21− 33 = −54

（合适）

∴ 11x2 − 54x+ 63 = (11x− 21)(x− 3)

例 5.16 分解因式：6x2 − xy − 12y2

分析：遇到含有两个元的二次三项式，也可以与一元类似地作出因式分解．
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2 −4

3 3

−12 + 6 = −6

（不合适）

2 3

3 −4

9− 8 = 1

（不合适）

2 −3

3 4

−9 + 8 = −1

（合适）

∴ 6x2 − xy − 12y2 = (2x− 3y)(3x+ 4y)

练习

用视察法分解因式：

1. x2 + 3x+ 2

2. x2 − x− 2

3. x2 + x− 30

4. x2 − 14x+ 45

5. x2 + 12x− 64

6. 3x2 − 7x+ 2

7. 4y2 + y − 3

8. 10y2 − 11y + 1

9. 2ax+ 8x2 + 3a2

10. 14x2 + xy − 3y2

11. x4 − 6x2 − 27

12. a6 − 7a3 − 8

综合以上各种分解因式的方法，一般可以按以下步骤考虑：

1. 先考虑提取公因式法，

2. 再考虑用公式或十字相乘法，

3. 再考虑分组分解法．

但是要注意：多项式的因式分解，和它的系数范围有密切关系，如：x2− 2

在有理数范围内就认为不能再分解了，而在实数范围内，它又可以分解为：

x2 − 2 = (x+
√
2)(x−

√
2)

所以，在今后的分解因式时，如果没有特别指明，一般只要求在有理数范围内
分解到不能再分解为止．

例 5.17 把 x6 − 3x4 + 2x2 分解因式．
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解：

x6 − 3x4 + 2x2 = x2
(
x4 − 3x2 + 2

)
= x2(x2 − 1)(x2 − 2)

= x2(x+ 1)(x− 1)(x2 − 2)

例 5.18 把 x2 + 2xy + y2 − 2x− 2y − 3 分解因式．

解：

x2 + 2xy + y2 − 2x− 2y − 3 = (x+ y)2 − 2(x+ y)− 3

= (x+ y − 3)(x+ y + 1)

例 5.19 把 x5 + x4 + x3 + x2 分解因式．

解：

x5 + x4 + x3 + x2 = x2
(
x3 + x2 + x+ 1

)
= x2[x2(x+ 1) + (x+ 1)]

= x2(x+ 1)(x2 + 1)

练习

分解因式：

1. a2 + 2ab+ b2 − ac− bc

2. 4m2 + 4mn+ n2 + 6m+ 3n+ 2

3. a6 − a4 + a3 − a

4. x5 − x4 − 2x3 + 2x2 − 8x+ 8

在运用乘法公式或分组分解因式时，有时需要将多项式作一些人为的变形，
常见的是需要添项或拆项．

例 5.20 把 x4 + x2y2 + y4 分解因式．



290 第五章 因式分解与余式定理

解：

x4 + x2y2 + y4 = x4 + 2x2y2 + y4 − x2y2 (添项)

= (x2 + y2)2 − (xy)2

= (x2 + xy + y2)(x2 − xy + y2)

例 5.21 把 a4 − 11a2 + 1 分解因式．

解：

a4 − 11a2 + 1 = a4 − 2a2 + 1− 9a2 (拆项)

= (a2 − 1)2 − (3a)2

= (a2 + 3a− 1)(a2 − 3a− 1)

练习

分解因式：

1. x4 − 3x2 + 1

2. x4 + 4

3. a4 − 3a2 − 18

4. x4 − 27x2y2 + y4

三、待定系数法分解因式

二元二次多项式

ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f

在一般情况下是不可约多项式．但在某些特殊情况下是能够分解成两个二元一
次因式的．如何判断这样的多项式能否分解？如果能分解时，又怎样入手呢？我
们将用待定系数法去解决这个问题．

例 5.22 把多项式 2x2 − 3xy − 2y2 + 3x+ 4y − 2 分解因式．

分析：直接视察可知这个多项式的前三项是可分解的：

2x2 − 3xy − 2y2 = (2x+ y)(x− 2y)
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因而我们推断：多项式 2x2 − 3xy − 2y2 + 3x+ 4y − 2 若能分解成两个一次式，
则必然是 (2x+ y+ n)(x− 2y+m) 的形式．我们只要能求出 m、n，多项式即
可分解因式；如果 m,n 不存在，就可断定，这个多项式不能分解因式．
解： ∵ 2x2 − 3xy − 2y2 = (2x+ y)(x− 2y)

∴ 可设 2x2 − 3xy − 2y2 + 3x+ 4y − 2 = (2x+ y + n)(x− 2y +m)，即：

2x2 − 3xy − 2y2 + 3x+ 4y − 2

= 2x2 − 3xy − 2y2 + (2m+ n)x+ (m− 2n)y +m · n

由多项式恒等，比较等式两边同类项的系数，可得：

2m+ n = 3 (5.1)

m− 2n = 4 (5.2)

m · n = −2 (5.3)

由 (5.1), (5.2) 可解出 m = 2, n = −1．代入 (1.3) 满足．
∴ 2x2 − 3xy − 2y2 + 3x+ 4y − 2 = (2x+ y − 1)(x− 2y + 2)

例 5.23 将 x2 − y2 + 2x+ y − 1 分解因式

解： ∵ x2 − y2 = (x+ y)(x− y)

∴ 可设 x2 − y2 + 2x+ y − 1 = (x+ y +m)(x− y + n)，即

x2 − y2 + 2x+ y − 1 = x2 − y2 + (m+ n)x+ (n−m)y +mn

比较等式两边同类项的系数，得：

m+ n = 2 (5.4)

n−m = 1 (5.5)

m · n = −1 (5.6)

由 (5.4)、(5.5) 可解出：m =
1

2
, n =

3

2
．但将 m,n 的值代入 (5.6)：

m · n =
1

2
· 3
2
̸= −1

即同时满足 (5.4)、(5.5)、(5.6) 的 m,n 不存在．
因此，x2 − y2 + 2x+ y − 1 是不可约多项式，不能再分解因式．

例 5.24 已知 f(x) = x4 + 4x2 + 3x+ k 有一个因式 x2 + x+ 1．试求 k 值及
另外的因式．
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解： ∵ f(x) 为四次多项式，且有因式 x2 + x+ 1．
∴ f(x) 的另一个因式必为二次式．
不妨设 f(x) = (x2 + x+ 1)(ax2 + bx+ c)，即：

x4 + 4x2 + 3x+ k = (x2 + x+ 1)(ax2 + bx+ c)

= ax4 + (a+ b)x3 + (a+ b+ c)x2 + (b+ c)x+ c

比较等式两边同类项的系数，得：

a = 1

a+ b = 0

a+ b+ c = 4

b+ c = 3

c = k

从中可解得：a = 1, b = −1, c = 4, k = 4．
因此，f(x) = (x2 + x+ 1)(x2 − x+ 4)，其中 x2 + x+ 1 与 x2 − x+ 4 都

不可约．

练习

1. 分解因式：

(a) x2 + 2xy − 8y2 + 2x+ 14y − 3；

(b) x2 − 8xy + 15y2 + 2x− 4y − 3；

(c) x2 + 3xy + 2y2 + 4x+ 3y + 1．

2. 已知 f(x) = 3x4 − 2x3 − 32x2 +66x+ a 有一个因式是 x2 +2x− 7．
试求 a 的值及另外的因式．

习题 5.1

1. 填空：

(a) −3a3b2c = abc( )

(b) mx2 + nx− p = m( )

(c) −12a2b− 3a2b2x+ 27ab2 = 3ab( )
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(d) 3x2y3z4 − 6x3y4z2 + 18x4y2z3 = −3x2y2z2( )

2. 写出下列各题中的公因式：

(a) 5x2y, 15xy2, 45xyz

(b) 24a2(1− x)2(x+ y), 42ab(x− 1)(x+ y)2

(c) −2(a+ b)2 + 4(a+ b), (a+ b)2 − 3(a+ b)3

(d) (2x− 4y)(2a− b), (x− y)(4a− 2b)

3. 用提取公因式法分解因式：

(a) −ax− ay + az

(b) 14ab− 35a2 − 21a

(c) 100m2n− 25mn2 + 30m2n2

(d) am − am+2

(e) x(2a− 3b)− y(3b− 2a)

(f) a2(x− y)3 + b2(y − x)3

(g) 2a(x+ y − z) + 3b(y − z + x)− 5c(z − x− y)

(h) 5m2n2(a− b− c)− 10m2n3(b+ c− a) + 75m2n4(b− a+ c)

4. 分组分解因式：

(a) 1− x− y + xy

(b) x3 − x+ x2 − 1

(c) ab− bc− b2 + ca

(d) ax+ y − ay − x

(e) x2 + ax− y2 + ay

(f) x3 + x2y − x2z − xyz

(g) ax2 + bx2 − bx− ax+ cx2 − cx

(h) x3 + 9 + 3x2 + 3x

5. 将下列多项式展开后，再分解因式．

(a) (ax− by)2 + (ay + bx)2 + c2x2 + c2y2

(b) ab(c2 − d2)− cd(a2 − b2)

6. 分解因式：
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(a) x2 + 4x+ 3

(b) x2 − 11x+ 10

(c) x2 − 2x− 48

(d) 2a2 + 14ab+ 24b2

(e) x2 + 4xy − 5y2

(f) 3x2 − 7x+ 2

(g) 6x2 − 7x− 3

(h) 3x2−2xy−8y2

(i) (x2 − 6)2 − 25x2

(j) x2 − 4.5x+ 5

(k) x2−7xy + 10y2

(l) x2 + 2
1

2
x+ 1

(m) x2 + 3
5

12
x+ 2

(n) 20x2 − 39x+ 18

(o) x2 − 5.6x+ 6.4

(p) 2x3−7x2y + 3xy

(q) a6 + 26a3 − 27

(r) 25x2n+2 − 64xn+1

7. 在实数范围内分解因式：

(a) 3x2 + 2x− 3

(b) 2x2 + 16x+ 1

(c) x3 − 5x

(d) a4 − 27a2 + 1

8. 分解因式：

(a) −x2 + 12xy − 36y2

(b) 25− 20a+ 4a2

(c) 25x4 − 10x2y2 + y4

(d) 75− 12x2

(e) 25t2 − 0.09

(f) 1− 64a2

(g) x2 − 2

3
x+

1

9

(h) 2mp2 − 50m

(i) (x+ 1)2 − 9(x− 1)2

(j) a2 − (2b+ c)2

(k) 4(3p+ 5q)2 − 9(2p− q)2

(l) a2x2n+1 − b2x4n+2

(m) 8a3 + 27b3

(n) a− a5

(o) (a+ b)3 − 8(2a− b)3

(p) x4 + 6x2y2 + 9y4

(q) 5x6 − 10x3y3 + 5y6

(r) 18x3y − 36x2y2 + 18xy3

(s) 4x3 − 8x2 + 4x

(t) a2 − b2 − c2 − 2bc

(u) 25− a2 + 6ab− 9b2

(v) 9x2 − 4y2 − z2 + 4yz

(w) a2 + 2a+ 1− c2 + 2cd− d2

(x) a6 − 64

(y) 16x3 − 1

4

(z) t6 − 3t4 + 3t2 − 1
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9. 用适当方法分解因式：

(a) 16m3 + 2n3 − 2m− n

(b) a4 + 2a3b+ 8ab3 + 16b4

(c) x3 − 64y3 + x2 − 16y2

(d) x4 − 8x2 − 9

(e) x4 − 8x2 +
1

4

(f) (x+ y)2 − 22x− 22y + 21

(g) a2 − 2a(b− c) + (c− b)2

(h) 4x2 − 12xy+9y2 − 2x+3y− 2

(i) x6 − 3x4 + 2x2

(j) x4 + 64y4

10. 先分解因式，再求值：

(a) f(x, y) = xy − 1

2
(x2 + y2)，求：f(75, 65)

(b) φ(a, b) = 6a3b− 3a2b2，求：φ
(
1

2
,
2

3

)
(c) g(a, x, y) = x(a+ 3)− y(a+ 3)，求：g

(
4,

3

4
,
1

2

)
(d) q(m,n) = m2 − n2 + (m+ n)2 −m− n．求：q(1.5,−3.7)

11. 证明：

(a) 476 − 475 能被 46 整除；

(b) 2410 + 249 能被 25 整除；

(c) 523 − 521 能被 24 整除；

(d) 257 + 513 能被 30 整除；

(e) 对任意自然数 n，(n+ 8)2 − n2 一定是 8 的倍数；

(f) 817 − 279 − 913 必定是 45 的倍数；

(g) 如果 m 及 n 都是正偶数，或都是正奇数时，那么 m2 − n2 必定是 4
的倍数．

12. 用待定系数法分解因式：

(a) x2 + 2xy + y2 + x+ y − 2

(b) x2 + xy − 2y2 + 2x+ 7y − 3

(c) x2 + 3xy + 2y2 + 4x+ 5y + 3

13. m 是什么数值时，多项式 f(x) = mx2 − 2xy − 3y2 + 3x− 5y + 2 能够分
解为两个一次因式？并分解出来．
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14. 已知 g(x) = 2x3 + 3x2 + ℓx+m 有一个因式 x2 + x− 6，试求 ℓ,m 的值，
并把 g(x) 因式分解．

15. 已知 f(x) = x4 + ax3 + x2 + bx+1 有一个因式 x2 − 2x+1，试求 a, b 的
值，并把 f(x) 进行因式分解．

第二节 余式定理及其推论

一、余式定理

运用综合除法，我们可以求得任一个多项式 f(x)除以一次式 x−a及 bx−a
的商式及余式．如果仔细观察每次做的结果，可以得出很重要而有趣的结论．我
们还是先从例子谈起．

例 5.25 已知 f(x) = x3 + 3x2 − x− 6，
试求：f(x) 除以 x− 2 及 f(x) 除以 x− a 的余式．
再求：f(2) 及 f(a) 的值．

解：用综合除法

1 + 3 − 1 − 6

+2 + 10 + 18

1 + 5 + 9 +12

2

∴ f(x) 除以 x− 2，所得余式为一常数 12．

1 + 3 − 1 − 6

a a3 + 3a a3 + 3a2 − a

1 a+ 3 a3 + 3a− 1 a3 + 3a2 − a− 6

a

∴ f(x) 除以 x− a，所得余式为 a3 + 3a2 − a− 6．又：

f(2) = 23 + 3× 22 − 2− 6 = 12

f(a) = a3 + 3a2 − a− 6

由此看来，真是巧极了，f(x) 除以 x − 2 的余式正好等于 f(2)，而 f(x)

除以 x− a 所得的余式，也恰好等于 f(a)．我们不禁会问：
一般地多项式 f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + cdots+ a1x+ a0 除以 x− a 时，

所得的余式是否也等于 f(a) 呢？以下定理可以做出肯定回答．
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余式定理

多项式 f(x) 除以 x− a 所得的余式等于 f(a)．

证明：设多项式 f(x) 除以 x− a 所得的商式为 q(x)，余式为 r(x)．由除法可
得：

f(x) = q(x) · (x− a) + r(x)

但：∵ r(x) 的次数低于 x− a 的次数，
∴ r(x) 必为零或零次多项式，即 r(x) 必为一个常数 R．
因而

f(x) = q(x) · (x− a) +R (5.7)

这是一个恒等式，不论 x 取何值，总是成立的．今设 x = a，等式 (5.7) 也应
成立．
于是就有：f(a) = q(a) · (a− a) +R 因此：

R = f(a) (5.8)

这就证明了余式定理．这个结论使我们在不做除法的前提下，也可以用求
多项式的值来求出余式．

例 5.26 不做除法，求下列各题的余数：

1. f(x) = x2 − 2x+ 1 除以 x− 1

2
．

2. φ(x) = x4 + 2x3 + 4x+ 1 除以 x+ 2．

解：

1. ∵ f

(
1

2

)
=

1

8
− 1 + 1 =

1

8

由余式定理

∴ 余数R =
1

8

2. 同理，∵ φ(−2) = 16− 16− 8 + 1 = −7

∴ 余数R = −7

例 5.27 求 f(x) = 2x3 − 3x2 + 8x− 14 除以 2x− 3 的余数．
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解：由于 f(x) 除以 2x− 3 所得余数与 f(x) 除以 x− 3

2
所得的余数是相同的，

所以

f

(
3

2

)
= 2×

(
3

2

)3

− 3×
(
3

2

)2

+ 8× 3

2
− 14

=
27

4
− 27

4
+ 12− 14 = −2

可得：f(x) 除以 2x− 3 的余数为 −2．

例 5.28 求证 f(x) = x4 − 1 可被 x− 1 整除．

分析：要证明 f(x) 可被 x− 1 整除，只要证明 f(x) 除以 x− 1 所得余数是 0
即可．
证明：

∵ f(1) = 14 − 1 = 0

∴ f(x)除以x− 1余数为 0

因此，f(x) = x4 − 1 能被 x− 1 整除．

例 5.29 f(x) = 3x5 + 10x4 − 15x3 − 9x2 + 8x− 7．求 f

(
−1

3

)
的值．

说明：如果直接将 x = −1

3
代入 f(x) 求值，显然计算繁杂．若根据余式定理，

由于 f

(
−1

3

)
应等于 f(x) 除以 x +

1

3
的余数，因而，可以用综合除法求出

f(x) 除以 x+
1

3
的余数 R．这要简便一些．

解：由综合除法

3 + 10 − 15 − 9 + 8 − 7

−1 − 3 + 6 + 1 − 3

3 + 9 − 18 − 3 + 9 −10

− 1
3

可知：f(x) 除以 x+
1

3
的余数为 −10，

∴ f

(
−1

3

)
= −10

由余式定理，我们得到恒等式：

f(x) = q(x) · (x− a) + f(a) (5.9)
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练习

1. 设 x4 − 3x3 − 5x2 + 20x− 8，试分别求出 f(x) 除以下列各式的余
数：

x− 1, x+ 1, x− 2, x+ 2, 3x+ 1, 3x− 2

2. 用适当方法求值：

(a) f(x) = x5 − 12x3 + 15x− 7，求 f(6)．

(b) φ(x) = x3 − x+ 2，求 φ

(
−1

2

)
．

3. 证明：x5 + x4 − x3 − 2x2 − 2x 能被 x−
√
2 整除．

二、余式定理的推论

由余式定理，可以得到以下四个重要推论：

推论 1
如果 f(a) = 0，那么 (x− a) 必能整除 f(x)；反过来，如果 x− a 能整
除 f(x)，那么 f(a) = 0．

证明：如果 f(a) = 0，由等式 (5.9) 可得：

f(x) = q(x) · (x− a)

这就是说，余数 R = 0，x− a 整除 f(x)．
反过来，如果 x− a 整除 f(x)，即余数 R = 0，由余式定理 R = f(a)．

∴ f(a) = 0

推论 1 的内容，也可以这样叙述：如果 f(a) = 0，那么，f(x) 必定有因式
(x− a)．反过来，也正确．因此，推论 1 也叫因式定理．可作为判断 x− a 是
否是 f(x) 的因式的依据．

例 5.30 试证明：

1. x− 2 是 f(x) = x3 − 5x2 + 12x− 12 的因式；

2. x− a 是 φ(x) = x5 − a5 的因式．
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证明：

1. ∵ f(2) = 23 − 5× 22 + 12× 2− 12 = 0

∴ 由推论 1 知道 x− 2 是 f(x) 的因式．

2. ∵ φ(a) = a5 − a5 = 0

∴ x− a 是 x5 − a5 的因式．

例 5.31 试证明：对于正整数 n，x− y 是 xn − yn 的因式，而不是 xn + yn 的
因式．

证明：设 f(x) = xn − yn，其中 yn 看作常数项．
∵ f(y) = yn − yn = 0

∴ x− y 是 xn − yn 的因式．
又设 φ(x) = xn + yn

∵ φ(y) = yn + yn ̸= 0

∴ x− y 是 xn + yn 的因式．

推论 2
如果多项式 f(x) 有两个不同的根 a 和 b，那么，(x− a)(x− b) 必能够
整除 f(x)，即 f(x) 必含有因式 (x−a)(x− b)；反过来说，如果 f(x) 含
有因式 (x− a)(x− b)，也就是 f(x) 能够被 (x− a)(x− b) 整除，那么，
a、b 一定是 f(x) 的两个根．

证明：由于 a 是 f(x) 的根，即：f(a) = 0．
∵ 由推论 1 可知，(x− a) 能整除 f(x)．不妨设

f(x) = q1(x) · (x− a) (5.10)

将 x = b 代入恒等式 (5.10)，可得 f(b) = q1(b) · (b− a)

∵ b 也是 f(x) 的根
∴ f(b) = 0

因而可以得到：q1(b) · (b− a) = 0．
但由于 b ̸= a， ∴ b− a ̸= 0

∴ 由上式得出 q1(b) = 0

根据推论 1，就说明 x− b 能够整除 q1(x)．
再设

q1(x) = q2(x) · (x− b) (5.11)
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(5.11) 式代入 (5.10) 式：

f(x) = q2(x) · (x− b) · (x− a)

这正说明 (x−a)(x−b)可整除 f(x)，也就是 f(x)含有因式 (x−a)(x−b)．
反过来，如果 f(x) = q(x) · (x − a)·(x − b)，不难由 f(x) = 0 得出，

q(x) · (x− a)(x− b) = 0，显然可以得出 f(x) 的两个根 x = a, x = b．

同理，我们可证明：如果 f(x)有 k 个不同的根，a1, a2, · · · , ak，那么，f(x)
能被 (x− a1)(x− a2) · · · (x− ak) 整除．即：

f(x) = q(x) · (x− a1)(x− a2) · · · (x− ak)

反过来说，结论也是成立的．

例 5.32 证明：f(x) = x4 + 2x3 − 4x2 − 2x+ 3 能够被 x2 − 1 整除．

证明：由于 x2 − 1 = (x+ 1)(x− 1)，且：

f(−1) = (−1)4 + 2× (−1)3 − 4× (−1)2 − 2× (−1) + 3

= 1− 2− 4 + 2 + 3 = 0

f(1) = 1 + 2− 4− 2 + 3 = 0

∴ x = −1, x = 1 是 f(x) 的两个根．

因此，f(x) 能被 (x+ 1)(x− 1) = x2 − 1 整除．

例 5.33 a和 b是什么值的时候，才能使多项式 f(x) = x4+ax3+2x2+ bx−2

能被 x2 − x− 2 整除？

解：由于 x2 − x− 2 = (x− 2)(x+ 1)，且由题意必有：

f(2) = 16 + 8a+ 8 + 2b− 2 = 0

f(−1) = 1− a+ 2− b− 2 = 0

即：  4a+ b = −11

a+ b = 1

解此方程组得：a = −4, b = 5．

所以，当 a = −4, b = 5 时，f(x) 能被 x2 − x− 2 整除．
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练习

1. 证明：f(x) = x3 − 4x2 +9 含有因式 x− 3．你能找出 f(x) 的另一
个因式来吗？

2. 已知 ±1 是 f(x) = 2x3 + 3x2 − 2x − 3 的两个根，试用除法求出
f(x) 的第三个根来．

3. 证明 f(x) = x4 − 2x3 − x− 2 能被 x2 − 3x+ 2 整除．

4. 如果 x− 3 能整除 g(x) = x3 + ax2 − 20x+ 6，求 a．

5. 如果 (x+2)(x− 4) 能整除 f(x) = 2x3 − x2 +mx+ n．试求 m 及
n 的值．

推论 3
一个 n 次多项式 f(x)，至多只能有 n 个不同的根．

证明：假如一个 n 次多项式 f(x) 有 n+ 1 个不同的根 a1, a2, . . . , an, an+1，那
么由推论 2 就知：

f(x) = q(x) · (x− a1)(x− a2) · · · (x− an)(x− an+1)

这显然是不可能的．因为等式右边各因式的乘积的次数，肯定超过了 n次，
这和已知 f(x) 是 n 次多项式就矛盾了．

所以，n 次多项式 f(x) 至多只能有 n 个不同的根．
以上这种“说明一个结论的反面是不可能的，从而说明了结论的正确”的

方法，称为反证法．

例 5.34 试证明多项式 ax3 + bx2 + cx+ d (a ̸= 0) 至多只能有三个不同的根．

证明：假如这个三次多项式有 4 个不同的根 a1, a2, a3, a4，那么，由余式定理
的推论 2 可知：

ax3 + bx2 + cx+ d = q(x)(x− a1)(x− a2)(x− a3)(x− a4)

这个等式的左边也是已知的 3 次多项式，但它的右边，显然至少是一个 4
次多项式，这是不可能的．
所以，这个三次多项式，不可能有 4 个或 4 个以上不同的根，至多只能有

三个不同根．
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推论 4
如果两个 n次多项式 f(x), g(x)在 x取 a1, a2, a3, . . . , an, an+1 这 n+1

个不同的值时，它们所对应的值都相等，即

f(a1) = g(a1), f(a2) = g(a2), . . . , f(an+1) = g(an+1)

那么，这两个多项式实是同一个多项式．即

f(x) = g(x)

我们仍用反证法来证明这个推论．
证明：假如这两个 n 次多项式不同，即 f(x) ̸= g(x)，那么，f(x)− g(x) 就是
一个次数不超过 n 的非零多项式．

又由已知，f(a1) = g(a1), f(a2) = g(a2), . . . , f(an+1) = g(an+1)，可以
得出：f(a1)− g(a1) = 0, f(a2)− g(a2) = 0, . . . , f(an+1)− g(an+1) = 0．这
就是说，a1, a2, . . . , an+1 都是多项式 f(x)− g(x) 的根．这就是说：f(x)− g(x)

的次数不超过 n 次，却有 n+1 个不同的根．这显然与推论 3 的结论是矛盾的．
所以是不可能的．
因此，多项式 f(x)−g(x)不可能是一个非零多项式，也就是说，f(x)−g(x)

只能是一个零多项式了．即

f(x)− g(x) = 0

因此，f(x) = g(x)．
推论 4 告诉我们：只要给出在 x 取 n+1 个不同值时多项式相应的值，就

可以唯一确定一个 n 次多项式．

例 5.35 如果当 x 取 0, 1, 2 时，多项式分别取值 0, 0, 1．试确定一个二次多项
式 f(x)．

解： ∵ f(0) = 0, f(1) = 0

∴ f(x) 一定可被 x(x− 1) 整除．
因而，可设 f(ax) = kx(x− 1)．
又 ∵ f(2) = 1，代入上式得

1 = k × 2(2− 1)

∴ k =
1

2
．因此，所求二次式为：

f(x) =
1

2
x(x− 1) =

1

2
x2 − 1

2
x
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例 5.36 试求一个三次多项式 g(x)，使它满足

g(0) = g(1) = 0, g(2) = 1, g(3) = 5

解： ∵ g(0) = 0, g(1) = 0

∴ g(x) 必含有因式 x(x− 1)

因而可设所求三次式为：

g(x) = x(x− 1)(Ax+B) (5.12)

又 ∵ g(2) = 1 及 g(3) = 5，代入 (5.12)，得 1 = 2(2− 1)(2A+B)

5 = 3(3− 1)(3A+B)
⇒

 4A+ 2B = 1

18A+ 6B = 5

由此解方程组，可得：A =
1

3
, B = −1

6
．

因此，求得

g(x) = x(x− 1)

(
1

3
x− 1

6

)
=

1

6
x(x− 1)(2x− 1)

例 5.37 已知 f(0) = 5, f(1) = 5, f(−1) = 7, f(2) = 25, f(−2) = 17．
试求：一个四次多项式 f(x)．

说明：同以上两例一样，用待定系数法求出 f(x)．但仔细观察所给条件，我们
还可以更简便而巧妙地去解决．
解：将所给条件可以变形为：

f(0)− 5 = 0

f(1)− 5 = 0

f(−1)− 5 = 2

f(2)− 5 = 20

f(−2)− 5 = 12

因而，我们可以先求出另一个四次多项式 F (x)，使 F (x) = f(x)− 5，当
然就符合条件：

F (0) = 0, F (1) = 0, F (−1) = 2, F (2) = 20, F (−2) = 12
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这时，由推论 2 可设 F (x) = x(x − 1)(ax2 + bx + c)．将条件 F (−1) =

2, F (2) = 20, F (−2) = 12 分别代入上式，可得：
F (−1) = 2 = −1(−1− 1)(a− b+ c),

F (2) = 20 = 2(2− 1)(4a+ 2b+ c),

F (−2) = 12 = −2(−2− 1)(4a− 26 + c).

即： 
a− b+ c = 1

4a+ 2b+ c = 10

4a− 2b+ c = 2

解这个方程组，得：a = 1, b = 2, c = 2．
因此，F (x) = x(x− 1)(x2 + 2x+ 2)，即：

F (x) = x4 + x3 − 2x

所以，f(x)− 5 = x4 + x3 − 2x，即：

f(x) = x4 + x3 − 2x+ 5

练习

1. 当 x 取 0, 1,−3

2
时，f(x) 的值分别为 −3, 0, 0，试求一个二次多项

式 f(x)．

2. 若 f(0) = −2, f(−2) = 0, f(1) = 12，试求二次三项式 f(x)．

3. 当 y 取 0, 1, 2,−1 时，三次多项式 φ(y) 的值分别为 0, 0,−6,−12，
试求：φ(y)．

4. 已知 f(0) = 15, f(1) = 18, f(−1) = 14，试求 f(2) 及 f(−2) 的
值．

三、余式定理及其推论的应用

对于整数系数多项式 f(x)，还可以应用余式定理及其推论分解因式或求它
的有理根．
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先考察以下例子：

6x2 − 7x+ 2 = (2x− 1)(3x− 2);

6x3 − 35x2 + 47x− 12 = (2x− 3)(3x− 1)(x− 4);

8x4 − 24x3 − x+ 3 = (x− 3)(2x− 1)(4x2 + 2x+ 1).

由这几例中，不难看出：整系数多项式分解因式后，各因式的最高次项系
数都是原多项式的最高次项系数的因数，且各因式的常数项也都是原多项式的
常数项的因数．如：上面第一例中，2, 3 都是 6 的因数；−1,−2 都是 2 的因数．
而在第二、三两例中，同样有：2, 3, 1 都是 6 的因数，−3,−1,−4 都是 −12 的
因数及 1, 2, 4 是 8 的因数，−3,−1,+1 是 +3 的因数．
一般地，对一元 n 次整系数多项式来说，同样因为分解后的各因式最高次

项（或常数项）的乘积应等于原多项式的最高次项（或常数项）．所以，若 px+q

是整系数多项式 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 的因式，那么，p 一
定是 an 的因数，q 一定是 a0 的因数．（这里 p、q 是互质的）．

因此，当我们要对一整系数多项式进行因式分解时，就可以先将其可能含
有的因式写出，再逐个用余式定理去检验，取真去伪，即可找出此多项式的各
个因式．从而达到因式分解．

例 5.38 将 f(x) = 3x3 − 4x2 + x+ 6 分解因式．

分析：如果 f(x)有因式 px+q，那么，p可能取数±1；而 q可能取数±1, ±2, ±3, ±6．
若 p = 1，则因式 px+ q 可能为：

x± 1, x± 2, x± 3, x± 6

若 p = −1，则因式 px+ q 又可能为：

−(x∓ 1), −(x∓ 2), −(x∓ 3), −(x∓ 6)

如果把只差一常数倍的因式，看作是相同的，那么，f(x) 的所有因式可能
是：

x− 1, x+ 1, x− 2, x+ 2, x− 3, x+ 3, x− 6, x+ 6

根据余式定理推论 1，我们可以由简单的因式开始，逐个进行判断．从而
找出 f(x) 的所有因式来．
解： ∵ f(1) ̸= 0, ∴ x− 1 不是 f(x) 的因式．

∵ f(−1) = 0, ∴ x+ 1 是 f(x) 的因式．
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同样，∵ f(2) = 0, ∴ x− 2 是 f(x) 的因式．

∵ f(3) = 0, ∴ x− 3 是 f(x) 的因式．

以下不必尝试，f(x) 不会再有一次因式．因此：

f(x) = 3x3 − 4x2 + x+ 6

= (x+ 1)(x− 2)(x− 3)

应当指出，象例 5.38 中，f(x) 是一个三次式，在找到一个因式 x+ 1 后，
可不必再去试了，只要用综合除法就可将 f(x) 分解了．

1 −4 1 6 −1

−1 5 −6

1 −5 6 0

因此：

f(x) = (x+ 1)(x2 − 5x+ 6)

= (x+ 1)(x− 2)(x− 3)

例 5.39 将 f(x) = 2x5 − x4 − 15x3 + 9x2 + 16x+ 4 分解因式．

解： f(x) 的因式可能是：x± 1, x± 2, x± 4, 2x± 1

∵ f(1) = 15 ̸= 0, f(−1) = 9 ̸= 0

∴ x± 1 不是 f(x) 的因式．

以下为方便起见，应用综合除法试验，这样一旦确定一个因式，也可写出
另一个因式．

2 −1 −15 +9 +16 +4 2
+4 +6 −18 −18 −4

2 +3 −9 −9 −2 0

因此：

f(x) = (x− 2)(2x4 + 3x3 − 9x2 − 9x− 2) (5.13)

继续将 2x4+3x3−9x2−9x−2分解因式，它的因式还可能是：x±1, x±
2, 2x± 1．

2 +3 −9 −9 −2 2
+4 +14 +10 +2

2 +7 +5 +1 0
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因此：

2x4 + 3x3 − 9x2 − 9x− 2 = (x− 2)(2x3 + 7x2 + 5x+ 1) (5.14)

再将 2x3 + 7x2 + 5x+ 1 分解因式，它的因式可能是：x± 1, 2x± 1．

2 +7 +5 +1 −1

2
−1 −3 −1

2 +6 +2 0

因此：2x3 + 7x2 + 5x+ 1 =

(
x+

1

2

)
(2x2 + 6x+ 2)，即

2x3 + 7x2 + 5x+ 1 = (2x+ 1) (x2 + 3x+ 1) (5.15)

在有理数范围内，x2 + 3x+ 1 已不能再分解．
综合 (5.13)、(5.14)、(5.15) 可得：

f(x) = (x− 2)(x− 2)(2x+ 1)(x2 + 3x+ 1)

例 5.40 把 f(x) = 6x4 + 5x3 + 3x2 − 3x− 2 分解因式．

解：因式 px+ q 可能是：x± 1, x± 2, 2x± 1, 3x± 1, 3x± 2, 6x± 1

逐个试除，可得：

6 +6 +6 0

+4 +4 +4

6 +2 +2 −4 0

−3 −1 −1 +2

6 +5 +3 −3 −2 −1

2

2

3

因此：f(x) =
(
x+

1

2

)(
x− 2

3

)
(6x2 + 6x+ 6) 即：

f(x) = (2x+ 1)(3x− 2)(x2 + x+ 1)

在我们进行因式分解时，不难看出，若 f(x)含有因式 px+q，则一定有 f

(
−q
p

)
=

0，因而，x = −q
p
必然是 f(x) 的有理数根，如：

f(x) = (2x+ 1)(3x− 2)(x2 + x+ 1)

∴ f(x) 的有理根就是：x1 = −1

2
, x2 =

2

3
．
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例 5.41 求方程 2x4 + x3 + 12 = 17x2 + 16x 的有理数根．

解：原方程变形为：2x4 + x3 − 17x2 − 16x+ 12 = 0

方程左边的多项式，可能有因式：x ± 1, x ± 2, x ± 3, x ± 4, x ±
6, 2x± 1, 2x± 3 因而，此方程的有理根可能是：

x = ±1, x = ±2, x = ±3, x = ±4, x = ±6, x = ±1

2
, x = ±3

2

逐个去进行试除，即可找到方程的根．

2 −1 0

+6 −3

2 −7 +3 0

−4 +14 −6

2 −3 −11 +6 0

−4 +6 +22 −12

+2 +1 −17 −16 +12

3

−2

−2

因此：(x+ 2)(x+ 2)(x− 3)(2x− 1) = 0，原方程的有理根是：

x1 = x2 = −2, x3 = 3, x4 =
1

2

练习

1. 分解因式：

(a) x3 − 7x+ 6

(b) x3 + 6x2 + 11x+ 6

(c) x4 − 2x2 + 3x− 2

(d) x4 − 10x3 + 35x2 − 50x+ 24

(e) 2x4 − x3 − 9x2 + 13x− 5

(f) 3x5 − 3x4 − 13x3 − 11x2 − 10x− 6

2. 求下列多项式或方程的有理根．

(a) x3 − 5x2 − 2x+ 24 = 0

(b) 2x4 − 5x3 + 3x2 + 4x− 6
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(c) 12x4 − 20x3 − 11x2 + 5x+ 2 = 0

(d) 16x4 − 24x2 + 16x− 3

四、根与系数的关系

在本章第一节因式分解中，我们已经知道：当 b2−4ac ≥ 0时，二次三项式
ax2 + bx+ c (a ̸= 0) 利用配方法可以分解为 ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2)

的形式．其中

x1 =
−b+

√
b2 − 4ac

2a
, x2 =

−b−
√
b2 − 4ac

2a

正好是这个二次三项式的两个实根．

由此，我们进一步可以探讨“根与系数”之间存在的内在关系：

ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2)

= ax2 − a(x1 + x2)x+ ax1 · x2

比较上边等式两边同类项的系数，得

b = −a(x1 + x2), c = ax1 · x2

∴ x1 + x2 = − b

a
, x1 · x2 =

c

a

这就是说：

二次三项式 ax2 + bx + c (a ̸= 0)(或一元二次方程 ax2 + bx + c =

0 (a ̸= 0) )，如果有两个实根 x1、x2，那么，这两个根与系数间一定
有关系式：

x1 + x2 = − b

a
, x1 · x2 =

c

a

这就启发我们去考虑：一元 n 次多项式 anx
n + an−1x

n−1 + an−2x
n−2 +

· · ·+ a1x+ a0 (an ≠ 0) 的根与系数之间有什么关系呢？不妨以一元三次多项
式（或方程）为例，我们作以下分析：

设三次多项式 ax3 + bx2 + cx+ d (a ̸= 0) 有三个根 x1, x2, x3．由余式定
理推论 2 可知：

ax3 + bx2 + cx+ d = a(x− x1)(x− x2)(x− x3)
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即：

ax3 + bx2 + cx+ d = ax3 − a(x1 + x2 + x3)x
2

+ a(x1x2 + x1x3 + x2x3)x− ax1x2x3

比较等式两边同类项的系数，得：

a = a

b = −a(x1 + x2 + x3)

c = a(x1x2 + x1x3 + x2x3)

d = −ax1 · x2 · x3

因此，可得出根与系数的关系如下：
x1 + x2 + x3 = − b

a

x1x2 + x1x3 + x2x3 = +
c

a

x1 · x2 · x3 = −d
a

这就是说，一元三次多项式的三个根之和等于二次项系数除以首项系数的
相反数；三个根两两乘积的和等于一次项系数除以首项系数；三个根之积等于
常数项除以首项系数的相反数．
以上这种关系，可以类似地推广到一元 n 次多项式的情形．这就是韦达定

理的内容．

韦达定理

设一元 n 次多项式

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + an−2x
n−2 + · · ·+ a1x+ a0 (an ̸= 0)

有 n 个根 x1, x2, . . . , xn．那么，这 n 个根与系数之间有以下关系：

• n 个根之和 (x1 + x2 + · · ·+ xn) 等于 xn−1 的系数除以首项系数的
相反数，即：−an−1

an
；

• n 个根的所有两两乘积之和 (x1x2 + · · ·+ xn−1xn) 等于 xn−2 的系
数除以首项系数，即：

an−2

an
；

• n 个根的所有三个根乘积之和 (x1x2x3 + · · · + xn−2xn−1xn) 等于
xn−3 的系数除以首项系数的相反数，即：−an−3

an
；
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• ⋯⋯⋯⋯

• n 个根的所有 (n − 1) 个根乘积之和 (x1x2 · · ·xn−1 + · · · +
x2x3 · · ·xn) 等于 x 的系数除以首项系数再乘以 (−1)n−1，即：
(−1)n−1 an−1

an
；

• n 个根的乘积 x1x2 · · ·xn 就等于常数项除以首项系数再乘以
(−1)n，即：(−1)n

a0
an
．

如果应用韦达定理，我们就可以把一元二次方程 ax2+bx+c = 0 (a ̸= 0)

即 x2 +
b

a
x+

c

a
= 0 写成以下形式：

x2 − (x1 + x2)x+ x1 · x2 = 0

其中，x1、x2 是一元二次方程的两个根．
同样，一元三次方程，也可以写成：

x3 − (x1 + x2 + x3)x+ (x1x2 + x1x3 + x2x3)x�x1 · x2 · x3 = 0

这样一来，如果已知方程的根，就可以反求出这个方程．

例 5.42 如果一个三次方程的根是 1, 2, 3，试求这个三次方程．

解：由于：

x1 + x2 + x3 = 1 + 2 + 3 = 6

x1x2 + x1x3 + x2x3 = 2 + 3 + 6 = 11

x1x2x3 = 6

由韦达定理可知所求三次方程为：

x3 − 6x2 + 11x− 6 = 0

例 5.43 如果方程 x3 − 12x2 + 44x+ k = 0 的三个根为：a− d, a, a+ d．试
求这个方程的根及 k 值．

解：由韦达定理可知：

(a− d) + a+ (a+ d) = 12 (5.16)

a(a− d) + (a− d)(a+ d) + a(a+ d) = 44 (5.17)

(a− d) · a · (a+ d) = −k (5.18)
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解 (5.16) 可得：a = 4；代入 (5.17) 又可解出：d = ±2．

∴ 方程的三个根为：2, 4, 6

由 (5.18) 可求出：k = −48．

例 5.44 试作一个一元二次方程，使它的根正好是方程 x2 − x− 6 = 0 的二根
的倒数．

解：设 x2 − x− 6 = 0 的两根为 α, β．则由题意，所求一元二次方程的根就应
该是

1

α
,
1

β
．

又由韦达定理知：α+ β = 1, αβ = −6，因此：

1

α
+

1

β
=
α+ β

αβ
= −1

6
1

α
· 1
β

=
1

αβ
= −1

6

所以，所求的方程是：x2 +
1

6
x− 1

6
= 0，即：

6x2 + x− 1 = 0

练习

1. 已知方程的根，求作方程：

(a) −2, 5;

(b) −1, 0, 1;

(c) 2, 3, 4, 5.

2. 试作一个一元二次方程．使它的二根分别是方程 x2− 12x+32 = 0

的二根的平方．

例 5.45 不解方程，试求方程 2x2 − x− 15 = 0 的根的平方和与立方和．

解：设 2x2 − x − 15 = 0 的二根为 x1, x2，则由韦达定理知：x1 + x2 =
1

2
, x1x2 = −15

2
．
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因此：

x21 + x22 = (x1 + x2)
2 − 2x1x2

=
1

4
− 2×

(
−15

2

)
= 15

1

4

x31 + x32 = (x1 + x2)
3 − 3x1x2(x1 + x2)

=
1

8
− 3×

(
−15

2

)
× 1

2

=
1

8
+

45

4
=

91

8
= 11

3

8

例 5.46 不解方程，试求 x4 + x3 + 2x2 + x+ 1 = 0 的根的平方和．

解：设 x4 + x3 + 2x2 + x+ 1 = 0 的四个根是 x1, x2, x3, x4．则由韦达定理得：

x1 + x2 + x3 + x4 = −1

x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4 = 2

x1x2x3 + x1x2x4 + x2x3x4 + x1x3x4 = −1

x1x2x3x4 = 1

因此：

x21 + x22 + x23 + x24

= (x1 + x2 + x3 + x4)
2 − 2(x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4)

= (−1)2 − 2× 2 = −3

例 5.47 如果方程 x2 + 3x+m = 0 的两根差是 5，求 m 值及两根．

解：设两根为 x1, x2，由韦达定理及题意，得 x1 + x2 = −3

x1 − x2 = 5

解方程组可得：x1 = 1, x2 = −4

因此：m = x1 · x2 = −4．
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练习

1. 已知方程 x2 − 4x− 12 = 0 的一根为 −2，求另一根．

2. 不解方程，求出 3x2 − 4x− 15 = 0 的两根的平方和及平方差．

3. 方程 x2 + px+ 45 = 0 的两根差的平方是 144，求 p 值．

习题 5.2

1. 用余式定理求下列各题的余数：

(a) f(x) = 3x4 − 2x3 + 5x2 − 4x+ 3 除以 x− 1

(b) f(x) = 2x3 + 3x2 − 5x+ 1 除以 x+ 2

(c) g(x) = 9x3 − 3x2 + 6x− 15 除以 x+
1

3
(d) g(x) = x4 + x− 1 除以 2x− 1

(e) φ(x) = x5 − x4 + 2x3 + x2 − x− 2 除以 5x+ 3

2. 用综合除法求值：

(a) f(x) = 2x4 + 7x3 − 14x2 + 6x+ 7．求：f(−5)．

(b) g(x) = 6x4 + 8x3 − 5x2 + 7x− 3．求：g
(
2

3

)
的值．

3. 不作除法，证明：

(a) (x− 1)3 − 2(x− 1)2 + 3(x− 1)− 6 能被 x− 3 整除．

(b) a3 + a2b− 3ab2 + b3 能被 a− b 整除．

4. 证明：若 n 是奇数时，x+ y 是 xn + yn 的因式；若 n 是偶数时，x+ y

不是 xn + yn 的因式．

5. 证明：x6 − 2x5 − 4x4 + 3x3 − 3x2 + 11x− 6 能被 x2 − x− 6 整除．

6. 证明：f(x) = x3 − 4x2 + x+ 6 必有因式 (x− 2)(x+ 1)．

7. 如果 x4 + 3x3 + 4x2 + ax+ 11 能被 x+ 1 整除，试求 a 的值．

8. 当 a 为何值时：

(a) f(x) = 2x4 − 3x3 + 11x2 − x+ a 除以 x+ 2 能余 3？
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(b) g(x) = x3 − 3x2 + 5x+ a 除以 x− 1 能余 4？

(c) φ(x) = 2x3 − 3x2 + ax− 6 除以 2x− 4 能余 6？

9. 若用 x+ 1 及 x− 1 去除多项式 2x3 − 3x2 − ax− b 分别余 7 及 5．试求
a, b 的值．

10. 已知：f(x) = x3 − 6x2 +mx+ n 能被 x2 − 4x+ 3 整除，试求 f

(
1

2

)
及

f

(
−1

2

)
．

11. 如果 g(x) = ax2 + bx+ c 能被 x+1 整除，而且被 x− 2 与 x+2 除时分
别余 2 与 −3，试求这个多项式 g(x)．

12. 如果一个二次三项式 g(x) 的两根为 1 和 2，且 g(3) = 4，试求出这个三
项式 g(x)．

13. 求一个一元三次多项式 f(x)，使 f(1) = f(−1) = f(2)�0，且 f(−2) = −12．

14. 当 x 取 −1, 0, 2 时，二次三项式 φ(x) 分别取值 −6, 1,−3．试求此三项式
φ(x)．

15. 如果 f(0) = 10, f(1) = 14, f(−1) = 10, 以及 f(−2)�8，试求一个三次多
项式 f(x)．

16. 求下列整系数方程的有理根．

(a) x3 − 4x2 + x+ 6 = 0

(b) x3 − 8x2 + 13x− 6 = 0

(c) 9x2 − 13x+ 6 = 0

(d) x4 − 7x3 + 5x2 + 7x− 6 = 0

(e) x4 + 5x3 + 8x2 + x− 15 = 0

(f) x5+2x4+2x3+4x2+5x+2 = 0

17. 若方程 (a− b)x2 +(b− c)x+(c− a) = 0 有一个根是 1，试求它的另一根．

18. 若方程 x2 + 3x+m = 0 的一根是另一根的 2 倍，求 m 的值．

19. 方程 x3 − px2 + 11x− 6 = 0 的三个根的平方和等于 14．试求 p 的值．

20. 求作一个方程，使它的根是：

(a) 3

4
和

4

3
(b) 1

5
和 −1

5
和 1
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21. 求作一个三次方程，使它的根分别是方程 x3 + px2 + qx�r = 0 的根的倒
数．

22. 如果设 α, β, γ 是 x3+x2−2x+3 = 0的根，试作出根是 y1 = βγ, y2 = αγ,
y3 = αβ 的新的三次方程．

23. 已知 2x2 − 6x+ 8 = 0 的三根是 α, β, γ．试求以下各式的值：

(a) (α+ β + γ)2

(b) α2 + β2 + γ2

(c) 1

α
+

1

β
+

1

γ

(d) β2γ2 + α2γ2 + α2β2

24. 证明 f(x) = 2x2 + 8x+ 9 除以 (x−m)，所得的余数都是正数．

25. 如果 f(a) = 1，试求 x2 · f(x) 除以 x− a 所得的余数．

26. f(2) = 2、f(−3) = 4, 求 f(x) 除以 x2 + x− 6 的余式．

第三节 辗转相除法

一、公因式与最高公因式

在小学算术中，我们已经知道：如果一个整数 c，同时是整数 a 和 b 的约
数，那么，c 就叫做 a、b 的公约数（公因数）．例如：3 就是 12 和 18 的公约数．
当然，两个整数的公约数还可以有许多，如：±1,±2,±3,±6 都是 12 和 18 的
公约数（公因数）．

两个数 a、b 的公约数中，最大的一个 d，叫做这两个数的最大公约数．记
作 (a, b) = d．例如：(12, 18) = 6．

如果两个数 a、b 的最大公约数 (a, b) = 1，那么，我们称 a、b 是两个互质
的数，例如：

∵ (3, 5) = 1, ∴ 3 与 5 是互质的

要求两个数的最大公约数，只要将它们分解为质因数，选出它们所有的公
约数的最低次方连乘即可．

例如，求 (168, 756)
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2
14
42
84

168

9
63

189
378
756

7
3

2
2

∴ (168, 756) = 2× 2× 3× 7 = 84

对于多项式，我们有类似的概念：如果一个多项式 h(x)，同时是两个多项
式 f(x)和 g(x)的因式，那么，h(x)就叫做 f(x)与 g(x)的公因式．例如：x−1

就是 x2 − 1 和 x3 − 1 的公因式．两个多项式的公因式可以有许多，如 x − 1,
x+1, x2 − 1 都是 x2 − 1, x4 + x3 − x− 1 的公因式．特别注意，任何一个非零
数（即零次多项式），都是 x2 − 1, x4 + x3�x− 1 的公因式．

在两个多项式 f(x) 与 g(x) 的所有公因式中，次数最高的公因式 d(x)，就
叫做这两个多项式的最高公因式，记作：(f(x), g(x)) = d(x)．

例如：f(x) = 6x4−6x2 = 6x2(x+1)(x−1), g(x) = 3x2−3 = 3(x+1)(x−1)

因而可知：1, 3, 任一非零数 a, x + 1, x − 1, 2x + 2, ⋯⋯以及 x2 − 1 =

(x+1)(x− 1), 5x2 − 5 = 5(x+1)(x− 1), ⋯⋯都是 f(x) 与 g(x) 的公因式．这

里也可以看出：公因式中，次数最高的也不只一个：x2 − 1,5x2 − 5, 1

3
x2 − 1

3
等

都是 f(x), g(x) 的最高公因式．

但注意：这些最高公因式之间，只是相差一个常数倍（零次多项式），因
此，我们约定：在求两个多项式的最高公因式时，零次公因式（常数）不必考
虑，只要各非零次项系数化为最简即可．如在上例中，

(f(x), g(x)) = (x+ 1)(x− 1) = x2 − 1

例 5.48 求 φ(x) = 4x2 +4x+1 与 R(x) = 8x3 +12x2 +6x+1 的最高公因式．

解：由于：

φ(x) = 4x2 + 4x+ 1 = (2x+ 1)2

R(x) = 8x3 + 12x2 + 6x+ 1 = (2x+ 1)3

∴ (φ(x), R(x)) = (2x+ 1)2
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例 5.49 求 f(x) = 2x5y2 − 12x4y3 + 18x3y4 与 g(x) = 4x4y − 36x2y3 的最高
公因式．

解：由于：

f(x) = 2x3y2(x2 − 6xy + 9y2) = 2x3y2(x− 3y)2

g(x) = 4x2y(x2 − 9y2) = 4x2y(x+ 3y)(x− 3y)

且 ∵ 最高公因式不考虑零次式

∴ (f(x), g(x)) = x2y(x− 3y)

由例 5.48、例 5.49 可见，求两个多项式的最高公因式，只要先分解因式，
选各公因式的最低次方连乘即可．

如果两个多项式 f(x)与 g(x)除了只有零次公因式外，再没有其它公因式．
也就是说：它们的最高公因式是 1(零次多项式），我们就称这两个多项式 f(x)

与 g(x) 是互质的（又称既约的）．如：

∵
(
2(x2 − 1), 4(x2 + 1)

)
= 1

∴ 多项式 2(x2 − 1) 与 4(x2 + 1) 是互质的．

练习

1. 求下列各组数的最大公约数：

135, 105; 330, 825, 1485

2. 求下列各组多项式的最高公因式：

(a) 12x3y2z3, 18x2y4z2, 30x4yz3

(b) (a+ b)2(a− b), (a+ b)(a− b)2, a3b− ab3

(c) x2 − 1, x2 + 2x+ 1, x3 + 1

(d) y2 + 5y + 6, y2 + y − 2, y2 − 14y − 32

(e) x2 + 6x+ 9, (x3 + 3x2 + 3x+ 9)(x+ 3)

二、辗转相除法求最大公约数

为了寻求求最高公因式的可行普遍算法，我们还是先来研究一下“如何求
两个较大数目的最大公约数”？如：求 (3887, 2231) =?
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当然，我们仍然可分解质因数，选出公约数，进而求出最大公约数来．但
未免太繁．我们现在试图要通过分析，对任两个较大数 a, b 找出一个求最大公
约数的可行的算法——辗转相除法．
分析：因数分解可以看作是乘法的一种倒算．所以，因数分解与除法有着密切
关系．
设数 a > b．我们可以用 b 去除 a，得到一个商数 q1，和余数 r1，使得：

a = q1 · b+ r1, 其中: 0 ≤ r1 < b

这时就有以下事实：

1. 当余数 r1 = 0 时，由 a = q1 · b 可知：

(a, b) = b

如：由 36 = 3× 12，可以看出 (36, 12) = 12．

2. 当余数 r1 ̸= 0 时，由 a = q1 · b+ r1，可知；任何能同时整除 b, r1 的数，
一定可以整除 a．即，所有 b, r1 的公约数，一定也是 a, b 的公约数．

又由于 r1 = a+ (−q1) · b，所以，任何能同时整除 a, b 的数，也一定可以
整除 b, r1．即：所有 a, b 的公约数，也一定是 b, r1 的公约数．
这就证明了，a, b 的公约数集合与 b, r1 的公约数集合是相等的．因而：

(a, b) = (b, r1)

例如：由于 60 = 2× 24+ 12 及 12 = 60+ (−2)× 24，因此就有 (60, 24) =

(24, 12)．
所以，当 r1 ̸= 0时，我们可以把求 a, b的最大公约数化为求较小的数 b, r1

的最大公约数．
如果还嫌 b, r1 数目太大，当然还可以重复以上的做法，用 r，除 b，得商

q2，余 r2，因而就又有：

b = q2r1 + r2, 0 ≤ r2 < r1

这时，若 r2 = 0，则 (b, r1) = r1；从而 (a, b) = (b, r1) = r1．
若 r2 ̸= 0，则与前边做法同理就有 (b, r1) = (r1, r2)；从而 (a, b) = (b, r2) =

(r1, r2)．其中 r1, r2 又比 b, r1 要小了．
这样逐步重复地用除法把所要求最大公约数的一对数，换成愈来愈小的另

一对数．最后自然可以求得 a, b 的最大公约数了．
这种方法，叫做辗转相除法．
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例 5.50 求 (187, 442)

解： ∵ 442 > 187，

187 442
2

374
68

∴ 442 = 2× 187 + 68，
其中：(187, 442) = (187, 68)

68 187
2

136
51

∴ 187 = 2× 68 + 51，
其中：(187, 68) = (68, 51)

51 68
1

51
17

∴ 68 = 1× 51 + 17，
其中：(68, 51) = (51, 17)

17 51
3

51
0

∴ 51 = 3× 17，
得出：(51, 17) = 17

将上述过程倒回去，就有：

17 = (51, 17) = (68, 51) = (187, 68) = (187, 442)

∴ (187, 442) = 17

在今后的实际计算中，当然不必象上面这样繁杂．只要特别注意：辗转相
除到最后能够整除时，它前一个余数就是所求的最大公约数，因此，可以将上
边的过程简写成如下格式：

0

51

51

136

187

17

51

68

374

4422

3

2

1

∴ (187, 442) = 17

例 5.51 求 (3887, 2231)．

解：
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0

69

69

506

575

1656

2231

23

483

506

1150

1656

2231

38871

1

3

1

2

7

∴ (3887, 2231) = 23

例 5.52 求 (1547, 3135)．

解：

0

2

2

6

8

22

30

1517

1547

1

2

3

8

11

30

41

3094

313537

2

2

2

2

1

1

1

∴ (1547, 3135) = 1 可见，1547 与 3135 是互质的．

例 5.53 求 (435, 783, 928)

解：

87

348

435

0

348

348

435

7831 1

4 29

348

435

0

58

58

870

9281 10

2

∵ (435, 783) = 87; (87, 928) = 29

∴ (435, 783, 928) = 29



第三节 辗转相除法 323

练习

用辗转相除法，求最大公约数：

1. (207, 1840)

2. (429, 1848)

3. (51425, 13310)

4. (629, 259, 1073)

5. (5688, 4977, 6636)

三、辗转相除法求最高公因式

仿照前面求几个数的最大公约数的方法，同样地可以求几个一元多项式的
最高公因式．只要把整数除法换成一元多项式除法即可．

设一元多项式 f(x) 与 g(x)，如果 f(x) 的次数高于 g(x) 的次数．那么就
用 g(x) 去除 f(x)，得商 q1(x)，余 r1(x)．因而有：

f(x) = q1(x) · g(x) + r1(x)

其中：r1(x) 的次数低于 g(x) 的次数，或为 0．
所以，可得以下事实：

1. 如果 r1(x) = 0，那么 f(x) = q1(x) · g(x)，这时必有：(f(x), g(x)) = g(x)．
如：

由 x3 − 1 = (x2 + x+ 1)(x− 1)，∴ (x3 − 1, x− 1) = x− 1．

2. 如果 r1(x) ̸= 0，那么由 f(x) = q1(x) · g(x) + r1(x) 与 r1(x) = f(x) −
q1(x) · g(x) 可以知道：

(f(x), g(x)) = (g(x), r1(x))

这就是说：求 (f(x), g(x))的问题，可以换成求次数较低的多项式 g(x)与
r1(x) 的最高公因式问题．

假如还嫌 g(x) 与 r1(x) 的次数高，不易求得最高公因式，就可重复以上步
骤，用 r1(x) 去除 g(x)，得到商式 q2(x) 与余式 r2(x)，且有

g(x) = q2(x) · r1(x) + r2(x)

其中，r2(x) 的次数又比 r1(x) 的次数低，或等于 0．
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这时，若 r2(x) = 0，则 (g(x), r1(x)) = r1(x)，从而 (f(x), g(x)) = (g(x), r1(x)) =

r1(x)．

若 r2(x) ̸= 0，则与前边同理可有：

(r1(x), r2(x)) = (g(x), r1(x))

从而就应有：

(f(x), g(x)) = (g(x), r1(x)) = (r1(x), r2(x))

这里 r2(x) 的次数又比 g(x), r1(x) 的次数低了．
这样逐步地运用除法，就可以把所求两个多项式的最高公因式问题，转

换成求两个次数较低的多项式的最高公因式问题．直到最后，自然就会求得
(f(x), g(x))．

这种方法，同样叫辗转相除法．

例 5.54 如果 f(x) = x4 + x3 − 2, g(x) = x3 − 1，试求 (f(x), g(x))．

解：先求 f(x) 除以 g(x) 的商及余：

x+ 1

x3 − 1
)

x4 + x3 − 2

− x4 + x

x3 + x− 2

− x3 + 1

x− 1

∴ f(x) = (x+ 1) · g(x) + (x+ 1)，并且 (f(x), g(x)) = (g(x), (x− 1))．

再求 g(x) 除以 x− 1 的商及余．

x2 + x+ 1

x− 1
)

x3 − 1

− x3 + x2

x2

− x2 + x

x− 1

− x+ 1

0

∴ g(x) = (x2 + x+ 1)(x− 1)，并且 (g(x), x− 1) = x− 1．

所以：(f(x), g(x)) = (g(x), (x− 1)) = x− 1，即：(f(x), g(x)) = x− 1．
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今后，在计算中，也不必象上面那样繁杂，可以采用以下分离系数的简便
格式：

1 + 0 + 0 − 1

1− 1

1 + 0 − 1

1− 1

1− 1

1− 1

0

1 + 1 + 0 + 0− 2

1 + 0 + 0− 1

1 + 0 + 1− 2

1 + 0 + 0− 1

1− 1

1 + 1 + 1 1 + 1

∴ (f(x), g(x)) = x− 1

例 5.55 已知 φ(x) = x6 + 3x4 + 3x2 + 1，R(x) = x5 + 3x3 + x2 + 2x+ 1．

求：(φ(x), R(x))．

解：

1 + 0 + 3 + 1 + 2 + 1

1− 1 + 1− 1

1 + 2 + 2 + 2 + 1

1− 1 + 1− 1

3 + 1 + 3 + 1

3− 3 + 3− 3

4 + 0 + 4

1 + 0 + 3 + 0 + 3 + 0 + 1

1 + 0 + 3 + 1 + 2 + 1

−1 + 1− 1 + 1

−1 + 0− 1

1 + 0 + 1

1 + 0 + 1

0

−1− 1− 3

−1

4
+

1

4

1

∴ (φ(x), R(x)) = 4x2 + 4，若不计零次因式，则可得：

(φ(x), R(x)) = x2 + 1

正由于最高公因式可以不计零次多项式的因式，所以，在辗转相除的过程
中，为使运算简便，可以将除式或被除式的各项同乘（或除）以一个非零数．如
例 5.55 可以这样做：
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1 + 0 + 3 + 1 + 2 + 1

1− 1 + 1− 1

1 + 2 + 2 + 2 + 1

1− 1 + 1− 1

3 + 1 + 3 + 1

3− 3 + 3− 3

4 + 0 + 4

1 + 0 + 1

1 + 0 + 3 + 0 + 3 + 0 + 1

1 + 0 + 3 + 1 + 2 + 1

−1 + 1− 1 + 1

1− 1 + 1− 1

1 + 0 + 1

−1 + 0− 1

−1 + 0− 1

0

1 + 1 + 3

1− 1

1

(乘以 −1)

(除以 4)

∴ (φ(x), R(x)) = x2 + 1

注意：用分离系数写出辗转相除的格式时，一定要按未知数的降次标准形式将
除式、被除式排好，缺项补上 0．同时，要特别注意：辗转相除到能够整除时，
前一步的余式，就是所求的最高公因式．

例 5.56 求 f(x) = x5 + 1 与 g(x) = x3 + 3x2 + 3x+ 1 的最高公因式．

解：

1 + 3 + 3 + 1

2 + 6 + 6 + 2

2 + 3 + 1

3 + 5 + 2

3 +
9

2
+

3

2
1

2
+

1

2

1 + 1

1 + 0 + 0 + 0 + 0 + 1

1 + 3 + 3 + 1

−3− 3− 1 + 0 + 1

−3− 9− 9− 3

6 + 8 + 3 + 1

6 + 18 + 18 + 6

−10− 15− 5

2 + 3 + 1

2 + 2

1 + 1

1 + 1

0

1 +
3

2

1− 3 + 6

2 + 1

(除以 −5)(乘以 2)

(乘以 2)

∴ (f(x), g(x)) = x+ 1

例 5.57 求 (x3 + x2 + 2x+ 3, x2 + x+ 1)

解：同样用辗转相除法：
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1 + 1 + 1

1 + 3

−2 + 1

−2− 6

7

1

1 + 1 + 2 + 3

1 + 1 + 1

1 + 3

1 + 3

0(乘以 1
7
)

1− 2 1

1 + 3

∴ (x2 + x+ 1, x3 + x2 + 2x+ 3) = 1 即：x2 + x+ 1 与 x3 + x2 + 2x+ 3

是互质的．

如果要求两个以上多项式 f1(x), f2(x), f3(x), . . . 的最高公因式时，只要先
求 (f1(x), f2(x)) = d1(x), 再求 (d1(x), f3(x)) = d2(x), 再求 (d2(x), f4(x)) =

d3(x), . . ., 这样依次求下去，即可求得：

(f1(x), f2(x), f3(x), f4(x), . . .)

例 5.58 求 f1(x) = x4 + x3 − x2 + x− 2，f2(x) = 2x4 + 5x3 − 2x2 − 7x+ 2，
f3(x) = 3x4 − x3 − x2 − 1，f4(x) = x2 − 1 的最高公因式．

说明：在这里，除两两求最高公因式的方法外，也可以先求 (f1(x), f2(x)) =

d1(x), 再求 (f3(x), f4(x)) = d2(x), 最后求 (d1(x), d2(x)) = d(x)，从而求得：

(f1(x), f2(x), f3(x), f4(x)) = d(x)

解：

1 + 1− 1 + 1− 2

1 + 0− 3 + 2

1 + 2− 1− 2

1 + 0− 3 + 2

2 + 2− 4

1 + 1− 2

2 + 5− 2− 7 + 2

2 + 2− 2 + 2− 4

3 + 0− 9 + 6

1 + 0− 3 + 2

1 + 1− 2

−1− 1 + 2

−1− 1 + 2

0

2

1− 1

1 + 1

∴ (f1(x), f2(x)) = x2 + x− 2 = d1(x)
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1 + 0− 1

1− 1

1− 1

1− 1

0

3− 1− 1 + 0− 1

3 + 0− 3

−1 + 2 + 0− 1

−1 + 0 + 1

2− 1− 1

2 + 0− 2

−1 + 1

1− 1

3− 1 + 2

(乘以 −1)

−1− 1

∴ (f3(x), f4(x)) = x− 1 = d2(x)

显然，(d1(x), d2(x)) = (x2 + x− 2, x− 1) = x− 1,
∴ (f1(x), f2(x), f3(x), f4(x)) = x− 1

练习

用辗转相除法求最高公因式

1. f(x) = x3 − 2x2 − 2x− 3, g(x) = 2x3 + x2 + x− 1

2. g(x) = x4 + 3x3 + 2x2 + 3x+ 1, f(x) = 2x3 + 5x2 − x− 1

3. f(x) = x5 − 2x3 + 9x2 − 5x+ 3, g(x) = x3 − x2 + 5x− 3

4. 求 (6x4 − 6x2, 3x2 − 3, 8x8 − 8x4, 7x7 − 7x3)

5. f(x) = x4 − 2x3 − 4x2 + 4x − 3, g(x) = 2x3 − 5x2 − 4x + 3,
φ(x) = x2 − 9

四、公倍式与最低公倍式

还是先从小学算术中所学的公倍数和最小公倍数复习开始：
如果一个整数 c,同时是数 a和 b的倍数，那么 c就叫 a、b的公倍数．而两

个数的公倍数中，最小的一个正整数，叫做这两个数的最小公倍数．记作 [a, b]．
例如：4 和 6 的公倍数有：±12,±24,±36, . . ., 但是，其中最小的一个正整数是
12, 因此，[4, 6] = 12．
在小学算术中，也学习了用分解质因数的方法求最小公倍数．

例 5.59 求 [180, 240]

解：
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3
12
36

180

4
16
48

240

4
3

5

∴ [180, 240] = 5× 3× 3× 4× 4 = 720

这里我们也可知：(180, 240) = 5× 3× 4 = 60．不难看出：

(180, 240) · [180, 240] = 180× 240

一般地，对任意两正整数 a, b 都有：

(a, b) · [a, b] = a · b

由此，我们还可以用辗转相除先求出 (a, b), 进而求出 [a, b] =
a× b

(a, b)
．

例 5.60 求 [6731, 2809]

解：

2809

2226

583

530

53

6731

5618

1113

583

530

530

0

2

1

2

1

10

∴ (6731, 2809) = 53

因此，[6731, 2809] =
6731× 2809

53
= 356743

例 5.61 求 [513, 135, 3114]．

解：

135

108

27

513

405

108

108

0

1 3

4
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∴ (513, 135) = 27

∴ [513, 135] =
513× 135

27
= 2565

2565

2196

369

360

9

3114

2565

549

369

180

180

0

4

2

1

1

20

∴ (2565, 3114) = 9

∴ [2565, 3114] =
2565× 3114

9
= 887490

因而，[513, 135, 3114] = 887490

对于多项式，同样可以讨论它们的公倍式与最低公倍式．
如果多项式 ℓ(x)同时是多项式 f(x)与 g(x)的倍式，那么，ℓ(x)就叫做它

们的公倍式．而其中次数最低的公倍式，叫做最低公倍式．记作：[f(x), g(x)]．

例如：x + 1 与 x − 1 的公倍式有：x2 − 1, 2x2 − 2, 1

3
x2 − 1

3
, x(x2 − 1),

(x2 + 1)(x2 − 1), . . .．
通常所求多项式的最低公倍式，同样不考虑零次式因式的差别．因而 x2−1,

2x2 − 2, 1

3
x2 − 1

3
看作是一样的．它们之间只差一个非零常数倍．所以，

[x− 1, x+ 1] = x2 − 1

又如：[3a5b2c, ab4c3d, 2a2bc6] = a5b4c6d．
就是说：最低公倍式等于各多项式中所有不同因式最高次方的连乘积．

例 5.62 求 f(x) = 6x4 − 6x2 与 g(x) = 3x2 − 3 的最低公倍式．

解：由于

f(x) = 6x2(x2 − 1) = 6x2(x+ 1)(x− 1)

g(x) = 3x2 − 3 = 3(x+ 1)(x− 1)

∴ [f(x), g(x)] = x2(x+ 1)(x− 1)

显然，由于多项式的最高公因式与最低公倍式都不计零次因式，所以同样
有：

[f(x), g(x)] · (f(x), g(x)) = k · f(x) · g(x)

其中，k 是一个非零常数．
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例 5.63 求 x4 + 3x3 + 2x2 + 3x+ 1 与 2x3 + 5x2 − x− 1 的最低公倍式．

解：由辗转相除法可求得：

(
x4 + 3x3 + 2x2 + 3x+ 1, 2x3 + 5x2 − x− 1

)
= x2 + 3x+ 1

因此： [
x4 + 3x3 + 2x2 + 3x+ 1, 2x3 + 5x2 − x− 1

]
=

(x4 + 3x3 + 2x2 + 3x+ 1)× (2x3 + 5x2 − x− 1)

x2 + 3x+ 1

= (x2 + 1)(2x3 + 5x2 − x− 1)

如果要求两个以上多项式的最低公倍式，和求最小公倍数一样，可以两两
逐步求出，只要每一步细心计算，是不难的．

练习

1. 求下列各组数的最小公倍数：

(a) 96, 84;

(b) 161, 207;

(c) 1233, 19180;

(d) 110, 231, 426;

(e) 236, 354, 767.

2. 求下列各组多项式的最低公倍式：

(a) 2a2b3c, 4b2c4d, 6a4d2

(b) (x− 1)2(x+ 1), 3(x− 1)(x+ 1)3, 2(x− 1)(x+ 1)2

(c) 3x− 1, 9x2 − 1, 9x2 + 1

(d) x3 − x2 + x− 1, x3 + x2 + x+ 1

习题 5.3

1. 某校一年级一班有学生 48 人，二班有学生 32 人，两班共同组成几个宣
传小队，要求组成的小队中每个班的同学人数相等、总人数也相等，而且
所组成的小队数最少，问：能组成几队？每队几人？(求最大公约数)
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2. 一排电杆，相邻两根间距都是 45 米．如果要改成间距 60 米，且起点不
动，那么从这根开始到第一根不动的电杆，距离是多少米？(求最小公倍
数)

3. 小张、小王与小李三人做卫生值勤．小张 8 天轮一次，小王 10 天轮一次，
小李 12 天轮一次．如果今天三人同时值勤，那么，至少几天后三人又能
同时值勤？(求最小公倍数)

4. 求下列各组的最高公因式和最低公倍式：

(a) 9x2yz, −6xy2z, 24xy2

(b) −3(a− b)3, −6(a− b) (a2 + ab+ b2) , −8(a− b)2(a+ b)

(c) x2 − y2, x4 − y4

(d) m2 − 4n2, m2 +mn− 2n2, m2 + 3mn+ 2n2

5. 求下列各组多项式的最高公因式和最低公倍式：

(a) x2 − 3xy + 2y2, x2 + 2xy − 8y2

(b) m2 −m− 6, m2 − 2m− 3

(c) y4 − 9y2, y3 − 5y2 + 6y

(d) 24a4b− 24a3b2 + 6a2b3, 36a3b2 − 36a2b3 + 9ab4

(e) a3 − 3a2 + 2a, a4 − a2, a2 + a− 2

(f) x2 − x− 2, x2 + 14x− 32, x2 − 5x+ 6

(g) 8x3 − 27, 24x− 8x2 − 18, 27− 54x+ 36x2 − 8x3

(h) −6xy (x2 − 3xy + 2y2) , 4x3y2 (x2 − xy − 2y2)

6. 求最高公因式与最低公倍式．

(a) (b2 − 2b)
4
,

1

8
(b2 − 2b)

2
, (b2 − 2b)

3
;

(b) 6 (4x2 − 1) , 4− 8x, 12 (4x2 − 4x+ 1)

(c) 12 (x4 − y4) , 10 (x6 − y6) , 8 (x4y + xy4)

(d) x2 − x, 2x2 − 6x, x3 − x

(e) (x− 1)(x− 2), 5x4 − 15x3 + 8x2 + 6x− 4

(f) x3 − 1, x3 − 4x2 − 4x− 5

(g) (x− 1)2(x− 2)2, (x2 − 3x+ 2)(2x3 − 5x2 + 5x− 6)
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(h) (x2 − 1)2(x+ 1)2, (x3 + 5x2 + 7x+ 3)(x2 − 6x− 7)

7. 用辗转相除法求最高公因式 (f(x), g(x))．

(a) f(x) = x3 + x2 + 2x+ 2, g(x) = x3 + 2x2 + 3x+ 2

(b) g(x) = 2x3 − x2 − x+ 1, f(x) = x3 − x2 + x− 2

(c) f(x) = 2x4 + 3x3 + 4x2 + 2x+ 1, g(x) = 2x4 − x3 + 2x2 + 1

(d) g(x) = x4 + x3 − x2 + x+ 2, f(x) = 2x4 + 5x3 − 2x2 − 7x+ 2

(e) f(x) = x5−2x4+x3−x2+2x−1, g(x) = 5x4−8x3+3x2−2x+2

8. 求最低公倍式 [f(x), g(x)]

(a) g(x) = 6x3 + x2 − 44x+ 21, f(x) = 3x3 − 13x2 + 23x− 21

(b) f(x) = 6x4 − 3x3 +7x2 + x− 3, g(x) = 2x4 +3x3 +7x2 +3x+9

(c) g(x) = x4 + 1, f(x) = x3 − 1

本章内容要点

这一章是第四章多项式理论的继续和深入，主要内容有：因式分解、余式
定理及其推论和应用、辗转相除法及其应用．

一、在指定范围内，把一个多项式写成几个次数较低的不可约多项式之积
的变形，就是多项式的因式分解．

多项式因式分解的常见方法有：

1. 提取公因式法；

2. 分组分解法；

3. 乘法公式分解法；

4. 配方法、视察法分解二次三项式；

5. 待定系数法分解二元二次多项式．

二、余式定理是：多项式 f(x) 除以 (x− a) 所得的余式是 f(a)，即

f(x) = q(x) · (x− a) + f(a)

由此，可以得到以下推论：
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1. 如果 f(a) = 0(或说 a 为 f(x) 的根），那么，f(x) 可以被 (x − a) 整除．
反过来也正确．

2. 如果 f(a) = 0, f(b) = 0(或说 a, b 为 f(x) 的两个不同的根），那么，f(x)
必可以被 (x−a)(x− b)整除，也就是 f(x)必含有因式 (x−a)(x− b)．反
过来说，也是正确的．

3. 一元 n 次多项式 f(x)，至多只能有 n 个不同的根．

4. 如果：已知 f(a1), f(a2), f(a3), . . . , f(an+1) 共 n+1 个值，那么，就可以
确定一个 n 次多项式．

三、综合运用余式定理及其推论、综合除法及待定系数法，可以进行因式
分解、求整系数多项式的有理根．
在这里，可以进一步发现，解方程与因式分解是互通的．因为：如果 f(x)

可以分解为 (mx+ n) · (px+ q) · · · (rx+ s)，那么，方程 f(x) = 0 就一定有有
理根 − n

m
,−q

p
, . . . ,−s

r
．

反过来，如果方程 f(x) = 0 有有理根 − b

a
,−d

c
, . . . ,−f

e
．那么，多项式

f(x) 就一定含有因式：(ax+ b)(cx+ d) · · · (ex+ f)．
四、辗转相除法
利用辗转相除法，可以求出几个多项式的最高公因式和最低公倍式．
两个多项式 f(x) 与 g(x) 的最高公因式记为：(f(x), g(x))；最低公倍式记

为：[f(x), g(x)]．由于它们都不计非零常数因子，因而有以下关系式：

kf(x)g(x) = (f(x), g(x)) · [f(x), g(x)]

[f(x), g(x)] =
f(x) · g(x)
(f(x), g(x))

(非零常数 k 不计)

复习题五

1. 分解因式：

(a) (x2 + 3x)
2 − (2x+ 6)2

(b) 2a8 − 7a2b+ 3ab2;

(c) x3 + x2y − xy2 − y3

(d) x6 − 3x4 + 2x2

(e) (a2 − b2 + 1)
2 − 4a2b2

(f) a4 − 5a2b2 + 4b4

(g) x8 − y8

(h) x9 + y9
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(i) 15x2n+3 − 25xa+1

(j) (a+ b)3 + 125

(k) a2 + b2 + x2 − y2 − 2(ax− by)

(l) (a2 + a)
2 − 10 (a2 + a) + 25

(m) a2b2 + ab+
1

2
c− 1

4
c2

(n) 4x2y4 + 2xy2 − 9z2 − 3z

(o) (a− b)3 − 4(a− b)2 + 4(a− b)

(p) 0.7m3 + 1.4m2 + 0.7mn2

(q) xy + x2 +
1

4
y2

(r) 9x2 − 4y2 − z2 + 4yz

2. 分解因式：

(a) 4x4 + y4

(b) a4 − 23a2 + 1

(c) x4 − x2 + 8x− 16

(d) x4 − 2x3 + x2 − 16

(e) (ax+ by)2 + (bx− ay)2

(f) xyz−yz−zx−xy+x+y+z−1

(g) x2 + y2 + z2 +2yz+2xz+2xy

(h) a2 + b2 + c2 − 2ab+ 2ac− 2bc

3. 先化简, 再将结果分解因式．

(a) x(4x− 5) + (1 + 3x)(1− 3x)− 3(x− 2)(x+ 3)− 3

(b) (2x2 + 3x− 1) (2x2 − 3x+ 2) + (4x− 1)(x− 2)− 1

4. 先将被除式分解因式, 再求商．

(a) [(a+ b)3 − c3]÷ (a+ b− c)

(b) (a3 + 6a2b+ 12ab2 + 8b8)÷ (a+ 2b)

5. 分解因式：

(a) x3 + x2 + x+ 1

(b) x4 − 2x2 + 8x+ 5

(c) 3x3 + 2x2y − 19xy2 + 6y3

(d) 6x3 − 13x2y − 14xy2 − 3y3

6. 用待定系数法分解因式：

(a) 2x2 − 5xy − 3y2 + x+ 11y − 6

(b) x2 − 5xy + 6y2 − x+ y − 2

(c) x2 + 3xy + 2y2 + 3zx+ 5y3 + 2z2

7. 如果 f(x) 除以 (x− 1) 的余数为 2，试求：x2 · f(x)− 3f(x) 除以 (x− 1)

所得的余数．
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8. 试证明：f(x) = 2x2 + 7x+ 9 除以 ax+ b 的余式总是正数．

9. (a) 已知多项式 f(x) = x4 − 3x3 + 6x2 + ax+ b 含有因式 x2 − 1，试求：
a、b 的值．

(b) 已知 f(x) = ax4 + bx3 + 1 能被 (x− 1)2 整除，试求 a 与 b 的值．

10. (a) 如果 bn + bn−1 + · · ·+ b1 + b0 = 0，试证明：多项式 f(x) = bnx
n +

bn−1x
n−1 + · · ·+ b1x+ b0 必有一个因式 x− 1；

(b) 证明：(x+ 1)2n − x2n − 2x− 1 能被 (x+ 1) · (2x+ 1) 整除．

11. 证明以下各题：

(a) 若 n 为偶数，n3 − n 可被 6 整除；若 n 为奇数，n3 − n 可被 24 整
除；

(b) 5353 − 3333 可被 10 整除；

(c) 四个连续自然数的乘积加 1，必是一个完全平方数；

(d) 若一数除以 5 余 1，另一数除以 5 余 2，则这两个数的平方和能被 5
整除．

12. 已知方程 (m + 1)(x2 − x) = (m − 1)(x − 1) 有两个互为相反数的根，试
用韦达定理求出 m 的值．

13. 已知方程 x3 − 6x2 + kx− 6 = 0 的三个根为：a− d, a, a+ d 试求它的三
个根及 k 值．

14. 求作一个方程，使它的三个根分别为方程 x3 − 2x2 − x�2 = 0 的三个根的
倒数．

15. 求最高公因式及最低公倍式．

(a) g(x) = x5 + x4 − x3 − 2x− 1, f(x) = 3x4 + 2x3 + 2x− 3

(b) g(x) = 3x4 − 5x3 + 4x2 − 2x+ 1, f(x) = 3x3 − 2x2 + x− 1

(c) g(x) = x4 + 2x3 + 3x2 + 2x, f(x) = x4 + x3 + 2x2 + 2x

16. 如果 ax2 + bx + c 与 cx2 + bx + a 的最高公因式是 x 的一次多项式，试
证明：a+ b+ c = 0 或 a− b+ c = 0．

17. 两个用相同字码组成的二位数（都是质数）的差是一个完全平方数．试求
这两个数．
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18. 若 a, b,
√
a2 − 4b 都是自然数，证明：方程 x2 − ax+ b = 0 的根也是自然

数．
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第一节 分式与分式方程

一、分式与分式的基本性质

我们已经知道，两个整数 m,n 的比，是一个有理数
m

n
, (n ̸= 0). 同样，

两个多项式 f(x) 和 g(x) 的比
f(x)

g(x)
, (g(x) ̸= 0) 就叫做有理式．

在有理式
f(x)

g(x)
, (g(x) ̸= 0) 中，如果 g(x) 的次数为 0，那么，有理式

f(x)

g(x)
就是整式，也就是我们已经学过的多项式；如果 g(x) 的次数高于 0 次，

那么，有理式
f(x)

g(x)
就叫做分式．

例如：
1

x
, x+ 5

x2 − 9
, 2x2 − 3x+ 1

x− 3
, x

2 + y2

2x+ y
等都是分式．

(x2 + 1)2

x2 + 1
虽然恒等

于整式 x2 + 1，而从形式上仍然叫做分式．

但是，像
x2 − 1

1
、

3x+ 1

2
等都是整式，而这些整式也就是多项式：x2 − 1，

3

2
x+

1

2
等．

对于整式来说，由于其中的未知数决不会出现在分母当中，因而未知数可
以取一切实数值；但对于分式来说，由于它的分母中必定含有未知数，因而未
知数的取值，就要求限制在“使分母不等于零的实数值”的范围内．例如：

在分式
2x+ 3

x2 − 3
中，未知数 x 只允许取“x2 − 3 ̸= 0”的值，即 x ̸= ±

√
3

的一切实数值．也就是说，在这个分式中的未知数可以取除“±
√
3”以外的其

它任何实数值．

在分式中，分子的次数如果低于分母的次数，就叫做真分式；分子的次数
如果不低于分母的次数，就叫做假分式．例如，

1

x− 3
，

x+ y

2x2 + y
等都是真分式；

2x+ 4

x− 3
，
x2 + 4x+ 6

x+ 3
，
x2 + y2

2x+ y
等都是假分式．

338



第一节 分式与分式方程 339

（一）分式的基本性质

1. 分式的分子、分母同乘以一个非零多项式，分式的值不变．用式子表示就
是：

如果 h(x) ̸= 0，那么
f(x)

g(x)
=
f(x) · h(x)
g(x) · h(x)

．

例如：
x

x− 3
=

x(x− 2)

(x− 3)(x− 2)
(x ̸= 3, x ̸= 2)

2. 分式的分子、分母同除以一个非零多项式．分式的值不变．用式子表示就
是：

如果 h(x) ̸= 0，那么
f(x)

g(x)
=
f(x)÷ h(x)

g(x)÷ h(x)
．

例如：
x2(x2 + 1)

x2 + 1
= x2

利用以上两个基本性质，可以进行分式的约分和通分．

（二）约分

如果一个分式的分子、分母有公因式时，可以类似于分数的约分，把最高
公因式约去，使分式化简．分式的分子与分母没有非零次的公因式时，叫做不
可约分式（既约分式）．不可约分式是最简分式，约分就是化分式为最简分式．

例 6.1 约简

1. 18a12x3y2

12a3b2x5z

2. 8a2 − 6a5b

16a20

3. 32(x− 2y)2(−x+ y)

24(2y − x)2(x− y)

4. m2 − 4n2

−m2 − 4mn− 4n2

解：

1. 18a12x3y2

12a3b2x5z
=

3a8y2

2b3x2z

2. 8a2 − 6a5b

16a20
=

2a2 (4− 3a3b)

16a20
=

4− 3a3b

8a18

3. 32(x− 2y)2(−x+ y)

24(2y − x)2(x− y)
=

−4(x− 2y)2(x− y)

3(x− 2y)2(x− y)
= −4

3
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4.

m2 − 4n2

−m2 − 4mn− 4n2
=

m2 − 4n2

− (m2 + 4mn+ 4n2)

= −(m− 2n)(m+ 2n)

(m+ 2n)2

= −m− 2n

m+ 2n

例 6.2 约简
x4 − 2x3 + x− 2

x4 + x2 + 1

解：用辗转相除法求得：

(x4 − 2x3 + x− 2, x4 + x2 + 1) = x2 − x+ 1

用除法求得

x4 − 2x3 + x− 2 = (x2 − x+ 1)(x2 − x− 2)

x4 + x2 + 1 = (x2 − x+ 1)(x2 + x+ 1)

∴ x4 − 2x3 + x− 2

x4 + x2 + 1
=
x2 − x− 2

x2 + x+ 1

例 6.3 约简
x3 − 6x2 + 11x− 6

x3 − 8x2 + 11x− 12

解：用余式定理和综合除法求得：

x3 − 6x2 + 11x− 6 = (x− 1)(x− 3)(x− 2)

x3 − 8x2 + 11x− 12 = (x− 1)(x− 3)(x− 4)

∴ x3 − 6x2 + 11x− 6

x3 − 8x2 + 11x− 12
=
x− 2

x− 4
下面我们和多项式一样，引入一个分式的符号：F (x)，它表示关于 x 的一

个分式；同样，G(x)、T (x) 可以分别表示 x 的另外的分式，例如：F (x) =
1

x
,

G(x) =
2x

x2 − 3
T (x) =

7x

9− x
等．很自然，在一个分式 F (x) 中，当 x = a 时，

分式的值可以表示为 F (a)．

例 6.4 先把下面的分式化简，再求它的值．

F (x) =
−1− x3

2x2 − 2x+ 2
, 其中x = 5
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解：

F (x) =
−(x3 + 1)

2(x2 − x+ 1)

= −(x+ 1)(x2 − x+ 1)

2(x2 − x+ 1)
= −x+ 1

2

F (5) = −5 + 1

2
= −3

例 6.5 约简 F (x) =
2(x2 − 1)(x− 1)2

(1− x)3(x+ 1)2
，问 x 取什么整数值时，能使 F (x) 的

值是正整数．

解：

F (x) =
2(x+ 1)(x− 1)(x− 1)2

−(x− 1)3(x+ 1)2

= −2(x+ 1)(x− 1)3

(x− 1)3(x+ 1)2

= − 2

x+ 1

要使 F (x) 的值是正整数，必须使 x+ 1 = −1 或 x+ 1 = −2．

解得 x = −2 或 x = −3．

∴ 当 x = −2 或 x = −3 时，F (x) 的值是正整数．

由以上各例，可以得出：

1. 约分应当约去分子与分母的最高公因式及分子与分母的系数的最大公约
数；

2. 如果分式的分子、分母是多项式，可以把它们分别分解因式以后，再进行
约分；对于高次多项式，应用余式定理或辗转相除法可以求得最高公因式．

（三）通分

对于分母不相同的几个分式，可将每个分式的分子、分母乘以适当的非零
多项式，而使各分式的分母都相同，这种运算叫做通分．通分时应取原来每个
分式的分母的最低公倍式与它们各系数的最小公倍数之积作公分母．

例 6.6 把
a

2b
,

b

3a2
,

c

4ab
通分．
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解： [2b, 3a2, 4ab] = 12a2b

因此：

a

2b
=

a · 6a2

2b · 6a2
=

6a3

12a2b
b

3a2
=

b · 4b
3a2 · 4b

=
4b2

12a2b
c

4ab
=

c · 3a
4ab · 3a

=
3ac

12a2b

例 6.7 把
2x

x2 − y2
，

3y

x3 + y3
通分．

解：由于：

x2 − y2 = (x+ y)(x− y)

x3 + y3 = (x+ y)(x2 − xy + y2)

∴ [x2 − y2, x3 + y3] = (x− y)(x+ y)(x2 − xy + y2)

因此：

2x

x2 − y2
=

2x(x2 − xy + y2)

(x− y)(x+ y)(x2 − xy + y2)

3y

x3 + y3
=

3y(x− y)

(x− y)(x+ y)(x2 − xy + y2)

练习

1. 不改变分式的值，使分子、分母的最高次幂的系数变为正数．

(a) −2a

−3b

(b) 7x2

−9y2

(c) 1− 3x2 + 2x

7 + 7x− x2

(d) −−x2 − 2x4 + 5

x2 + 2x4 − 5

2. (a) 在什么条件下 3a− 6b

a+ b
= 0

(b) 在什么条件下 2a− b

b− a
= 1

3. 约简下列各分式：
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(a) 8x5y7

−12x3y2

(b) 32p4q3

16p3q4

(c) −6a2b4

−3a4b5

(d) 15m3n4(a+ b)3

18m2n3(a+ b)4

(e) 2(3x− 2y)

3(2y − 3x)

(f) −ab(x+ y)3(x− y)

b(x+ y)2(y − x)2

(g) 3a(x− y)3

15(y − x)3

(h) (a− b)(b− c)(c− a)

(b− a)(a− c)(c− b)

(i) −(x+ y − z)(x− y + z)(x− y − z)

(y + z − x)(y − z + x)(y − z − x)

(j) x2 − y2

x2 − 2xy + y2

(k) 1− x3

x2 − 1

(l) x2 + 9x+ 14

x2 + 8x+ 7
,

(m) 9a4 − 1

6a2b2 + 2b2

(n) a2 + b2 − c2 + 2ab

a2 − b2 + c2 − 2ac

(o) 1 + 3a2 − 3a− a3

(a2 − 2a+ 1) (2a2 − 3a+ 1)

(p) 6x3 + 11x2 − x− 6

12x3 − 8x2 − 27x+ 18

(q) x4 − 2x2 − 3x− 2

2x4 − 4x3 + 2x− 4

(r) x3 + x2 − 5x− 2

x3 + 2x2 − 2x− 1

4. 通分

(a) z

10x2y3
,

y

10x3z2

(b) c

−2ab
,

b

3ac
,

a

5bc

(c) 4

3y
,

y − 1

−2y2
,

y2 − 1

4y3

(d) 3b

5a
,

−2c

3b
,

5a

−2c

(e) 1

(a− b)(a− c)
,

1

(b− c)(b− a)
,

1

(c− a)(c− b)

(f) x

x− y
,

y

x+ y
,

2

y2 − x2

(g) a− 1

a+ 1
, −1 + a

1− a
,

a2 + 1

a2 − 1

(h) 2y − 3

2y2 − 3y − 2
,

y − 2

4y2 + 8y + 3

(i) 1

x3 − 3x2 + 2x
,

2

x4 − x2
,

−1

x2 + x− 2

(j) 1

x3 − 6x2 + 11x− 6
,

1

2x3 − 7x2 + 7x− 2
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5. 约简 F (x) =
6x2 − 12x+ 6

x3 − 3x2 + 3x+ 1
问 x 取何整数值，能使 F (x) 的

值是正整数．

二、分式的运算

分式的四则运算法则和分数的四则运算法则是一样的．

（一）分式的加减法

同分母的分式相加（减），只要把分子相加（减）作为分子，分母不变，并
把结果化简；异分母的分式相加（减），就要先进行通分，再转化为同分母分式
的相加（减）．

列 1. 测 2 m1 原式

=
2

x
− x− 3

2(x+ 1)2
+

1

2(x+ 1)
− 2(2x+ 1)

x(x+ 1)2

=
2 · 2(x+ 1)2

2x(x+ 1)2
− (x− 3) · x

2x(x+ 1)2
+

x(x+ 1)

2x(x+ 1)2

− 2(2x+ 1) · 2
2x(x+ 1)2

例 6.8 计算: x+ 3y

x2 − y2
− x+ 2y

x2 − y2
+

2x− 3y

x2 − y2

解：

原式 =
x+ 3y − (x+ 2y) + (2x− 3y)

x2 − y2

=
2x− 2y

x2 − y2
=

2(x− y)

(x+ y)(x− y)

=
2

x+ y

例 6.9 计算: 2

x
− x− 3

2x2 + 4x+ 2
+

1

2x+ 2
− 4x+ 2

x(x+ 1)2
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解：

原式 =
2

x
− x− 3

2(x+ 1)2
+

1

2(x+ 1)
− 2(2x+ 1)

x(x+ 1)2

=
2 · 2(x+ 1)2

2x(x+ 1)2
− (x− 3) · x

2x(x+ 1)2
+

x(x+ 1)

2x(x+ 1)2
− 2(2x+ 1) · 2

2x(x+ 1)2

=
4(x+ 1)2 − (x− 3)x+ x(x+ 1)− 4(2x+ 1)

2x(x+ 1)2

=
4x2 + 4x

2x(x+ 1)2
=

4x(x+ 1)

2x(x+ 1)2
=

2

x+ 1

例 6.10 化简：
1

(a− b)(a− c)
+

1

(b− c)(b− a)
+

1

(c− a)(c− b)

分析： ∵ a− c = −(c− a), b− a = −(a− b), c− b = −(b− c),
∴ (a− c, b− a, c− b) = (a− b)(b− c)(c− a).

解：

原式 = − 1

(a− b)(c− a)
− 1

(b− c)(a− b)
− 1

(c− a)(b− c)

=
−(b− c)− (c− a)− (a− b)

(a− b)(b− c)(c− a)

=
−b+ c− c+ a− a+ b

(a− b)(b− c)(c− a)

= 0

例 6.11 计算
a3

a− 1
− a2 − a− 1

分析： −a2 − a− 1 = −(a2 + a+ 1)．一个分式和一个整式的代数和，可以把

整式 a2 + a+ 1 当作
a2 + a+ 1

1
．

解：

原式 =
a3

a− 1
− a2 + a+ 1

1

=
a2

a− 1
− (a2 + a+ 1)(a− 1)

a− 1

=
a3 − (a3 − 1)

a− 1

=
1

a− 1



346 第六章 分式与根式

例 6.12 计算：
x2 − 1

x4 + x2 − 2x
+

2x2 + 3x− 2

2x3 + x2 + 3x− 2

分析：由余式定理得 x− 1 是第一个分式的分子、分母的公因式，将此分式约
简：

x2 − 1

x4 + x2 − 2x
=

(x+ 1)(x− 1)

(x− 1)(x3 + x2 + 2x)
=

x+ 1

x3 + x2 + 2x

由余式定理得 2x− 1 是第二个分式的分子、分母的公因式，将此分式约简：

2x2 + 3x− 2

2x3 + x2 + 3x− 2
=

(x+ 2)(2x− 1)

(2x− 1)(x2 + x+ 2)
=

x+ 2

x2 + x+ 2

解：

原式 =
x+ 1

x3 + x2 + 2x
+

x+ 2

x2 + x+ 2

=
x+ 1

x(x2 + x+ 2)
+

x(x+ 2)

x(x2 + x+ 2)

=
x2 + 3x+ 1

x(x2 + x+ 2)

例 6.13 已知 a+b+c = 0，求证：
1

b2 + c2 − a2
+

1

c2 + a2 − b2
+

1

a2 + b2 − c2
= 0

分析：利用已知条件 a+ b+ c = 0，使各个分母化简．

证明：由于：

1

b2 + c2 − a2
=

1

b2 + c2 − (b+ c)2
= − 1

2bc

1

c2 + a2 − b2
=

1

c2 + a2 − (c+ a)2
= − 1

2ac

1

a2 + b2 − c2
=

1

a2 + b2 − (a+ b)2
= − 1

2ab

因此：

1

b2 + c2 − a2
+

1

c2 + a2 − b2
+

1

a2 + b2 − c2

= − 1

2bc
− 1

2ac
− 1

2ab

= −a+ b+ c

2abc
= 0
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练习

1. 计算下列各式的值：

(a) a2 − 2a+ 1

a2 + a+ 1
− a2 + 3a− 3

a2 + a+ 1
+

5a− 4

a2 + a+ 1

(b) 1

m4n3
+

2

m3n4

(c) 5a

6b2c
− 7b

12ac2
+

11c

8a2b

(d) 1

2a− b
+

1

2a+ b

(e) 2x

a− b
− x

b− a

(f) 2

x− y
− x+ y

(y − x)2

(g) a− b+
2b2

a+ b

(h) y3

x− y
+ x2 + xy + y2

2. 计算下列各式：

(a) 1

(x− 3)(2− x)
+

1

(x− 2)(3− x)

(b) 1

x2 − 3x+ 2
+

1

x2 − 5x+ 6
+

1

4x− x2 − 3

(c) (a+ b)2

(a− b)(b− c)
+

6ab

(b− a)(b− c)
− a2 + b2

(a− b)(c− b)

(d) x2 − 4

x3 − 3x2 − x+ c
− 3x2 − 14x− 5

3x3 − 2x2 − 10x− 3

（二）分式的乘法

两个分式相乘时，分子的乘积作为积的分子，分母的乘积作为积的分母，再
把结果化简．即：

f(x)

g(x)
· h(x)
q(x)

=
f(x) · h(x)
g(x) · q(x)

例 6.14 计算：
a2 − b2

a2 + ab+ b2
× a− b

a3 + b3

解：

原式 =
(a2 − b2) (a− b)

(a2 + ab+ b2) (a3 + b3)

=
(a+ b)(a− b)2

(a2 + ab+ b2) (a+ b) (a2 − ab+ b2)

=
(a− b)2

a4 + a2b2 + b4



348 第六章 分式与根式

例 6.15 计算：(xy2 − 2xy + x) · y
3 + 1

y3 − y

解：

原式 =
x(y2 − 2y + 1)

1
· y3 + 1

y(y2 − 1)

=
x(y − 1)2(y + 1)(y2 − y + 1)

y(y + 1)(y − 1)

=
x(y − 1)(y2 − y + 1)

y

例 6.16 计算：
(
x2 + x+ 1

x2 − 2x+ 1
− x3 + 1

(x− 1)3

)
· (x2 − 2x+ 1)

解：

原式 =

(
x2 + x+ 1

(x− 1)2
− x3 + 1

(x− 1)3

)
· (x− 1)2

=
(x2 + x+ 1)(x− 1)− (x3 + 1)

(x− 1)3
· (x− 1)2

=
(x3 − 1)− (x3 + 1)

x− 1
= − 2

x− 1

（三）分式的除法

两个分式相除时，把除式的分子、分母颠倒后与被除式相乘即可．即：

f(x)

g(x)
÷ h(x)

q(x)
=
f(x)

g(x)
× q(x)

h(x)
=
f(x) · q(x)
g(x) · h(x)

例 6.17 计算：
x2 − 1

x2 + 1
÷ x2 − 1

x4 − 1

解：

原式 =
x2 − 1

x2 + 1
× x4 − 1

x2 − 1

=
(x2 − 1) (x2 + 1) (x2 − 1)

(x2 + 1) (x2 − 1)

= x2 − 1

例 6.18 计算：
x3 − y3

x2 + y2
÷ (x− y)



第一节 分式与分式方程 349

解：

原式 =
x3 − y3

x2 + y2
× 1

x− y

=
(x− y) (x2 + xy + y2)

x2 + y2
× 1

x− y

=
x2 + xy + y2

x2 + y2

例 6.19 计算
(
1

a
+

1

b

)
÷
(
1

a
− 1

b

)
解：

原式 =
b+ a

ab
÷ b− a

ab

=
b+ a

ab
× ab

b− a

=
b+ a

b− a

例 6.20 化简：

2(1− x)

1 + x
+

(1− x)2

(1 + x)2
+ 1

2(1 + x)

1− x
+

(
1 + x

1− x

)2

+ 1

说明：这是一个分子、分母都是分式的繁分式，实际上就是两个分式相除．可
以先把它们分别化简后，再进行除法运算．

解：

原式 =

2(1− x)(1 + x) + (1− x)2 + (1 + x)2

(1 + x)2

2(1 + x)(1− x) + (1 + x)2 + (1− x)2

(1− x)2

=
[(1 + x) + (1− x)]2

(1 + x)2
÷ [(1 + x) + (1− x)]2

(1− x)2

=
[(1 + x) + (1− x)]2

(1 + x)2
× (1− x)2

[(1 + x) + (1− x)]2

=
(1− x)2

(1 + x)2
=

(
1− x

1 + x

)2
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练习

1. 计算下列各式

(a) 3ab

4xy
÷ 10x2y

21a2b

(b) 8a2b4 ·
(
− 3a

4b3

)
(c) (a− b)2

ab
÷ (a− b),

(d)
(
3a2b

−2c3

)3

(e) a2 − x2

4ax
÷ x− a

8x

(f) x2 − x

x− 3
÷ x2 − x3

3− x

(g) (x2 − 6x+ 9)÷ x2 − 9x+ 18

x+ 3

(h) a+ x

(m+ n)2
· x

2 − y2

12
· m+ n

n−m
· 6 (m

2 − n2)

x+ y

2. 化简：

(a)
c

b
a

(b) c

b

a

(c)
a− 1

a
a− 1

(d)
P + 2− 1

P + 2

P + 2 +
1

P + 2

3. 化简：G(a) =
1− 4a+ 1

a+ 1
a

, 问 a 取何整数值时, G(a) 等于正整数．

三、分式方程

如果方程式中含有分式，那么这样的方程，叫做 分式方程，例如
2

x
= 1,

y+1+
2

y
=

y2

y − 1
, 5

x− 1
=

1

x+ 3
等，都是分式方程．如果 x 是未知数，a 表

示一个非零常数，那么
x

a
+ x = 1，就不是分式方程．

解分式方程主要是设法把原方程变形为整式方程，也就是在方程两边乘以
同一个含有未知数的整式．这个整式一般是分母的最低公倍式．

例 6.21 解方程
5

x− 1
=

1

x+ 3
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解：两边乘以分母的最低公倍式：(x− 1)(x+ 3), 并约简得：

5(x+ 3) = x− 1

解整式方程：4x = −16 ⇒ x = −4

验根：把 x = −4 分别代入原方程两边．

左式 =
5

−4− 1
= −1

右式 =
1

−4 + 3
= −1

∵ 左 =右
∴ 原方程的解集是：{−4}．

例 6.22 解方程：
1

x+ 2
+

4x

x2 − 4
= 1 +

2

x− 2

解：原方程就是：
1

x+ 2
+

4x

(x+ 2)(x− 2)
= 1 +

2

x− 2
两边乘以分母的最低公倍式 (x+ 2)(x− 2), 并约简得：

(x− 2) + 4x = (x+ 2)(x− 2) + 2(x+ 2)

解整式方程 x2 − 3x+ 2 = 0, ∴ x1 = 1, x2 = 2

验根：把 x = 1 代入原方程两边：

右式 =
1

1 + 2
+

4

1− 4
=

1

3
− 4

3
= −1

左式 = 1 +
2

1− 2
= 1− 2 = −1

∴ x = 1 是原方程的根．
把 x = 2 代入原方程时，由于分母 x − 2 = 0, x2 − 4 = 0，就是说：当

x = 2 时原方程没有意义，所以 x = 2 不是原方程的根，应舍去它．
因此：原方程的解集是 {1}．
从以上两例可以看出：分式方程的两边乘以同一个含有未知数的整式，并

进行约简，就得到一个新的整式方程．这个整式方程的根，可能是原分式方程
的根，也可能不是原分式方程的根．而这里不适合原方程的根，就叫做原方程
的增根，验根后应该舍去（例如，在例 6.22 中的 x = 2 就是增根）．
我们不禁要问：解分式方程的过程中，为什么可能增根呢？
先观察例 6.22, 原分式方程未知数 x 的可取值范围是 x ̸= ±2 的一切实数，

整式方程 x2 − 3x + 2 = 0 的 x 可取值范围扩大为一切实数，这样解整式方程
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得到的根 x1 = 1, 恰好在原方程 x 的可取值范围内，所以适合原方程，是原方
程的根．而另一根 x2 = 2, 恰好在原方程 x 可取值范围外，所以不适合原方程，
是原方程的增根．

再观察例 6.21, 原分式方程未知数 x 的可取值范围是 x ̸= 1 且 x ̸= −3 的
一切实数，整式方程 5(x+ 3) = x− 1 的 x 可取值范围扩大为一切实数，但这
个整式方程的根 x = −4, 恰好在原分式方程的可取值范围内，所以是原方程的
根．

解分式方程过程中，由于原方程两边乘以含有未知数的整式，约简而得到
一个整式方程．这样就扩大了未知数的可取值范围，自然就有产生增根的可能．
但是，增根并不可怕，只要通过检验，就可以鉴别出来把它舍去．所以，解分
式方程是必须进行验根的．

仔细观察、分析，不难发现：分式方程的增根，都正好是“使原方程中的一
些分母的值为零”的未知数值．因此，解分式方程时，比较简捷的验根的方法
是：把整式方程的根，逐个代入分母的最低公倍式中，如果其值不等于零，则
是原方程的根；如果其值等于零，则它是原方程的增根，要舍去．

例 6.23 试求一个正实数 x 满足下述条件：x =
1

x− 1

解：方程两边乘以 x− 1，并约简得 x(x− 1) = 1．

解整式方程：x2 − x− 1 = 0，

∴ x1 =
1

2
+

√
5

2
, x2 =

1

2
−

√
5

2
．

验根：把 x1 =
1

2
+

√
5

2
代入 x − 1，其值不等于零．把 x2 =

1

2
−

√
5

2
代

入 x− 1，其值不等于零．

∴ 原方程的解集是：
®
1

2
+

√
5

2
,
1

2
−

√
5

2

´
但 ∵ 1

2
−

√
5

2
< 0，不合题意应舍去．

∴ 所求正实数是：
1

2
+

√
5

2
．

综合以上各例，可以概括出解分式方程的一般步骤是：

1. 方程两边乘以分母的最低公倍式，并约简变形为整式方程．

2. 解整式方程．

3. 验根：把整式方程的根分别代入原方程分母的最低公倍式中去．如果其值
不等于零，则是原方程的根；如果其值等于零，则是原方程的增根，要舍
去．
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练习

解下列方程：

1. 5

y
=

3

y − 2

2. 1− 1

x− 4
=

5− x

x− 4

3. 1 +
1

x− 4
=

5− x

x− 4

4. 2

1− x2
=

1

1 + x
+ 1

例 6.24 解方程：
2

1 + x
− 3

1− x
=

6

x2 − 1

解：原方程就是
2

x+ 1
+

3

x− 1
=

6

(x+ 1)(x− 1)
方程两边乘以 (x+ 1) · (x− 1)，并约简得：

2(x− 1) + 3(x+ 1) = 6

解整式方程

2x− 2 + 3x+ 3 = 6

5x = 5

x = 1

验根：把 x = 1 代入 (x+ 1) · (x− 1) 所得的值等于零．
∴ x = 1 是增根（舍去），
∴ 原方程的解集是空集 ∅．

例 6.25 解方程
3

x− 2
− 4

x− 1
=

1

x− 4
− 2

x− 3

分析：如果开始就乘以分母的最低公倍式，这样很复杂，所以先采取方程两边
分别通分，这样比较简便．
解：方程两边分别通分得：

3x− 3− 4x+ 8

(x− 1)(x− 2)
=
x− 3− 2x+ 8

(x− 3)(x− 4)

−x+ 5

(x− 1)(x− 2)
=

−x+ 5

(x− 3)(x− 4)

方程两边乘以 (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)，得：

(−x+ 5)(x− 3)(x− 4) = (−x+ 5)(x− 1)(x− 2) (6.1)

即：
(−x+ 5)[(x2 − 7x+ 12)− (x2 − 3x+ 2)] = 0
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解整式方程 (−x+ 5)(−4x+ 10) = 0

∴ x1 = 5, x2 =
5

2

验根：把 x1 = 5, x2 =
5

2
分别代入分母的最低公倍式中，很明显其值都

不等于零．

∴ 原方程的解集是
ß
5,

5

2

™
．

注意：如果在方程 (6.1)的两边除以 −x+5,那么就会丢失 x = 5这一个根，所
以在解方程的过程中，如果方程两边除以含有未知数的整式，那末原方程就有
丢根的可能，丢根是不易找回来的，因此在解方程的过程中，要尽量避免进行
这种变形．

练习

解下列方程：

1. x =
1

x− 1

2. 10x

2x− 1
+

5

1− 2x
= 2

3. 1

1− y
+

3y − y2

y2 − 1
= 0

4. 1

t+ 2
+

1

t+ 7
=

1

t+ 3
+

1

t+ 6

在解有些分式方程的过程中，如果利用换元法，引进一个辅助未知数，那
末，就可以得到一个容易解的方程，使解法简化．

例 6.26 解方程
(x− 1)2

x
+

x

(x− 1)2
= 2

解：设
(x− 1)2

x
= y，则

x

(x− 1)2
=

1

y

代入原方程就是 y +
1

y
= 2，两边乘以 y，并约简得

y2 + 1 = 2y ⇒ y2 − 2y + 1 = 0

解这个方程，得：y = 1．

把 y = 1 代入
(x− 1)2

x
= y，得：

(x− 1)2

x
= 1 (6.2)

两边乘以 x，并约简得：
(x− 1)2 = x (6.3)

即：x2 − 3x+ 1 = 0
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∴ x1 =
3

2
+

√
5

2
, x2 =

3

2
−

√
5

2
．

把 x1, x2 分别代入方程 (6.2) 的分母中，其值不等于零．

∴ 原方程的解集是
®
3

2
+

√
5

2
,
3

2
−

√
5

2

´
说明：解上例的过程中，由方程 (6.2) 到方程 (6.3) 有产生增根的可能，所以只
要把 x1, x2 代入方程 (6.2) 验根就可以．

例 6.27 解方程
1

a
+
a

x
=

1

b
+
b

x
(a ̸= b)

解：方程两边乘以 abx 得：

bx+ a2b = ax+ ab2

解整式方程 (b− a)x = ab(b− a)

∵ a ̸= b, ∴ b− a ̸= 0

∴ x = ab．
验根：把 x = ab 代入 abx 得 a2b2．
∵ a ̸= 0, b ̸= 0 (如果 a = 0, b = 0, 那么原方程无意义）．
∴ a2b2 ̸= 0

∴ 原方程的解集是 {ab}．

练习

解下列方程：

1. a+ b

x
− a

b
= 1 (a+ b ̸= 0)

2. 1

x
− 1

a
− 1

b
=

1

x− a− b
(a+ b ̸= 0)

3. 在 1

R
=

1

r
− 1

r − r1
中，已知 R, r1，求 r．（其中各字母表示正数，

r1 > 4R）

例 6.28 某公社原计划要在一定的日期里开垦荒地 960亩，如果实际每天比原
计划多开垦 40 亩，可提前 4 天完成原计划．求原计划一天开垦荒地的亩数和
完成的天数．

分析：这个应用题中的数量关系，可列表如下：

工作总量 一天的工作量 所需天数

原计划工作情况 960 亩 x 亩 960
x

实际工作情况 960 亩 (x+ 40) 亩 960
x+40
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原计划需要的天数 =实际需要天数+ 4(天)

解：设原计划每天开垦荒地 x 亩，则原计划需要
960

x
（天）完成，实际每天开

垦荒地 (x+ 40) 亩，实际需要
960

x+ 40
（天）

按题意得：
960

x
=

960

x+ 40
+ 4

两边乘以 x(x+ 40), 得：

960(x+ 40) = 960x+ 4x(x+ 40)

整理得：x2 + 40x− 9600 = 0

∴ x1 = 80, x2 = −120

检验：x1 = 80 是原方程的根．x2 = −120 是原方程的根，但不合题意，应
舍去．

又
960

x
=

960

80
= 12(天)

答：原计划每天开垦荒地 80 亩，需要 12 天．

例 6.29 A、B 两地相距 87 公里，甲骑自行车从 A 出发向 B 驶去，经过 30
分钟后，乙骑自行车由 B 出发，用每小时比甲快 4 公里的速度向 A 驶来，两
人在距离 B45 公里的 C 处相遇，求各人的速度．

分析：

A C B

(87− 45) 公里 45 公里

所行距离 速度 时间

甲 (87− 45) 公里 x 公里/小时 87−45
x

乙 45 公里 (x+ 4) 公里/小时 45
x+4

甲自 A 到 C 所需要时间 =乙由 B 到 C 所需要时间+
30

60
小时

解：设甲每小时行 x 公里，则乙每小时行 (x+ 4) 公里，按题意：

87− 45

x
=

45

x+ 4
+

30

60
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两边乘以 2x(x+ 4) 得：

2× 42(x+ 4) = 2× 45x+ x(x+ 4)

x2 + 10x− 336 = 0

∴ x1 = 14, x2 = −24

检验：x = 14 是原方程根，x = −24 是原方程根，但不合题意，舍去．

x+ 4 = 14 + 4 = 18

答：甲每小时行 14 公里，乙每小时行 18 公里．

例 6.30 甲乙两个工程队合做一项工程，两队合做两天后，由乙队单独做 1 天
就完成了全部工程．已知乙队单独做所需的天数是甲队单独做所需天数的 1

1

2
倍．求甲、乙两队单独做各需多少天？

解：设甲队独做 x 天完成，乙队独做
3

2
x 天完成，则甲每天工作量是

1

x
，乙每

天工作量是
1
3
2
x
，甲、乙两队合做一天的工作量是

1

x
+

1
3
2
x
；合做两天的工作量

是 2

(
1

x
+

1
3
2
x

)
．

按题意得：

2

(
1

x
+

1
3
2
x

)
+

1
3
2
x
= 1

就是
2

x
+

4

3x
+

2

3x
= 1

方程两边乘以 3x 得：

6 + 4 + 2 = 3x

3x = 12

x = 4

经检验，x = 4 是原方程的根．又
3

2
x = 6．

答：甲独做 4 天完成任务，乙独做 6 天完成任务．

练习

1. 甲、乙两个车工，各车 1500 个螺丝．乙改进了操作方法，生产效
率提高到甲的 3 倍，因此比甲少用 20 个工时完成任务．他们每小
时各车多少个螺丝？
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2. 甲、乙两个车站相距 96 公里，快车和慢车同时从甲站开出，1 小
时后，快车在慢车前 12公里，快车比慢车早 40分钟到达乙站．快
车和慢车的速度各是多少？

3. 甲、乙、丙三人合做一件工作 12 天完成，已知甲 1 天完成的工作，
乙须要 2 天，两须要 3 天，问三人单独完成．这件工作，各需要多
少天？

习题 6.1

1. 下列各分式在什么条件下无意义：

(a) 1

2x− 3

(b) x− y

x+ y

(c) x

x4 + 1

(d) 2x− 1

x2 − 2

2. 当 x 取何值时，分式
x− 2

(1− x)(x+ 3)

(a) 没有意义；

(b) 分式值等于 0;

(c) 分式值等于 1.

3. 分式 a+ 3

a− 4
和

(a+ 3)(a− 3)

(a− 4)(a− 3)
的值是不是永远相等？

4. 先化简下列各式，再求它的值．

(a) 3a2 − ab

8a2 − 6ab+ b2
, 其中 a = −2

3
, b =

1

2

(b) 75(x− 2y)3(2x− y)2

15(y − 2x)2(2y − x)
, 其中 x = 4.5, −y = 1.7

5. 计算下列各式：

(a) a

a2 − 1
+

a2 + a− 1

a3 − a2 + a− 1
+

a2 − a− 1

a3 + a2 + a+ 1
− 2a3

a4 − 1

(b) a− a2 − b2

a
+
a2 + b2

a
− b

(c) 1

x− 2
+

2

x+ 1
− 2

x− 1
− 1

x+ 2
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(d) 1

1− x
+

1

1 + x
+

2

1 + x2
+

4

1 + x4

(e) x2 + 7x+ 12

x2 − 8x+ 15
÷ x2 + 3x− 4

x2 − 5x+ 6
÷ x2 + x− 6

x2 − 4x− 5

(f) (a− b)2

a2 − ab+ b2
· a3 + b3

(a− b)x2
÷ b2 − a2

x2

(g) x

x− 1
+

x

x+ 1
− x+ 1

x3 − 1
÷ 1

x2 + x+ 1

(h)
(
x− 1 +

1

x

)
÷ x2 − x+ 1

x

(i)
(
1 +

a

x
+
a2

x2

)(
1− a

x

)
− 2x3 − a3

x3

(j)
(
x

y
− y

x

)
÷
(
x

y
+
y

x
− 2

)
÷ x

x− y

6. 化简 F (x) = − 1

1− 1 + x

x− 1

x

，又 x 取何值能使 F (x) 的值等于 2？F (x) 的

值能等于 1 吗？为什么？

7. 解下列各方程：

(a) 1− 3x

1 + 3x
+

3x+ 1

3x− 1
=

12

1− 9x2

(b) 7

x2 + x
− 1

x− x2
=

6

x2 − 1

(c) 5 +
96

x2 − 16
=

2x− 1

x+ 4
− 3x− 1

4− x

(d) 1

x+ 2
− 1

x+ 4
=

1

x+ 3
− 1

x+ 1

(e)
(
x+

1

x

)2

− 9

2

(
x+

1

x

)
+ 5 = 0

(f) x2 + 3x+ 1

4x2 + 6x− 1
− 3 (4x2 + 6x− 1)

x2 + 3x+ 1
− 2 = 0

8. 解下列关于 x 的方程：

(a) x+
1

x
= a+

1

a

(b) 1

b+ x
=

3b

2x2
− 1

x

(c) x+m

x− n
+
x+ n

x−m
= 2 (n+m ̸= 0)
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(d) 2x

x+ b
+

x

x− b
=

b2

4x2 − 4b2

9. 解下列应用题：

(a) 甲组人数比乙组人数多 10 人，甲、乙两组人数的比是 5

4
，求两组人

数．

(b) 甲做 90 个机器零件所用的时间和乙做 120 个机器零件所用的时间
相同，已知两人每小时一共做 35 个机器零件，两人每小时各做多少
个？

(c) 马车后轮周长比前轮周长大 20 厘米，行了 2500 米时，前轮比后轮
多转了 60 转．求前后轮的周长各等于多少米？（精确至 0.01 米）

(d) 一辆汽车原定在若干小时内以某一定的速度到达相距 300 里的目的
地，如果每小时加快 10 里，那么可以早到 1

1

2
小时．求原定的速度．

(e) 甲组的工作效率比乙组高 25%, 因此甲组加工 2000 个零件所用的时
间比乙组加工 1800 个零件所用的时间还少 30 分钟．甲，乙两组每
小时各能加工多少个零件？

(f) 某工厂有一个水池，上面装有甲、乙两个水管，如果把两个水管都打
开，1 小时 20 分就可以把水池注满，若打开甲管 10 分钟和打开乙
管 12 分钟，就可以注满水池的 2

15
，求单独一个水管注满水池各需

多少时间？

(g) 汽船顺流、逆流各走 48 公里，共经 5 小时．如果水流速度每小时 4
公里，求汽船在静水中的速度．

(h) 一架飞机顺风飞行 1380 公里和逆风飞行 1020 公里所需的时间相等，
已知这架飞机的速度是每小时 300 公里．求风的速度．

第二节 二次根式与根式方程

我们已经学习过平方根，也就是如果 x2 = a, 那么 x 叫做 a 的二次方根，
简称平方根．正数的平方根是两个相反的数，记作 ±

√
a; 0 的平方根是 0; 负数

在实数范围内没有平方根．
正数的正平方根叫做算术平方根；零的算术平方根是零，记作

√
0 = 0．

一、二次根式和二次根式的变形

表示平方根的式子，叫做二次根式．
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例如：
√
3, −2

√
7, −

√
x (x ≥ 0),

√
b2 + 1 等都是二次根式．

由第三章学过的平方根与算术平方根的意义，可以得到二次根式的基本性
质：

1. (
√
a)

2
= a (a ≥ 0)

2.
√
a2 = |a| =

 a, a ≥ 0

−a, a < 0

3.
√
a · b =

√
a ·

√
b (a ≥ 0, b ≥ 0)

4.
…
a

b
=

√
a√
b

(a ≥ 0, b > 0)

利用二次根式的基本性质，可以进行化简．

例 6.31 化简
√
(x− 2)2

解： »
(x− 2)2 = |x− 2| =

 x− 2, x ≥ 2

2− x, x < 2

例 6.32 化简
√
x2 − 2xy + y2

解： √
x2 − 2xy + y2 =

»
(x− y)2 = |x− y|

=

 x− y, x ≥ y

y − x, x < y

例 6.33 化简
√
(x2 + 1)2

解：
√
(x2 + 1)2 = x2 + 1

例 6.34 如果 a、b 为非负实数，试化简下列各式：
√
a4,

√
0.01a2b6,

√
a2n

（n 是自然数）．
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解：

1.
√
a4 =

√
(a2)2 = a2

2.
√
0.01a2b6 =

√
(0.1ab3)2 = 0.1ab3

3.
√
a2n =

√
(an)2 = an

从例 6.34可见，如果被开方数中的字母与数字因数都为非负实数，那么当
被开方数的指数是偶数的时候可以化去根号．

练习

1. 回答下列各题：

(a) 289 的平方根等于什么？

(b) 0 的平方根等于什么？

(c) 361 的算术平方根等于什么？

(d)
…

144

169
等于什么？

(e) −
√
0.0064 等于什么？

(f) −0.01 有没有平方根？

2. 化简下列各式：

(a)
√
(−3)2

(b)
√
x2

(c)
√
(a− 1)2

(d) x2 − 6x+ 9

3. (a) 如果
√
a2 = −a, a 是怎样的数？

(b) 式子
√
−a 在什么条件下有意义（在实数范围内）？

4. x 取何值下列各式有意义？

(a)
√
x− 3

(b)
√
x+ 4

(c)
√
a2 + 1

(d)
√
−x2

5. 如果 x, y 是非负实数，化去下列各式的根号．

(a)
√
0.04x2y4
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(b)
√
121x4y6

(c)
…

1

16
x6y8

(d)
√
x2ny4m (n,m 为自然数)

应当指出，如果没有特殊说明，根号内的字母取值，都要使二次根式有意
义．
利用二次根式的基本性质，还可以进行二次根式的变形．

（一）因式的外移和内移

如果在二次根式的根号内，有的因式能够开得尽，那么，就可以用它的算
术根代替而移到根号外面；反过来，也可以将根号外面的正因式，平方以后移
到根号里面去．
如果被开方数是代数和的形式，那么先分解因式，变形为积的形式，再移

因式到根号外面来．

例 6.35 把下列各根号内的因式移到根号外面来．

1.
√
x5

2.
√
8a3b2 (b ≥ 0)

3.
√
a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

4.
…

c

a2b2
(a > 0, b > 0)

解：

1.
√
x5 =

√
x4 · x =

√
x4 ·

√
x = x2

√
x

2.
√
8a3b2 =

√
4a2b2 · 2a =

√
4a2b2 ·

√
2a = 2ab

√
2a

3.
√
a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3 =

√
(a+ b)3 = (a+ b)

√
a+ b

4.
…

c

a2b2
=

√
c√

a2b2
=

√
c

ab
=

1

ab

√
c

例 6.36 把下列各根号外面的因式移到根号里面去．

2a
√
a, (m− n)

√
m (m− n ≥ 0), −x

√
a (x > 0)

解：

1. 2a
√
a =

√
(2a)2 · a =

√
4a3
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2. (m− n)
√
m =

√
(m− n)2 ·m

3. −x
√
a = −

√
ax2

这里要注意，−x
√
a =

√
a(−x)2 =

√
ax2 是不正确的，因为 −x < 0, 不能

进行内移．

（二）化去根号内的分母

在根号内的分母中，如果有开得尽的因式，就可以用它的算术根代替而移
到根号外面；如果有开不尽的因式，就可以利用分式的基本性质，将分子、分
母乘以同一个适当的非零代数式，使分母的各因式都能开得尽，从而用其算术
根代替，并移到根号外面，使根号里面不含有分母．

例 6.37 化去根号里面的分母…
3

50
,

…
c

a2b
(a > 0, b > 0),

 
(a+ b)2

a2 − b2
(a > b)

解：

1.
…

3

50
=

…
3× 2

50× 2
=

√
6√

100
=

1

10

√
6

2.
…

c

a2b
=

1

a

…
bc

b2
=

1

ab

√
bc

3.  
(a+ b)2

a2 − b2
=

 
(a+ b)2

(a+ b)(a− b)

=

 
a+ b

a− b

=

 
(a+ b)(a− b)

(a− b)2

=

√
a2 − b2√
(a− b)2

=
1

a− b

√
a2 − b2
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练习

1. 把下列根号内的因式移到根号外面来：

(a)
√
27

(b)
√
98

(c)
√
0.32

(d)
√
0.0003

(e)
√
x3

(f)
√
16a

(g)
√
121a4

(h)
…
x2y

16
(x ≥ 0)

(i)
√
x2 + 6x+ 9 (x ≥ 3)

(j)
√
x3 + 6x2 + 12x+ 8

2. 把下列各根号外面的因式移到根号里面去：

(a) 5
√
2

(b) 2
√
7

(c) x√y (x ≥ 0)

(d) 2

5

√
a

(e) 2m
√
mn (m ≥ 0)

(f) 3x

…
y

3x
(x > 0)

3. 化去根号里面的分母．

(a)
…
1
1

2

(b) a
…
a

b
(b > 0)

(c)
…
a3y

b4z3
(a ≥ 0, b > 0)

(d) (x+ y)

 
1

x+ y
(x+ y > 0)

(e) 4a

3m

…
3m

2a
(a > 0)

(f) (m− n)

…
m+ n

m− n
(m− n > 0)

二、最简二次根式与同类根式

如果一个二次根式具备下列两个条件称为最简二次根式．

1. 被开方数每一个因数的指数都小于开方次数 2；
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2. 根号内不含分母．

如根式
√
2a, 3

√
a2 + b2,

√
4x2 + 1 等都是最简二次根式；如

√
a3b,

…
b

3a
等就不是最简二次根式．

例 6.38 把下列根式化成最简根式．

1.
√
4x3y5 (x ≥ 0)

2.
√
8x3y4 (x ≥ 0)

3. xy
 (

1

x
+

1

y

)
(x+ y) (x > 0, y > 0).

解：

1.
√
4x3y5 = 2xy2

√
xy

2.
√
8x3y4 = 2xy2

√
2x

3.

xy

 (
1

x
+

1

y

)
(x+ y) = xy

 
(x+ y)2

xy

= xy

 
(x+ y)2xy

x2y2

= (x+ y)
√
xy

如果几个二次根式化成最简根式以后，被开方数相同，那么这几个二次根
式叫做同类根式．

例如：2
√
5、

1

3

√
5、a

√
5 等都是同类根式；而

√
2 与

√
3、

√
x 与 √

y、
√
a

与
√
7a 等都不是同类根式．

例 6.39 把下列各根式化为最简根式，并指出哪些是同类根式？

√
2,

√
75,

…
1

50
,

…
1

27
,

√
3

2

3

√
8ab3 (b > 0), 6b

…
a

2b
(b > 0)
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解：由于：
√
75 =

√
25× 3 = 5

√
3…

1

50
=

1

50

√
25× 2 =

1

10

√
2…

1

27
=

1

27

√
9× 3 =

1

9

√
3

2

3

√
8ab3 =

2

3
× 2b

√
2ab =

4b

3

√
2ab

6b

…
a

2b
=

6b

2b

√
2ab = 3

√
2ab

因此：
√
2 与

…
1

50
、
√
75 与

…
1

27
与

√
3、

2

3

√
8ab3 与 6b

…
a

2b
分别是同类根

式．
同类根式与同类项一样，可以进行合并，通常称为合并同类根式．其方法

也与合并同类项类似，只要先化为最简根式，再运用分配律把同类根式各根号
前的因式相加即可．

例 6.40 合并下列各式中的同类根式：

1.
√
5 +

1

2

√
5 +

1

3

√
5 +

1

6

√
5

2.
√
12−

…
3

4
−
…

1

3

√
18

3. 5
√
ab− x

√
ab+ y

√
ab

解：

1.

原式 =

(
1 +

1

2
+

1

3
+ 6

1

6

)√
5

= 2
√
5

2.

原式 = 2
√
3− 1

2

√
3− 1

3

√
3 + 3

√
2

=

(
2− 1

2
− 1

3

)√
3 + 3

√
2

=
7

6

√
3 + 3

√
2

3.
原式 = (5− x+ y)

√
ab
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练习

1. 把下列各根式化成最简根式：

(a)
√
72

(b)
√
172 − 82

(c)
√
9a3bc3 (a ≥ 0, c ≥ 0)

(d)
…

1

3
+

1

4

(e)
…
y2

x
(y ≥ 0),

(f)
 

(a+ b)4

(a− b)8

(g)
√
x3 − 2x2 + x (x > 1);

(h) ab
…

1

a
+

1

b

2. 下列各组根式是不是同类根式？

(a) 5
√
125 和 3

√
45

(b) 2
√
a3b3c,

1

2

√
4ab5c 和 3

…
c

ab

(c)
√
2x,

√
2a2x3 (a > 0) 和

√
50xy2 (y > 0).

3. 合并下列各式中的同类根式：

(a) 6
√
3 +

√
0.12 +

√
48

(b) 1

2

√
a− 2

√
b+ 4

√
a+ 3

√
b− 3

2

√
a

(c)
√
125 +

…
2

3
− 4

√
216 + 3

…
1

5

(d) 2a
√
3ab2 −

(
b

5

√
27a3 − 2ab

…
3a

4

)
(b > 0)

三、二次根式的运算

二次根式的运算与整式的运算类似．
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（一）加法和减法法则

先把根式化成最简根式，再合并同类根式．

例 6.41 计算
(√

24−
√
0.5− 2

…
2

3

)
−
(…

1

2
−
√
6

)
解：

原式 = 2
√
6− 1

2

√
2− 2

3

√
6− 1

2

√
2 +

√
6

=

(
2− 2

3
+ 1

)√
6−

(
1

2
+

1

2

)√
2

=
7

3

√
6−

√
2

例 6.42 计算
2x

3

√
18x+ 12x ·

…
x

8
− x2
…

2

x3

解：

原式 = 2x
√
2x+ 3x

√
2x−

√
2x

= (2x+ 3x− 1)
√
2x

= (5x− 1)
√
2x

练习

1. 计算下列各式

(a)
√
0.2 +

√
125

(b) 2

…
1

27
− 2

3

…
1

3
+

…
1
1

3

(c)
√
3ax2 −

√
3a3x2

(d)
…

y

3x2
− 1

3

…
y

3

(e)
√
2ab− 2b

…
a

2b

(f) 2
√
25a− 3

√
a2b+ 5

√
36a− 2

√
a2b

(g)
(√

32 +
√
0.5− 2

…
1

3

)
−
(…

1

18
−
√
48

)
(h) (5

√
a− 3

√
25a) + (2

√
35a+ 2

√
9a).
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2. 下列计算是否正确? 为什么?

(a)
√
3 +

√
97 = 103

(b) 5 +
√
3 = 5

√
3

(c)
√
2x+

√
14x =

√
16x = 4

√
x

(d)
√
50 +

√
8

2
=

√
25 +

√
4 = 5 + 2 = 7

由二次根式的基本性质 3、4，反过来运用，就可以得到二次根式的乘、除
法法则．

（二）乘法和除法法则

√
a ·

√
b =

√
ab (a ≥ 0, b ≥ 0),

√
a√
b
=

…
a

b
(a ≥ 0, b > 0)

并化为最简根式．一般地，还可以写成以下公式：

m
√
a · n

√
b = mn

√
ab

m
√
a÷ n

√
b =

m
√
a

n
√
b

=
m

n

…
a

b

并将结果化为最简二次根式．

例 6.43 计算下列各式：

1.
√
4x3 ·

…
3x

2

2. 3
√
5a · 4

√
10b

3.
(
√
xy + 2

…
y

x
−
…
x

y
+

 
1

xy

)
· √xy

解：

1.
√
4x3 ·

…
3x

2
=

…
4x3 · 3x

2
=

√
6x4 = x2

√
6

2. 3
√
5a · 4

√
10b = 3× 4

√
50ab = 12×

√
2ab = 60

√
2ab

3.
(
√
xy + 2

…
y

x
−
…
x

y
+

 
1

xy

)
· √xy = xy + 2y − x+ 1
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例 6.44 计算下列各式：

1.
(
3
√
2− 2

√
3
) (

7
√
2 + 5

√
3
)

2.
(
6
√
3 + 3

√
6
)2

3.
(
x
√
a− y

√
b
)2

解：

1. 原式 = 42− 14
√
6 + 15

√
6− 30 = 12 +

√
6

2. 原式 =
(
6
√
3
)2
+2·6

√
3·3

√
6+
(
3
√
6
)2

= 108+108
√
2+54 = 162+108

√
2

3. 原式 = ax2 + by2 − 2xy
√
ab

例 6.45 计算下列各式：

1.
(√

7 +
√
3
)
·
(√

7−
√
3
)

2.
(√

xy −
√
ab
)
·
(√

xy +
√
ab
) 3.

(
4

…
a

2
+ 6

…
b

4

)
·
(√

8a− 3
√
b
)

解：

1. 原式 =
(√

7
)2 − (√3

)2
= 7− 3 = 4

2. 原式 =
(√
xy
)2 − (√ab)2 = xy − ab

3. 原式 =
(
2
√
2a+ 3

√
b
)
·
(
2
√
2a− 3

√
b
)
=
(
2
√
2a
)2 − (3√b)2 = 8a− 9b

由例 6.45 中，我们发现：计算结果都不再含有根式．
两个含有根式的式子相乘，如果它们的乘积中不再含有根式，那么，这两

个式子就叫做互为有理化因式．
例如，

√
7 +

√
3 与

√
7 −

√
3；

√
x+ y 与

√
x+ y；a + 2

√
b 与 a − 2

√
b；

√
xy +

√
ab 与 √

xy −
√
ab；2

√
2a+ 3

√
b 与 2

√
2a− 3

√
b 等等，都是互为有理

化因式．

练习

计算下列各题：
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1. (a)
√
6x ·

√
2x

(b) 2
√
2a ·

√
24ab

(c) 3

4

…
5a

2
·
…

0.4

a

(d)
(√

10− 2
√
15
)
·
√
5

(e)
(
x
√
y − y

√
x
)
· √xy

2. (a)
(
4
√
3 + 5

√
2
)
·
(√

3−
√
2
)

(b) (a+
√
ab) · (b+

√
ab)

(c)
(
√
mn+

…
m

n
−m

)
·
(…

m

n
− n

)
3. (a)

(
7 + 3

√
2
)
·
(√

18− 7
)

(b)
(
2
√
ax+ 5

√
by
)
·
(
2
√
ax− 5

√
by
)

(c)
(√
x+ 3−

√
2x
)
·
(√
x+ 3 +

√
2x
)

(d)
(
−1 +

√
3

2

)2

(e)
(…

a

b
+

…
b

a

)2

(f)
(√

a+
√
b
)2

+
(√

a−
√
b
)2

(g)
(
1 +

√
x−√

y
)
·
(
1−

√
x+

√
y
)

4. 写出以下各根式的有理化因式：

3
√
7, 7−

√
11, 5

√
3 +

√
10,

√
2x2 − 1, x+ x

√
y

a2 − b
√
a+ 1,

√
x+ 2−

√
x

例 6.46 计算下列各式：

1.
√
104÷

√
13

2. 9
√
45÷ 3

2

…
1
1

2

3. 18
√
2x3 ÷ 3

√
3y

4. −6

…
2a− 2b

x2
÷ 4

5

…
a− b

2bx2

解：

1. 原式 =

√
104√
13

=

…
104

13
=

√
8 = 2

√
2
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2. 原式 = 9× 2

3

…
45× 2

3
= 6

√
30

3. 原式 =
18
√
2x3

3
√
3y

= 6
2x3

3y
=

2x

y

√
6x

4. 原式 = −6× 5

4

 
2a− 2b

x2
· 2bx

2

a− b
= −15

2

√
4b = −15

√
b

在二次根式的除法运算中，总是先用法则将分子、分母并入一个根号内，再
将根号里边的分母化去，使结果成为最简根式．

在实际的运算中，有时先把分母中的根号化去再进行计算，较为简便，例

如，计算
√
3√
2
的近似值（精确到 0.01）时，就可以先把分母中的根号化去再计

算： √
3√
2
=

√
3 ·

√
2√

2 ·
√
2
=

√
6

2
≈ 2.449

2
≈ 1.23

同样，在计算
1√

3−
√
2
（精确到 0.01）的近似值时，也可以先将分母中

的根号化去再计算，较为简便．

1√
3−

√
2
=

√
3 +

√
2(√

3−
√
2
) (√

3 +
√
2
)

=

√
3 +

√
2

3− 2
=

√
3 +

√
2

≈ 1.732 + 1.414 = 3.146 ≈ 3.15

把分母中的根号化去，叫做分母有理化．分母有理化的方法是：根据分式
的基本性质，只要将分子、分母同乘以分母的有理化因式，就可以达到目的．

在根式的除法中，先进行有理化分母，往往是较简便的．

例 6.47 计算：

1.
(√

a3b+
√
ab3 − ab

)
÷
√
ab

2. a
2 − b2√
a+ b

3.
(
4
√
3 + 5

√
2
)
÷
(√

3−
√
2
)

4. 2

3 + 2
√
2

5.
√
a+ b+

√
a− b√

a+ b+
√
a− b

(a > b)

解：
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1.

原式 =

(√
a3b+

√
ab3 − ab

)
·
√
ab√

ab ·
√
ab

=
1

ab

(
a2b+ ab2 − ab

√
ab
)

= a+ b−
√
ab

2.

原式 =
(a2 − b2)

√
a+ b√

a+ b ·
√
a+ b

=
a2 − b2

a+ b
·
√
a+ b

= (a− b)
√
a+ b

3.

原式 =
4
√
3 + 5

√
2√

3−
√
2

=

(
4
√
3 + 5

√
2
) (√

3 +
√
2
)(√

3−
√
2
) (√

3 +
√
2
)

=
12 + 4

√
6 + 5

√
6 + 10

(
√
3)2 − (

√
2)2

= 22 + 9
√
6

4.

原式 =
2 · (3− 2

√
2)

(3 + 2
√
2)(3− 2

√
2)

=
6− 4

√
2

32 − (2
√
2)2

=
6− 4

√
2

9− 8
= 6− 4

√
2

5.

原式 =
(
√
a+ b+

√
a− b)2

(
√
a+ b−

√
a− b)(

√
a+ b+

√
a− b)

=
a+ b+ 2

√
a+ b ·

√
a− b+ a− b

(
√
a+ b)2 − (

√
a− b)2

=
2a+ 2

√
a+ b ·

√
a− b

2b

=
a+

√
a2 − b2

b



第二节 二次根式与根式方程 375

例 6.48 计算（精确到 0.01):

1.
√
3√

2 +
√
3 +

√
5

2. 2÷
(
1−

√
2 +

√
3
)

解：

1.

原式 =

√
3(
√
2 +

√
3−

√
5)[

(
√
2 +

√
3) +

√
5
] [
(
√
2 +

√
3)−

√
5
]

=

√
3(
√
2 +

√
3−

√
5)

(
√
2 +

√
3)2 − (

√
5)2

=

√
6 + 3−

√
15

2
√
6

=
(3 +

√
6−

√
15) ·

√
6

2
√
6 ·

√
6

=
3
√
6 + 6−

√
90

12
=

1

4

(
2 +

√
6−

√
10
)

≈ 1

4
(2 + 2.449− 3.162) ≈ 0.32

2.

原式 =
2
[
(1−

√
2)−

√
3
][

(1−
√
2) +

√
3
]
·
[
(1−

√
2)−

√
3
]

=
2− 2

√
2− 2

√
3

(1−
√
2)2 − (

√
3)2

=
2− 2

√
2− 2

√
3

−2
√
2

=
1−

√
2−

√
3

−
√
2

=
(1−

√
2−

√
3) ·

√
2

−
√
2 ·

√
2

=

√
2− 2−

√
6

−2

≈ −1

2
(1.414− 2− 2.449) ≈ 1.52

练习

1. 计算下列各式：
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(a)
√
ab÷

√
3a

(b) 5n÷ 3
√
mn

(c)
√
9a2 ÷

…
a

9

(d) 25a2x÷ 5a
√
x

(e)
(
x
√
y − y

√
x
)
÷√

xy

(f)
(
√
x−
…
x

2

)
÷
√
x

(g)
(
√
mn+

…
m

n
−m

)
÷
…
m

n

(h)
√
5√

5 + 1

(i) (
√
5 +

√
2)÷ (

√
5−

√
2)

(j) (a+
√
ab÷ (b+

√
ab))

2. 将下列各式分母有理化：

(a) 5y2√
75y

(b) 1−
√
3

2 +
√
3

(c) 5

2
√
3−

√
2

(d) a− b
√
a−

√
b

(e) 1

x−
√
1 + x2

(f)
√
2x2 + 1√

2x2 + 1 +
√
2x2 − 1

3. 试一试：你能把下列各式的分子有理化吗？

(a)
√
10−

√
6

4
(b) b(

√
x2 − a2 − x)

a

四、根式方程

已经学过的整式方程和分式方程统称为有理方程．在实际中我们还会遇到
像

√
x2 − 1 = 2,

√
1− x +

√
12 + x = 5, 1√

x
= 7 等方程，这些根号里含有未

知数的方程叫做根式方程．方程
√
2x2 + 3x −

√
5 = 0, x√

2− 1
= 3, 虽然带有

根号，但根号内不含有未知数，所以它们不是根式方程．

在根式方程中，由于未知数包含在根号内，因而，未知数只允许取使二次
根式有意义的值．例如，根式方程

√
x− 1 +

√
3− x = 2 中，未知数 x 只允许

在“能使 x− 1 ≥ 0, 且 3− x ≥ 0”的范围内取值．

解根式方程主要是设法把原方程变形为有理方程．我们通常采用的方法是
方程两边平方，逐步使含有未知数的根式有理化．

例 6.49 解方程
√
x+ 7 = x− 5



第二节 二次根式与根式方程 377

解：两边平方得：

(
√
x+ 7)2 = (x− 5)2

整理后，得方程：x2 − 11x+ 18 = 0 解出：x1 = 9, x2 = 2

验根：把 x = 9 代入原方程两边．

左式 =
√
9 + 7 = 4

右式 = 9− 5 = 4

∴ x = 9 是原方程的根．

把 x = 2 代入原方程两边．

左式 =
√
2 + 7 = 3

右式 = 2− 5 = −3

两边的值不等．

∴ x = 2 是原方程的增根（舍去）．

∴ 原方程的解集是：{9}．
通过上例可以看出：根式方程两边平方后，就得到一个新的整式方程，这

个新方程的根可能是原根式方程的根；也可能是原方程的增根．但为什么会产
生增根呢？

观察原方程
√
x+ 7 = x − 5, 不难知道：未知数 x 的取值范围，既要使

x+ 7 ≥ 0, 又要使 x− 5 ≥ 0, 这样才能使原方程中的根式有意义．
但是，在原方程两边平方后所得的新方程 (

√
x+ 7)2 = (x − 5)2 中，未知

数 x 的取值范围，只要求使 x+ 7 ≥ 0 就能使新方程有意义．这就是说，新方
程中未知数的取值范围扩大了．

事实上，方程两边平方 (
√
x+ 7)2 = (x− 5)2 可以变形为：

(
√
x+ 7)2 − (x− 5)2 = 0

即： [√
x+ 7− (x− 5)

] [√
x+ 7 + (x− 5)

]
= 0

这就相当于得到以下两个方程：

√
x+ 7− (x− 5) = 0,

√
x+ 7 + (x− 5) = 0

这样一来，解整式方程：x + 7 = (x − 5)2, 就相当于解以上两个根式方程，但
原题所给出的根式方程只是其中的一个．因此，解的过程中就可能产生增根．
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很明显，在例 6.49 中，原方程的增根 x = 2 就是方程
√
x+ 7 = −(x− 5)

的根．

由以上分析，可以得出以下结论：

方程两边平方，实际上就是方程两边乘以同一个含有未知数的因式，这
样，未知数的取值范围就可能扩大，就可能产生原方程的增根．这时，就
必须进行验根，把增根舍去．

例 6.50 解方程
√
x+ 10 +

√
x− 11 = 7

分析：解根式方程时，利用“移项规则”可以把所含根式比较均匀地分列于等
号两边，然后再逐步平方．这样比较简便．

解：

√
x+ 10 = 7−

√
x− 11 (移项)

x+ 10 = 49− 14
√
x− 11 + x− 11 (两边平方)

√
x− 11 = 2

x− 11 = 4 (两边平方)

x = 15

验根：把 x = 15 代入原方程：

左式 = 15 + 10 + 15− 11 = 5 + 2 = 7

右式 = 7

∴ 原方程的解集是 {15}．

例 6.51 解方程
√
2x− 3 +

√
3x− 5−

√
5x− 6 = 0

解：

√
2x− 3 +

√
3x− 5 =

√
5x− 6 (移项)

2x− 3 + 2
√
2x− 3 ·

√
3x− 5 + 3x− 5 = 5x− 6 (两边平方)

√
2x− 3 ·

√
3x− 5 = 1(2x− 3)(3x− 5) = 1 (两边平方)

6x2 − 19x+ 14 = 0

∴ x1 = 2, x2 =
7

6



第二节 二次根式与根式方程 379

把 x = 2 代入原方程：

左式 = 1 + 1− 2 = 0

右式 = 0

∴ x = 2 是原方程的根．

把 x =
7

6
代入原方程，因为

√
2x− 3 =

…
−2

3
，被开方数是负数，使原方

程无意义，所以 x =
7

6
是增根（舍去）．

∴ 原方程的解集是 {2}．
由以上例题，告诉我们：
解根式方程进行验根时，可以把有理方程的每一个根分别代入原根式方程

的每一个根号内，如果代入后，至少有一个根号内得负数，就说明这个根使原
方程无意义，肯定是增根，应该舍去（如例 6.51）；如果代入后，使原方程中的
每一个根号内都为非负数，就说明这个根能使原方程中的根式有意义，但还不
能保证能使原方程两边相等，仍然有可能是增根（如例 6.49），所以还应该继
续代入原方程两边，进行检验．
总之，解根式方程的一般步骤是：

1. 移项，使方程中含未知数的根式比较均匀的分列于等号的两边；

2. 方程两边同时平方，逐次化去根号，得到有理方程；

3. 解有理方程；

4. 验根．

练习

1. 解下列方程：

(a)
√
x2 − 1 =

√
3

(b)
√
x2 − 3x+ 4 + 5 = x

(c)
√
2x− 4−

√
x+ 5 = 1

(d)
√
x− 1 ·

√
2x+ 6− x = 3

2. 不解方程判别下列各方程是否有解

(a)
√
3x− 2 = −4

(b)
√
2x+ 1 = −(x2 + 1)

(c)
√
2x− 1 +

√
x+ 1 = 0

(d)
√
x− 1 +

√
x− 2 +

√
x− 3 = −3
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例 6.52 解方程 x2 − 2x+ 6
√
x2 − 2x+ 6 = 21

解：设
√
x2 − 2x+ 6 = y,则 x2−2x+6 = y2．原方程可变形为 y2+6y−27 = 0

∵ y1 = 3, y2 = −9

这就是
√
x2 − 2x+ 6 = 3 或

√
x2 − 2x+ 6 = −9 ，其中

√
x2 − 2x+ 6 是

算术根，所以不能等于 −9．

∴
√
x2 − 2x+ 6 = −9 无解．

解方程
√
x2 − 2x+ 6 = 3 (6.4)

两边平方：

x2 − 2x+ 6 = 9 ⇒ x2 − 2x− 3 = 0 (6.5)

∴ x1 = 3, x2 = −1

验根：把 x1 = 3, x2 = −1, 分别代入方程检验，可知这两个根都是原方程
的根．

∴ 原方程的解集是：{3, −1}．
在上题求解过程中，由方程 (6.4) 变形为方程 (6.5) 有产生增根的可能，所

以，验根时只须代入方程 (6.4) 检验就可以．

练习

解下列方程

1. x2 + 8x+
√
x2 + 8x = 12

2. x2 − x+
√
x2 − x+ 2− 4 = 0

例 6.53 解方程：
√
3x− 1 +

2√
3x− 1

=
√
5x+ 3

解：方程两边乘以
√
3x− 1 得：

3x− 1 + 2 =
√
5x+ 3 ·

√
3x− 1

即：

3x+ 1 =
»
(5x+ 3) · (3x− 1)

两边平方：(3x+ 1)2 = (5x+ 3)(3x− 1)，整理得：

3x2 − x− 2 = 0
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∴ x1 = 2, x2 = −2

3

经检验，当 x = −2

3
时，原方程所含的根号内都是负数，因而 x = −2

3
是

增根，应舍去．
x = 1 是原方程的根．
∴ 原方程的解集是：{1}．

例 6.54 解方程
1

1−
√
1− x2

− 1

1 +
√
1− x2

=

√
3

x2

解：分母有理化得：

1 +
√
1− x2

1− (1− x2)
− 1−

√
1− x2

1− (1− x2)
=

√
3

x2

就是
1 +

√
1− x2

x2
− 1−

√
1− x2

x2
=

√
3

x2

去分母：

2
√
1− x2 =

√
3

4(1− x2) = 3

4x2 = 1

∴ x1 =
1

2
, x2 = −1

2

经检验知，x1 =
1

2
和 x2 = −1

2
都是原方程的根．

原方程的解集是
ß
1

2
, −1

2

™
练习

解下列方程：

1.
√
x+

1√
x
= 2

2. 1

x+
√
1 + x2

+
1

x−
√
1 + x2

+ 2 = 0

习题 6.2

1. 求下列各式的值:
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(a)
√

(a− b)2, 当 a = 15, b = 9

(b)
√

(2m− 3n)2, 当 m = 4, n = 5

(c)
√
b2 − 6b+ 9, 当 0 < b < 3.

2. 化简并讨论下列各式:

(a)
√
x2 + x

(b) x+
√
1− 2x+ x2

(c) (m− n)

…
m+ n

(m− n)2

(d) 1

x− 1

√
(x− 1) (x2 − 1)

3. 化简下列各式:

(a) 2
√
9a2bc3

(b)
√

12(x+ y)3

(c)
…

32c3

9a5b

(d)
√
25m3 + 50m2

(e)
 
ac2 + bc2

a− b

(f)
√
27x2 − 9x3 (x < 0)

4. 计算下列各式:

(a)
√
ab+ 2

…
b

a
+

…
1

ab
− 6

…
a

b

(b) 0.1
√
200− 2

√
0.12 + 4

√
0.5 + 0.4

√
108

(c) a
…
a+ b

a− b
− b

…
a− b

a+ b
− 2b2√

a2 − b2
(a > b > 0)

(d)
(√

ab−
…
a

b

)
−
(…

b

a
−
…
a

b
+
b

a
+ 2

)
5. 计算下列各式:

(a)
(√

24− 3
√
1.5 + 2

…
2
2

3

)
·
√
2

(b)
(
a

b

…
n

m
− ab

n

√
mn+

a2

b2

…
m

n

)
· a2b2

…
n

m

(c) 10a2
√
ab · 5

…
b

a
· 15
…
a

b

(d) (
√
27 +

√
28)(

√
12−

√
63)

(e)
(
1

4

√
a− b+ 2

√
a

)(
1

4

√
a− b− 2

√
a

)
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(f)
(√

4 + 2
√
3−

√
4− 2

√
3
)2

6. 计算下列各式:

(a)
(
3x

2

…
x

y
− 0.4

 
3

xy
+

1

3

…
xy

2

)
÷ 4

15

…
3y

2x

(b) 3
√
5 +

√
32

3
√
5−

√
32

(c) a+
√
a2 − 1

a−
√
a2 − 1

(a > 1)

(d)
x+ y + 2

√
xy

(
√
x−√

y)2

(e)
√
x2 + a2 +

√
x2 − a2√

x2 + a2 −
√
x2 − a2

(x > a)

(f)
√
3√

8−
√
12− 3

√
2

(g) 1√
2 +

√
5−

√
7

(h) 1−
√
2 +

√
3

1 +
√
2−

√
3

7. 计算下列各式:

(a)
√
2 +

√
3

3 +
√
3

+
2−

√
3√

3 + 1

(b) 1√
3 +

√
2
+

1√
2− 1

− 2√
3 + 1

,

(c)
√
y + 1−√

y
√
y + 1 +

√
y
−

√
y − 1 +

√
y

√
y − 1−√

y

(d) 1

x+
√
1 + x2

(
1 +

x√
1 + x2

)
.

8. 解下列方程:

(a)
√
x− 1 ·

√
x+ 1 =

√
x+ 5

(b)
√
x2 − 3x+ 1 + 7 = 2x

(c)
√
1− x+

√
12 + x = 5

(d)
√
x+ 8−

√
5x+ 20 + 2 = 0

(e)
√
y − 1−

√
y + 2 =

√
5y − 1

(f)
√
3 +

√
x =

√
9− 5

√
x

9. 解下列方程：

(a)
√
y +

√
y − 3

√
y −

√
y − 3

= 2y − 5

(b)
√
2x+ 1 +

√
2x− 1√

2x+ 1−
√
2x− 1

= 2x+ 3

(c) x+
√
x2 − a2

x−
√
x2 − a2

− x−
√
x2 − a2

x+
√
x2 − a2

− 4
√
x2 − a2 = 0 (a ̸= 0)

10. 解下列方程：

(a) 7x2 − 4
√
7x2 + 1− 31 = 0
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(b) x2 − 3x+
√
2x2 − 7x+ 6 =

x

2
− 3

(c) 3x2 − 6x− 2
√
x2 − 2x+ 4 + 4 = 0

(d)
…
x− 1

x+ 1
+

…
x+ 1

x− 1
= 3

1

3

本章内容要点

本章是在学习多项式（整式）的基础上，进一步学习了分式及其运算、根
式及其运算和分式方程、根式方程．
一、多项式，分式，根式等，都是含有数字和字母并涉及加、减、乘、除、

乘方、开平方六种代数运算的式子，这些式子统称为代数式．其中，凡只涉及
字母的加、减、乘、乘方运算的式子，叫做多项式（整式）；凡涉及字母的除法
运算且字母含在除式中的式子，叫做分式；分式与整式，又统称为有理式．
凡涉及字母或数字的开方运算的式子叫做根式，根号内含有字母的根式，

又称为关于这个字母的无理式．如
√
2 是根式，但不是无理式，

√
x，

√
x− 1，

x√
x− 2

等都是无理式．

关于代数式的概念，可以列表如下：

代数式


有理式

多项式（即整式）分式

无理式

二、如果有多项式 f(x), g(x) 且 g(x) 的次数大于零次，那么分式
f(x)

g(x)
有

以下基本性质：
f(x) · h(x)
g(x) · h(x)

=
f(x)

g(x)
=
f(x)÷ h(x)

g(x)÷ h(x)

其中，h(x) 是非零多项式．
利用基本性质，可以进行分式的通分和约分．分式的四则运算和分数的四

则运算是一样的．
三、表示平方根的式子，叫做二次根式．
二次根式有以下基本性质：

• (
√
a)

2
= 1 (a ≥ 0)

•
√
a2 = |a|

•
√
ab =

√
a ·

√
b (a ≥ 0, b ≥ 0)
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•
√
a÷ b =

√
a÷

√
b (a ≥ 0, b > 0)

利用基本性质，二次根式可以进行以下变形：

1. 因式的内移与外移，即

m
√
a =

√
am2 (m > 0)

√
a2m = a

√
m (a > 0)

2. 化去根号内的分母或化去分母中的根号——都是有理化分母的内容，即…
a

b
=

 
a× b

b× b
=

√
ab

b
(b > 0)

或 …
a

b
=

√
a√
b
=

√
a ·

√
b√

b ·
√
b
=

√
ab

b
(b > 0)

如果一个二次根式符合条件：

1. 被开方各因数的指数小于 2；

2. 根号内不含分母（即分母已经有理化）．

那么这个二次根式就叫做最简二次根式．
如果几个二次根式化为最简根式以后，根号内的式子相同，那么，这几个

二次根式就叫做同类根式．同类根式和同类项一样可以合并．
二次根式的四则运算和多项式的运算很类似．只要注意化为最简根式和合

并同类根式就行了．
四、分式方程与根式方程的解法要点是：设法转化为整式方程求解．由于

它们的特点不同，转化方法也就不同．
分式方程的特点是：分母中含有未知数．因而，要利用分式的基本性质或

等式的基本性质，两边乘以同一个整式（一般是取各分母的最低公倍式），约简
后转化为一个整式方程．
根式方程的特点是：根号内含有未知数，因而，就要方程两边同次乘方（如：

同平方）后，利用根式的基本性质转化为有理方程，并进而转化为整式方程．
但是，一定要注意，在解分式方程与根式方程的过程中，由于各自的转化

方式都能引起未知数允许取值范围的扩大，所以都可能产生增根．因此，无论
是解分式方程，还是解根式方程，最后的验根都是不可缺少的，验根，将起到
“识别真假”“去伪存真”的作用．

五、已学过的方程有：整式方程、分式方程、根式方程，统称为代数方程．
其系统可列表如下：
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一次方程

二次方程

高次方程

整式方程

分式方程

有理方程

根式方程

代数方程

复习题六

1. 约简下列各分式：

(a) x4 + x3 − x− 1

x4 − x3 + x− 1
(b) x4 − 2x3 − 2x− 1

x5 − 2x3 − 2x2 − 3x− 2

2. 判别 x3 + x2 + x+ 1

x3 − x2 − x− 1
是不是最简分式，为什么？

3. 计算下列各式：

(a)
(
x

y
− y

x

)
÷ (x+ y) + x

(
1

y
− 1

x

)
(b) m2 + n2

m2 + 2mn+ n2
+

2

mn
÷
(

1

m
+

1

n

)2

(c) 1

1− 1

1− 1

x

(d) 1 +
1

2 +
1

3 +
1

x

4. (a) 已知 a = −2, b = −1. 求
(
a− a2

a+ b

)(
a

a− b
− 1

)
÷ b2

a+ b
的值．

(b) 已知 x = −2, y =
1

3
, 求 4x2 + 12xy + 9y2 − 16

4x2 − 9y2 − 4(2x− 3y)
的值．

5. 解下列方程：

(a) 3

1 + 3x

(
x− x

1 + x

)
+

x

1 + x

(
1 +

1

1 + 3x

)
= 1

(b) 1

x(x+ 1)
+

1

(x+ 1)(x+ 2)
+ 1 = 0

(c) x2 + 5x− 5 =
6

x2 + 5x

6. 解下列关于 x 的方程：
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(a) 5a2

4x2 − a2
=

2x

2x− a
− x

2x+ a

(b) x

3a+ x
− x

x− 3a
=

a2

9a2 − x2

7. 当 a 取何值时，下列各式的值最小？
√
8 + a,

√
4− a2,

√
16− a

8. (a) 已知 x = 25, y = 15，计算：…
x3 + x2y +

1

4
xy2 +

…
1

4
x3 + x2y + xy2

(b) 已知 x =
2ab

b2 + 1
，其中 a, b 都是正数，

求
√
a+ x+

√
a− x√

a+ x−
√
a− x

的值．

9. 已知
√
3 ≈ 1.732, 求 3 +

√
6√

3 +
√
2
的值.

10. 化简下列各式:

(a) y =
√
x+ 2

√
x− 1 +

√
x− 2

√
x− 1 (x ⩾ 1)

(b)
√

3 + 2
»
5 + 12

√
3 + 2

√
2

11. 设 x =
√
3 +

√
5, y =

√
3−

√
5,

求
x+ y

x− y
− x− y

x+ y
-的值.

12. 关于 x 的二次方程 (a + 1) (x2 − x) = (a − 1)(x − 2) 的两个根互为相反
数, 取其正根求

√
4x2 − 12x+ 9 的值．

13. (a) 若 a+
1

b
= 1, b+

1

c
= 1. 求证 abc+ 1 = 0.

(b) 若 y

x
+
x

z
= a,

z

y
+
y

x
= b,

x

z
+
z

y
= c

求证 (a+ b− c)(a− b+ c)(−a+ b+ c) = 8．

14. 解方程 x3 + 2

x2 − x+ 1
+

x3 − 2

x2 + x+ 1
= 2x

15. 试证明：

(a) 两个真分式的和仍是真分式；

(b) 两个真分式的差也是真分式．



第七章 代数运算的初步应用

我们讨论了多项式的基本运算，而这些运算的应用很广泛，在第二章、第
三章中解代数方程式的原理，实质上就是多项式的运算．本章就多项式运算的
另一些初步应用加以讨论，以扩大同学们的视野，进一步体会代数运算的基本
精神和方法．

第一节 求和公式

一、等差数列求和

在第一章中，我们利用运算性质，曾经简捷地计算过：

1 + 2 + 3 + · · ·+ 100 = 5050

1 + 3 + 5 + · · ·+ 99 = 2500

在这两串数 1, 2, . . . , 100和 1, 3, 5, . . . , 99中都有一个特点：从第二个数起；
每个数与它前边的一个数的差都相等．象第一个数串中，这个差为 1；第二个
数串中，这个差为 2．
象这样有次序地排好的一串数，其中任一数与它前一个数的差都相等．我

们就把这样一串数叫做等差数列．这个“相等的差”，叫做这个数列的公差．数
列中的每一个数，叫做这个数列的一项．排头的一个数，叫首项，排尾的一个
数叫末项．

可见，等差数列的任一项，都应等于它前面的一项加上公差．
若用 a1 表示等差数列的首项，d表示公差，那么这个等差数列的每一项可

写成：

a1， a1 + d， a1 + 2d， · · ·， a1 + 99d， · · · .

首项， 第二项， 第三项， ⋯， 第 100 项， ⋯.

388
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一般地，这个数列的第 n 项可表为：

an = a1 + (n− 1)d

由此，一个等差数列，只要知道它的首项和公差，就可以写出它的任何一
项来．

例 7.1 1. 写出首项为 2, 公差为 5 的等差数列的各项；

2. 写出首项为 2, 公差为 −1 的等差数列的各项．

解：

1. 首项为 2, 公差为 5 的等差数列各项为：2, 7, 12, . . . , 2 + 5(n− 1), . . .

2. 首项为 2, 公差为 −1 的等差数列的各项为：2, 1, 0,−1,−2, . . . , 2 + (n −
1) · (−1), . . .

例 7.2 如果一等差数列的首项是 5, 公差是 2, 那么它的第 10 项，第 15 项各
是多少？

解： ∵ 第 n 项为 an = a+ (n− 1)d

这里 a1 = 5, d = 2, n = 10, 15．
∴ 第 10 项应为：

a10 = a1 + (10− 1)d

= 5 + 9× 2 = 23

同样，第 15 项应为：
a15 = 5 + (15− 1)× 2 = 33

练习

1. 写出下列等差数列的公差，并求出它的第 100项是多少？如何表示
它的第 n 项？

(a) 3,−1,−5,−9, . . .

(b) 5, 7, 9, 11, . . .

2. 如果等差数列的第 10 项是 100, 公差是 10, 你能知道这个数列的
首项是多少吗？
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3. 如果等差数列的首项是 2, 第 10 项是 20, 你能知道这个数列的公
差是多少吗？

4. 如果以 1 为首项，2 为末项，那么在中间插入 9 项，构成一个等差
数列．你能写出这个数列的各项来吗？

等差数列前 n 项的和如何求呢？下边我们就利用数系运算的通性，导出它
的求和公式．

例 7.3 求 1 + 2 + 3 + · · ·+ n

解：设
1 + 2 + 3 + · · ·+ n = S (7.1)

则利用交换律，可以改写为

n+ · · ·+ 3 + 2 + 1 = S (7.2)

将等式 (7.1)，(7.2) 相加，得

(1 + n) + · · ·+ [(n− 2) + 3] + [(n− 1) + 2] + (n+ 1)︸ ︷︷ ︸
n项

= 2S

即：n(n+ 1) = 2S， ∴ S =
n(n+ 1)

2
因此：

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2

当 n = 100 时，就是：

1 + 2 + 3 + · · ·+ 100 =
100(100 + 1)

2
= 5050

一般地，对于等差数列 a1, a1 + d, a1 + 2d, . . . , a1 + (n− 1)d, . . . 的前 n 项
求和公式，可作如下推导：
设 S = a1 + (a1 + d) + (a1 +2d) + · · ·+ [a1 + (n− 1)d]，又 S = [a1 + (n−

1)d] + [a1 + (n− 2)d] + [a1 + (n− 3)d] + · · ·+ a1，两式相加，可得：

2S = [2a1 + (n− 1)d] + [2a1 + (n− 1)d] + · · ·+ [2a1 + (n− 1)d]︸ ︷︷ ︸
n项

即：2S = n[2a1 + (n− 1)d]， ∴ S =
n[2a1 + (n− 1)d]

2
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这就是等差数列前 n 项和的公式．
其中，a 为首项，可以是任意数；d 为公差，可以是任意数；n 为项数，只

能是自然数．

例 7.4 求 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1)

解：这里 a1 = 1, d = 2, 共 n 项，因此：

S =
n[2 + (n− 1)× 2]

2
= n2

即：1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2．

例 7.5 如果等差数列的首项为 3，前 25 项的和为 1000，试求这个数列的公差
是多少？

解：将 a1 = 3, n = 25, S = 1000, 都代入求和公式：

S =
n[2a1 + (n− 1)d]

2

可得：1000 =
25(6 + 24d)

2
．

∴ d =
74

24
=

37

12

例 7.6 试求：
1

2
+ 1 + 1

1

2
+ · · ·+ 100

分析：这个和式中的各项，显然是一个等差数列，其首项为
1

2
, 公差为 1

2
, 末项

为 100, 但一共是多少项呢？可以由等差数列的第 n 项公式 an = a1 + (n− 1)d

求出来．
解：将首项 a1 =

1

2
公差 d =

1

2
以及末项 an = 100都代入公式 an = a1+(n−1)d

中，得
100 =

1

2
+ (n− 1)× 1

2

解出 n = 200，这就是说，和式中共有 200 项．因此：

S =
n[2a1 + (n− 1)d]

2

=

200

[
2× 1

2
+ 199× 1

2

]
2

= 100 + 199× 50 = 10050
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练习

1. 求 2 + 4 + 6 + · · ·+ 50

2. 求 7 + 5 + 3 + · · ·+ (−101)

3. 求 1 + (1 + n) + (1 + 2n) + · · ·+ (1 + n2 − n)

如果把等差数列前 n 项和的公式变形，又可以得出：

S =
n[2a1 + (n− 1)d]

2

=
n[a1 + a1 + (n− 1)d]

2

∴ S =
n(a1 + an)

2
因此，等差数列的求和公式，又可以叙述为：等差数列前 n 项和，等于首

项加末项，乘以项数，再除以 2．

二、等比数列求和

如果在一串按次序排好的数中，从第二个数起，每一数与它前一个数的比
都相等．那么，这串数就叫做等比数列．这个相等的比值，叫这个数列的公比．
其中的每一个数，叫做等比数列的一项，头一项称为首项，最后一项称为末项．
不难看出，等比数列的任一项，都应等于它的前一项乘以公比．
若以 a1 表示首项，q 表示公比，则可以写出等比数列的每一项分别是：

a1， a1q， a1q
2， · · ·， a1q

9， · · ·， a1q
100， · · · .

第一项，第二项，第三项， ⋯， 第 10 项， ⋯， 第 101 项， ⋯.

一般地，等比数列的第 n 项是：

an = a1 · qn−1

例 7.7 写出首项是 2，公比分别是 2，−1 的等比数列．

解：首项是 2, 公比是 2 的等比数列是：

2, 4, 8, . . . , 2n, . . .

首项是 2, 公比是 −1 的等比数列是：

2,−2, 2, . . . , (−1)n−1 · 2, . . .
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例 7.8 一等比数列的首项为 3, 公比是 1

2
，求它的第 10 项及第 20 项．

解： ∵ an = a1q
n−1.

当 n = 10 时可得第 10 项：

a10 = 3×
(
1

2

)9

=
3

29
=

3

512

当 n = 20 时可得第 20 项：

a20 = 3×
(
1

2

)19

=
3

219
=

3

524288

练习

1. 写出下列等比数列的公比及第 100 项、第 n 项．

(a) 4, 12, 36, 108, . . .

(b) 5,−10, 20,−40, . . .

(c) 2, 1,
1

2
,
1

4
, . . .

2. 如果给你两个数 4 与 25, 你能在它们中间插入一个数，使这三个
数成等比数列吗？它们的公比是多少？

例 7.9 求 3 + 3 · 4 + 3 · 42 + · · ·+ 3 · 4n−1

解：这是一个等比数列的前 n 项求和的问题，可设：

S = 3 + 3× 4 + 3× 42 + · · ·+ 3× 4n−1

则有

4S = 3× 4 + 3× 42 + · · ·+ 3× 4n−1 + 3× 4n

两式相减得：

(4− 1)S = 3× 4n − 3

S =
3(4n − 1)

4− 1
= 4n − 1
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一般地，对于等比数列 a1, a1q, a1q
2, . . . , a1q

n−1, . . . 的前 n 项求和，我们
可作如下推导：
设 S = a1 + a1q + a1q

2 + · · ·+ a1q
n−1，则：

qS = a1q + a1q
2 + · · ·+ a1q

n−1 + a1q
n

两式相减：(1− q)S = a1 − a1q
n．

当 q ̸= 1 时，

S =
a1 − a1q

n

1− q
=
a1(1− qn)

1− q

这就是等比数列的前 n 项求和公式．
而当 q = 1 时，这个等比数列为：a1, a1, a1, . . . , a1, . . .
显然前 n 项和 S = na1．

例 7.10 求 1 +
1

3
+

1

9
+

1

27

解： ∵ a1 = 1, q =
1

3
, n = 4

∴ S =
a1(1− qn)

1− q
=

1− 1

34

1− 1

3

=

80

81
2

3

=
40

27

例 7.11 如果等比数列前两项的和是 1
1

2
，而这两项的差是

1

2
，试求这数列的

前 10 项和．

解：设等比数列的首项为 a1，第二项为 a1q，则由已知得：
a1 + a1q = 1

1

2

a1 − a1q =
1

2

两式相加得：2a=2, ∴ a1 = 1

两式相减得：2a1q = 1, ∴ a1q =
1

2

已知 a1 = 1， ∴ q =
1

2
．

因此，前 10 项和应为：

S10 =
a1(1− q10)

1− q
=

1

(
1− 1

210

)
1− 1

2

=
210 − 1

29
=

1023

512
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练习

求和：

1. 3 + 6 + 12 + 24 + · · ·+ 3072

2. 1− 2 + 4− 8 + · · · − 512 + 1024

3. 1 + x+ x2 + · · ·+ xn−1 (x ̸= 1)

习题 7.1

1. 求下列等差数列的公差及第 10 项、第 n 项．

(a) 5, 11, 17, 23, . . .

(b) 2, 5, 8, 11, . . .

(c) −13, −11, −9, −7, . . .

(d) −3

2
, −2

3
,
1

6
, 1, . . .

(e) (4a− 3b), (2a+ b), 5b, (9b− 2a), . . .

(f) (a+ 3m), (a+m), (a−m), (a− 3m) . . .

2. 求下列等差数列指定的部分和：

(a) 2, 7, 12, . . . 的前 10 项；

(b) 15, 8, 1, . . . 的前 15 项；

(c) 1

6
,
4

3
,
5

2
, . . . 的前 14 项；

(d) (x− y), x, (x+ y), . . . 的前 30 项；

(e) (x− y), y, (−x+ 3y), . . . 的前 25 项．

3. 如果已知等差数列的首项 a1, 项数 n, 末项 an, 试求这些数列的和 Sn．

(a) a1 = 3, a13 = 61,

(b) a1 = 15, a11 = −25,

(c) a1 = 3.14, a22 = 5.68

4. 在下列各题中，插入指定个数的中间项，使它们与给定两数成等差数列．

(a) 在 −9 与 5 之间，插入一个数；
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(b) 在 7 与 25 之间，插入 5 个数；

(c) 在 13 与 −5 之间，插入 4 个数；

(d) 在 28 与 −26 之间，插入 8 个数．

5. 求下列等比数列的公比及第 10 项，第 n 项．

(a) 4, 4, 4, 4, . . .

(b) 4, 12, 36, 108, . . .

(c) −24, 12, −6, 3, −3

2
, . . .

(d) 5x3, 10x2, 20x, 40, . . . (x ̸= 1)

(e) x

y
, x, xy, xy2, . . . (y ̸= 1)

6. 求下列等比数列的指定部分和：

(a) 1, 3, 9, 27, . . . 的前 10 项；

(b) 2, −2, 2, −2, . . . 的前 101 项；

(c) 625, 125, 25, 5, 1, . . . 的前 10 项；

(d) 56, −28, 14, −7, . . . 的前 10 项．

7. 试在 1

2
与

9

8
之间，插入一个数，使它们成等比数列．并求出它们的公比．

8. 如果有一数列是：100, 95, 90, 85, . . . 你能知道这一数列的前多少项和最
大？并求出这个最大值．

第二节 待定系数法

待定系数法是一种重要的数学方法．在本册书的前几章内容中，已经利用
待定系数法解决过许多问题，例如：多项式除法，分解因式，寻求根与系数的
关系等．本节将在此基础上，进一步说明待定系数法的意义和原理，以及它在
代数里的其它应用．

一、待定系数法及其根据

先从我们已经熟悉的具体例子谈起．

例 7.12 试求 f(x) = 4x3 + 7x2 + 6x+ 2 除以 g(x) = x2 + 1 的商式和余式．
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解：由多项式除法可知，其商式必定是一次式，其余式至多是一次式．因而可
设商式 Q(x) = ax+ b, 余式 R(x) = cx+ d．由除法恒等式，可得

4x3 + 7x2 + 6x+ 2 = (ax+ b)(x2 + 1)�(cx+ d)

即：4x3 + 7x2 + 6x+ 2 = ax3 + bx2 + (a+ c)x�b+ d

比较两边同类项系数，得 

a = 4

b = 7

a+ c = 6

b+ d = 2

解这个方程组，得

a = 4, b = 7, c = 2, d = −5

因此，f(x) 除以 g(x) 的商式 Q(x)、余式 R(x) 分别为：

Q(x) = 4x+ 7, R(x) = 2x− 5

例 7.13 已知多项式 ax3 + bx2 + cx+ d 能被 x2 + p 整除，求证：ad = bc．

分析：只要根据已知条件，设法建立恒等关系，从中找出已知系数 a, b, c, d 之
间的关系，就可达到目的．

证明：由于三次多项式 ax3 + bx2 + cx+ d, 能被二次式 x2 + p 整除，因而，其
商式必为一次式，不妨设商式为 mx+ n (m,n 为待定系数）．这样，可以得出
恒等式：

ax3 + bx2 + cx+ d = (mx+ n)(x2 + p)

即：ax3 + bx2 + cx+ d = mx3 + nx2 + pmx+ pn

比较等式两边同类项的系数，得

a = m (7.3)

b = n (7.4)

c = pm (7.5)

d = pn (7.6)
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利用这个方程组，消去待定系数 m,n 和已知系数 p, 就可以找出 a, b, c, d 的关
系．

将 (7.3), (7.4) 分别代入 (7.5), (7.6)；再由 (7.5), (7.6) 可得：

c

a
= m =

d

b

∴ ad = bc

象以上例题的解题方法，叫做待定系数法（或叫未定系数法），这个方法的
特点是引进待定系数（未知的），列出一个含有待定系数的恒等式，然后根据
多项式恒等的性质，比较等式两边的同类项系数，得出一个方程组．解这个方
程组，求出待定系数，或消去待定系数而找出原来已知系数之间所存在的关系，
使问题得以解决．

这个方法的主要根据是两个多项式恒等的性质，即

定理

如果两个多项式恒等，那么，这两个多项式的同类项系数都一定对应相
等．

也就是说，如果

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ≡ bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x+ b0

那么，an = bn, an−1 = bn−1, . . . , a1 = b1, a0 = b0

证明：由于 anx
n+an−1x

n−1+ · · ·+a1x+a0 ≡ bnx
n+ bn−1x

n−1+ · · ·+ b1x+ b0
移项，合并同类项可得：

(an − bn)x
n + (an−1 − bn−1)x

n−1 + · · ·+ (a1 − b1)x+ (a0 − b0) ≡ 0

所以，an = bn, an−1 = bn−1, . . . , a1 = b1, a0 = b0

练习

1. 多项式 f(x) = x4 − 5x3 + 11x2 + mx + n 如果能被二次三项式
x2 − 2x+ 1 整除，试求 m,n 的值．

2. 如果 ax2 + bx+ c 能被 px+ q 整除．试求 a, b, c 和 p, q 之间应具
有什么关系？
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二、待定系数法的应用

待定系数法在代数上有许多应用，除我们已经学习过的“求商式及余式、分
解因式、寻求方程的根与系数的关系”等内容外，以下将学习另外一些应用．从
中进一步领会这个方法的要点和重要．

（一）把多项式表示成另一个多项式的各次幂的形式

在代数中，有时需要将一个多项式，表示成次数较低的另一个多项式的各
次幂的形式．例如，在习题 4.3 第 9 题中，就是把多项式 3x3 − 10x2 + 13 表
示成 x− 2 的各次幂的形式的：

3x3 − 10x2 + 13 = A(x− 2)3 +B(x− 2)2 + C(x− 2) +D

当时，采用的是逐次使用综合除法的方法，其实这类问题也可以用待定系数法
解决．

例 7.14 试用 (x− 1) 的各次幂表示出多项式 2x3 − x2 + 2x+ 3

解：设 2x3 − x2 + 2x+ 3 = a(x− 1)3 + b(x− 1)2 + c(x− 1) + d 因此：

2x3 − x2 + 2x+ 3

= ax3 − 3ax2 + 3ax− a+ bx2 − 2bx+ b+ cx− c+ d

即：2x3 − x2 + 2x+ 3 = ax3 + (b− 3a)x2 + (3a− 2b+ c)x− a+ b− c+ d

比较两边同类项系数，得

a = 2

b− 3a = −1

3a− 2b+ c = 2

−a+ b− c+ d = 3

解这个方程组，得

a = 2, b = 5, c = 6, d = 6

因此，2x3 − x2 + 2x+ 3 = 2(x− 1)3 + 5(x− 1)2 + 6(x− 1) + 6

应该指出，待定系数法在解以上这种问题时，并不是最简便的．使用习题
3.4 第 9 题所提示的综合除法要简便一些．
其实，这类问题如果用换元法变形，会更简便．这就是：
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设 x− 1 = y, 则 x = y + 1, 代入原多项式中，得

2x3 − x2 + 2x+ 3 = 2(y + 1)3 − (y + 1)2 + 2(y + 1) + 3

= 2y3 + 6y2 + 6y + 2− y2 − 2y − 1 + 2y + 2 + 3

= 2y3 + 5y2 + 6y + 6

再将原设 x− 1 = y 代入上式右边，得：

2x3 − x2 + 2x+ 3 = 2(x− 1)3 + 5(x− 1)2 + 6(x− 1) + 6

练习

用三种方法解下列各题：

1. 把 3x3 − 10x2 + 13 表示成 x− 2 的各次幂的形式．

2. 用 (x+ 1) 的各次幂表示多项式 x4 − 1．

（二）求多项式与求方程的解

如果给出 n 次多项式在 x 取 n + 1 个不同数值时所对应的值，就可以用
待定系数法求出这个多项式的表达式，进而还可以求出其它值．
解：

例 7.15 已知 f(1) = −1, f(2) = 4, f(3) = −3, 试求二次多项式 f(x) 的表达
式以及 f(10)．

解：设 f(x) = ax2 + bx+ c, 则由已知条件可知：
f(1) = a+ b+ c = −1,

f(2) = 4a+ 26 + c = 4,

f(3) = 9a+ 36 + c = −3.

解这个方程组，得 a = −6, b = 23, c = −18．
因此，所求二次多项式为

f(x) = −6x2 + 23x− 18

f(10) = −388

如果给出一元三次或四次方程的一个或两个根，那么用除法可以得到一个
一元二次方程，进而求出其余的两个根．这样的方程也可以利用待定系数法来
解．
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例 7.16 已知方程 x4 − 9x2 + 12x − 4 = 0 有两个根 1 与 2, 试求这个方程的
另两个根．

分析：由于 1与 2是已知方程的两个根，根据余式定理的推论可知，x4−9x2+

12x− 4 含有因式 (x− 1)(x− 2). 又因为 x4 − 9x2 + 12x− 4 的首项系数是 1,
所以可设它的另一个因式是 x2 + ax+ b. 其中 a, b 是待定系数．

解：由已知可设 x4 − 9x2 + 12x− 4 = (x− 1)(x− 2)(x2 + ax+ b)

在以上恒等式中，分别取 x = 0,−1, 得：−4 = 26

−24 = 6(1− a+ b)

解这个方程组，得 b = −2, a = 3．

再解方程 x2 + 3x− 2 = 0, 得：x =
−3±

√
17

2

因此，原方程的另两个根是
−3 +

√
17

2
，

−3−
√
17

2
．

如果给出一元三次或四次方程的根有某种给定的关系，那么，利用方程的
根与系数间的关系，余式定理的推论等，就可以解所给的方程，这样的方程也
可以用待定系数法来解．

例 7.17 已知方程：2x3 − 3x2 − 8x+ 12 = 0 有两个互为相反数的根．试求这
个方程的所有的根．

解：由已知，可设所给方程的根为：a,−a, b．根据余式定理推论，则有

2x3 − 3x2 − 8x+ 12 = 2(x− a)(x+ a)(x− b)

= 2x3 − 2bx2 − 2a2x+ 2a2b

比较等式两边同类项的系数，得
−3 = −2b (7.7)

−8 = −2a2 (7.8)

12 = 2a2b (7.9)

由 (7.7), (7.8) 解出：a = ±2, b =
3

2
．代入 (7.9) 都能够适合．所以，原方程

的根是 2,−2,
3

2
．
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练习

用待定系数法解下列各题：

1. 已知 f(1) = −4, f(0) = −5, f(−1) = −14, f(2) = 1．试求三次多
项式 f(x) 的表达式及 f(10)．

2. 已知 g(1) = g(2) = g(3) = 0, g(0) = 6, g(−1) = 12．试求四次多
预式 g(x) 表达式及它的另一个根．

3. 已知方程 x3 − x2 − 8x+ 12 = 0 有两个根相等，试解这个方程．

4. 已知方程 x4 − 6x3 + 8x2 + 8x − 16 = 0 有两个根都是 2，试求这
个方程的另两个根．

（三）把一个分式化为部分分式

在分式的运算和变形中，有时需要把一个真分式化为另外几个真分式的代
数和的形式，例如：

5x− 4

(x− 1)(2x− 1)
=

1

x− 1
+

3

2x− 1

其中，两个比较简单的真分式
1

x− 1
，

3

2x− 1
就叫做原真分式

5x− 4

(x− 1)(2x− 1)
的部分分式．
把一个分化成部分分式的代数和，对今后学习高等数学很有用途．以下将

举例说明如何用待定系数法，化分式为部分分式的和．
因为一个假分式都可以化成一个整式与一个真分式的和，所以只要研究真

分式的情形就可以了．
首先我们分析一下，

5x− 4

(x− 1)(2x− 1)
是怎样化成

1

x− 1
+

3

2x− 1
的？

因为原分式的分母是互质的两个多项式 x− 1 与 2x− 1 的乘积，因此它就
是 x− 1 和 2x− 1 的最低公倍式．所以原分式一定是这样两个真分式

a

x− 1
与

b

2x− 1
的代数和，这里 a, b 是待定的常数．

如果恒等式
5x− 4

(x− 1)(2x− 1)
=

a

x− 1
+

b

2x− 1
(7.10)

成立，那么就一定可以求出 a, b 的值．
由 (7.10)

5x− 4

(x− 1)(2x− 1)
=
a(2x− 1) + b(x− 1)

(x− 1)(2x− 1)
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由于两个相等的分式的分母相等，因此它们的分子也一定相等．

∴ 5x− 4 = a(2x− 1) + b(x− 1)，即：

5x− 4 = (2a+ b)x− (a+ b)

比较等式两边同类项的系数，得到： 2a+ b = 5

a+ b = 4

解得：a = 1, b = 3．代入等式 (7.10) 得到

5x− 4

(x− 1)(2x− 1)
=

1

x− 1
+

3

2x− 1

一般地说，如果 P、Q 是互质的两个因式，那么真分式
A

PQ
可以化为形

如
B

P
与

C

Q
两个真分式的和，即

B

P
与

C

Q
为

A

PQ
的部分分式．

例 7.18 化分式
23x− 11x2

(2x− 1)(9− x2)
为部分分式．

分析：因为原分式分母中的因式 2x− 1 与 (3+ x)(3− x) 是互质的因式．所以，
原分式可以化成下面两个真分式的和，即

a

2x− 1
+

ex+ f

(3 + x)(3− x)

这里 a, e, f 都是待定系数．

这两个分式都是真分式，也就是分子的次数小于分母的次数．第一个分式
的分母是一次，所以分子可以用常数 a 表示，第二个分式的分母是二次，所以
分子应用一次式 ex+ f 表示．

但由前面分析知道等式
ex+ f

(3 + x)(3− x)
=

b

3 + x
+

c

3− x
可以成立．

因此
23x− 11x2

(2x− 1)(3 + x)(3− x)
可以化成

a

2x− 1
+

b

3 + x
+

c

3− x
的形式．

解：设：
23x− 11x2

(2x− 1)(3 + x)(3− x)
=

a

2x− 1
+

b

3 + x
+

c

3− x
(7.11)

∴ 有恒等式

23x− 11x2 = a(3 + x)(3− x) + b(2x− 1)(3− x) + c(2x− 1)(3 + x) (7.12)
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• 令 x =
1

2
，代入恒等式 (7.12) 得：35

4
= a · 35

4
∴ a = 1

• 令 x = −3，代入恒等式 (7.12) 得：−168 = (−42)b

∴ b = 4

• 令 x = 3，代入恒等式 (7.12) 得：−30 = 45c

∴ c = −2

3

∴ 23x− 11x2

(2x− 1)(3 + x)(3− x)
=

1

2x− 1
+

4

3 + x
− 2

3(3− x)

例 7.19 化分式
4x2 + 3x− 1

(x− 1)(x2 + x− 2)
为部分分式．

分析：因为原分式的分母中的因式 x− 1 与 x2 + x− 2 不是互质的，所以先把

原分式变形为：
4x2 + 3x− 1

(x− 1)2(x+ 2)
这里 (x− 1)2 与 x+ 2 是互质的．

原分式可以化成这样两个真分式的和：
a

x+ 2
+

bx+m

(x− 1)2

又由于

bx+m

(x− 1)2
=
b(x− 1) + b+m

(x− 1)2

=
b(x− 1)

(x− 1)2
+

b+m

(x− 1)2

=
b

x− 1
+

b+m

(x− 1)2

因为 b,m 都是待定常数，所以 b+m 也是待定常数，不妨用 c 表示 b+m．

这样原分式就可以化成：
a

x+ 2
+

b

x− 1
+

c

(x− 1)2
的形式．

解：
4x2 + 3x− 1

(x− 1)(x2 + x− 2)
=

4x2 + 3x− 1

(x− 1)2(x+ 2)

设
4x2 + 3x− 1

(x− 1)2(x+ 2)
=

a

x+ 2
+

b

x− 1
+

c

(x− 1)2

所以，4x2 + 3x− 1 = a(x− 1)2 + b(x− 1)(x+ 2) + c(x+ 2)．
因为这是恒等式，x 可以任意取值，所以，我们不妨：

• 令 x = 1, 得 6 = 3c, ∴ c = 2

• 再令 x = −2, 得 9 = 9a, ∴ a = 1

• 再令 x = 0, 得 −1 = a− 2b+ 2c, ∴ b = 3
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因此：

4x2 + 3x− 1

(x− 1)(x2 + x− 2)
=

4x2 + 3x− 1

(x− 1)2(x+ 2)

=
1

x+ 2
+

3

x− 1
+

2

(x− 1)2

例 7.20 化
2x2 − x+ 1

(x− 1)3
为部分分式．

解：设 2x2 − x+ 1 = a(x− 1)2 + b(x− 1) + c = [a(x− 1) + b](x− 1) + c

累次作综合除法可以求得 a、b、c：

2 −1 +1

+2 +1

2 +1 +2

2 +3

+2

1

c

ba

∴ 2x2 − x+ 1 = 2(x− 1)2 + 3(x− 1) + 2

因此：

2x2 − x+ 1

(x− 1)3
=

2(x− 1)2 + 3(x− 1) + 2

(x− 1)3

=
2

x− 1
+

3

(x− 1)2
+

2

(x− 1)3

注意：

• 2x2 − x+ 1

(x− 1)3
可以化成

a

x− 1
+

b

(x− 1)2
+

c

(x− 1)3
的形式．

• 也可以用待定系数法解，但并不简便．

例 7.21 化
42− 19x

(x− 4)(x2 + 1)
为部分分式．

说明： x2 + 1 在实数范围内已不能分解因式，它与 x− 4 是互质因式．

解：设
42− 19x

(x− 4)(x2 + 1)
=

a

x− 4
+
bx+ c

x2 + 1
∴ 42− 19x = a(x2 + 1) + (bx+ c)(x− 4) 是一个恒等式．
令 x = 4，得 a = −2．
再把 a = −2 代入上式，整理得到：

42− 19x = (b− 2)x2 + (c− 4b)x− (4c+ 2)
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比较等式两边同类项的系数，得
b− 2 = 0 (7.13)

c− 4b = −19 (7.14)

−(4c+ 2) = 42 (7.15)

由 (7.13), (7.14) 解出 b = 2, c = −11．代入 (7.15) 都能够适合．因此：

42− 19x

(x− 4)(x2 + 1)
= − 2

x− 4
+

2x− 11

x2 + 1

通过以上各例，可以归纳出以下结论：

任何含有一个未知数的真分式，它的分母分解成不可约因式后，都可以
化成部分分式的代数和．

把一个真分式化为部分分式的问题，我们在例题中已经学过了三种类型：

1. 分母中如果含有因式 ax + b 的一次幂，那么，原真分式就对应有一个部
分分式

A

ax+ b
（A 是常数，a ̸= 0）；

2. 分母中如果含有因式 (ax+ b)n (n > 1), 那么，原真分式就对应有 n 个
部分分式的代数和，即

A1

ax+ b
+

A2

(ax+ b)2
+ · · ·+ An

(ax+ b)n

其中：A1, A2, . . . , An 都是常数）；

3. 分母中如果含有因式 ax2 + bx + c 的一次幂，且 b2 − 4ac < 0, 那么，原
真分式就对应有一个部分分式

mx+ n

ax2 + bx+ c
（m,n 都是常数，a ̸= 0）．

另外，还有一种类型，就是“分母中如果含有因式 (ax2+bx+c)n (n > 1),
且 b2 − 4ac < 0, 那么，原真分式就对应有 n 个部分分式的代数和，即

m1x+ n1

ax2 + bx+ c
+

m2x+ n2

(ax2 + bx+ c)2
+ · · ·+ mnx+ nn

(ax2 + bx+ c)n

其中，m1, n1,m2, n2, . . . ,mn, nn 都是常数（a ̸= 0）”．但运算较繁，这里就略
去了．
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练习

1. 已知下列各恒等式，求 A、B、C 的值．

(a) 4x+ 1

x(x+ 1)
=
A

x
+

B

x+ 1

(b) 46 + 13x

12x2 − 11x− 15
=

A

3x− 5
+

B

4x+ 3

(c) 4− 7x

(x2 + 1)(x− 2)
=
Ax+B

x2 + 1
+

C

x− 2

2. (a) 已知恒等式 x3 − 6x2 − 4x + 8 = A(x − 1)3 + B(x − 1)2 +

+C(x− 1) +D．求 A,B,C,D；

(b) 用 x− 2 的各次幂表示 3x3 − 8x2 + 10．

3. 化下列各式为部分分式：

(a) 2x+ 11

(x− 2)(x+ 3)

(b) 6x− 1

(2x+ 1)(3x− 1)

(c) x

x2 − 2x− 3

(d) x2 − 3x− 1

(x− 2)2

(e) x2 + x− 1

(x2 + 1)(x− 2)

(f) x2 + 6x− 1

(x− 3)2(x− 1)

（四）求算术平方根
√
c+ 2

√
b

在有些计算中，需要将算术平方根
√
c+ 2

√
b 表示为两个二次根式的代数

和．利用待定系数法，也可以解决这类问题．

例 7.22 计算
√
8 + 2

√
12

解：设
√
8 + 2

√
12 =

√
x+

√
y（x, y 都是正整数）．

则两边平方后可得：

8 + 2
√
12 =

(√
x+

√
y
)2

= (x+ y) + 2
√
xy

以上恒等式要成立，必须满足： ®
x+ y = 8 (7.16)

xy = 12 (7.17)

将 (6.16) 代入 (6.17) 得：x2 − 8x+ 12 = 0



408 第七章 代数运算的初步应用

解二次方程得：x1 = 2, x2 = 6；
再由 (6.16), 得出 y1 = 6, y2 = 2

∴
√
8 + 2

√
12 =

√
2 +

√
6(=

√
6 +

√
2)

用同样的方法，可以求得：
√
8− 2

√
12 =

√
6−

√
2（注意：

√
8− 2

√
12 =

√
2−

√
6是错误的，因为

√
2小于

√
6,其差小于零，但所求算术根

√
8− 2

√
12

是不能小于零的．）
一般来说，要求形如 a± 2

√
b 的数的算术平方根（a, b 都是正整数且 b 不

是完全平方数），就可以引进未定数 x、y, 使它们满足
√
a± 2

√
b =

√
x ±√

y

（x、y 都是正整数，且 x > y）．
两边平方，得 a± 2

√
b = (x+ y)± 2

√
xy，比较等式两边相应的部分，得®

a = x+ y (7.18)

b = xy (7.19)

解这个含有未定数 x, y 的方程组，得
x =

a+
√
a2 − 4b

2

y =
a−

√
a2 − 4b

2

由这里还可以看出，形如 a± 2
√
b 的数，只有当 a2 − 4b > 0, 且是一个完

全平方数时，才能有形如
√
x±√

y 的算术平方根．

例 7.23 求下列各数的算术平方根（精确到 0.01）：

1. 3 + 2
√
2 2. 9 + 4

√
5 3. 6−

√
20

解：

1. 原式 =
»
(
√
2 + 1)2 =

√
2 + 1 ≈ 2.41

因为，x+ y = 3 且 xy = 2，可观察得出 x = 2, y = 1．

2. ∵ 9 + 4
√
5 = 9 + 2

√
20

∴ 设
√
9 + 2

√
20 =

√
x+

√
y，两边平方，得：

9 + 2
√
20 = (x+ y) + 2

√
xy

比较两边相应部分，得  x+ y = 9

xy = 20
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解这个方程组，得：x = 5, y = 4

∴
√
9 + 4

√
5 =

√
5 +

√
4 ≈ 2.24 + 2 = 4.24

3. 设
√
6−

√
20 =

√
6− 2

√
5 =

√
x−√

y

两边平方，得：6− 2
√
5 = (x+ y)− 2

√
xy

∴ x+ y = 6, xy = 5 解得 x = 5, y = 1

∴
√
6− 2

√
5 =

√
5− 1 ≈ 1.24

练习

求下列各式的值（精确到 0.01）：

1.
√
5 + 2

√
6

2.
√
10− 2

√
21

3.
√
10 + 4

√
6

4.
√
11−

√
120

（五）其它数列求和

除常见的等差，等比数列外，我国古代的“垛积术”中，还有一些较复杂
的数列求和问题，这些问题也有重要应用．

例 7.24 某仓库中，存放的罐头堆成锥形垛．顶上放一桶，第二层有四桶，以
下各层，每个桶均由四个桶顶着（如图）一垛共有五层．问这一垛共有多少桶？

解：显然，这一垛共有：(1+4+9+16+25)桶．即：12+22+32+42+52 = 55

桶．
这就是说，前五个自然数的平方和等于 55．
一般地，如果由前 n 个自然数的平方组成的数列 12, 22, 32, . . . , n2．如何求

出它们的和呢？能不能导出一个通用的公式呢？
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以下我们将先对这个数列的前 n项和的特点进行分析，然后应用待定系数
法导出它的求和公式．
设 12 + 22 + · · ·+ n2 = S(n)，在 S(n) 中，n 代表项数．显然有：

S(0) = 0

S(1) = 1

S(2) = 12 + 22 = 5

S(3) = 12 + 22 + 32 = 14

· · · · · · · · · · · ·

S(n) = 12 + 22 + · · ·+ n2

S(n+ 1) = 12 + 22 + · · ·+ n2 + (n+ 1)2

而且还可以看出：无论项数 n 取几，总有

S(n+ 1)− S(n) = (n+ 1)2 = n2 + 2n+ 1

可见，S(n) 很可能是一个关于项数 n 的多项式，它只要满足两个性质：

1. S(0) = 0

2. S(n+ 1)− S(n) = n2 + 2n+ 1 （n 的二次式）

这就启示我们，如果能求出一个多项式 S(x), 能满足以上两条性质，即
S(0) = 0, S(x+ 1)− S(x) 是一个二次式．那么，所求数列的前 n 项和，就是
当 x = n 时，多项式 S(x) 的值 S(n)．

但是，满足以上两条性质的多项式 S(x) 应该是几次多项式呢？
我们不妨设 S(x) 是 m 次多项式，即

S(x) = axm + bxm−1 + · · ·+ cx+ d (a ̸= 0)

则：S(x+ 1) = a(x+ 1)xm + b(x+ 1)xm−1 + · · ·+ c(x+ 1)x+ d 由乘法公式，
不难知道：

S(x+ 1) = a(xm +mxm−1 + · · ·+ 1) + b[xm−1 + (m− 1)xm−2 + · · ·+ 1]

+ · · ·+ c(x+ 1) + d

= axm + (b+ am)xm−1 + · · ·+ (c+ · · · )x+ (a+ b+ · · ·+ c+ d)

∴ S(x+ 1)− S(x) = (b+ am− b)xm−1 + · · · = amxm−1 + · · ·
由于 am ̸= 0, 显然 S(x+ 1)− S(x) 是 m− 1 次多项式，因此，我们可以

得出：
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当 S(x) 是一个 m 次多项式时，S(x + 1) − S(x) 必定是一个 m − 1 次
多项式．

也就是说，多项式 S(x+ 1)− S(x) 的次数比多项式 S(x) 的次数低一次．

这样，由于在我们以上所求问题中，S(x+1)−S(x) 是二次多项式，所以，
S(x) 必定是一个三次多项式．
基于以上分析，以下我们就可以用待定系数法导出前 n个自然数平方的求

和公式．

例 7.25 试求 12 + 22 + · · ·+ n2．

解：设 12 + 22 + · · ·+ n2 = S(n)

由分析知 S(n) 是一个关于项数 n 的三次式，且 S(0) = 0, S(1) = 1,
S(2) = 5, S(3) = 14．其中，0 是 S(n) 的一个根．

∴ 由余式定理的推论，得：

S(n) = n(an2 + bn+ c)

这里 a、b、c 都是待定系数．

将 S(1) = 1, S(2) = 5, S(3) = 14 分别代入上式，即可得出
1 = a+ 6 + c

5 = 2(4a+ 26 + c)

14 = 3(9a+ 36 + c)

⇒


a+ b+ c = 1

4a+ 2b+ c =
5

2

9a+ 3b+ c =
14

3

解这个方程组，得 a =
1

3
, b =

1

2
, c =

1

6
因此：

S(n) = n

(
1

3
n2 +

1

2
n+

1

6

)
=
n

6
(2n2 + 3n+ 1)

=
1

6
n(n+ 1)(2n+ 1)

练习

试用待定系数法求 13 + 23 + · · ·+ n3．
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习题 7.2

1. 已知 x4 + 4x3 + 6px2 + 4qx+ r 能被 x3 + 3x2 + 9x+ 3 整除，试求 p、q、
r 的值．

2. 已知 f(x) = ax2 + bx+ c 是一个完全平方式，试用待定系数法证明：b2 −
4ac = 0．

3. 试用待定系数法把 f(x) = 3x3 − 10x2 + 13 表示成 (x− 2) 的各次方幂和．

4. 用待定系数法，把 x4 − 2x2 − 2 表示成 x2 − x+ 1 的各次方幂和．

5. 已知 x3 − x2 − 8x+ 12 = 0 有两个根相等，试解这个方程．

6. 已知方程 x3 − 4x2 + x+ k = 0 有一个根是 −1, 试求它的另外两个根．

7. 如果方程 x3 + px2 + qx + r = 0 有两个根互为相反数，试求 p, q, r 应具
有什么关系？

8. 化下列各分式为部分分式

(a) 3x− 4

x2 − 3x+ 2

(b) x2 + x− 3

(x− 1)(x− 2)(x− 3)

(c) x2 − 2

x3 − 3x2 + 2x

(d) x3 − 6x2 + 4x+ 8

(x− 3)4

(e) 2x2 + 1

x3 − 1

(f) 21x− 14

(x− 3)2(2x+ 1)

(g) 8x

(x+ 1) (x2 − 1)

(h) x2 + x+ 1

(x2 + 1) (x2 + 2)

9. 求下列各算术平方根：

(a)
√

5 + 2
√
6

(b)
√

15− 2
√
56

(c)
√
11 + 4

√
7

(d)
√
26− 8

√
10

10. 求下列数列的前 n 项和：14, 24, 34, . . . , n4, . . .

本章内容要点

本章的主要内容是两种常见数列的求和及待定系数法与它的应用．
一、等差数列
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1. 按顺序排好的一列数中，如果从第二个数起，每一个数与它前一个数的差
都相等，那么，这一列数叫做等差数列．

设等差数列的首项为 a1, 公差为 d, 项数为 n, 末项为 an 及前 n 项和为
Sn, 则有以下关系式：

an = a1 + (n− 1)d

Sn =
n

2
[2a1 + (n− 1)d] =

n

2
(a1 + an)

如果已知 a1, an, n, d, Sn 中的任意三个，就可以利用这两个公式，求出另
两个．

2. 在两个已知数 a, b 之间，插入 n 个数构成等差数列的问题，实际上就是
已知首项 a, 末项 b及项数 n+2, 要求出公差，进而可以求出插入的各项，
还可以求出所有项的和．

二、等比数列
按顺序排好的一列数中，如果从第二个数起，每一个数与它前一个数的比

都相等，那么，这一列数叫做等比数列．
设等比数列的首项为 a1, 公比为 q, 项数为 n, 末项为 an, 前 n 项的和为

Sn, 则有以下关系式：

an = a1q
n−1

Sn =
a1(1− qn)

1− q

公比 q 的取值，决定了等比数列各项的大小变化趋向：如果首项 a1 > 0(或
< 0)，那么，

• 当 q > 1 时，等比数列逐项增大（或减小）；

• 当 0 < q < 1 时，等比数列逐项减小（或增大）；

• 当 q < 0 时，等比数列各项将正、负相间，逐项在正、负值之间摆动．

三、待定系数法是一个重要的数学方法，其根据就是多项式恒等的性质．其
方法的要点就是：引进未定系数，列出恒等式并进而得出含有未定系数的方程
组，求出未定系数．
待定系数法应用广泛，具体作法中又有一定的技巧，除可以求商式、余式、

分解因式、寻求方程的根与系数间的关系外，还应从以下应用中进一步去掌握：



414 第七章 代数运算的初步应用

• 求多项式与解方程；

• 用一个较低次的多项式的各次幂，表示另一个多项式；

• 将分式化成部分分式；

• 求形如 a± 2
√
b 的数的算术平方根；

• 求数列 1b, 2b, 3b, . . . , nb, . . . 前 n 项和（b 是大于 1 的一个自然数）．

复习题七

1. 求下列数列的前 10 项和及第 n 项．

(a) 0, −2, −4, −6, . . .；

(b) 1

2
, −1

4
,
1

8
, − 1

16
, . . .；

(c) −0.1, 0.1, 0.3, 0.5 . . .；

(d) 9, 3, 1,
1

3
,
1

9
. . .．

2. 试求出下列数列的第 n 项, 并导出它的前 n 项求和公式：

(a) 1
1

2
, 2

1

4
, 3

1

8
, 4

1

16
, . . .；

(b) 1.3, 1.03, 1.003, 1.0003, . . .；

(c) 1

1× 2
,

1

2× 3
,

1

3× 4
,

1

4× 5
, . . .．

3. 如果有三个数成等差数列, 又成等比数列, 那么, 你能说明这三个数一定
相等吗?

4. 首项为 100,公差为 −10的等差数列中，前多少项的和最大？求出这个和．

5. 如果 a, b, c 分别是一等比数列的第 p, q, r 项, 试说明：

aq−r · br−p · cp−q = 1

提示：设这一数列的公比为 t,并将 a视为首项,则 b, c分别是第 q−p+1、
r − p+ 1 项．

6. 求和：Sn =
1

2
+

2

22
+

3

23
+

4

24
+ · · ·+ n

2n

提示：可以先求 Sn − 1

2
Sn
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7. 已知 f(−1) = 0, −5f(0) = −10

3
f(−2) = f(−3) = −20，试求：f

(
−1

2

)
及 f

(
−5

2

)
的值．

8. ℓ 和 m 是何值时，方程 x4 + 4x3 − 2x2 + ℓx+m = 0 能有两组相等的根？

9. 方程 x3 + px2 + qx+ r = 0 要有两个根是互为相反数，试问：p, q, r 必须
符合什么条件？

10. 求和：

a

x(x+ a)
+

a

(x+ a)(x+ 2a)
+ · · ·+ a

[x+ (n− 1)a](x+ na)

提示：
a

[x+ (n− 1)a](x+ na)
=

1

x+ (n− 1)a
− 1

x+ na

11. 将分式 6x3 + 5x2 − 7

3x2 − 2x− 1
化成部分分式．

12. 证明：如果 a, b, c 成等比数列，那么方程

(a2 + b2)x2 − 2b(a+ c)x+ b2 + c2 = 0

有两个相等的实数根，且这个实数根正好等于公比．

提示：a, b, c 之间有关系 b2 = ac
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