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第一章 复数系

在数学中，数是最基础、应用最广泛的工具之一，我们已经在自然数的基

础上，逐步学习了整数、有理数、实数等概念和它们的运算及性质. 这一章，我
们将进一步学习复数的概念及其运算、性质.

第一节 复数的概念

一、数的概念的发展

数的概念是中学数学的主要内容之一，是从实践中逐步形成和发展起来的.
早在有文字记载的历史以前，由于计数和排序的需要，人类就建立起自然数（正

整数）的概念，处理着各种常见的、有天然单元的可数量. 自然数的全体构成
了自然数集 N.
随着社会生产和科学技术的发展，数的概念相应地得到了不断发展.
为了处理实践中遇到的测量、分割、分配等可以细分的量，人们引进了正

分数；为了解决生产实践中的各种具有相反意义的量的表示和运算问题，人们

又引进了零及负数，并把自然数看作正整数. 这样一来，把正整数、零、负整
数合并在一起，称为整数集 Z；并把整数与分数（正分数、负分数）合称为有
理数集 Q.
任一有理数，可以表示成分数形式

m

n
，其中 m,n ∈ N; 还可以表示成循环

小数（包括循环节为 0 的小数）.
有理数系的形成，使得许多人曾认为这就足以解决可度量的量，特别是在

古希腊，他们曾认为：任意两条线段都是可公度的（即：任意两条线段长度的

比都是有理数）. 但实际上这种认识是不正确的. 例如，正方形的边长和对角
线长，正五边形的边长和对角线长都是不可公度的. 为了解决这些量与量之比
值不能用有理数表示的矛盾，于是又引进了无理数的概念，无理数就是无限不

循环小数. 无理数与有理数统称为实数，构成了实数集 R.
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2 第一章 复数系

实数集 R 对加、减、乘、除（零不作除数）四则运算是封闭的，且满足运
算通性，即满足加、乘法的交换律、结合律和分配律，数零与 1 保持在运算中
的特性．

实数集 R 与数轴上的点集之间，可以建立起一一对应的关系. 因此，从度
量的角度来说，实数系是一个完整无缺的数系，它足以满足度量的实际需要.
但是，从代数运算和解方程的角度来看，实数集并不完整无缺，因为，在

实数范围内，开方运算并不封闭，实系数方程（如 ax2 + bx+ c = 0）在实数系

内未必有解.
事实上，数的概念的逐步扩充，与代数运算和解方程的需要也是相适应的，

例如：

由于自然数集 N 对于减法、除法运算不封闭，因而方程 x+7 = 2, 7x = 5

等在自然数集中无解，但在有理数集 Q 中就有解 x = −5, x =
5

7
.

由于有理数集 Q 对于开方运算不封闭，因而方程 x2− 3 = 0 在 Q 中无解，
但在实数集 R 中就有两个解 x = ±

√
3.

同样，实数集 R 对开方运算仍不封闭，因而象方程 x2 + 1 = 0 在 R 中还
是无解，因为，没有一个实数的平方等于 −1．要解决这一类矛盾，数的概念需
要进一步发展，这就需要引进新数，并讨论它的运算.

练习

1. 试叙述实数集 R 中有哪些数系运算通性？

2. 试分别在自然数集 N．整数集 Z、有理数集 Q 和实数集 R 中，解
方程 (x− 2)(3x+ 1)(x+ 7)(x2 + 5) = 0.

二、复数及其几何表示

如上所述，由于解方程的需要，早在十六世纪，人们就引进了一个新数 i，

使得方程有解，并把它叫做虚数单位，并规定：

(1) i2 = −1;

(2) 它与实数进行四则运算时，运算通性及数 0 与 1 的运算特性仍然保持. 即，
满足加、乘法的交换律、结合律、分配律；满足

0 + i = i+ 0 = i,

0 · i = i · 0 = 0,

1 · i = i · 1 = i.
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在这样的规定下，i可以与实数 b相乘，再与实数 a相加，从而得到 a+ bi.
这样，数的概念扩大了，我们就把形如 a+ bi (a, b ∈ R) 的数，叫做复数.

全体复数构成的集合，称为复数集，一般记作 C.
对于复数 a+ bi (a, b ∈ R)，当 b = 0 时，就是实数 a；当 b ̸= 0 时，这一

复数叫做虚数，特别地，当 a = 0 且 b ̸= 0 时，叫做纯虚数.
a，b 分别叫做复数 z = a + bi 的实部与虚部，并且记作：Re(z) = a,

Im(z) = b.
显然，实数集 R 是复数集 C 的真子集，即 R ⊂ C.
例如，3 + 2i, −1

2
−
√
3i, −0.25i 都是虚数. 其中 −0.25i 是纯虚数．它们

的实部和虚部分别为：

Re(3 + 2i) = 3, Im(3 + 2i) = 2;

Re
(
−1

2
−
√
3i

)
= −1

2
, Im

(
−1

2
−
√
3i

)
= −
√
3;

Re(−0.25i) = 0, Im(−0.25i) = −0.25.

我们还规定，当且仅当两个复数的实部和虚部分别相等时，这两个复数相

等，即

a+ bi = c+ di⇐⇒ a = c且b = d

或

z1 = z2 ⇐⇒ Re(z1) = Re(z2) 且 Im(z1) = Im(z2)

特别地，我们可以得出

a+ bi = 0⇐⇒ a = b = 0

例 1.1 若 3x+ 2yi− 1 = (x− 1)i+ y，其中 x, y ∈ R. 求 x 与 y 的值.

解：将已知等式整理得

(3x− 1) + 2yi = y + (x− 1)i

根据复数相等的定义，可得方程组

 3x− 1 = y

2y = x− 1
，解得

x =
1

5
, y = −2

5

当两个复数的实部相等、虚部互为相反数时，这两个复数叫做互为共轭复

数，即：复数 a+ bi 与 a− bi 叫做互为共轭复数. 一般地，复数 z = a+ bi 的

共轭复数表示为：

z = a− bi
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显然，实数 a（即虚部为零的复数）的共轭复数仍是它自身 a.

我们已经知道，实数集与数轴上的点之间可建立一一对应关系. 引进虚数，
构成复数集之后，是否有相应的对应关系呢？

首先，虚数单位 i 在实数轴上没有立足之地，它不属于实数集；其次，当

b ̸= 0 时，复数 a+ bi 也不可能在实数轴上找出对应之点，它仍不属于实数集，

因此，我们必须另找途径来建立对应关系.

从复数及其相等的定义中，我们知道，任何一个复数 z = a + bi，都由一

个有序实数对 (a, b) 唯一确定，而每一个有序实数对，又借助平面的坐标化可

以唯一确定平面上一个点，因此，只要在平面上建立起直角坐标系，就可以用

平面上的点 Z(a, b) 表示出复数 z = a+ bi，如图 1.1 所示.

x

y

b
Z(a, b)

aO

图 1.1

x

y

b
Z(a, b)

a

Z(a,−b)
−b

O

图 1.2
这个建立了坐标系来表示复数的平面，叫做复平面，其中 X 轴叫做实轴，

Y 轴（不含原点）叫做虚轴.

这样一来，每一个复数，在复平面内都有唯一一点和它对应，反之，复平

面内的每一个点，都有唯一的一个复数和它对应，因此，复数集 C 和复平面上
的点集是一一对应的. 特别地，实数集和复平面实轴上的点集一一对应；纯虚
数集合和复平面虚轴（不含原点）上的点集一一对应.

显然，互为共轭的两个复数 z = a+ bi 与 z̄ = a− bi 在复平面上对应的两

点 Z(a, b) 与 Z(a,−b) 关于实轴对称（图 1.2）．

练习

1. 将下列给出的各数，分类填入表中：

1−
√
2, 0.618, −1 + i, 0, i, i2, 3 + 7

√
2i

i− 1, (
√
2 +
√
3)i,

√
2i−

√
2, −

√
3

2
i
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实数

虚数

纯虚数

2. 填写下列表格：

复数 z Re(z) Im(z) z̄ Re(z̄) Im(z̄)

−
√
3 + i

−(1 +
√
2)

i−
√
2

4
0

i

a− bi

3. 试求出满足下列等式的实数 x，y：

(1) (3x+ 2y) + (5x− y)i = 17− 2i;

(2) 3x+ 2y − 7 = (2x+ 3y − 8)i;

(3) 7x+ (4y − 1)i− 1 = 0.

4. 试说明对任意复数 z，都有 z̄ = z.

5. 在复平面上，画出下列复数及它们的共轭复数所对应的点：

2− 2i; −2 + 2i; −2i;
√
2; 0.

三、复数的模与幅角

我们已经知道，复数集与复平面上的点集之间是一一对应的，即每一复数

z = a+ bi (a, b ∈ R) 都对应着复平面上唯一一点 Z(a, b)，反之亦然。

如果我们在复平面上连结原点 O 与表示复数 z = a + bi 的 Z(a, b)，就得

到一个向量（从 O 点指向 Z 点），记作
−→
OZ，这样就可以在复数同向量（从原

点出发的向量）之间建立起联系. 不难看出，任一复数 z 可唯一确定复平面上

一点 Z，进而唯一确定一个向量
−→
OZ；反之，复平面上任一向量

−→
OZ，可唯一

确定一点 Z，进而唯一确定一个复数 z，因此，复数集 C 与复平面内所有以原
点 O 为起点的向量（位置向量）集合也是一一对应的。
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这样一来，我们就可以很方便地把复数 z = a+bi (a, b ∈ R)说成点 Z(a, b)，

或说成向量
−→
OZ. 研究复数的运算、性质就可以和研究向量的运算、性质互通

了.
如图 1.3 所示，我们把向量 −→OZ 的模（OZ 的长度）r 叫做复数 z = a+ bi

的模（或绝对值），记作

r = |z| 或 r = |a+ bi|

x

y

b
Z(a, b)

a

r

θ

O

图 1.3

显然

r = |z| = |a+ bi| =
√
a2 + b2 ≥ 0

特别地，当 b = 0 时，z 是一个实数，这时

r = |z| = |a| （与实数的绝对值概念一致）

又以实轴 OX 的正半轴为始边，向量
−→
OZ 所在的射线为终边的角 θ，叫做

复数 z = a+ bi 的幅角.
由于任一不等于零的复数，按以上规定可有无限多个幅角（终边相同的角）

的值，因而，我们进一步约定：

满足 0 < θ < 2π 的幅角 θ 的值，叫做幅角的主值，并记作 arg z，即
0 ≤ arg z < 2π. 因此，任一非零复数 z 的幅角 θ = arg z + 2kπ (k ∈ Z)

这样一来，每一个不等于零的复数，就只有唯一的模与唯一的幅角主值，并

可被它的模与幅角主值所唯一确定。

应该指出，由于复数 z = 0 对应于复平面上的零向量（一个点），而且零

向量的方向是任意的，因此，复数 z = 0 的模 |z| = 0，它的幅角却是任意的。

例 1.2 试比较复数 z1 = 1 +
√
2i，z2 = −

1

2
− i 的模的大小.
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解： ∵ |z1| =
√
1 + 2 =

√
3, |z2| =

…
1

4
+ 1 =

1

2

√
5,

√
3 >

1

2

√
5

∴ |z1| > |z2|.
一般来说，两个复数中，至少有一个不是实数，就不能比较它们的大小，但

任意两个复数的模，总是可以比较大小的.

例 1.3 如果 a，b 都是正实数，试求：

(1) arg a (2) arg(−a) (3) arg(bi) (4) arg(−bi)

解：由于 a，b 是正实数，因此：复数 a，−a 分别对应着复平面中正、负半实
轴上的点（不包含原点）. 所以

(1) arg(a) = 0 (2) arg(−a) = π

复数 bi，−bi分别对应着复平面中正、负半虚轴上的点（不包含原点）. 所
以

(3) arg(bi) = π

2 (4) arg(−bi) = 3π

2

例 1.4 设 z ∈ C，试说明满足下列条件的点 Z 的集合组成什么样的图形？

(1) |z| = a (2) 2 < |z| ≤ 4

解：

(1) 复数 z 的模等于 a ≥ 0，就是说它对应于复平面上的向量
−→
OZ 的长度为

a，也就是说它对应于复平面上的点 Z 到原点的距离为 a. 所以，满足条件
|z| = a 的点的集合，当 a > 0 时组成一个以 O 为圆心、以 a 为半径的圆；

当 a = 0 时，就是一个点（原点）。

(2) 先将条件 2 < |z| ≤ 4 化为

 |z| > 2

|z| ≤ 4
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再分别考虑：满足 |z| > 2的点集组

成圆 |z| = 2 的外部；满足 |z| ≤ 4

的点集组成圆 |z| = 4 的内部（包

含边界）。同时满足以上两条件的点

集，就是已求两集合的交集，也就是

所要求的集合.
因此，满足 2 < |z| ≤ 4 的点的集合

是以 O 为圆心，以 2及 4为半径的
两图所夹的圆环，其中包含外边界，

但不包括内边界（图 1.4）.

x

y

O 2 4

2

4

图 1.4

练习

1. 求出下列复数的模，并按其大小用不等号连起来：
√
2− i, −2 + i, 7, 2i, −1− i

2. 设 |z| = r, arg z = a，试求出 |z̄|, arg z̄.

3. 求证：复数 z1 = −3i, z2 =
√
2+
√
7i, z3 =

√
7−
√
2i, z4 = −2+

√
5i

所对应的四个点共圆，并写出个这圆周上的所有点应满足的条件.

4. 你能指出满足下列条件的复数所对应的点集组成什么图形吗？

(1) arg z =
π

4
(2) π

4
≤ arg z ≤ π

2

习题 1.1

1. 设复数 z = (a2 − 2a− 3) + (a2 + 2a− 3)i, a ∈ R, 试问在什么条件下，这
一复数是

(1) 实数？ (2) 零？ (3) 虚数？ (4) 纯虚数？

2. 实数 a, b 取何值时，才能使复数 z1 = z2:

(1) z1 =

(
1

2
a+ b

)
+

(
5a+

2

3
b

)
i, z2 = −4 + 16i ;

(2) z1 = (a+ b) + 24i, z2 = −(5 + abi);
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(3) z1 = 8 + 2abi, z2 = 6i+ a2 − b2;

(4) z1 = 2a2 − 5a+ 2, z2 = (b2 + b− 2)i;

(5) z1 = 0, z2 = (a− 1)2 + (b2 + 2b)i.

3. 求出下列各复数的共轭复数，并在复平面上描出表示这些互为共轭复数的
点。

1− i, −2 +
√
2i, −

√
3i, 2, i,

√
3 + i

4. 求出上题中各复数的模及幅角的主值（可用反三角函数表示）.

5. 实数 x, y 取何值时，才能使 z1 = z̄2:

(1) z1 = (x− y) + 5i, z2 = 1− (2x+ y)i;

(2) z1 = xy − (x+ y)i, z2 = 5 + 24i;

(3) z1 = (x2 − 3x− 2) + (y2 − 5y − 6)i, z2 = 2;

(4) z1 = 0, z2 = (2x2 − 5x+ 2) + i(y2 + y − 2).

6. 求证：两个复数互为共轭的必要条件是这两个复数的模相等。

7. 在下列各题中，要使等式 |z1| = 2|z2| 成立，试求实数 x, y 的值：

(1) z1 = x− 1− 2i, z2 = 1 + (x+ 1)i;

(2) z1 = (x− y + 1) + 2(x+ y − 3)i, z2 =
x− y + 1

2
√
2

i

8. 设 a, b ∈ R, 它们取何值时，表示复数 z = (a − b − 1) + (2a − b − 5)i 在

复平面上的点，才能在 y = x 直线上？

9. 试求满足下列条件的复数 x+ yi 在复平面上对应的点的轨迹：

(1) |x+ yi| = 3

(2) |x+ yi| < 3

(3) |x+ yi| ≥ 3

(4) 2 ≤ |x+ yi| ≤ 3

(5) 0 < |x+ yi| < 3

10. 设 z = a + bi, a, b ∈ R. 问：满足下列条件的点 Z(a, b) 的集合组成什么

图形？

(1) 0 ≤ |a| < 1 (2) a > 0, b > 0, a2 + b2 > 4

11. 想想看：若已知一个非零复数 z = a + bi, 你能求出它的幅角来吗？它的
主值又如何求出？举例说明。

12. 满足条件 π

6
≤ arg z ≤ π

2
的复数，在复平面上对应着什么样的点集？
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第二节 复数的四则运算

本节讨论复数的四则运算，我们将根据引进的新数——虚数单位 i 的特征

i2 = −1 和希望它遵从“数系运算通性”的要求，合理地提出运算法则，并进
一步应用这些法则，有效地进行运算，同时，根据复数的几何意义，我们将相

应地给出复数运算的几何意义.

一、复数的加、减法

（一）加法

复数的加法运算按照以下规定的法则进行：设 z1 = a+ bi, z2 = c + di 是

任意两个复数，则

z1 + z2 = (a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i

可见，任意两个复数的和仍然是一个复数.
特别地，根据这一规定我们可求出任一个实数 a 和任一纯虚数 bi 的和：

(a+ 0i) + (0 + bi) = (a+ 0) + (0 + b)i = a+ bi

由此可知，复数 a+ bi，既可认定为一个数，又可认定它为实数 a 与纯虚

数 bi 的和，今后，对于表达复数 a + bi 中的“+”号与表达加法运算的“+”

号，我们将认为是一样的。

不难验证，复数加法法则的规定满足“运算通性”。即: 设 z1, z2, z3 ∈ C,则

z1 + z2 = z2 + z1 (交换律成立)

z1 + (z2 + z3) = (z1 + z2) + z3 = z1 + z2 + z3 (结合律成立)

z1 + 0 = 0 + z1 = z1 (零的运算特性保持)

例 1.5 试求下列复数的和：

(1) (5− 3i) + (−
√
2 + i)

(2) (9 + 6i) + (9− 6i)

(3) (1− i) + (−1 + 2i) + 7 +
√
2i

解：

(1) (5− 3i) + (−
√
2 + i) = 5−

√
2
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(2) (9 + 6i) + (9− 6i) = 18 + 0i = 18

(3) (1− i)+ (−1+2i)+7+
√
2i = (1− 1+7)+(−1+2+

√
2)i = 7+(1+

√
2)i

由于复数可以用复平面上的“位置”向量来表示，因此，复数加法的几何

意义就是：复数的加法可以按照向量的“平行四边形”法则来进行，即，先将

求和的两个复数所对应的向量
−−→
OZ1,

−−→
OZ2 画出，若这两个向量不共线，再以这

两个向量为邻边作平行四边形 OZ1ZZ2, 则这个平行四边形的对角线 OZ 所示

的向量
−→
OZ, 就对应着已知两个复数的和 (如图 1.5).

x

y

O

Z2

Z1

Z

图 1.5

−−→
OZ1 与

−−→
OZ2 共线，只要在

−−→
OZ1 的方向上紧接着延长一个

−−→
Z1Z，使

−−→
Z1Z =

−−→
OZ2. 这时同样得到向量

−→
OZ, 它对应着已识两复数的和（相当于作一个退缩成

一条线段的平行四边形）.
显然，两个共轭复数的和是一个实数，它对应着实轴上的一个向量.

（二）减法

复数的减法仍定义为加法的逆运算，即：满足 (c+ di) + (x+ yi) = a+ bi

的复数 x+ yi，就叫做复数 a+ b 减去 c+ di 的差，记作

x+ yi = (a+ bi)− (c+ di)

根据复数加法法则和复数相等的定义，可以得出复数的减法法则

(a+ bi)− (c+ di) = (a− c) + (b− d)i

可见，两复数的差，仍是一个确定的复数，就是说，复数集对于减法也是

封闭的.
同样，复数的减法的几何意义就是用向量减法的“三角形法则”来表示，即：

两个复数的差 z1 − z2（向量
−−→
OZ1 −

−−→
OZ2）与连结两个向量终点并指向被减向
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量终点的向量对应（图 1.6），即

−−→
OZ1 −

−−→
OZ2 =

−−−→
Z2Z1

x

y

O

Z2

Z1

图 1.6

综上所述，复数的加、减法与我们熟悉的多项式加、减法是类似的，就是

把复数的实部、虚部分别相加、减，即

(a+ bi)± (c+ di) = (a± c) + (b± d)

例 1.6 计算 (3− 4i) + (−2 + i)− (5 + 2i)

解：

(3− 4i) + (−2 + i)− (5 + 2i) = (3− 2− 5) + (−4 + 1− 2)i = −4− 5i.

例 1.7 设复数 z1 = a + bi, z2 = c + di, 试求这两复数在复平面上所描述的两
点之间的距离.

解：由于 z1 与 z2 在复平面上所描述的两点 Z1, Z2 之间的距离 d，就是向量
−−−→
Z1Z2 的模，因而，只要求出向量

−−−→
Z1Z2 所对应的复数，并求出它的模即可。

∵ −−−→
Z1Z2 =

−−→
OZ2 −

−−→
OZ1

∴ −−−→
Z1Z2 对应于复数 z2 − z1，于是

d = |
−−−→
Z1Z2| = |z2 − z1|

= |(c+ di)− (a+ bi)| = |(c− a) + (d− b)i|

=
»
(c− a)2 + (d− b)2

例 1.8 根据复数的几何意义及向量表示，试求复平面内以 P (a, b)点为圆心，r

为半径的圆的方程.
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x

y

O

Z

P

r

图 1.7

解：设圆心 P (a, b)与复数 p = a+bi对应，圆上任一点 Z(x, y)与复数 z = x+yi

对应，由于已知圆的半径为 r，因此，向量
−→
PZ 的模就是定长 r. 即 |−→PZ| = r.

又由于
−→
PZ =

−→
OZ −

−−→
OP，因而向量

−→
PZ 就对应着复数 z − p = (x+ yi)−

(a+ bi) = (x− a) + (y − b)i.
所以，圆上任一点 Z 应满足 |

−→
PZ| = |

−→
OZ −

−−→
OP | = r，即

|z − p| = r

这就是复平面上以 P 为圆心，r 为半径的圆的方程.
若进一步求出 |z− p| = |(x− a) + (y− b)i| =

√
(x− a)2 + (y − b)2 代入圆

方程，并化简。就得出用实数表示的圆的一般方程：

(x− a)2 + (y − b)2 = r2

特别地，当 P 点在原点时，圆的方程就变成为

|z| = r

或

x2 + y2 = r2

练习

1. 利用复数加法法则和实数、虚数单位运算通性，验证：复数加法的
交换律和结合律都成立.

2. 计算（分别求和，再求差）：
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(1) (2 + 3i)± (1 + i)

(2) (2 + 4i)± (1− i)

(3) (−3i− 2)± (−1− i)

(4) −2i± (−4 + i)

(5) (2− 3i)± (−5i)± (−1 + 7i)

3. 将上题中的各小题，用向量法求和.

4. 求证：两个互为共轭的复数之和为实数；两互为共轭的复数之差为
纯虚数或零.

5. 想想看：在复平面上，以 P (a, b) 为圆心、以 r 为半径的圆内所有
点的集合，可用什么样的条件给定？

二、复数的乘、除法

（一）乘法

复数的乘法运算按照以下规定的法则进行：设 z1 = a+ bi, z2 = c + di 是

任意两复数，则

z1 · z2 = (a+ bi) · (c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i

其中，由于我们要求乘法运算仍应保持“运算通性”，因而，这一规定说明复数

的乘法与多项式乘法是类似的，只要将结果中的 i2 换成 −1，分别合并实部与
虚部即可．

可见，任意两个复数的乘积仍然是一个复数，也就是说，复数集对于乘法

也是封闭的.
特别地，根据这一规定，对两个互为共轭复数 z 与 z̄，我们有

z · z̄ = (x+ yi) · (x− yi) = x2 + y2

因此，互为共轭的两复数之积是一个实数，它等于每一复数的模的平方，即

z · z̄ = |z|2 = |z̄|2

容易验证，复数乘法运算也具有“数系运算通性”，即对于任意 z1, z2, z3 ∈ C，
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都有

z1 · z2 = z2 · z1 (乘法交换律成立)

z1 · (z2 · z3) = (z1 · z2) · z3 = z1 · z2 · z3 (乘法结合律成立)

z1 · (z2 + z3) = z1 · z2 + z1 · z3 (乘法对加法的分配律成立)

z1 · 0 = 0 · z1 = 0 (零的运算特性保持)

z1 · 1 = 1 · z1 = z1 (1 的运算特性保持)

还应该指出，复数乘方运算、幂的概念与实数完全相同，而且由于复数的

乘法满足交换律、结合律，所以在实数集 R 中的指数运算律，在复数集 C 中
仍然成立，即

对任意 z1, z2, z ∈ C 及 m,n ∈ N, 都有

zm · zn = zm+n

(zm)n = zm·n

(z1 · z2)n = zn1 · zn2

这样，我们由定义 i2 = −1，运用指数运算律可以得出：

i3 = i · i2 = −i

i4 = i2 · i2 = (−1) · (−1) = 1

i5 = i4 · i = i

· · · · · ·

一般地，对任意 n ∈ N，我们可归纳出：

i4n = (i4)n = 1n = 1

i4n+1 = (i4)n · i = i

i4n+2 = (i4)n · i2 = −1

i4n+3 = (i4)n · i3 = −i

即，对于数 n ∈ N，则

i4n = 1, i4n+1 = i, i4n+2 = −1, i4n+3 = −i

例 1.9 计算 (5− 4i)(1− i)(−2 + 3i).

解：

(5− 4i)(1− i)(−2 + 3i) = (1− 9i)(−2 + 3i) = 25 + 21i
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例 1.10 计算

(
−1

2
+

√
3

2
i

)6

解：(
−1

2
+

√
3

2
i

)6

=

(−1

2
+

√
3

2
i

)2
3

=

(
1

4
−
√
3

2
i+

3i2

4

)3

=

(
−1

2
−
√
3

2
i

)3

=

(
−1

2

)3

− 3

(
−1
2

)2

·
√
3

2
i+ 3

(
−1

2

)(√
3

2
i

)2

−

(√
3

2
i

)3

= −1

8
− 3
√
3

8
i+

9

8
+

3
√
3

8
i = 1

（二）除法

复数的除法同样定义为乘法的逆运算，即：满足 (c + di)(x + yi) = a +

bi (c+ di ̸= 0) 的复数 x+ yi 叫做复数 a+ bi 除以 c+ di 的商，记作

x+ yi =
a+ bi

c+ di
或 (a+ bi)÷ (c+ di)

根据两个共轭复数的乘积是一个实数以及乘法运算法则，可以得出复数的

除法法则：

当 c+ di ̸= 0 时，

a+ bi

c+ di
=

(a+ bi)(c− di)

(c+ di)(c− di)
=

ac+ bd

c2 + d2
+

bc− ad

c2 + d2
i

其中由于 c+ di ̸= 0，因而 c、d 不同时为零，所以，c2 + d2 ̸= 0．可见这样求

得的商是唯一确定的一个复数，也就是说，复数集 C 对于除法（除数不为零）
也是封闭的.

例 1.11 计算 (2− 3i)÷ (−3 + 4i)

解：

(2− 3i)÷ (−3 + 4i) =
2− 3i

−3 + 4i
=

(2− 3i)(−3− 4i)

(−3 + 4i)(−3− 4i)

=
−18 + i

25
= −18

25
+

1

25
i
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可以看出，复数乘、除法法则的公式并不需要硬记，乘法类似于多项式乘

法，除法可视为分式的分子、分母同乘以除数的共轭数，并注意正确应用运算

通性及 i2 = −1，就可得出结果.

练习

1. 验证复数乘法对于加法满足分配律.

2. 计算下列各式：

(1) (4− 3i)(−
√
3i)

(2)
(
1

2
−
√
3

2
i

)
(1 + i)

(3)
(
1

2
−
√
3

2
i

)3

·

(
1

2
+

√
3

2
i

)3

(4) (−
√
77 +

√
112i) · 0

3.（口答）计算：

i13, i22, i36, i43, i70, i101, i355, i404

1

i
,

1

i2
,

1

i3
,

1

i4
,

1

i11

4. 计算：

(1) 1

1 + i

(2) 1√
2i

(3) 2i

1− i

(4) 2 + i

7 + 4i

(5) 1

(9 + 2i)2

(6) (1− i)2

(1 + i)3

三、复数集内的多项式与方程

我们已经学习过实数范围内的多项式，而且明确多项式的元（未知数）只

要求它满足“运算通性”，因此，对于复系数的多项式运算或未知数（元）取复

数值的多项式求值，都可以与实系数多项式同样处理.

1. 复系数多项式的四则运算举例
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例如 f(x) = x+ i, g(x) = 2x+ 1− i，则

f(x) + g(x) = 3x+ 1

f(x)− g(x) = −x− 1 + 2i

f(x) · g(x) = 2x2 + (1 + i)x+ (1 + i)

g(x) = 2 · f(x) + 1− 3i

这就是说，g(x) 除以 f(x) 可得商 2，余 1− 3i（由综合除法得）.

2. 多项式求值举例

例如 f(x) = x2 + x+ 1，则

f(i) = i2 + i+ 1 = i

f(1 + i) = (1 + i)2 + (1 + i) + 1 = 2 + 3i.

3. 复系数多项式的因式分解举例

例如：在复数范围内，f(x) = x2 + 1 可以进一步分解

x2 + 1 = x2 − (−1) = x2 − i2 = (x+ i)(x− i)

4. 复数范围内的方程与方程组，均可按实数范围时的方法求解

5. 由带余除法导出的多项式的余式定理，对于复系数的多项式仍然适用. 例
如 f(x) = x4 + 2x3 − 3x2 + 5 除以 x− 2i 所得的余式为：

R = f(2i) = (2i)4 + 2(2i)3 − 3(2i)2 + 5 = 33− 16i

例 1.12 在复数范围内分解因式 x4 − 16

解：

x4 − 16 = (x2 − 4)(x2 + 4) = (x− 2)(x+ 2)(x− 2i)(x+ 2i)

例 1.13 解方程 x2 − 6x+ 10 = 0

解：利用求根公式，得

x =
6±
√
36− 40

2
=

6±
√
−4

2
= 3± i

∴ x1 = 3 + i, x2 = 3− i
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例 1.14 解方程

 2x+ (1 + i)y = 6− 2i

(3− i)x+ 2iy = 13− i

解：用行列式法解，由于

∆ =

∣∣∣∣∣ 2 1 + i

3− i 2i

∣∣∣∣∣ = 4i− (1 + i)(3− i) = −4 + 2i

∆1 =

∣∣∣∣∣6− 2i 1 + i

13− i 2i

∣∣∣∣∣ = −10
∆2 =

∣∣∣∣∣ 2 6− 2i

3− i 13− i

∣∣∣∣∣ = 10 + 10i

∴ x =
∆1

∆
= − −10
−4 + 2i

= 2 + i, y =
∆2

∆
=

10 + 10i

−4 + 2i
= −1− 3i

因此，方程组的解集为 {(x, y)} = {(2 + i, −1− 3i)}.

练习

1. 已知 f(x) = 2x2 + (1+ i)x+ (1− i)，试求 f(i), f(−i), f(1+ i) 和

f(0) 的值.

2. 在复数范围内分解因式 2x4 − 5x2 − 3.

3. 解方程组

 ix− y = 2(i− 1)

x− iy = 0

习题 1.2

1. 计算：

(1)
(
2

3
+ i

)
+

(
1− 2

3
i

)
−
(
1

2
+

3

4
i

)
(2) [(a+ b) + (a− b)i]− [(a− b)− (a+ b)i]

2. 设复数 z1 = 3 + 2i, z2 = −2 + 5i 在复平面上分别对应着点 Z1, Z2. 试求
向量

−−−→
Z1Z2 与

−−−→
Z2Z1 所表示的复数．

3. 试求复平面上点 P (2, 1) 与点 Q(3,−1) 之间的距离.

4. 求证：两个复数和的共轭复数，等于这两个复数的共轭复数之和.
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5. 设 z1, z2 是非零复数，用几何方法证明：

(1)
∣∣|z1| − |z2|∣∣ ≤ |z1 ± z2| ≤ |z1|+ |z2|

(2) |z1 + z2|2 + |z1 − z2|2 = 2|z1|2 + 2|z2|2

6. 写出复平面内任意两点连线段的垂直平分线的方程。

7. 设复平面内有两定点 F1(−
√
5, 0), F2(

√
5, 0)，试求到这两定点的距离之和

等于 6 的点的轨迹方程（椭圆方程）.

8. 计算：

(1) (
√
a+
√
bi)(
√
a−
√
bi) (a, b ∈ R)

(2) (1− 2i)(−0.2 + 0.3i)(0.5− 0.4i)

(3) (1 + i) + (2− i3) + (3− i5) + (4− i7)

(4) (
√
2−
√
2i)2 ·

(
1

4
+

1

4
i

)
(5) (a+ bi)3 + (a− bi)3

(6)
∣∣∣∣∣1− i i

1 + i −i

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
i 1 0

1 2i 1

0 1 3i

∣∣∣∣∣∣∣∣
9. 利用公式 (a+ bi)(a− bi) = a2 + b2, 把下列各式分解因式：

(1) a4 − b4

(2) x2 + 2x+ 3

(3) a2 + 2ab+ b2 + c2

(4) x3 − 2x+ 4

10. 设 ω = −1

2
+

√
3

2
i, 求证：

(1) 1 + ω + ω2 = 0

(2) ω3 = 1

(3) a3 + b3 + c3 − 3abc = (a+ b+ c)(a+ ωb+ ω2c)(a+ ω2b+ ωc)

11. 计算：

(1) 1

2− 4i

(2) 3− 2i

1 + i

(3) 1 + i

(1− i)2

(4) 1 + 2i

2− i3
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(5) (1− 2i)2

3− 4i
− (2 + i)2

4− 3i
(6)
√
3−
√
2i√

3 +
√
2i
−
√
2 +
√
3i√

2−
√
3i

12. 若 z1, z2 ∈ C, 且 z1 · z2 = 0, 则 z1, z2 中至少有一个等于 0.

13. 已知 1

z
=

1

z1
+

1

z2
, 且 z1 = 2 + 3i, z2 = 1− i, 求 z.

14. 已知 z2 = 5− 12i, 求 z.

15. 证明下列各命题：

(1) 作两个复数的和、差、积、商 (除数不为零) 的共轭复数，分别等于这
两个复数的共轭复数的和、差、积、商.

(2) 若 f(x) 是一个一元多项式，则对于任意复数 z, 有 f(z) = f(z̄).

16. 已知 f(z) =
z2 − z + 1

z2 + z + 1
, 求 f(2 + 3i), f(1− i) 的值.

17. 如果规定 i0 = 1, i−m =
1

im
(m ∈ N), 证明：对一切整数 n，以下等式成

立：

i4n = 1, i4n+1 = i, i4n+2 = −1, i4n+3 = −i.

18. 根据 i2 = −1 及要求复数运算满足“通性”, 试说明复数加法、乘法法则
规定是合理的。

19. 怎样的复数 z, 才能满足条件：

(1) z = z

(2) z = −z

(3) z · z̄ = [Re(z)]2

(4) z − z̄ = 2[Im(z)]

20. 应用余式定理，求下列各余式；

(1) f(x) = x4 − 3x3 + 2x2 − x+ i 除以 g(x) = x+ i

(2) f(x) = x4 − 3x3 + 2x2 − x+ i 除以 h(x) = (1 + i)x− 1 + i

21. 应用综合除法，将多项式 f (x) = x3+3 (1 + i)x2−2(5−3i)x−4 (1 + 2i)

展开成 (x+ i) 的幂的代数和形式.

22. 解方程组


x1 + 2x2 = 1 + i

ix2 + x3 = 2i

ix1 − ix3 = 1− i
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第三节 复数的三角形式

我们已经建立了复数集

C = {x+ yi | x, y ∈ R, i2 = −1}

与复平面上的点集以及复平面上的全体向量（由原点出发）集合间的一一对应

关系，并且明确了复数的模与幅角、幅角的主值等概念，这一节我们将学习复

数的另一种表达形式. 就是由它的模与幅角所确定的三角形式，这将有助于复
数乘法、除法、乘方、开方运算的进一步简便。

一、复数的三角形式

设 z = a + bi, (a, b ∈ R)，对应着复平面上的向量
−→
OZ（图 1.8），并设它

的模 |
−→
OZ| = r，幅角为 θ. 若 z = a+ bi ̸= 0，则可得

a = r · cos θ, b = r · sin θ

x

y

O

Z

b

a
θ

图 1.8

∴ z = a+ bi = r (cos θ + i sin θ)
因此，对于任何一个复数 z = a+ bi，都可以表示成 r(cos θ+ i sin θ) 的形

式（其中 r =
√
a2 + b2），并叫做这个复数的三角形式（也叫做复数的极坐标

形式）；为了方便，我们将 a+ bi 叫做复数的代数形式.
复数的代数形式 z = a + bi 与三角形式 z = r(cos θ + i sin θ) 之间，由图

1.8 可知有下列互化的关系： a = r cos θ

b = r sin θ
,

 r =
√
a2 + b2

tan θ = b/a

（θ 只要取主值，且要考虑 a，b 的正负）.

例 1.15 将下列复数的代数形式化为三角形式：



第三节 复数的三角形式 23

(1)
√
3 + i

(2) −1

2
+

√
3

2
i

(3) −1

(4) cos θ − i sin θ

解：

(1) r =
√
3 + 1 = 2, tan θ =

1√
3
=

√
3

3
，且 a, b 均为正值，θ 在 I 象限，因而

arg(
√
3 + i) =

π

6

∴
√
3 + i = 2

(
cos π

6
+ i sin π

6

)
(2) r =

…
1

4
+

3

4
= 1, tan θ = −

√
3，且 a < 0, b > 0，θ在 II象限，因而 θ =

2π

3
（主值）

∴ −1

2
+

√
3

2
i = cos 2π

3
+ i sin 2π

3

(3) r = 1, tan θ = 0，且 a < 0，因此 arg(−1) = π

∴ −1 = cosπ + i sinπ

(4) r =
√
cos2 θ + sin2 θ = 1

∴ cos θ − i sin θ = cos (−θ) + i sin (−θ) = cos (2π − θ) + i sin (2π − θ)

例 1.16 将下列复数的三角形式化为代数形式：

(1) 2
(
cos π

4
+ i sin π

4

)
(2)
√
2

(
cos 5π

6
+ i sin 5π

6

) (3) cos 101π + i sin 101π

(4) 5
(
cos π

2
+ i sin π

2

)
解：

(1) 2
(
cos π

4
+ i sin π

4

)
=
√
2 +
√
2i

(2)
√
2

(
cos 5π

6
+ i sin 5π

6

)
= −
√
6

2
+

√
2

2
i

(3) cos 101π + i sin 101π = cosπ + i sinπ = −1

(4) 5
(
cos π

2
+ i sin π

2

)
= 5i
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注意：复数的三角形式 r(cos θ + i sin θ) 中，必须满足 r > 0、式中保持“+”

号两特征，至于幅角 θ 则不一定非要取主值，除常用主值表示外，也可以在幅

角中任取一个。例如，

√
2−
√
2i = 2

[
cos
(
−π

4

)
+ i sin

(
−π

4

)]

也是复数
√
2−
√
2i 的三角形式.

此外，若 z = a+ bi = 0，即 z = 0+ 0i，这时 r = 0，其幅角是任意实数，

则 0 = 0(cos θ + i sin θ).

练习

1. 判断下列给出的是不是复数的三角形式？若不是，请把它们化为三
角形式：

(1) 2
(
cos π

4
− i sin π

4

)
(2) −2

(
cos π

3
+ i sin π

3

)
(3) 1

2

(
cos 3π

4
+ i sin 3π

4

)
(4) cos 7π

5
+ i sin

(
−3π

5

)

2. 将复数表示成三角形式：

(1) 2

(2) −3

(3) 4i

(4) −2i

(5) 1 + i

(6) −4 + 3i

(7) −1−
√
3i

(8)
√
3

2
− 1

2
i

3. 写出下列复数的代数形式：

(1) 3
(
cos π

3
+ i sin π

3

)
(2)
√
2

(
cos 3π

4
+ i sin 3π

4

) (3) 1√
3

[
cos
(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

)]
(4) 5

(
cos 7π

2
+ i sin 7π

2

)

4. 想一想：“两个复数若相等，则它们的模与幅角必定相等”对吗？为
什么？
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二、再谈复数的乘、除法和乘方运算

通过第二节对复数四则运算的学习，我们会感到：复数的代数形式在进行

加、减法运算时，步骤十分简明易学，但进行乘、除法和乘方运算时，却显得

繁杂.

我们将会看到，复数的三角形式在进行乘、除、乘方甚至开方运算时，比

代数形式要简捷得多.

定理 1
两个复数的乘积是一个复数，它的模等于两乘数的模的乘积；它的幅角

等于两乘数的幅角的和，即

设 z1 = r1(cos θ1 + i sin θ1), z2 = r2(cos θ2 + i sin θ2)，则

z1 · z2 = r1(cos θ1 + i sin θ1) · r2(cos θ2 + i sin θ2)

= r1 · r2 [cos (θ1 + θ2) + i sin (θ1 + θ2)]

证明：

∵ z1 · z2 = r1 · r2(cos θ1 + i sin θ1)(cos θ2 + i sin θ2)

= r1 · r2 [(cos θ1 · cos θ2 − sin θ1 · sin θ2)

+ i (cos θ1 · sin θ2 + sin θ1 · cos θ2)]

= r1 · r2 [cos (θ1 + θ2) + i sin (θ1 + θ2)]

∴ 定理成立.

根据这一定理，联系复数的向量表示，我们可以给出两复数相乘的几何意

义：

两复数 z1 = r1(cos θ1 + i sin θ1) 与 z2 = r2(cos θ2 + i sin θ2) 相乘时，可
以先在复平面上画出它们对应的向量

−−→
OZ1,

−−→
OZ2，然后将

−−→
OZ1 旋转一个角 |θ2|

（若 θ2 > 0 时，就按逆时针方向旋转
−−→
OZ1；若 θ2 < 0 时，就按顺时针方向旋转

−−→
OZ1），再把它的模变为原来的 r2 倍，就可得到向量

−→
OZ（图 1.9 所示），这一

向量就对应着所求两复数的积.

推论

n 个复数的积仍是一个复数，它的模等于 n 个乘数的模的积，它的幅角
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x

y

O

r1

Z1

r2

Z2

r1 · r2

Z

θ2 θ1

θ1 + θ2

图 1.9

等于 n 个乘数的幅角的和。（可用数学归纳法证明）即：

z1 · z2 · · · zn = r1 (cos θ1 + i sin θ1) · r2 (cos θ2 + i sin θ2)

· · · rn(cos θn + i sin θn)

= r1 · r2 · · · rn[cos(θ1 + θ2 + · · ·+ θn)

+ i sin(θ1 + θ2 + · · ·+ θn)]

这样，在计算复数的乘积时，只要先化为三角形式。再求出模之积与幅角

之和，就可写出所求乘积的三角形式。

在上边的推论中，如果 z1 = z2 = · · · = zn = z, 即 r1 = r2 = · · · = rn = r

且 θ1 = θ2 = · · · = θn = θ. 也就是说有 n 个相同的复数相乘时，那么就得到：

[r(cos θ + i sin θ)]n = rn(cosnθ + i sinnθ) (n ∈ N)

这就是著名的棣美佛定理.

定理 2（棣美佛定理）
复数的 n（n ∈ N）次方幂仍是一个复数，它的模等于这个复数的模的 n

次幂，它的幅角等于这个复数的幅角的 n 倍.

例 1.17 计算：
(
cos π

6
+ i sin π

6

)
·
√
2
(
cos π

12
+ i sin π

12

)
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解：由乘法定理可知：

原式 =
√
2
[
cos
(π
6
+

π

12

)
+ i sin

(π
6
+

π

12

)]
=
√
2
(
cos π

4
+ i sin π

4

)
=
√
2

(√
2

2
+

√
2

2
i

)
= 1 + i

例 1.18 计算 (1− i)10

解：先将 1− i 化为三角形式：

1− i =
√
2
[
cos
(
−π

4

)
+ i sin

(
−π

4

)]
由棣美佛定理，得

(1− i)10 =

[√
2

(
cos −π

4
+ i sin −π

4

)]10
=
(√

2
)10
·
[
cos
(
−5π

2

)
+ i sin

(
−5π

2

)]
= 25

(
cos π

2
− i sin π

2

)
= −32i

例 1.19 如果将复数 z = 2 + 3i 在复平面上所对应的向量
−→
OZ 旋转 150◦，那

么，在复平面上所得新向量
−−→
OZ1 将对应哪一个复数（用代数形式表示）.

解：由复数乘法的几何意义知道，一个向量（对应一个复数）旋转一个角度 θ < 0，

就相当于这个复数与模长为 1，幅角主值为 θ 的另一复数（对应于幅角为 θ 的

单位向量）作乘积.
因此，所求的复数就等于复数 3i 与复数 1 · (cos 150◦ + i sin 150◦) 的乘积，

即

(2 + 3i) · (cos 150◦ + i sin 150◦) = (2 + 3i)

(
−
√
3

2
+

1

2
i

)

= −2
√
3 + 3

2
+

2− 3
√
3

2
i

定理 3
两个复数的商，在除数不为零的条件下仍是一个复数，它的模等于两个

复数的模的商，它的幅角等于两复数的幅角的差（被除数的幅角减去除
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数的幅角）. 即：当 z2 ̸= 0 时，有

z1
z2

=
r1(cos θ1 + i sin θ1)
r2(cos θ2 + i sin θ2)

=
r1
r2

[cos (θ1 − θ2) + i sin (θ1 − θ2)]

证明：不妨设 z =
r1
r2

[cos (θ1 − θ2) + i sin (θ1 − θ2)]，则由乘法，

z · z2 =
r1
r2
· r2 [cos (θ1 − θ2 + θ2) + i sin (θ1 − θ2 + θ2)]

= r1(cos θ1 + i sin θ1) = z1

又由除法的定义，可得

z1
z2

= z (z2 ̸= 0)

例 1.20 计算
(√

3− i
)
÷
(√

3 + i
)

解： ∵
√
3− i = 2

(√
3

2
− 1

2
i

)
= 2

[
cos
(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

)]
√
3 + i = 2

(
cos π

6
+ i sin π

6

)

∴
(√

3− i
)
÷
(√

3 + i
)
= (2÷ 2)

[
cos
(
−π

6
− π

6

)
+ i sin

(
−π

6
− π

6

)]
= 1 ·

[
cos
(
−π

3

)
+ i sin

(
−π

3

)]
=

1

2
−
√
3

2
i

例 1.21 已知平面内并列的三个边长为 1 的正方形（如图 1.10 所示），利用复
数证明：∠1 + ∠2− ∠3 = 0.

解：如图建立坐标系以确定复平面，不在轴上的三个正方形顶点设为 Z1, Z2, Z3．

显然，它们分别对应着复数 3 + i, 2 + i, 1 + i; 由于平行线的内错角相等，因而
∠1、∠2、∠3 分别等于复数 3 + i, 2 + i，1 + i 的幅角的主值。

又由复数的乘、除法可知，∠1 +∠2−∠3 就是复数 (3 + i)(2 + i)

1 + i
的幅角，

而
(3 + i)(2 + i)

1 + i
=

5 + 5i

1 + i
= 5

它的幅角的主值是 0，所以 ∠1 + ∠2− ∠3 = 0.
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x

y

1

Z3

2

Z2

3

Z11

O

3 2 1

图 1.10

练习

1. 计算

(1)
√
2
(
cos π

6
+ i sin π

6

)
·
√
2

2

(
cos π

4
+ i sin π

4

)
(2) 2

(
cos 4π

3
+ i sin 4π

3

)
· 3
(
cos 5π

6
+ i sin 5π

6

)
(3)
√
3(cos 240◦ + i sin 240◦) ·

√
3

3
(cos 150◦ + i sin 150◦)

(4) 4(cos 18◦+ i sin 18◦) · [cos (−306◦)+ i sin (−306◦)] ·5(cos 108◦+
i sin 108◦)

2. 用棣美佛定理计算：

(1)
[
2
√
2(cos 18◦ + i sin 18◦)

]5
(2) (−1− i)6

(3)
[√

3

(
cos 3π

4
+ i sin 3π

4

)]4
(4) (2− i) ·

(
−1

2
+

√
3

2
i

)7

3. 计算：

(1) 12

(
cos 7π

4
+ i sin 7π

4

)
÷ 6

(
cos 2π

3
+ i sin 2π

3

)
(2) 2÷ (cos 45◦ + i sin 45◦)

(3) −i÷ 2

(
cos 4π

3
+ i sin 4π

3

)
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(4) (−i+ i) ·
√
2(cos 120◦ + i sin 120◦)÷ 3(cos 55◦ + i sin 55◦)

4. 你能说明复数除法的几何意义吗？

5. 利用复数证明：在 Rt△ABC 中，∠C = 90◦, AC = 3BC，E 为

AC 上一点，且 CE = 2EA，则：

∠CBE + ∠CBA− π

4
=

π

2

三、复数的开方运算

开方是乘方的逆运算，求一个复数 a + bi 的 n 次方根，就是求一个数 z，

使得 zn = a+ bi. 凡满足这一等式的数 z，就叫做复数 a+ bi 的 n 次方根.
设 a+ bi = r(cos θ + i sin θ), z = ρ(cosφ+ i sinφ)，则对于任意自然数 n，

都有

r(cos θ + i sin θ) = [ρ(cosφ+ i sinφ)]n = ρn(cosnφ+ i sinnφ)

由于两复数相等，它们的模相等，而它们的幅角可以相差 2π 的整数倍，所

以  ρn = r

nφ = θ + 2kπ (k ∈ Z)

因而可得

ρ = n
√
r, φ =

θ + 2kπ

n

因此，复数 r(cos θ + i sin θ) 的 n 次方根是

n
√
r

(
cos 2kπ + θ

n
+ i sin 2kπ + θ

n

)
其中，当 k = 0, 1, . . . , n−1各值时，可以得到上式的 n个不同值；当 k 继续取

n, n+ 1, . . . 以及其它的值时，由于正弦、余弦函数都是以 2π 为周期，上式的

值又重复出现 k 取 0, 1, . . . , n− 1 时的同样结果．所以，复数的 n 次（n ∈ N）
方根是 n个复数，它们的模都等于这个复数的模的 n次算术根，它们的幅角分

别等于这个复数的幅角与 2π 的 0, 1, . . . , n− 1 倍的和的 n 分之一. 即

n

»
r(cos θ + i sin θ) = n

√
r

(
cos θ + 2kπ

n
+ i sin θ + 2kπ

n

)
(k = 0, 1, . . . , n− 1)
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注意：在复数范围内， n
√
z 应表示 n 个复数，这 n 个复数都是 z 的 n 次方根，

为了区别于在实数范围内， n
√
z 仅表示算术根，我们约定：被开方数是实数时，

n
√
z (a ∈ R) 仍表示算术根（单值）， n

√
a+ 0i 或 n

√
a(cos 0 + i sin 0) (a > 0) 或

n
√
|a|(cosπ + i sinπ) 都表示 n 个 n 次方根（多值）. 至于被开方数是虚数时，

n
√
a+ bi (b ̸= 0) 或 n

√
r(cos θ + i sin θ) 都表示 n 个方根.

例 1.22 求 i 的平方根.

解： ∵ i = cos π
2
+ i sin π

2

∴
√
i = cos

π

2
+ 2kπ

2
+i sin

π

2
+ 2kπ

2
= cos

(π
4
+ kπ

)
+i sin

(π
4
+ kπ

)
(k =

0, 1)

因此，i 的平方根是

z1 = cos π
4
+ i sin π

4
=

√
2

2
+

√
2

2
i （k = 0 时）

z2 = cos 5π
4

+ i sin 5π

4
= −
√
2

2
−
√
2

2
i （k = 1 时）

例 1.23 求 −1 + i 的四次方根.

解： ∵ −1 + i =
√
2

(
cos 3π

4
+ i sin 3π

4

)

∴ 4
√
−1 + i = 8

√
2

cos
3π

4
+ 2kπ

4
+ i sin

3π

4
+ 2kπ

4

 (k = 0, 1, 2, 3)

因此，−1 + i 的四次方根是：

z1 =
8
√
2

(
cos 3π

16
+ i sin 3π

16

)
(k = 0)

z2 =
8
√
2

(
cos 11π

16
+ i sin 11π

16

)
(k = 1)

z3 =
8
√
2

(
cos 19π

16
+ i sin 19π

16

)
(k = 2)

z4 =
8
√
2

(
cos 27π

16
+ i sin 27π

16

)
(k = 3)

例 1.24 求 −3 的平方根.

解： ∵ −3 = 3(cosπ + i sinπ)

∴
√
−3 + 0i =

√
3

(
cos π + 2kπ

2
+ i sin π + 2kπ

2

)
(k = 0, 1)
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因此，−3 的平方根有两个复数：

z1 =
√
3
(
cos π

2
+ i sin π

2

)
=
√
3i

z2 =
√
3

(
cos 3π

2
+ i sin 3π

2

)
= −
√
3i

一般来说，在复数范围内，任一个负实数 −a 有两个平方根：±
√
ai.

这样一来，以前在解实系数一元二次方程 ax2+bx+c = 0时，如果 b2−4ac <
0，在实数范围内无解. 现在，在复数范围内，方程就有两个解：

x =
−b±

√
−(b2 − 4ac)i

2a
(b2 − 4ac < 0)

显然，这两个解是一对共轭复数.

例 1.25 解方程 x2 − 2x+ 6 = 0.

解： ∵ ∆ = b2 − 4ac = 4− 24 = −20 < 0

∴ x =
2±
√
20i

2
= 1±

√
5i

由以上可知，复数集 C 对于开方运算是封闭的，这是复数系不同于实数系
的一个重要性质.
利用复数开方的方法，我们可以解一些特殊的高次方程，例如，

形如 anx
n + a0 = 0 (an ̸= 0) 的方程，我们叫做二项方程，就可以完整地

解出，即，首先化成 xn = b

(
b = − a0

an

)
的形式，从而解出 x 的 n 个值.

例 1.26 解方程 x5 + 243 = 0.

解： ∵ x5 = −243 = 243(−1 + 0i) = 243(cosπ + i sinπ)

∴ x = 5
√
243

(
cos π + 2kπ

5
+ i sin π + 2kπ

5

)
(k = 0, 1, 2, 3, 4)

即

x1 = 3
(
cos π

5
+ i sin π

5

)
(k = 0)

x2 = 3

(
cos 3π

5
+ i sin 3π

5

)
(k = 1)

x3 = 3 (cosπ + i sinπ) (k = 2)

x4 = 3

(
cos 7π

5
+ i sin 7π

5

)
(k = 3)

x5 = 3

(
cos 9π

5
+ i sin 9π

5

)
(k = 4)
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仔细观察这五个解可以发现：它们的模都相同，它们的幅角依次相差
2π

5
：

因此，这个方程的五个解所对应的复平面内的五个点是均匀地分布在以原点为

圆心，以 3 为半径的圆周上（图 1.11）．这就是此方程的解的几何意义。

x

y

O

Z1

Z2

Z3

Z4

Z5

−3

图 1.11

一般地，二项方程 xn = b (b ∈ C) 有 n 个复数根，这些根的几何意义是复

平面内的 n 个点（或向量），这些点（或向量的终点）均匀地分布在以原点为

圆心，以 n
√
|b| 为半径的圆上.

还要进一步指出：对一般的实系数 n 次方程在复数集内也是恰有 n 个根，

但未必都是实数根，可能会有虚根（如例 1.25).
可以证明，实系数方程的虚根总是成对地出现的，即

定理 4（虚根成对定理）
如果 z = a+bi是实系数方程 f(x) = anx

n+an−1x
n−1+· · ·+a1x+a0 = 0

的一个根，那么 z = a− bi 也是方程 f(x) = 0 的一个根.

证明：由于 z = a+ bi 是方程的根，所以

f(z) = f(a+ bi) = 0

但根据习题 1 2 第 15 题（2）已证明的结论，应有

f(z̄) = f(a− bi) = f(a+ bi) = 0̄ = 0

因此，z̄ = a− bi 也是方程 f(x) = 0 的根.

例 1.27 已知方程 2x4 − x3 +5x2 +13x+5 = 0 的一个根为 1，求这个方程的
其余根.
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解：这是一个实系数一元四次方程，由定理 4 及已知一根 1− 2i 可知，这一方

程必有根 1 + 2i.
又由因式定理知：(x− 1 + 2i)(x− 1− 2i) = x2 − 2x�5 是方程左边的因式，

利用长除法可得

2x4 − x3 + 5x2 + 13x+ 5 = (2x2 + 3x+ 1)(x2 − 2x+ 5)

所以只要解方程 2x2 + 3x+ 1 = 0 的根：x1 = −1, x2 = −
1

2
，就可知：

原方程的其余三根为 1 + 2i, −1, −1

2
.

练习

1. 直接说出以下各数的平方根：

−4, −2.25, −3, −t (t ∈ R+), −m2 (m ∈ R)

a (a ∈ R), a− b (a, b ∈ R)

2. 求下列各数的方根：

(1) −i,
√
2−
√
2i, −1

2
+

√
3

2
i 的平方根；

(2) 27, 1 + i 的立方根；

(3) −i 的五次方根．

3. 解方程（在复数范围内）：

(1) x2 + x+ 16 = 0

(2) x3 − 1 = 0

(3) x4 + 16 = 0

(4) x5 − i = 0

4. 已知方程 4x4 − 2x3 − x− 1 = 0 有一个根为 − i√
2
，试求这个方程

的其余三个根.

四、单位根

我们把方程 xn = 1 在复数范围内的 n 个根，叫做 n 次单位根．也就是在

复数范围内，1 的 n 个不同的 n 次方根，都叫 n 次单位根. 即
∵ xn = 1 = cos 0 + i sin 0
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∴ x = 1 ·
(
cos 2kπ

n
+ i sin 2kπ

n

)
(k = 0, 1, . . . , n− 1)

这样可得出 n 个单位根：

x1 = cos 0 + i sin 0 = 1 （当 k = 0 时）

x2 = cos 2π
n

+ i sin 2π

n
（当 k = 1 时）

x3 = cos 4π
n

+ i sin 4π

n
（当 k = 2 时）

· · · · · · · · ·

xn = cos 2(n− 1)π

n
+ i sin 2(n− 1)π

n
（当 k = n− 1 时）

由二项方程解的几何意义可以知道：n 个不同的单位根可用复平面内以原

点为圆心的单位圆的一个内接正 n 边形顶点来表示.

例 1.28 求三次单位根．

解： ∵ x3 = 1 = cos 0 + i sin 0
∴ x = cos 2kπ

3
+ i sin 2kπ

3
(k = 0, 1, 2)

因此，三个三次单位根为 (如图 1.12)：

x1 = cos 0 + i sin 0 = 1

x2 = cos 2π
3

+ i sin 2π

3
= −1

2
+

√
3

2
i

x3 = cos 4π
3

+ i sin 4π

3
= −1

2
−
√
3

2
i

x

y

O

x1

x2

x3

图 1.12

x

y

O

x1

x2

x3

x4

图 1.13

例 1.29 求四次单位根
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解： ∵ x4 = 1

∴ x = cos 2kπ
4

+ i sin 2kπ

4
(k = 0, 1, 2, 3)

因此，四个四次单位根为 (如图 1.13)：

x1 = 1 (k = 0) x2 = i (k = 1)

x3 = −1 (k = 2) x4 = −i (k = 3)

如果用复数的向量表示法来看这 n 个不同的 n 次单位根的话，我们会发

现单位根之间还有一定的关系.

x

(n = 12)

y

O 1
x1

x2

x3

xn

图 1.14

1. 如图 1.14 所示，在复平面上 n 个 n 次单位根正好将单位圆 n 等分，其

中：x1 = 1，单位向量
−−→
Ox1 旋转

2π

n
得：x2 = cos 2π

n
+ i sin 2π

n
记为

ω；再旋转
2π

n
得：x3 = cos 4π

n
+ i sin 4π

n
= ω2；再旋转

2π

n
可一样地得：

x4 = cos 6π
n

+ i sin 6π

n
= ω3，……

同理可得：

xn = cos 2(n− 1)π

n
+ i sin 2(n− 1)π

n
= ωn−1

因此，设 ω = cos 2π
n

+ i sin 2π

n
，则 n 个 n 次单位根又可写成：

1, ω, ω2, . . . , ωn−1

2. 进一步考虑这 n 个单位根的关系，可以发现：
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∵ ωn−1 = cos 2(n− 1)π

n
+ i sin 2(n− 1)π

n
= cos

(
−2π
n

)
+ i sin

(
−2π
n

)
= cos 2π

n
− i sin 2π

n
= ω

∴ ωn−1 = ω =
1

ω
= ω−1

同理可得：

ωn−2 = ω2 = ω−2, . . .

当 n 为偶数时 ω
n
2
+1 = ω

n
2
−1 = ω−(n2−1) = ω−n

2
+1

当 n 为奇数时 ω
n+1
2 = ω

n−1
2 = ω−n−1

2

所以，这 n 个 n 次单位根还可以写成：

• 当 n 为偶数时（如例 1.29）：

1, ω, ω2, . . . , ω
n
2
−1, −1, ω−(n2−1), . . . , ω−2, ω−1

或

1, ω, ω2, . . . , ω
n
2
−1, −1, ω

n
2
−1, . . . , ω2, ω

• 当 n 为奇数时（如例 1.28）：

1, ω, ω2, . . . , ω
n−1
2 , ω−n−1

2 , . . . , ω−2, ω−1

或

1, ω, ω2, . . . , ω
n−1
2 , ω

n−1
2 , . . . , ω2, ω

其中，ω = cos 2π
n

+ i sin 2π

n
.

例如，三次单位根为 1, ω, ω−1（或 ω̄），其中

ω = cos 2π
3

+ i sin 2π

3
= −1

2
+

√
3

2
i

又如，四次单位根为 1, ω, −1, ω−1（或 ω̄），其中

ω = cos 2π
4

+ i sin 2π

4
= i
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3. 利用单位根，可以方便地求出任一个正实数 ca > 0 且 c ̸= 1 的 n 个 n 次

方根．

这就是：若 a > 0 且 a ̸= 1，则 a 的 n 个 n 次方根即方程 xn = a 的解为：

x1 = n
√
a

x2 = n
√
a · ω

x3 = n
√
a · ω2

· · · · · · · · ·

xn = n
√
a · ωn−1

这里 ω = cos 2π
n

+ i sin 2π

n
是单位根之一

练习

试求出六次和七次单位根，并分别检验它们之间的关系.

习题 1.3

1. 把下列复数化成三角形式表示：

(1) 6

(2) 6i

(3) 1 + i

(4) 1

2
−
√
3

2
i

(5) −
√
2−
√
2i

2. 把下列复数化为代数形式表示，并画出复平面上相应的向量来：

(1) 3
√
2
(
cos π

4
+ i sin π

4

)
(2) 2

(
cos 11π

6
+ i sin 11π

6

)
(3) cosπ + i sinπ

(4)
√
3

[
cos
(
−2π

3

)
+ i sin

(
−2π

3

)]
(5) cos

(
k · π

4

)
+ i sin

(
k · π

4

)
(k = 0, 1, 2, . . . , 6, 7)

3. 计算

(1)
√
3
(
cos π

3
+ i sin π

3

)
· 2
√
3
(
cos π

6
+ i sin π

6

)
(2)
√
10
(
cos π

2
+ i sin π

2

)
·
√
2
(
cos π

4
+ i sin π

4

)
4. 下列复数是不是三角形式？如果不是，请化成三角形式表示：
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(1) cos π
6
− i sin π

6

(2)
√
2

(
cos 4π

3
+ i sin 2π

3

) (3) 7

(
sin 3π

4
+ i cos 3π

4

)
(4) 3

(
cos 5π

6
+ i sin −7π

6

)

5. 求证：

(1)
√
2(cos 75◦ + i sin 75◦) ·

√
2 (cos 15◦ + i sin 15◦) = 2i

(2) (cos 3θ − i sin 3θ)(cos 2θ − i sin 2θ) = cos 5θ − i sin 5θ

6. 如图 1.15 所示，菱形 OABC 的一个内角 ∠AOC =
π

4
，且 A 点所对应

的复数为 2 + i, 试求，B、C 两点各对应的复数.

x

y

O

A

B

C

图 1.15

7. 已知下列各复数 z，求

∣∣∣∣1z
∣∣∣∣ 及 arg

(
1

z

)
(1) z = 2

(
cos π

12
+ i sin π

12

)
(2) z = cos π

6
− i sin π

6

(3) z =
1− i√

2

8. 把复数 3−
√
3i 对应的向量旋转

π

3
，所得向量相对应的复数是什么？

9. 用棣美佛定理计算：

(1) [2(cos 15◦ + i sin 15◦)]6

(2)
[

1√
2
(cos 225◦ + i sin 225◦)

]4
(3) (1 +

√
3i)4

(4) (2− 2
√
3i)4

(5) (
√
3 + i)5

−1 +
√
3i

(6)
(

2 + 2i

1−
√
3i

)8
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10. 用棣美佛定理证明：

(1) cos 2θ = cos2 θ − sin2 θ, sin 2θ = 2 sin θ · cos θ

(2) cos 3θ = 4 cos3 θ − 3 cos θ, sin 3θ = 2 sin2 θ − 4 sin θ

11. 设 n ∈ N，n 取何值时，(1 +
√
3)n 是一个实数？

12. 计算：

(1) 10

(
cos 2π

3
+ i sin 2π

3

)
÷ 2

(
cos π

6
+ i sin π

6

)
(2) −10i÷ 6

(
cos π

6
+ i sin π

6

)
13. 求证：

(1) 1

cos θ + i sin θ = cos θ − i sin θ

(2) (cos θ + i sin θ)−n = cos (−nθ) + i sin (−nθ) (n ∈ N)

(3) (cos θ − i sin θ)n = cosnθ − i sinnθ (n ∈ N)

14. 利用复数证明余弦定理.

15. 化简：

(1) (cos 7θ + i sin 7θ)(cos 2θ + i sin 2θ)
(cos 5θ + i sin 5θ)(cos 3θ + i sin 3θ)

(2) cosφ− i sinφ
cosφ+ i sinφ

(3) cosα+ i sinα
sinα+ i cosα

16. 在复数范围内解下列方程：

(1) 4x2 + 9 = 0

(2) 2(x2 + 4) = 5x

(3) (x− 3)(x− 5) = −2

(4) 1

x+ 3
− 1

x
= 1

(5) x4 + 3x2 + 1 = 0

(6) x

x2 + 1
+

x2 + 1

x
− 5

2
= 0

17. 解下列方程组：

(1)

 a+ b = 2

ab = 2
(2)

 x2 + y2 = 0

xy = 1
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18. 求：

(1) 8
(
cos π

3
+ i sin π

3

)
的六次方根;

(2) −2i 的五次方根.

19. 求：六次单位根、七次单位根，并在复平面上用向量表示出来.

20. 解下列方程：

(1) x3 + 1 = i

(2) x4 + 16 = 0

(3) x10 − 32x5 + 1024 = 0

(4) x12 + 63x6 − 64 = 0

21. 求证：

(1) 不经计算证明
∣∣∣∣a+ bi

a− bi

∣∣∣∣ ≡ 1

(2) 有相同幅角的两个复数之比必为实数；

(3) 复平面上四个点 Z1, Z2, Z3, Z4 共圆或共直线的充分必要条件是：

Z3 − Z1

Z3 − Z2

/
Z4 − Z1

Z4 − Z2

为实数

第四节 复数的指数形式

我们已经学习了复数的代数形式、三角形式以及它们的运算. 在科学技术，
特别是在电工和无线电计算中，常要涉及复数或三角函数的变换和计算，为方

便还采用复数的另一种形式——复数的指数形式，在这一节将学习复数的指数

形式及其运算、应用.

一、复数的指数形式及其运算

我们首先引进一个著名的公式——欧拉公式：

eiθ = cos θ + i sin θ

其中 e = 2.71828 · · · 是一个重要的常数，也就是自然对数的底数.
欧拉公式在以后的“复变函数论”中可以证明。这个公式表明了：模为 1、

幅角为 θ 的复数 cos θ + i sin θ 与以 e 为底的复指数函数的关系，从这个公式

出发，对任一个复数

z = a+ bi = r(cos θ + i sin θ)
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就可以表示成 z = r · eiθ 的形式，我们就把这一表达式叫做复数的指数形式.
例如：

• 复数 cos π
2
+ i sin π

2
的指数形式为 ei

π
2

• 复数 3
(
cos π

4
+ i sin π

4

)
的指数形式为 3ei

π
4

这样，同一个复数，就有三种不同形式的表达方法——代数形式、三角形

式、指数形式. 如：

1

2
+

√
3

2
i = cos π

3
+ i sin π

3
= ei

π
3

−2
√
3 + 2i = 4

(
cos 5π

6
+ i sin 5π

6

)
= 4ei

5π
6

复数的指数形式便利于乘、除、乘方及开方运算. 因为可以证明原有在实
数范围内的指数运算律它都仍然满足. 这就是：
设 z1 = r1e

iθ1，z2 = r2e
iθ2，则有

z1 · z2 =
(
r1e

iθ1
)
·
(
r2e

iθ2
)

= r1(cos θ1 + i sin θ1) · r2(cos θ2 + i sin θ2)

= r1r2[cos (θ1 + θ2) + i sin (θ1 + θ2)] = r1r2 · ei(θ1+θ2)

即

r1e
iθ1 · r2eiθ2 = r1r2e

i(θ1+θ2)

同理可证：

z1
z2

=
r1e

iθ1

r2eiθ2
=

r1
r2
· ei(θ1−θ2) (z2 ̸= 0)

zn1 = (r1e
iθ1)n = rn1 · einθ1 (n ∈ N)

z1 的 n 次方根： n
√
z1 =

n
√
r1eiθ1 = n

√
r1e

i
θ1+2kπ

n (k = 0, 1, . . . , n− 1)

例 1.30 把复数 z = 2i 化成指数形式.

解： ∵ z = 2i = 2
(
cos π

2
+ i sin π

2

)
∴ z = 2 · ei

π
2

例 1.31 已知 z1 =
√
2 · ei(−

π
4 )，z2 =

√
5 · ei

2π
3 . 试求：
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(1) z1 · z2 (2) z1 的平方根

要把结果表示成复数的三角形式.

解：

(1)

z1 · z2 =
(√

2ei(−
π
4 )
)
·
(√

5ei
2π
3

)
=
√
10ei

5π
12 =

√
10

(
cos 5π

12
+ i sin 5π

12

)

(2)
»√

2 · ei(−
π
4 ) = 4

√
2 · ei

−π
4
+2kπ

2 (k = 0, 1)

∴ z1 的两个平方根为

x1 =
4
√
2 · ei(−

π
8 ) =

4
√
2

(
cos 15π

8
+ i sin 15π

8

)
x2 =

4
√
2 · ei

7π
8 =

4
√
2

(
cos 7π

8
+ i sin 7π

8

)
例 1.32 试用 eiθ 与 e−iθ 表示 cos θ 与 sin θ.

解：由于

eiθ = cos θ + i sin θ (1)

e−iθ = cos (−θ) + i sin (−θ) = cos θ − i sin θ (2)

(1)(2) 联立，可解出

cos θ =
1

2

(
eiθ + e−iθ

)
sin θ =

1

2
i
(
eiθ − e−iθ

)
练习

1. 将复数 −1，2 + 2i，cos 15◦ + i sin 15◦，4i 分别表示成指数形式.

2. 将复数 e−i
π
2，3e2i，

√
2ei

3π
2 分别化为三角形式和代数形式.

3. 用指数形式计算：
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(1) 8

(
cos 7π

6
+ i sin 7π

6

)
· 2
(
cos π

4
+ i sin π

4

)
(2) 2÷ ei

π
4

(3) (1 +
√
3i)10

(4) 求 81 的四次方根

二、证明三角恒等式

在我们学习过的三角公式和三角恒等式当中，除了公式 sin(α+β)与 cos(α+
β)是证明棣美佛定理的依据外，其余公式都可以应用复数的指数形式来加以证

明. 其要点是：首先将公式中的正切、余切、正割、余割诸函数都化为正弦、余
弦函数表达；其次再用由复数的指数形式而导出来的公式：（例 1.32）

sin θ =
1

2
i
(
eiθ − e−iθ

)
cos θ =

1

2

(
eiθ + e−iθ

)
将三角函数转化为指数形式的代数运算；从而达到证明的目的.

例 1.33 求证：−2 sinα · sinβ = cos(α+ β)− cos(α− β)

证明： ∵ sinα =
1

2i
(eiα − e−iα) , sinβ =

1

2i

(
eiβ − e−iβ

)

∴ 左 = −2 · 1

4i2
[
ei(α+β) + e−i(α+β) − ei(α−β) − ei(β−α)

]
=

1

2

[
ei(α+β) + e−i(α+β)

]
− 1

2

[
ei(α−β) + e−i(α−β)

]
= cos(α+ β)− cos(α− β) =右

∴ 原等式成立.

例 1.34 求证：sin(α+ β) · cos(α− β) = sinα · cosα+ sinβ · cosβ

证明：

左式 =
1

2i

[
ei(α+β) − e−i(α+β)

]
· 1
2

[
ei(α−β) + e−i(α−β)

]
=

1

4i

[
e2αi + e2βi − e−2βi − e−2αi

]
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右式 =
1

2i

(
eiα − e−iα

)
· 1
2

(
eiα + e−iα

)
+

1

2i

(
eiβ − e−iβ

)
· 1
2

(
eiβ + e−iβ

)
=

1

4i

[
e2αi − e−2αi + e2βi − e−2βi

]
∵ 左式 = 右式

∴ 原等式成立.
对于具有条件 α + β + γ = π 的三角恒等式，应用复数的指数形式加以证

明更为有利.

例 1.35 在 △ABC 中，求证：

1 + cos 2A+ cos 2B + cos 2C + 4 cosA · cosB · cosC = 0

证明：

∵ 4 cosA · cosB · cosC = 4 · e
iA + e−iA

2
· e

iB + e−iB

2
· e

iC + e−iC

2

=
1

2

[
ei(A+B+C) + ei(B+C−A) + ei(A+C−B)

+ ei(A+B−C) + e−i(B+C−A) + e−i(A+C−B)

+e−i(A+B−C) + e−i(A+B+C)
]

(∗)

但由于 A+B+C = π，进而有 B+C−A = π−2A, A+C−B = π−2B,
A+B − C = π − 2C; 因此可得：

ei(A+B−C) = eiπ = −1

ei(B+C−A) = ei(π−2A) = eiπ · e−2Ai = −e−2Ai

同理：ei(A+C−B) = −e−2Bi, ei(A+B−C) = −e−2Ci

e−i(A+B+C) = e−iπ = −1, e−i(B+C−A) = −e2Ai

e−i(A+C−B) = −e2Bi, e−i(A+B−C) = −e2Ci

将以上结果代入 (*) 式，得

4 cosA · cosB · cosC =
1

2

[
−2− e2Ai − e2Ai − e2Bi − e2Bi − e2Ci − e2Ci

]
= −1− cos 2A− cos 2B − cos 2C

∴ 1 + cos 2A+ cos 2B + cos 2C + 4 cosA cosB cosC = 0
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练习

利用复数的指数形式，证明以下等式：

1. sin 2α = 2 sinα · cosα

2. cos2 β − sin2 α = cos(α+ β) · cos(α− β)

习题 1.4

1. 把下列复数化为指数形式：

(1) 5

(2) 2 + 2i

(3) −2i

(4) 1−
√
3i

(5) cos π
4
+ i sin π

4
(6) cos 3 + i sin 3

(7) 1 + cos π
3
+ i sin π

3

2. 设复数 a+ bi = r · eiθ，写出复数 a− bi, −a+ bi, −a− bi 的指数形式.

3. 把下列复数化为三角形式及代数形式：

(1) 4ei
π
6 (2)

√
3ei

2π
3 (3) e−i

3π
2

4. 试求：复数 ei
4π
5 , ei

2π
3 所对应的向量间的夹角 α (0 ≤ α ≤ π).

5. 用复数的指数形式计算：

(1)
√
2

(
cos 4π

3
+ i sin 4π

3

)
·
√
2

4

(
cos 5π

6
+ i sin 5π

6

)
(2)
√
3(cos 150◦ + i sin 150◦)÷

√
2(cos 225◦ + i sin 225◦)

6. 根据欧拉公式求证：e−iθ = (cos θ + i sin θ)−1.

7. 用复数的指数形式计算：

(1) (1 +
√
3i)10 (2) (

√
3− i)8 (3) 4

√
64 + 0i

8. 用复数的指数形式证明恒等式：

(1) sinα− sinβ = 2 cos α+ β

2
· sin α− β

2

(2) (sinα+ sinβ)2 + (cosα+ cosβ)2 = 4 cos2 α− β

2
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本章内容要点

一、本章里，我们引进了虚数单位 (i2 = −1)，把数的概念扩展到了复数
集. 复数的分类如下：

复数 a + bi

(a, b ∈ R)

实数

(b = 0 时)

虚数

(b ̸= 0 时)

纯虚数

(a = 0 时)

非纯虚数

(a ̸= 0 时)

且复数集 ⊃ 实数集 ⊃ 有理数集 ⊃ 整数集 ⊃ 自然数集，即：

C ⊃ R ⊃ Q ⊃ Z ⊃ N

二、复数有四个基本概念：模，幅角，共轭复数，复数的相等；任一个复

数有三种表示形式：代数形式 a + bi (a, bE ∈ R)，三角形式 r(cos θ + i sin θ)，
其中 r =

√
a2 + b2, tan θ =

b

a
，指数形式 reiθ；复数 z = a+ bi 与复平面内的

点 Z(a, b) 对应，并且和从原点出发的向量
−→
OZ 相对应，因此，复数集 C 与复

平面内的点集，与从原点出发的向量集合之间成一一对应关系，即

C : {a+ bi | a, b ∈ R, i2 = −1} ←→ {Z(a, b)} ←→ {
−→
OZ}

据此，一些平面几何，平面解析几何以及平面向量的问题，也可以通过复

数来解决.
三、复数集对于四则运算及乘方，开方运算都是封闭的；复数集保持了数

系运算的“通性”，即加法、乘法的交换律、结合律以及乘法对于加法的分配

律、数 0 与 1 的运算特性等；但复数集不再具有顺序性，对任意两个不全为实
数的复数，就不能比较大小.
四、复数的运算法则及其几何意义：

1. 加、减法运算用复数的代数形式表达比较方便，即

(a+ bi)± (c+ di) = (a± c) + (b± d)i

其几何意义是对应的向量相加、减，即“平行四边形”法则和“三角形”

法则，特别是两复数的差的模表示复平面内两点间的距离.
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2. 乘、除法，乘方、开方的运算用复数的三角形式或指数形式表达比较方便，
即

r1(cos θ1 + i sin θ1) · r2(cos θ2 + i sin θ2) = r1 · r2 [r1 cos (θ1 + θ2) + i sin (θ1 + θ2)]

r1(cos θ1 + i sin θ1)
r2(cos θ2 + i sin θ2)

=
r1
r2

[r1 cos (θ1 − θ2) + i sin (θ1 − θ2)]

棣美佛定理：

[r(cos θ + i sin θ)]n = rn(cosnθ + i sinnθ)

n 个 n 次方根：

n

»
r(cos θ + i sin θ) = n

√
r

(
cos θ + 2kπ

n
+ i sin θ + 2kπ

n

)
(k = 0, 1, 2, . . . , n− 1) (n ∈ N)

复数的这些运算，都有其几何意义. 特别是：复数的相乘对应着平面向量
的旋转；n 个 n 次方根对应着圆内接正 n 边形的顶点，即圆周的 n 等分点，这

些结论在应用上很重要.
五、在复数集中，本章学习了在实数集中所不能解的有关问题：

1. 当 b2 − 4ac < 0 时，一元二次方程 ax2 + bx+ c = 0 (a ̸= 0) 有两个共轭

的虚根，即

x =
−b± i

√
4ac− b2

2a

2. 二项方程 xn = b (b ∈ C) 有 n 个不同的复数根，即设 xn = b = r(cos θ +
i sin θ)，则

x = n
√
r

(
cos θ + 2kπ

n
+ i sin θ + 2kπ

n

)
当 k = 0, 1, 2, . . . , n− 1 时，可得出 n 个不同的解.

3. 特别地，方程 xn = 1 的复数解，叫做 n 次单位根，若设 ω = cos 2π
n

+

i sin 2π

n
，则当 n 为偶数时，n 个单位根为

1, ω, ω2, . . . , ω
n
2
−1, −1, ω

n
2
−1, . . . , ω2, ω

当 n 为奇数时，n 个单位根为

1, ω, ω2, . . . , ω
n−1
2 , ω

n−1
2 , . . . , ω2, ω

4. 实系数一元方程，若有虚根存在，则一定是成对出现，即实系数方程若有
根 a+ bi (b ̸= 0) 则必有根 a− bi.
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复习题一

1. 在复平面上任选一点 Z（不在原点）表示复数 z，然后用几何法在平面找

出下列各复数的点：

(1) −z

(2) z̄

(3) −z̄

(4) z + z̄

(5) z − z̄

(6) z + |z|

(7) z − |z|

(8) iz

(9) −iz

(10) iz̄

(11) −iz̄

2. 已知 z = a+ bi (a, b ∈ R)，求下列各复数的实部与虚部：

(1) z2

(2) z3

(3) 1

z

(4) v0z +
M

2π
· 1
z

(v0,M ∈ R)

3. 求复数 z =
a2 − b2 + 2abi

ab
√
2 +
√
a4 + b4i

的模.

4. 求证：表示复数 z0 的点关于直线 Re(z) = Im(z) 的对称点表示的是复数

iz0.

5. 下列方程（t 为实参数）给出了怎样的曲线？

(1) z = t(1 + i)

(2) z = a cos t+ ib sin t

(3) z = t+
i

t

(4) z = t2 +
i

t

6. 已知 (x+ yi)3 = a+ bi，a, b, x, y ∈ R，求证：
a

x
+

b

y
= 4(x2 − y2)

7. 若 a，b 是共轭复数，且 (a+ b)− 3abi = 4− 6i, 试求 a 及 b.

8. 若 x, y ∈ R, z = x+ y− 30− xyi 且 z̄ = 60i− |x+ yi|，试求 x 和 y 的值.

9. 若 z = x+ yi，求证：|z| ≤ |x|+ |y| ≤
√
2|z|

10. 试判断以下复数，哪些是实数？哪些是纯虚数？(z, z1, z2 ∈ C)

(1) z + z̄

(2) z − z̄

(3) z · z̄

(4) z2 − z̄2
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(5)

(
1

z
+

1

z̄

)
(z + z̄)

z − z̄

(6) z1 · z̄2 − z̄1 · z2

(7) z1 · z̄2 + z̄1 · z2

(8) z1 · z̄2 + z̄1 · z2
z1 · z̄1 − 1

(9) z1 · z̄2 − z̄1 · z2
i(z1 · z̄1 + z2 · z̄2)

(10) i(z1 · z̄2 + z2 · z̄1)
z1 · z̄2 − z̄1 · z2

11. 设复数 z1, z2 分别对应于点 Z1, Z2，求证：

(1) OZ1⊥OZ2 的充要条件是 z1 · z̄2 + z̄1 · z2 = 0

(2) OZ1 与 OZ2 共线的充要条件是 z1 · z̄2 − z̄1 · z2 = 0

12. 设 α 是复常数，k 是实常数，z ∈ C，试说明下述方程在复平面上的图形
是什么？

(1) αz̄ + ᾱ · z = k; (2) zz̄ + zᾱ+ αz̄ + k = 0.

13. 求证：如果 1

z
+ z ∈ R，那么 Im(z) = 0 或 |z| = 1.

14. 化简：
(
1− i

1 + i

)4α

，其中 α = csc 10◦ −
√
3 sec 10◦.

15. 解方程组

(1)

 x+ iy = 2 + 4i

ix+ y = 0

(2)

 z1 + 2z2 = 1 + i

3z1 + iz2 = 2− 3i

(3)


x2 + y2 = 6

x2 + y2 = 0

x2 + z2 = 8i

16. 化简

(cos 2θ − i sin 2θ)(cos θ + i sin θ)2
cos (θ + φ) + i sin (θ + φ)

· (cos 2θ + i sin 2θ)2(cos 2φ− i sin 2φ)
cos (θ − φ) + i sin (θ − φ)

17. 将下列复数化为三角形式：

(1) (cos 5φ+ i sin 5φ)2
(cos 3φ− i sin 3φ)3

(2) 1− cos θ+ i sin θ, (0 ≤ θ ≤ π)
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18. 设 x = eiα, y = eiβ, z = eiγ，求证：

(x+ y)(y + z)(z + x) = 8xyz cos β − γ

2
· cos γ − α

2
· cos α− β

2

19. 设 sinA+ sinB + sinC = cosA+ cosB + cosC = 0，求证：

(1) sin 3A+ sin 3B + sin 3C = 3 sin(A+B + C)

(2) cos 3A+ cos 3B + cos 3C = 3 cos(A+B + C)

20. 在复平面上，z1 = 1, z2 = 2 + i 与 z3 组成一个正三角形，求 z3.

21. 若 z1, z2, z3, z4 是一个正方形的四个顶点，且 z1 = 1 + 2i, z2 = 3− 5i, 求
z3, z4.

22. 求证：△z1z2z3 是等边三角形的充要条件是：

z21 + z22 + z23 = z1 · z2 + z2 · z3 + z3 · z1

23. 下列条件表示什么样图形？

(1) Im(z2) = 2

(2) |z| = 1 且 arg z ∈ (0, π)

(3) 0 < a ≤ Im(z) ≤ b 且
π

4
≤ arg z ≤ 3π

4

24. 你能用复数表示出图中的半圆来吗？（包括边界）

x

y

2−2 O

2

图 1.16

x

y

1

−1

O−1

图 1.17

25. 设 z ∈ C，解方程：

(1) 1

2
(z − 1) =

√
3

2
(1 + z)i

(2) (z + 1)8 = (1 + i)8

26. 设 z 是虚数，解方程：
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(1) z + |z̄| = 2 + i (2) z2 = z̄

27. 求证：

(1) |z| = 1 (z ∈ C) 的充要条件是 z−1 = z̄;

(2) 共轭虚数的 n (n ∈ N) 次幂仍是共轭虚数；

(3) 虚数的平方根仍是虚数．

28. 在复数集中解下列方程组：

(1)

 x2 + y2 − 2xy + 3(x+ y)− 2 = 0

2(x2 + y2)− 2xy − 2(x+ y) + 15 = 0

(2)


x− y

1 + xy
=

1

3
x+ y

1− xy
= 3

29. 设三次单位根为 1, ω, ω2，其中 ω = −1

2
+

√
3

2
i，求证：

(1) 1 + ω + ω2 = 0

(2) 1 · ω · ω2 = 1

(3) (1 + ω2)4 = ω

(4)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 ω

1 1 ω2

ω2 ω 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −3

(5) 1n + ωn + (ω2)n =

 3, n = 3k

0, n ̸= 3k
(k ∈ Z)

(6) a3 + b3 = (a+ b)(aω + bω2)(aω2 + bω);

(7) a3 + b3 + c3 − 3abc = (a+ b+ c)(a+ bω + cω2)(a+ bω2 + cω)

30. 利用上题中 ω 的性质，计算：

(1) (−1 +
√
3i)6 − (−1−

√
3i)6;

(2)
(√

3 + i

2

)6

−

(√
3− i

2

)6

;
(3)

(
−1

2
i−
√
3

2

)12

.
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31. 已知 f(x) = x4 + 3x2 − 30x2 + 366x− 340 的一个根为 3 + 5i，求其余的

三个根。

32. 若实系数方程 x4 + px3 + qx2 + rx+ s = 0 有两个根为 2 + i, −2 + i. 求
p、q、r、s 的值。

33. 若实系数多项式 x4+px3+qx2+rx+s有一个根是纯虚数，求证：r2+p2s =

pqr.

34. 已知实系数方程 x2 +mx+ n = 0 的一个根是另一个根的 i 倍，试求 m、

n 的关系.

35. 已知 f(x) = x4 + (2 + i)x3 + (3 + 2i)x2 − (4− 3i)x− 4i,

g(x) = x4− (1− i)x3− (1+ i)x2 + (4+ i)x− 4i，求 f(x) 与 g(x) 的公根.



第二章 排列与组合 二项式定理

第一节 排列与组合

一、加法原理和乘法原理

假如我们要从甲地到乙地，可以乘火车、轮船或公共汽车，火车每天有两

班，轮船有两班，公共汽车有六班，问从甲地到乙地有多少种不同的方法？

因为，从甲地到乙地，乘火车有两种不同的方法，乘轮船有两种不同的方

法，乘公共汽车有六种不同的方法. 而每种方法都可以由甲地到达乙地，因为，
从甲地到乙地共有 2 + 2 + 6 = 10 种不同的方法.
一般地说，有如下原理：

加法原理

如果完成某件事有 n 种方式，在第一种方式中有 m1 种方法，在第二种

方式中有 m2 种方法……，在第 n 种方式中有 mn 种方法. 那么完成这
件事共有 m1 +m2 + · · ·+mn 种不同的方法.

又假如，要从甲地到丙地，必须经过乙地，现在已知由甲地到乙地有三条

道路，由乙地到丙地有两条道路（图 2.1），问从甲地到丙地共有多少种不同的
走法？

甲 乙 丙

图 2.1

因为从甲地到乙地有 3 种不同的走法，到乙地后又各有两种不同的走法到
丙地，因此，从甲地到丙地共有 3× 2 = 6 种不同的走法.

54



第一节 排列与组合 55

一般地说，有如下原理：

乘法原理

如果完成某种事需要分成 n 个步骤，第一步骤有 m1 种方法，第二步

骤有 m2 种方法……，第 n 步骤有 mn 种方法，那么完成这件事共有

m1 ·m2 · · ·mn 种不同的方法.

总的来说，如果完成一种事有几种不同的方法，这些方法又是互不相关的，

任选一种方法都能完成这件事的，那么完成这件事的方法的总数，应该用加法

计算. 如果完成一件事，必须分成若干步骤，每个步骤又有不同的方法，而且
每一步骤中的一种方法完成之后，都可以开始下一步骤的工作，依次完成全部

步骤，才能达到完成这一件事的目的，那么完成这件事的方法的总数应该用乘

法计算.
练习

1. 完成某件工作，甲有两种不同的方法，乙有 3 种不同方法，丙有 4
种不同方法．从三人中选一人完成这件工作，共有几种不同选法？

2. 一种车床用两个手柄联合控制转速，一个手柄有两档，另一个手柄
有 3 档，问能控制几种不同的转速？

3. 乘积 (a+ b) · (c+ d+ e) · (m+ n+ p+ q) 展开后共有多少项？

4. 从甲地到乙地有一条道路，从乙地到丁地有两条道路；从甲地到丙
地有三条道路，从丙地到丁地有四条道路. 若从甲地到丁地必须经
过乙地或丙地，问从甲地到丁地共有多少种不同的走法？

二、排列

一般地说，从 n 个不同的元素中任意选取 m (m ≤ n) 个元素，按照一定

的顺序排成一列，叫做从 n 个元素中取出 m 个元素的一个排列.
例如：由 1, 2, 3 三个数字中选取两个数字写成两位数，那么 1, 2, 3 都被看

作是排列的元素。而 12 与 21 显然都是由 1, 2 两个元素得到的不同的排列．同

样，12，21，13，31，23，32 等都被认为是不同的排列．只有用相同的元素，又
是按相同的顺序排列而成的排列，才叫做相同的排列，例如：123 与 123 就是
相同的排列．

例 2.1 由数字 1,2,3,4 可以组成多少个没有重复数字的两位数？



56 第二章 排列与组合 二项式定理

解：要排出两位数，第一步先要排出十位上的数字（当然也可以先排个位上的

数字），第二步是确定个位上的数字.
显然，第一步在十位的位置上，1, 2, 3, 4 都可以放，故有四种不同的方法.
第二步是放个位上的数字，由于在第一步结束时，剩下的只有 3个数字，因

此第二步只能有 3种不同的选择．因此个位与十位上的数的排列工作都结束后，
这个两位数才算排出来，所以，用乘法原理计算得：4× 3 = 12．即以 1, 2, 3, 4

可以排出 12 个不同的两位数．

1

1 4

1 3

1 2

2

2 4

2 3

2 1

3

3 4

3 2

3 1

4

4 3

4 2

4 1

例 2.2 a, b, c, d 四个元素，每次取出三个元素的不同排列有多少种，并写出所

有的排列.（在同一排列里，元素不能重复出现.）

解：要把取出的三个元素排成一列，要分三步完成. 第一步先在第一个位置上放
一个元素，应该有四种不同的方法；第二步要在第二个位置上放一个元素，由于

第一步的工作完成后剩下的是三个元素，从三个元素中选一个放在第二个位置

上应有 3 种不同的方法；第三步要在第三个位置上放一个元素，由于前两步工
作完成后只剩下两个元素，所以只有两种不同的方法. 三步工作都完成后才完
成排列工作，因此应该用乘法原理计算排列的总数，所以共有：4×4×3×2 = 24

种不同的排列．即有如下的 24 种不同的排列：

abc abd acb acd adb adc

bac bad bca bcd bda bdc

cab cad cba cbd cda cdb

dab dac dba dbc dca dcb

一般地说，从 n 个不同元素中，任取 m 个 (m ≤ n) 元素（不许重复），按

照一定顺序排成一列的个数，叫做从 n 个不同元素中取出 m 个元素的排列数，

用符号表示 Pm
n .

定理 1
从 n 个不同元素中，任取 m 个 (m ≤ n) 没有重复的元素的排列数为

Pm
n = n(n− 1) · · · (n−m+ 1)
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证明：在取出 m 个元素排成一列时，首先在第一个位置上可以选 n 个元素中

的任何一个，故有 n 种方法. 在第二个位置上可以选余下的 n− 1 个元素中的

任一个．如此类推，在第 m 个位置上可以选余下的 (m − 1) 个元素中的任一

个. 根据乘法原理得到总的不同排列数应该是

Pm
n = m(n− 1) · · · (m−m+ 1)

这里的 m 是自然数，并且 m ≤ n, 这个公式就叫做排列数公式.
特别是当 m = n 时有

Pn
n = n(n− 1) · · · 3 · 2 · 1

这表示，n 个不同的元素全部取出参加排列的排列数，叫做 n 个不同元素的全

排列，自然数 1 到 n 的连乘积叫做 n 的阶乘，用 n! 表示，所以全排列数公式

又可以写成

Pn
n = n!

有了阶乘，排列数公式又可以写成

Pm
n =

n!

(n−m)!

这里，当 m = n 时，分母出现 (n−m)! 就变成 0!，为了使公式仍能成立，我

们特别规定 0! = 1.
例如 P5

8 = 8 · 7 · 6 · 5 · 4 = 6720，P5
5 = 5! = 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 120

例 2.3 试证明下列等式成立．

(1) Pm
n +m · Pm−1

n = Pm
n+1 (m ≤ n) (2) Pn+1

n+1 − Pn
n = n2 · Pn−1

n−1

证明：

(1)

Pm
n +m · Pm−1

n =
n!

(n−m)!
+m · n!

(n−m+ 1)!

=
(n−m+ 1) · n! +m · n!

(n−m+ 1)!
=

(n+ 1) · n!
(n−m+ 1)!

=
(n+ 1)!

[(n+ 1)−m]!
= Pm

n+1

所以原等式成立.
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(2)

Pn+1
n+1 − Pn

n = (n+ 1)!− n! = (n+ 1) · n!− n!

= n · n! = n2 · (n− 1)!

= n2 · Pn−1
n−1

所以原等式成立.

例 2.4 用 0 到 9 十个数字，可以写出多少个没有重复数的三位数？其中有多
少个是偶数？

解：

(1) 第一步，因为 0 不能放在百位的位置上，所百位上的数有 9 种不同的选法，

第二步是从余下的九个数字中任选两个数字放在十位个位上，这有 P2
9 种

方法. 所以

9 · P2
9 = 9 · 9 · 8 = 648

(2) 要得到三位偶数，必须个位上的数是 0, 2, 6 或 8．但是 0 又不能排在百位
上，这说明 0 怎样放在适合的置上是比其他问题要求更高的. 所以我们还
是把 0 元素的题先解决.

第一类，0放在个位上这一选法确定后，其余百位、十位可以从余下的九个
数字中任选两个数字放上去，这有 P2

9 种方法.

第二类，个位上可放 2,4,6,8 中的任一个，在这类方法中，第一步在个位上
有 4 种选法，第二步，在百位上可以放除 0 以外所余的八个字数的任一个，
故有八种选择方法．第三步，余下的八个数字均可以放在十位上，所以

P2
9 + 4× 8× P1

8 = 72 + 256 = 328

答：有 648 个没有重复数字的三位数，其中有 328 个是偶数.
关于例 2.4 中的第一个问题，我们还可以有如下的解法：
从 0 到 9 十个数字中任选三个数字排列总数为 P3

10．但是其中 0 在百位上
的数有 P2

9 个. 所以

P3
10 − P2

9 = 10 · 9 · 8− 9 · 8 = 648
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练习

1. 写出从 a, b, c, d, e 中任取两个不同元素的所有排列.

2. 计算：

(1) P3
7

(2) P3
15

(3) P4
4

(4) P4
8 − 3 · P2

8

(5) P3
7 − 5P2

7

(6) P7
12

P6
11

3. 求证：

(1) n! =
(n+ 1)!

n+ 1

(2) Pm
n =

Pn+2
n+2

P2
n+2 · Pn−m

n−m

(m ≤ n)

4. 某一段铁路共有 8 个车站，需要为这段铁路印制多少种不不同的
客车票？（都是普通座位票）

5. 6 个同学排成一列，有多少种不同的排法？

6. 从 12 人的 1 个学习小组中，选 1 个正组长和 1 个副组长，问有多
少种不同的选法？

7. 用 0 至 5 共六个数字，可以组成多少不同的三位数？

8. 用 0 到 9 这十个数字，其中有多少个没有重复数字的二位数，其
中有多少个二位奇数？

9. 某信号兵用红、黄、篮三面旗子从上到下挂在竖直的旗杆上表示信
号，每次可以任挂一面、二面或三面，并且不同的顺序表示不同的

信号，问一共可以表示多少种不同的信号？

10. 有五道不同的工序分配给五个工人工作，其中有一个工人不会做其
中两道工序，问有多少种不同的分配法？

11. 由 2, 3, 4, 5 所组成的没有重复数字的四位数，

(1) 求所有这些四位数里各个数字的和；

(2) 求所有这些四位数的和。
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三、组合

我们知道，从一个学习小组中选出正、副组长各 1 人，这种选法是排列问
题. 如果改变为从一个学习小组中选出代表 2 人参加学校的学代会，有多少种
不同的选法？”这时的代表无所谓正、副之分，就无先后顺序的意义了，也就不

成为排列的问题了.

又例如从 1, 2, 3, 4, 5 五个数选出两个数字相乘，问有多少个不同的乘积？
那么只要所选出的数字是 3 和 5；它们的积只有 15，至于是 5× 3 还有 3× 5，

那是不要求加以区别的，也是没有排列次序的区别的.

一般地说，从 n 个不同的元素中，任取 m (m ≤ n) 个元素并成一组，叫

做从 n 个不同元素中取出 m 个元素的一个组合.

这里要注意，元素 a，b，c 的组合与 a, c, b; c, a, b; b, a, c; b, c, a 或 c, b, a 都

被看作是相同的组合了. 对于排列来说，上列的是六个不同的排列，而对于组
合来说，只算是一个组合，那么组合数是怎样进行计算的呢？

从 n 个不同元素中取出 m (m ≤ n) 个元素的所有组合的个数，叫做从 n

个不同元素中取出 m 个元素的组合数，用符号 Cm
n 表示。

例如，从四个不同元素中取出 3 个元素进行排列，有多少种不同的排法？

我们已经知道应该有 P3
4 = 24 种不同的排法，现在我们想从另外的方法入

手解决这个问题.

第一步，从 a, b, c, d 中取三个元素作一组，这样可以得到 a, b, c; a, b, d;
a, c, d; b, c, d 四个组，这就是说 C3

4 = 4.

第二步，把每组的三个元素作全排列，应有 P3
3 个不同排列.

根据乘法原理得 P3
4 = 4 · P3

3，即 P3
4 = C3

4 · P3
3.

又如，从五个不同的元素中取出 2个元素的列排数是 P2
5. 如果我们从五个

不同元素中取出两个分成一组，我们可以组成如下的小组：

a, b; a, c; a, d; a, e; b, c; b, d; b, e; c, d, c, e和 d, e等 10个组，这就是 C2
5；第

二步把每组元素进行全排列应是 P2
2，这样应该有 P2

5 = C2
5 · P2

2. 因此，一般地
说，从 n个不同元素中取出 m (m ≤ n)个元素的排列数 Pm

n 可以等于 Cm
n ·Pm

m.

定理 2
从 n 个不同元素中任取 m 个（m ≤ n）没有重复元素组合数为 Cm

n =
n!

m!(n−m)!
.
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证明：由 Pm
n = Cm

n · Pm
m，所以

Cm
n =

Pm
n

Pm
m

=

n!

(n−m)!

m!
=

n!

m!(n−m)!

注意：Cm
n =

n(n− 1) · · · (n−m+ 1)

m!

例 2.5 计算 C3
8, C5

8 和 C2
9

解：根据组合数公式有：

C3
8 =

8× 7× 6

3× 2× 1
= 56

C5
8 =

8× 7× 6× 5× 4

5× 4× 3× 2× 1
= 56

C2
9 =

9× 8

2× 1
= 36

组合数有以下性质：

性质 1

Cm
n = Cn−m

n

证明：根据组合数公式：

Cm
n =

n!

m!(n−m)!

Cn−m
n =

n!

(n−m)![n− (n−m)]!
=

n!

m!(n−m)!

所以 Cm
n = Cn−m

n .

性质 2

Cm
n+1 = Cm

n + Cm−1
n

证明：根据组合数公式：

Cm
n+1 =

(n+ 1)!

m!(n−m+ 1)!

Cm
n + Cm−1

n =
n!

m!(n−m)!
+

n!

(m− 1)!(n−m+ 1)!

=
(n−m+ 1) · n! +m · n!

m!(n−m+ 1)!
=

n! · (n−m+ 1 +m)

m!(n−m+ 1)!

=
(n+ 1)!

m!(n−m+ 1)!
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所以 Cm
n+1 = Cm

n + Cm−1
n .

为了使性质 1 在 n = m 时也能成立，我们规定 C0
n = 1.

例 2.6 计算 C98
100 和 C2

10 + C3
10 + C2

11 + C2
12

解：根据组合数性质 1

C98
100 = C100−98

100 = C2
100 =

100× 99

2× 1
= 4950

根据组合数性质 2

C2
10 + C3

10 + C2
11 + C2

12 = C3
11 + C2

11 + C2
12

= C3
12 + C2

12 = C3
13

=
13× 12× 11

3× 2× 1
= 286

例 2.7 解不等式 C3
n > C5

n

解：
n(n− 1)(n− 2)

3× 2× 1
>

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)

5× 4× 3× 2× 1

因为 5 ≤ n，所以 n, n− 1, n− 2, n− 3, n− 4 均为正数，所以

1 >
(n− 3)(n− 4)

5× 4

整理得：n2 − 7n− 8 < 0

解不等式得：−1 < n < 8，根据题意，得：n = 5, 6, 7.

例 2.8 高中三个年级，每个年级有六个班。

(1) 每级都进行单循环（每班都与级内其他各班比赛一场）篮球预赛，问预赛
需要比赛多少场？

(2) 从各级预赛中选出每级的冠、亚军，再进行单循环决赛，规定在预赛中已
经比赛过的队不再比赛，问决赛需要比赛多少场？

解：

(1) 根据题意每个级单循环比赛的场次都是 C2
6，所以

3C2
6 = 3× 15 = 45
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(2) 决赛共 6 个班，如果单循环要比赛 C2
6 场，但预赛中比赛过的有 3 场，所

以

C2
6 − 3 = 15− 3 = 12

答：预赛要比赛 45 场，决赛要比赛 12 场.

例 2.9 平面有 10 个不同的点，其中除 4 个点在同一直线上外，不再有 3 个
点共线，以每三个点为顶点可以作多少个不同的三角形？

解：如果 10 点中的任三点都能连成三角形，那么有 C3
10 个三角形. 但是如果

在四个共线点中任选三点就不可能构成三角形. 所以

C3
10 − C3

4 = 120− 4 = 116

答：可以作 116 个不同的三角形。

例 2.10 在产品检验时，常从产品中抽出一部分进行检查，假设 100 件产品中
有 2 件次品，

(1) 从 100 件产品中抽出三件检查，其中有 1 件次品的抽法有多少种？

(2) 从 100 件产品中抽出 4 件检查，其中至少有一件次品的抽法有多少种？

解：

(1) 在 100 件产品中，次品有两件，从 2 件次品中抽出 1 件的抽法有 C1
2，从

98 件正品中抽出 2 件的方法有 C2
98. 所以

C1
2 · C2

98 = 2 · 98 · 97
2

= 9506

(2) 至少有 1 件是次品就是包括有 1 件次品和 2 件次品两类抽法的和，所以

C1
2 · C3

98 + C2
2 · C2

98 = 2× 98 · 97 · 96
3 · 2

+
98 · 97

2
= 304192 + 4753 = 308945

答：3 件中有 1 件是次品的抽法是 9506, 4 件中至少有 1 件次品的抽法是
308945。

例 2.11 从 0, 3, 5, 7, 11 五个数中可以得到多少个不同的乘积？

解：因为零乘以任何数其积都是零，所以不论零与多少个数相乘都只算一个乘

积就是 0；
在非零的乘积中有 C2

4, C3
4, C4

4 三类，所以

C2
4 + C3

4 + C4
4 + 1 = 6 + 4 + 1 + 1 = 12

答：可以得到 12 个不同的乘积.
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练习

1. 写出：

(1) 从 4 个相异元素 a，b，c，d 中取出 2 个元素的所有组合；

(2) 从 5 个相异元素 a，b，c，d，e 中取出 3 个元素的所有组合.

2. 计算：

(1) C2
7

(2) C48
50

(3) C3
100 − C3

90

(4) C1
5 + C2

5 + C3
5 + C4

5 + C5
5

3. 平面内有 12 个点，其中任意 3 点不在同一直线上，以每 3 点为顶
点作一三角形，一共可以作多少个不同的三角形？

4. 圆上 n 个不同的点，

(1) 可以引多少条不同的弦？

(2) 可以连接多少个内接三角形？

5. 凸四边形可以连多少条对角线？凸五边形可以连多少条对角线？凸
n 边形可以连多少条对角线？

6. 某班有 50 名学生，其中正副班长各 1 人，现选 5 名学生参加某项
活动

(1) 如果班长和副班长必须在内，有多少种不同的选法？

(2) 如果要有一个班长（正、副都可以）在内，有多少种不同的选
法？

(3) 如果班长都不参加，有多少种不同的选法？

(4) 如果至少要有一个班长（正、副都可以）在内，有多少种不同
的选法？

习题 2.1

1. 计算：
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(1) 5 · P3
5 + 4 · P2

4 (2) P5
7 − P6

6

7! + 6!

2. 求证：

(1) (n+ 1)!

k!
− n!

(k − 1)!
=

(n− k + 1) · n!
k!

(2) (2n)!

2n · n!
= 1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

3. 解方程：

(1) P3
2n = 10P3

n

(2) P5
n + P4

n

P3
n

= 4

(3) P4
2n+1 = 140P3

n

4. 解不等式：

(1) P2
m−2 +m > 2 (2) Px

9 > 6Px−2
9

5. (1) 从多少个不同的元素中取出 2 个元素的排列数是 56？

(2) 已知从 n 个不同的元素中取出 2 个元素的排列数等于从 n − 4 个不

同元素中取 2 个元素的排列数的 7 倍，求 n．

6. 有 5 本不同的书分借给 3 个同学，每人 1 本，共有多少种不同的借法？

7. 用 0, 1, 2, 3, 4, 5 可以组成多少个没有重复数字的五位数？其中有多少个
偶数？

8. 用数字 1, 2, 3, 4, 5 可以组成多少个没有重复数字的自然数？其中有多少
个比 13000 大的自然数？

9. 7 部不同型号的机床分配给 7 个工人使用：

(1) 甲必须使用 2 号机床；

(2) 甲必须使用 2 号机床，乙必须使用 4 号机床；

(3) 甲不适宜使用 1 号机床，乙不适宜使用 7 号机床；问三种情况下各有
多少种不同的分配方案？

10. 6 个儿童站成一排，其中一人不站在排头，也不站在排尾，一共有多少种
不同的排法？
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11. 五部不同型号的半导体收音机和四部不同型号的电视机陈列成一排，任两
部电视机不靠在一起，有多少种不同的陈列方法？

12. 在 3000 和 7000 间有多少个没有重复数字的 5 的倍数？

13. 计算：

(1) C3
15

(2) C98
100

(3) C3
6 + C6

8

(4) Cn
n+1 · Cn−2

n

14. 求证：

(1) Cm
n+1 = Cm−1

n + Cm
n−1 + Cm−1

n−1

(2) Ck+1
n ÷ Ck

n =
n− k

k + 1

(3) C0
m + C1

m+1 + C2
m+2 + · · ·+ Cn−1

m+n−1 = Cn−1
m+n

(4) Cm+1
n + Cm−1

n + 2Cm
n = Cm+1

n+2

15. 解不等式：

(1) Cn
4 > Cn

6 (2) Cn−4
21 < Cn−2

21 < Cn−1
21

16. 在 200 件产品中有 2 件次品，现在抽 5 件进行检查：

(1) 其中有一件次品的不同抽法有多少种？

(2) 没有次品的不同抽法有多少种？

(3) 至少有一件次品的不同抽法有多少种？

17. 问 2310 能被多少个偶数整除？

18. 有 8 个划船运动员，其中 3 人能划左舷，2 人能划右舷，3 人能划左右舷，
要选出 6 人分配在两边，问有多少种不同的选法？

19. 某车间有 9 名技术熟练的工人，其中 2 人能当车、钳工，有 3 人只能当
车工，其余 4 人只能当钳工，现在要抽调三个车工，三个钳工成立一个新
车间，问有多少种不同的抽调方法？

20. 空间有 12个不同的点，其中有 4点在同一平面内，此外不再有 4点共面，

(1) 这些点可以确定多少个不同的平面？
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(2) 这些点可以连成多少个不同的四面体？

21. 有 8 部机器分给陈、李、张三位师傅管理。

(1) 陈管 4 部，李管 3 部，张管 1 部，有几种不同分配方法？

(2) 陈管 4 部，其他机器由 1 人管 3 部，1 人管 1 部，有多少种不同的分
配方法？

(3) 1 人管 4 部，一人管 3 部，一人管 1 部，有几种不同的分配方法？

22. 从 1, 5, 7, 9 中任取 3 个数字，2, 4, 6, 8 中任取两个数字，组成没有重复
数字的五位数，一共有多少个不同的五位数？

第二节 环形排列、重复排列和组合

一、环形排列

我们已经学握了从 n 个相异的元素中取出 m (m ≤ n) 个元素的排列的知

识了，那么怎样解决环形排列的问题呢？

我们先从最简单的情况入手，就是先找出环形排列与直线排列的相互关系，

然后利用直线排列的知识解决环形排列的问题.
首先在环形排列中，下面的排列都是当作相同的排列的（图 2.2）．

甲

乙

甲乙

甲

乙
甲

乙

图 2.2

因为从甲开始，按同一方向，例如顺时针方向看过去都是乙，所以尽管位

置不同，但仍然是同一样的元素的排列顺序.
又例如三个不同元素甲、乙、丙如图 2.3 的三个环形排列也都算是相同的

排列，而且与从谁开始无关，即甲 → 乙 → 丙 → 甲、乙 → 丙 → 甲 → 乙与
丙 → 甲 → 乙 → 丙，也都算作是相同的环形排列.
从上述的例子，可以得到三个不同元素的环形排列数应该是 2．具体的排

列是：甲—乙—丙—甲与甲—丙—乙—甲．
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甲

乙丙

甲

乙

丙

甲

乙 丙

图 2.3

现在，我们再来分析一下环形排列与直线排列不同的特点. 我们已经知道
下列三个环形排列都是相同的排列（图 2.4）

甲

乙丙

丙

甲乙

乙

丙甲

图 2.4

如果我们从图上所示的地方把环切断，并把环拉成直线后，我们却可以得

到三个不同的直线的排列，就是：

甲、乙、丙；丙、甲、乙；乙、丙、甲

而三个不同元素的全排列数是 P3
3，所以三个不同元素的环形排列数是

P3
3

3

定理 3
m 个不同元素的环形排列数就是：

Pm
m

m
=

m!

m
= (m− 1)!

证明：

设有 m 个不同元素排成一个环形，如图（图 2.5）就是按顺时针方向的一

a4

a3
a2a1

am

am−1

图 2.5
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个排列．其次，a1 不动，改变 a2, a3, . . . , am 的顺时针排列顺序，就得到第二个

不同的环形排列．因此，如果 a1 不动，要使 a2, a3, . . . , am 有不同的排列，其

不同的排列数为 (m− 1)!，故 m 个不同元素的环形排列数为 Pm−1
m−1 = (m− 1)!

定理 4
从 n 个不同的元素中，任取 m 个（m ≤ n）没有重复的元素的环形排

列数 Cm
n · (m− 1)!.

证明：从 n 个不同元素中取出 m (m ≤ n) 个元素进行环形排列，我们第一步

可以先从 n 个元素中先取出 m 个组成一组，第二步是把 m 个元素排成一圈，

根据乘法原理，其排列数应为：

Cm
n · Pm−1

m−1 = Cm
n (m− 1)!

例 2.12 从 10 个不同元素中取出 6 个元素排成一圈，有多少种不同的排法？

解：从 10 个不同元素中取出 6 个的环形排列数为：

C6
10 · P6−1

6−1 = C4
10 · 5! = 210 · 120 = 25200

答：有 25200 种不同的排法．

例 2.13 有五个男同学与五个女同学围成圆圈跳集体舞，如果男女相间，问有

几种不同的排列方法？

解：第一步，五个男同学先作环形排列，其排列数为 4!；

第二步，五个女同学分别站在两个男同学之间的位置上作全排列.
∴ 4! · 5! = 2880

答：有 2880 种不同的排列方法.
练习

1. 把 10 个人平均分成两组，每组都围坐一个圆桌，问有多少种不同
的坐法？

2. 今有 5 颗不同颜色的珠子，用线把它们串成珠圈，间有多少种串
法？

二、重复排列

前面我们所研究的都是不允许元素在排列和组合中重复出现的，假如我们

允许元素在同一排列中重复出现的话，其排列数应该是多少呢？
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定理 5
从 n个不同的元素中，取出 m个元素排成一列（允许元素重复出现）的

不同排列数为 nm.

证明：选在第一个位置上的元素有 n 个不同的方法，选在第二个位置上的元素

仍然有 n个不同的方法，……，选在第 m个位置上的元素仍然有 n个选法，所

以根据乘法原理，从 n 个不同的元素中取出 m 个元素的允许重复的排列数应

为 nm.
这种排列又称为重复排列，这里应该注意的是，由于元素可以重复选取，因

此选取的次数 m 就不会再受 n 个元素的限制. 即 m 不再有 m ≤ n 的限制了.

例 2.14 电报通讯的明码是用 0 到 9 十个数字中的每 4 个数字的重复排列代
表一个汉字，问用这种方法制成的电报通讯明码可以表示多少个不同的汉字？

解：从 10 个不同数字中选取 4 个数字的重复排列数是：

104 = 10000

答：可以表示 10000 个不同的汉字.

例 2.15 由 1, 2, 3, 4 四个数字能够组成多少个大于 2300 的四位数？

解：这里的四位数显然是包括重复数字的四位数.
第一类：3 在千位上的四位数一定大于 2300，那么，百、十、个位上的数

字每次都有 4 种选取可能，所以应有 43 个四位数.
第二类：4 在千位上的四位数，同理也有 43 个四位数。

第三类：2在千位上，3在百位上的四位数，由于十位和个位上的数都可以
从 1, 2, 3, 4 中选取，都大于 2300，所以，这样的数有 42 个．

第四类，2 在千位上，4 在百位上的四位数有 42 个．所以

2 · 43 + 2 · 42 = 2 · 42(4 + 1) = 160

答：这样的四位数有 160 个．
练习

1. 有三封不同的信，投入 4 个信箱里，一共有多少种投信的方法？

2. 有数学、天文、诗歌三个课外小组，8 个同学准备报名，若每人限
报一个组，问一共可有多少种报名的方法？
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三、重复组合

从 n 个不同元素中取出 m 个元素组成一组，如果允许元素在组合中重复

出现，这样的组合简称为重复组合，这种重复组合用符号 Hm
n 表示.

怎样计算重复组合的组合数呢？我们还是先从具体例子开始考虑，假如有

三个不同的元素 a1, a2, a3，从其中取出两个元素组成重复组合，那么，可以得

到如下的六个不同组合：

a1a1, a1a2, a1a3, a2a1, a2a3, a3a3 (1)

如果是不允许元素重复的话，要选两个元素得到不同的组合数是 6 的话，
应是 C2

4，设这四个元素为 a′1, a
′
2, a

′
3, a

′
4, 那么得到的组合为：

a′1a
′
2, a

′
1a

′
3, a

′
1a

′
4, a

′
2a

′
3, a

′
2a

′
4, a

′
3a

′
4 (2)

组合（1）与组合（2）不难建立它们之间的一一对应关系．在组合（1）的每个
组合的元素下标上分别加上 0和 1，就得到了下标与（2）完全一致的组合（3）．

a1+0a1+1, a1+0a2+1, a1+0a3+1, a2+0a2+1, a2+0a3+1, a3+0a3+1 (3)

又例如从 4 个不同元素中取出 3 个元素的重复组合有如下的不同组合:

a1a1a1 a1a1a2 a1a1a3 a1a1a4

a1a2a2 a1a2a3 a1a2a4

a1a3a3 a1a3a4 a1a4a4

a2a2a2 a2a3a3 a2a2a4

a2a3a3 a2a3a4 a2a4a4

a3a3a3 a3a3a4 a3a4a4

a3a3a3 a3a3a4 a3a4a4 a4a4a4

只要我们在每组元素的下标上分别加 0, 1, 2, 就得到

a1a2a3 a1a2a4 a1a2a5 a1a2a6

a1a3a4 a1a3a5 a1a3a6

a1a4a5 a1a4a6 a1a5a6

a2a3a4 a2a3a5 a2a3a6

a2a4a5 a2a4a6 a2a5a6

a3a4a5 a3a4a6 a3a5a6 a4a5a6

这又正是从六个不同元素中取出 3 个元素的组合的全部。从上面的例子说
明了

H2
3 = C2

3+(2−1), H3
4 = C3

4+(3−1)
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按同样的方法我们可以得出：从 n 个不同元素中取出 m 个的重复组合数

有如下的关系：

Hm
n = Cm

n+(m−1)

现在我们来证明这个结论.

定理 6
从 n 个不同元素中，任取 m 个元素的重复组合为：

Hm
n = Cm

n+(m−1)

证明：为了研究问题方便，我们用 1, 2, 3, . . . , n 表示这 n 个不同的元素。在其

中任取 m 个允许重复的数字作为一个组合，并按大小顺序排成

1 ≤ i2 ≤ i2 ≤ · · · ≤ im ≤ n

又记 j1 = i1 + 0, j2 = i2 + 1, . . . , jm = im + (m− 1)

自然，1 ≤ j1 < j2 < j3 < · · · < jm ≤ n + (m − 1)，所以 {j1, j2, . . . , jm}
是 n+m− 1 个数，并且是 1, 2, . . . , n+m− 1 中的 m 个不同数的组合.
下面来证明：在 n 个不同元素中任取 m 个允许重复的元素的组合，和

n+m− 1 个不同元素中任取 m 个不同元素的组合之间有一个到上的一一对应

关系。如果这点证明了，那么 n 个不同元素的 m 个允许重复元素的组合数就

与 n+m− 1 个不同元素的 m 个不同元素的组合数相等了.
证明：

为了证明这个一一对应，要先证明当允许重复的组合 {i1, i2, . . . , im} 与
{i′1, i′2, . . . , i′m} 不同的时候，（这里取 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ im ≤ n, 1 ≤
i′1 ≤ i′2 ≤ · · · ≤ i′m ≤ n）那么，不同元素不允许重复的组合 {j1, i2, . . . , im} 与
{j′1, j′2, . . . , j′m}也不同，这里 {j1 = i1+0, j2 = i2+1, . . . , jm = im+m−1, j′1 =
i′1 + 0, j′2 = i′2 + 1, . . . , j′m = i′m +m− 1}.

事实上，如果后者相同，即有 jk = jk (k = 1, 2, . . . ,m) 即

ik + k − 1 = i′k + k − 1 (k = 1, 2, . . . ,m)

所以 ik = i′k (k = 1, 2, . . . ,m),也就是说 {i1, i2, . . . , im}也与 {i′1, i′2, . . . , i′m}相
同了。这就证明了上述的对应为一一对应.
再证明这是到上的一一对应，即当 {i1, i2, . . . , im} 取遍 n 个数 1, 2, . . . , n

的一切 m 个数的允许重复组合时，{ji, j2, . . . , jm} 也取遍 n + m − 1 个数

1, 2, . . . , n+m− 1 一切的 m 个数的不允许重复的组合.
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事实上，对任一个组合 {j1, j2, . . . , jm}, 其中 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jm ≤
n+m− 1. 有 1 ≤ j1, 2 ≤ j2, 3 ≤ j3, . . . ,m ≤ jm. 故 1 ≤ i1 = j1− 0, 1 ≤ i2 =

j2 − 1, 1 ≤ i3 = j3 − 2, . . . , 1 ≤ im = jm − (m− 1). 即 i1, i2, . . . , im 都是自然

数，且由 jk > jk−1, 可知 jk − jk−1 ≥ 1, 故有

ik − ik−1 = [jk − (k − 1)]− [jk−1 − (k − 2)] = jk − jk−1 − 1 ≥ 0

再者 im = jm − (m − 1) ≤ (n +m − 1) − (m − 1) = n. 总之有 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤
· · · ≤ im ≤ n. 所以，{i1, i2, . . . , im} 是 n 个数 1�2, . . . , n 中取 m 个数的允许

重复的组合，这证明了对应是到上的一一对应.

例 2.16 从 3, 5, 7, 9, 11 中取出 3 个数（可以重复选取）相乘，问有多少个不
同的乘积？

解：因为是乘积，与元素取出的先后顺序无关，同时是可以重复选取的，即是

重复组合问题. 所以

H3
5 = C3

5+(3−1) = C3
7 = 35

答：有 35 个不同的乘积．

例 2.17 从三个不同的质数 a1, a2, a3 中取出 4 个数相乘（可以重复选取），问
有多少个不同的乘积？

解：同例 2.16 是重复组合问题．所以

H4
3 = C4

3+(4−1) = C4
6 = C2

6 = 15

答：有 15 个不同的乘积。

例 2.18 用七种不同的颜色给一个四面体的四个面涂上颜色，规定每个面上只

能涂一种颜色，如果四个面的颜色容许相同，问有几种不同的着色方法？

解：因为只研究对四个面所着的颜色，对那个面先着色并无先后顺序之分，故

是组合问题. 又因为对四个面所着的色是允许相同的，所以又是重复组合问题.
所以

H4
7 = C4

7+(4−1) = C4
10 = 210

答：共有 210 种不同的着色方法。
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练习

1. 展开 (a+ b+ c+ d)3，合并同类项后，一共有多少项？

2. 若把六种不同的溶液注满四个烧杯，但不使它们混合，问一共有多
少种方法？

习题 2.2

1. 从 8 个不同的元素中取出 5 个元素排成圆圈，问有几种不同的排列方法？

2. 两个教师和五个学生代表围坐在圆桌周围开座谈会：

(1) 如果不加条件限制，有多少种不同的坐法？

(2) 如果两个教师靠在一起，有几种坐法？

(3) 如果两个教师不靠在一起，有几种坐法？

(4) 学生代表甲坐在教师的中间，有几种坐法？

3. 从三个不同的元素中取出 4 个元素的重复组合有多少种不同的方法？

4. 用七种颜色涂在正方体的六个面上，如果每个面只能涂一种颜色，如果六
个面上的颜色允许相同，问共有几种不同的着色方法？

5. 从 2, 3, 5, 7, 11, 13 中至少取出两个，至多可以出五个数相乘（允许因数
重复选取），问有多少个不同的乘积？

6. 展开 (a+ b+ c+ d+ e+ f)4，再合并同类项，一共可以得到多少项？

第三节 二项式定理

一、和号 Σ

我们经常要计算下面各种和

1 + 2+ 3+ · · ·+ n; 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2,
1× 2

2
+

2× 3

22
+ · · ·+ n(n+ 1)

2n

等等。一般给出一个有顺序的数列 a1, a2, . . . , an, 要计算 a1 + a2 + · · ·+ an，为

了方便起见引进和符号 Σ，于是可记

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n∑

k=1

k
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12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n∑

k=1

k2

1× 2

2
+

2× 3

22
+ · · ·+ n(n+ 1)

2n
=

n∑
k=1

k(k + 1)

2k

一般可记 a1 + a2 + · · ·+ an =
∑n

k=1 ak 符号

n∑
k=1

ak

表示 k 取 1, 2, . . . , n− 1, n 时，得到的 ak 全部加起来. 例如：

n∑
k=1

sin kx = sinx+ sin 2x+ sin 3x+ · · ·+ sinnx

n∑
k=0

akx
n−k = a0x

n + a1x
n−1 + · · ·+ an−1x+ an

又例如，对给定的函数 f1(x), f2(x), . . . , fn(x) 有

n∑
k=0

fk(x) = f1(x) + f2(x) + · · ·+ fn(x)

n∑
k=0

Ck
n = C0

n + C1
n + C2

n + · · ·+ Cn
n

等等.
关于求和符号还有两点说明，首先，凡是指示指标从 1 到 n，且仅仅指示

从 1 到 n．所以可以用其它的字母来代替 k 而和号仍然是表示了同一个意思.
例如

n∑
k=1

ak = a1 + a2 + · · ·+ an,

n∑
ℓ=1

aℓ = a1 + a2 + · · ·+ an

一般
n∑

∗=1

a∗ = a1+a2+ · · ·+an 这里 ∗ 可以用任何一种指标来表示，其次，

求和也不限于从 1 到 n，也可以从 0 到 n+ 2 等等. 例如

n+2∑
k=0

ak = a0 + a1 + · · ·+ an+1 + an+2

n+1∑
k=3

ak = a3 + a4 + · · ·+ an+1
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练习

1. 把下列各式用和号表示：

(1) 1 + 3 + 5 + 7 · · ·+ (2n− 1)

(2) 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + · · ·+ n(n+ 1)

(3) cosx+ cos 2x+ cos 3x+ · · ·+ cosnx

(4) 12 + 22 + 32 + · · ·+ (n+ 2)2

2. 把下列和号式改写为一般的和式

(1)
n∑

k=1

1

k(2k + 1)

(2)
n+2∑
k=1

k2

k!

(3)
n∑

k=2

sin kx
k

(4)
n∑

k=2

(−1)k

k2 + k − 2

二、二项式定理

下面我们用数学归纳法来证明二项式定理。我们已经知道：

(x+ y)1 = x+ y

(x+ y)2 = x2 + 2xy + y2

(x+ y)3 = x3 + 3x2y + 3xy2 + y3

现在考虑二项式 (x+y)n的展开式，这里 n是任意自然数，首先研究 (x+y)4

(x+ y)4 = (x+ y)(x+ y)(x+ y)(x+ y)

等号右边的积应有下面形式的各项：

x4, x3y, x2y2, xy3, y4

显然 x4, y4 的系数是 1，其他三项的系数，例如 x2y2 的系数是从四个括弧中

两个里取 y，从其他两个里取 x 作出的积的个数，从四个括弧中任取两个 y 的

取法有 C2
4 =

4 · 3
1 · 2

= 6 种，因此 xy2 的系数是 6，同样，可以求得 x3y, xy3 的

系数分别是 C1
4 = 4，因为规定 C0

n = 1，又知 C4
4 = 1，所以

(x+ y)4 = C0
4x

4 + C1
4x

3y + C2
4x

2y2 + C3
4xy

3 + C4
4y

4

一般地，可以归纳出以下的定理：
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定理

对于两个不定元 x，y 的多项式 (x+ y)n，有下列展开式：

(x+ y)n =
n∑

k=0

Ck
nx

n−kyk

= C0
nx

n + C1
nx

n−1y + C2
nx

n−2y2 + · · ·+ Cn
ny

n

证明：用数学归纳法来证明定理.

(1) 当 n = 1 时，(x+ y)1 = x+ y

n∑
k=0

Ck
1x

1−kyk = C0
1x

1y0 + C1
1x

0y1 = x+ y

故 n = 1 时原命题成立.

(2) 假设 n = ℓ 时有公式 (x+ y)ℓ =
ℓ∑

k=0

Ck
ℓx

ℓ−kyk

现在来计算 (x+ y)ℓ+1，令

(x+ y)ℓ+1 = (x+ y) · (x+ y)ℓ = (x+ y) ·
ℓ∑

k=0

Ck
ℓx

ℓ−kyk

=
ℓ∑

k=0

Ck
ℓx

ℓ−k+1yk +
ℓ∑

k=0

Ck
ℓx

ℓ−kyk+1

= C0
ℓx

ℓ+1 +
ℓ∑

k=1

Ck
ℓx

1+ℓ−kyk +
ℓ−1∑
k=0

Ck
ℓx

ℓ−kyk+1 + Cℓ
ℓy

ℓ+1

= C0
ℓ+1x

ℓ+1 +
ℓ∑

k=1

Ck
ℓx

1+ℓ−kyk +
ℓ∑

k=1

Ck−1
ℓ xℓ+1−kyk + Cℓ+1

ℓ+1y
ℓ+1

= C0
ℓ+1x

ℓ+1 +
ℓ∑

k=1

(
Ck

ℓ + Ck−1
ℓ

)
xℓ+1−kyk + Cℓ+1

ℓ+1y
ℓ+1

= C0
ℓ+1x

ℓ+1 +
ℓ∑

k=1

Ck
ℓ+1x

ℓ+1−kyk + Cℓ+1
ℓ+1y

ℓ+1

=
ℓ+1∑
k=0

Ck
ℓ+1x

ℓ+1−kyk

所以 n = ℓ+ 1 时命题成立.

根据（1）和（2），对于一切自然数 n 都有：(x+ y)n =
n∑

k=0

Ck
nx

n−kyk 成立.



78 第二章 排列与组合 二项式定理

这个定理叫做二项式定理，右边的多项式
n∑

k=0

Ck
nx

n−kyk 叫做 (x + y)n 的

二项展开式. 式中的 Ck
nx

n−kyk 叫做二项展开式的通项，用 Tk+1 表示，即通

项为展开式的第 k + 1 项.

Tk+1 = Ck
nx

n−kyk

由二项式定理，取 y = 1，有

(x+ 1)n =
n∑

k=0

Ck
nx

n−k

取 y = −1，有

(x− 1)n =
n∑

k=0

(−1)kCk
nx

n−k

在二项式定理中，如果遇到 n 是较小的正整数时展开式的系数，也可以直

接用下表计算，

(x+ y)0

(x+ y)1

(x+ y)2

(x+ y)3

(x+ y)4

(x+ y)5

(x+ y)6 1 6 15 20 15 6 1

1 5 10 10 5 1

1 4 6 4 1

1 3 3 1

1 2 1

1 1

1

表中每行两端都是 1，而且除 1 以外的每一个数都等于它肩上两个数的和，这
个表叫做杨辉三角，它首先载于我国宋朝数学家杨辉 1261 年所著的《详解九
章算法》一书．

例 2.19 展开

(
1+

1

x

)5

解： (
1+

1

x

)5

= 1 + 5

(
1

x

)
+ 10

(
1

x

)2

+ 10

(
1

x

)3

+ 5

(
1

x

)4

+

(
1

x

)5

= 1 +
5

x
+

10

x2
+

10

x3
+

5

x4
+

1

x5
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例 2.20 展开

(
2
√
x− 1√

x

)6

解：(
2
√
x− 1√

x

)6

=

(
2x− 1√

x

)6

=
1

x3
(2x− 1)6

=
1

x3

[
(2x)6 − C1

6(2x)
5 + C2

6(2x)
4 − C3

6(2x)
3 + C4

6(2x)
2

−C5
6(2x) + C6

6

]
=

1

x3

[
64x6 − 6 · 32x5 + 15 · 16x4 − 20 · 8x3 + 15 · 4x2

−6 · 2x+ 1]

= 64x3 − 192x2 + 240x− 160 +
60

x
− 12

x2
+

1

x3

例 2.21 求 (x+ a)12 的展开式中的第四项和倒数第四项。

解：展开式的通项公式 Tk+1 = Ck
nx

n−kyk。所以

T4 = C3
12x

12−3a3 =
12× 11× 10

3× 2
x9a3 = 220x9a3

又展开式共 12 + 1 = 13, 故倒数第四项是

T10 = C9
12x

12−9a9 = C3
12x

3a9 = 220x9a3

例 2.22 求 (x− 1

x
)9 展开式中 x3 的系数，有设有 x0 项，如果有，试求出该

项来。

解：展开式的通项是：

Tk+1 = (−1)kCk
9x

9−k(
1

x
)k = (−1)kCk

9x
9−k−k

依题意有，9− 2k = 3, 所以 k = 3. 因此 x3 的项系数是

(−1)3C3
9 = −

9× 8× 7

3× 2
= −84

又若 9− 2k = 0, 即 2k = 9, 方程没有整数解，故展开式里没有 x0 项.

例 2.23 在

(
a+

1

a

)2n

的展开式里，已知第四项和第六项系数相等，求展开

式里不含有 a 的项.
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解：因为

T4 = C3
2na

2n−3 1

a2
= C3

2na
2n−4

T6 = C5
2na

2n−5 1

a5
= C5

2na
2n−10

依题意得 C3
2n = C5

2n，即 C2n−3
2n = C5

2n，所以

2n− 3 = 5, 2n = 8, n = 4

故所给的二项式是

(
a+

1

a

)8

因为 Tk+1 = Ck
8a

8−k 1

ak
= Ck

8a
8−2k，若 Tk+1 为不含 a 项，则 8− 2k = 0，

所以 k = 4.
T5 = C4

8 · a0 =
8× 7× 6× 5

4× 3× 2
= 70

练习

1. 展开 (x3 − 2x)7

2. 求 (a+
√
b)12 的展开式里的第 4 项和第 9 项

3. (1) 求 (x+ a)12 的展开式里的中间一项；

(2) 求
(
x

2
+

2

x

)7

的展开式里的中间两项.

4. 在 (x+ a)10 的展开式里，求

(1) 含有 a8 的项； (2) 含有 x8 的项.

5. 在
(
x2 +

1

x3

)15

的展开式里，有没有

(a) 不含 x 的项？ (b) 含有 x8 的项？

如果有，把这项求出来.

6. 求
(
3x+

1
3
√
x

)8

的展开式里的常数项.

7. 已知
(

8
√
a2 +

1

a

)n

的展开式里的第 3 项含有 a2, 求 n.
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三、二项式的性质

我们研究二项式 (x+ y)n 的展开式中各项系数的性质。二项展开式各项系

数是：

C0
n, C1

n, C2
n, . . . , Cn−1

n , Cn
n

展开式各项系数有下列性质

1. 在二项展开式中，与首末两端“等距离”的两项数相等. 我们已知 Cm
n =

Cn−m
n ，所以:

C0
n = Cn

n, C1
n = Cn−1

n , C2
n = Cn−2

n , . . . , Ck
n = Cn−k

n , . . .

2. 如果二项式的幂指数是偶数，中间一项的系数大，如果二项式的幂指数是
奇数，中间两项系数相同并且大.

由于展开式各项系数顺次是

C0
n = 1, C1

n = n, C2
n =

n(n− 1)

1 · 2
, . . .

Ck
n =

n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)

1 · 2 · 3 · · · k
, . . . , Cn

n = 1

其中，后一个系数的分子是前一个系数的分子乘以逐次减小 1的数，(如 n, n−
1, n − 2, . . .), 分母是乘以逐次增大 1 的数 (如 1, 2, 3, . . .) 得到的，因而，各
项系数从开始起总是逐渐增大，又因为与首末两端“等距离”的两项系数相等，

所以系数增大到某一项时就逐渐减小，而最大项必在中间.
当 n 是偶数时，n+ 1 是奇数，展开式共有 n+ 1 项，所以展开式有中间

一项，即第 (n
2
+ 1) 项，并且系数最大。

当 n 是奇数时，n+1 是偶数，展开式共有 n+1 项，所以有中间两项，即

第 (n+ 1

2
) 和第 (n+ 1

2
+ 1) 两项，系数相同并且最大.

例 2.24 求 (x+ y)10 和 (x+ y)11 的最大系数的项.

解： (x+ y)10 最大系数项的项数是
10

2
+ 1 = 6，所以

T6 = C5
10x

10−5y5 = 252x5y5

(x+ y)11 最大系数的项数是
11 + 1

2
= 6 或 6 + 1 = 7, 所以

T6 = C5
11x

11−5y5 = 462x6y5

T7 = C6
11x

11−6y6 = 462x5y6
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例 2.25 在 (5x+ 2y)29 展开式中第几项的系数最大，并求它的系数。

解：设 Tk+1 系数最大，则它必须满足
Tk+1系数

Tk系数
=

Ck
295

29−k2k

Ck−1
29 529−k+12k−1

=
2(29− k + 1)

5k
≥ 1

Tk+1系数

Tk+2系数
=

Ck
295

29−k2k

Ck+1
29 529−k−12k+1

=
5(k + 1)

2(29− k)
≥ 1

即

 7k ≤ 60
53

7
≤ k ≤ 29

解得 7
4

7
≤ k ≤ 8

4

7
. 因为 k 为正整数，故 k = 8，即系数最大项系数是

T8+1 = C8
295

29−8 · 28 = C8
295

21 · 28

例 2.26 求证：
n∑

k=0

Ck
n = C0

n + C1
n + C2

n + · · ·+ Cn−1
n + Cn

n = 2n

证明：在二项式公式中取 x = y = 1，有：

(1 + 1)n =
n∑

k=0

Ck
n1

n−k1k =
n∑

k=0

Ck
n

所以
n∑

k=0

Ck
n = 2n

例 2.27 证明在 (x+ y)n 展开式中，奇数项系数的和等于偶数项系数的和.

证明：在二项式公式中取 x = 1, y = −1，有

(1− 1)n =
n∑

k=0

(−1)kCk
n1

n−k1k =
n∑

k=0

(−1)kCk
n

即

0 =
(
C0

n + C2
n + · · ·

)
−
(
C1

n + C3
n + · · ·

)
所以

C0
n + C2

n + · · · = C1
n + C3

n + · · ·

例 2.28 求证：
n∑

k=1

2kCk
n = n · 2n

证明：因为

kCk
n = k · n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!

= n · (n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)

(k − 1)!
= nCk−1

n−1
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所以
n∑

k=1

2kCk
n = 2

n∑
k=1

kCk
n = 2n

n−1∑
k=0

Ck
n−1 = 2n · 2n−1 = n · 2n

例 2.29 计算 (1.009)20 和 (0.991)5 的近似值（精确到 0.001)

解：

(1.009)20 = (1 + 0.009)20

= 1 + 20× 0.009 + 190× (0.009)2 + 1140× (0.009)3 + · · ·

= 1 + 0.18 + 0.01539 + 0.00083106 + · · ·

可以看出，要使所求的近似值的误差不超过 0.001，需取展开式中前三项的和，
就是

(1..009)20 ≈ 1 + 0.18 + 0.01539 ≈ 1.195

(0.991)5 = (1− 0.009)5 = 1− 5× 0.009 + 10× (0.009)2 + · · ·

根据精确度要求，第三项以后各项都可以删去，所以，

(0.991)5 ≈ 1− 0.045 = 0.955

练习

1. 求二项展开式里系数最大的项，（系数只需用组合数符号表示，不
必算出）：

(1) (a+ b)10 (2) (1 + x)17

2. 应用二项式定理展开 (x2 + 2x+ 2)5

3. (x+ y)2n 的展开式里如果第 5项的系数与第 13项的系数相等，求
展开式里系数最大的项（系数用组合符号表示，不必算出）.

4. 求 (1− x)13 的奇次项系数的和.

5. 证明：C0
n + C2

n + C4
n + · · ·+ Cn

n = 2n−1（n 为偶数）

6. 计算 (3.002)0 和 (3.998)5 误差不超过 0.001 的近似值.
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习题 2.3

1. 用二项式定理展开。

(1)
(√

x

2
− 2√

x

)7

(2)
(
x2

2
+

3

x

)8

2. 化简：

(1) (1 +
√
x)5 + (1−

√
x)5

(2)
(
2x

1
2 + 3x− 1

2

)4

−
(
2x

1
2 − 3x

1
2

)4

3. (1) 求 (1− 2x)15 的展开式中前四项；

(2) 求 (2a3 − 2b2)10 的展开式中第 11 项;

(3) 求
(√

x

3
+

3√
x

)12

的展开式的中间一项;

(4) 求 (x
√
y − y

√
x)15 的展开式的中间两项.

4. 求下列各式的展开式中指定各项的系数。

(1)
(
1− 1

2x

)10

含
1

x5
的项；

(2)
(
2x3 − 1

2x2

)10

的常数项.

5. (1)
(
√
x+

1
3
√
x2

)n

的展开式里第 5 项系数与第 3 项系数的比是 7:2, 求

展开式里含有 x 的项.

(2) 已知 (1+x)n 的展开式里第四项与第八项的系数相等，求这两项的系

数.

6. (1) 求
(
x

y
− y

x

)13

展开式里系数最大的项.

(2) 写出
(
x2 − 1√

x

)10

的展开式里系数绝对值最大的项.

(3) 求 (1 + x+ x2)(1− x)5 的展开式里的中间项.

7. 用二项式定理证明：

(1) (n+ 1)n−1 能被 n2 整除；
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(2) 9910 − 1 能被 1000 整除.

8. 证明：

(1)
(
x− 1

x

)2n

的展开式中常数项是 (−2)n 1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

n!

(2) (1 + x)2n 的展开式的中间一项是
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

n!
(2x)n

9. 求证：

(1)
n∑

k=0

Cn
n+k = Cn+1

n+m+1

(2) 2n − C1
n2

n−1 + C2
n2

n−2 + · · ·+ (−1)n−1Cn−1
n · 2 + (−1)n = 1

(3)
n∑

k=0

(2k + 1)Ck
n = (n+ 1)2n

(4) 1+ 2C1
n +C2

n +2C3
n +C4

n +2C5
n + · · ·+2Cn−1

n +Cn
n = 3 · 2n−1（其中

n 是偶数）

10. 求 (1 + x1)(1 + x2)(1 + x3) · · · (1 + xn) 的展开式里各项系数之和.

本章内容要点

一、本章主要内容是排列与组合，二项式定理；重点是不许重复的排列与

组合，二项式定理及其性质.
二、两个基本原理——加法原理与乘法原理，是推导排列与组合数公式的

基础，也是直接解决某些计数问题的方法. 应用中，要注意区别两个原理：
加法原理与分类有关，即如果完成一件事有 n 类相互独立的办法，那么求

完成这件事情的方法种数，就要用加法原理；

乘法原理与分步有关，即如果完成一件事需要分 n 步完成，缺一不可，而

每一步又各有若干方法，那么，求完成这件事的方法种数，就要用乘法原理。

三、排列与组合的区别是看研究的问题是否与元素选取的顺序有关，与顺

序有关就属于排列；与顺序无关就属于组合.
排列又分为不许重复选取的全排列与选排列、可重复的排列、环形排列；

组合又分为不许重复的组合与可重复的组合。

四、排列与组合的计数公式有：

1. 从 n 个不同元素中，任取 m 个没有重复的元素：

排列数公式
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• 选排列：Pm
n = n(n− 1) · · · (n−m+ 1) =

n!

(n−m)!
(m < n)

• 全排列：Pn
n = n!

组合数公式：Cm
n =

Pm
n

Pm
m

(m ≤ n)

组合数的性质：Cm
n = Cn−m

n , Cm
n+1 = Cm

n + Cm−1
n (m ≤ n)

环形排列数公式：Cm
n · Pm−1

m−1 = (m− 1)!Cm
n (m ≤ n)

2. 可重复的排列数与组合数公式：

• 重复排列数 nm

• 重复组合数 Hm
n = Cm

n+m−1

五、二项式定理指出了二项代数利的幂的展开公式。

(a+ b)n = C0
na

n + C1
na

n−1b+ · · ·+ Cr
na

n−rbr + · · ·+ Cn
nb

n

其中，展开式的通项 (第 r + 1 项) 为：

Tr+1 = Cr
na

n−rbr

二项式的展开式中，系数、幂指数、项数等都有很好的性质，其中主要性

质有：

1. 展开式中，与首末两端“等距”的两项系数相等，二项式 n 次幂的展开式

共有 n+ 1 项.

2. 当幂指数 n为偶数时, 中间一项的系数 C
n
2
n 最大 (第 n

2
+1项); 当 n为奇

数时，中间有两项系数最大，即第
n+ 1

2
项的系数 C

n−1
2

n 与第
n+ 1

2
+ 1

项的系数 C
n+1
2

n 相等且最大.

复习题二

1. 解不等式：

(1) 2 <
Pm+1

m+1

Pm−1
m−1

≤ 42
(2) xP3

8 < P3
x

2. 求证：
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(1) 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + · · ·+ n · n! = (n+ 1)!− 1

（提示：n · n! = (n+ 1)!− n!）

(2) Cm
n−1 + Cm

n−2 + Cm
n−3 + · · ·+ Cm

m+1 + Cm
m = Cm+1

n

3. (1) 已知 1

Cm
5

− 1

Cm
6

=
1

10 · Cm
1

，求 Cm
8

(2) 已知 Cm−1
n

2
=

Cm
n

3
=

Cm+1
n

4
，求 n 与 m.

4. 用数字 0, 1, 2, 3, 4, 5 组成没有重复数字的数：

(1) 能够组成多少个六位奇数？

(2) 能够组成多少个大于 201345 的自然数？

5. 8 个不同的元素排成一行：

(1) 其中某 2 个元素要排在一起，有多少种排法？

(2) 其中某 2 个元素不排在一起，有多少种排法？

(3) 其中某 4 个元素要排在一起，另外 4 个元素也要排在一起，有多少种
排法？

6. 书架上有 4 本不同的数学书，5 本不同的物理书，3 本不同的化学书，全
部竖起排成一排，如果不使同类的书分开，一共有多少种排法？

7. 从 1 到 9 这九个数字每次取出 5 个数字：

(1) 可以组成多少个能被 25 整除的五位数？

(2) 可以组成多少个小于 98000 的五位数？

(3) 可以组成多少个五位偶数？

(4) 可以组成多少个奇数位是奇数，偶数位是偶数的五位数？

8. (1) 一个集合由 8 个不同的元素组成，这个集合中 3 个元素的子集有几
个？

(2) 一个集合由 5 个不同的元素组成，其中含 1 个，2 个，3 个，4 个元
素的子集共有几个？

9. (1) 平面内有 n条直线，其中没有两条互相平行，也没有三条相交于一点，

一共有多少个交点？
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(2) 空间有 n个平面，其中没有两个互相平行，也没有三个相交于一直线，

一共有多少条交线？

(3) 平面有两组平行线，一组 m条，另一组 n条，这两组平行线相交，可

以构成多少个平行四边形？

(4) 空间有三组平行平面，第一组有 m 个，第二组有 n 个，第三组有 ℓ

个，不同组的平面都相交，可以构成多少个平行六面体？

10. 一个班有 48 名学生，分成六排，每排六人

(1) 问：有多少种不同坐法？

(2) 若有 2人必须坐在前排，3人必须在最后一排，有多少种不同的坐法？

11. 由 0至 9这 10个数字组成的没有重复数字的九位数字有多少个？其中能
被 3 整除的有多少个？

12. 有 n + 1 件不同的奖品，全部赠给 n 个先进学生代表．如果每人至少得

到一件，有多少种不同的赠送方法？

13. (1) 求
(
9x− 1

3
√
x

)10

展开式的常数项;

(2) 求 (1 + x+ x2)(1− x)10 展开式中 x4 的系数;

(3) 求 (1− x)11 + x(1− 2x)10 − x2(1− 3x)9 展开式中 x5 的系数;

(4) 求 �1 + 2x− 3x2)6 展开式中 x5 的系数;

(5) 求 (x−1 − 1 + x)5 展开式里不含 x 的项.

14. (1) 用二项式定理证明 5555 + 9 能被 8 整除；

(2) 用二项式定理求 8910 除以 88 的余数．

15. 证明：(1 + x)2n 展开式中 xn 的系数等于 (1 + x)2n−1 展开式中 xn 的系

数的 2 倍．

16. 已知
(
√
x+

1
3
√
x

)
展开式的系数之和比 (a + b)2n 展开式的系数之和小

240，求：

(1)
(
√
x+

1
3
√
x

)
展开式的第三项：

(2) (a+ b)2n 展开式的中间项.

17. 已知 (1+x)n 展开式里连续三项系数的比是 3:8:14，求展开式里系数最大
的项．
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18. 已知
(

3
√
x−2 + x2

)2n
的展开式的系数之和比

(
3
√
x−2 + x2

)n
的展开式的

系数之和大 992，求
(

3
√
x−2 − x2

)n
的展开式里含 x

4
3 项的系数.

19. 证明：

(1)
n∑

k=0

(
Ck

n

)2
=

(2n)!

n! · n!
(2) C0

nCk
m + C1

nCk−1
m + · · ·+ Ck

nC0
m = Ck

n+m

(3) (C0
n − C2

n + C3
n + · · · )2 + (C1

n − C3
n + C5

n + · · · )2 = C0
n + C1

n + C2
n +

· · ·+ Cn
n

20. 在 (a− 3b)35 的展开式中第几项的系数的绝对值最大？
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第一节 随机事件与概率

一、随机事件及其概率

在一定的条件下，可能发生也可能不发生的事件称为随机事件.

例 3.1 掷一枚硬币，“正面向上”这一事件可能发生，也可能不发生，因此，它

是一随机事件。

例 3.2 对准靶发射一枪，“中靶”这一事件可能发生，也可能不发生，因此，它

是一随机事件.

例 3.3 将 1,2,3这三个数字随便排列，就得一个三位数，“这个三位数大于 300”
可能发生，也可能不发生，因此，它是一随机事件.

在现实世界中，有许多事件在一定的条件下，可能发生也可能不发生，这

些都是随机事件. 通常，我们用大写的英文字母 A,B,C, . . . 表示随机事件，概

率就是反映随机事件出现的可能性大小的一个量；在同一条件下，有些事件发

生的可能性比另一些更大些，它们相应的概率也就比另一些的大一些，所以随

机事件的概率是客观存在的，问题是如何求出随机事件相应的概率. 为了讨论
方便起见，习惯上把“必然事件”与“不可能事件”也看作随机事件。“必然事

件”就是在给定条件下必然发生的事件，通常用字母 U 表示. “不可能事件”
就是在给定条件下必然不发生的事件，通常用字母 V 表示．在例 3.1 中，“正
面向上或反面向上”就是一个必然事件，“正面和反面都向上”就是一个不可

能事件；在例 3.3 中，“三位数小于 400”是一个必然事件，“三位数小于 110”
就是一个不可能事件．

为了讨论反映随机事件的可能性的大小的量——概率。我们进一步考察

“投掷一枚硬币”、“从 50 只三级管中任抽一只检查”这样一类随机现象。例如，

90
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投掷一枚硬币，共有“出现正面”和“出现反面”两种试验结果，通常总认为硬

币是“均匀的”，所以出现这两种结果的可能性是相同的。类似地，从 50 只三
级管中任抽一只，共有 50 种不同的结果，而且只要检查员事先不带主观偏见，
抽到任何一只的可能性都相同. 今后，我们称每一试验结果为基本事件，在具
体问题中，弄清楚所有基本事件是十分重要的事，首先要注意到不同的基本事

件是不能同时发生的；其次要注意到事件总是由若干个基本事件组成. 某一事
件所包含的基本事件发生了，就说该事件发生了.
从这两个例子可以看到，这一类随机现象有两个共同的特征：

(1) 有限性：上面每次试验只可能有有限种不同的结果，即有限个基本事件；

(2) 等可能性：由于其自然对称性，出现每一基本事件的可能性是相同的.

这是一类最简单但却是常见的随机现象，我们称它为古典概率模型（简称

古典概型），如何来描述这类事件的可能性的大小呢？例如我们问：“50 只三级
管中有 2只次品，从中任抽一只，抽得次品的可能性有多大？”人们常常用“次品
率”来描述这种可能性，这时，次品数（2）和全产品数（50）之比为 2/50 = 4%．
我们就说这批三级管的次品是 4%．对于上面的分母和分子，我们也可以这样
来看：50 是抽一只检查（看作一次试验）时所有可能的基本事件数，2 是“抽
一只检查得次品”这一事件所包含的基本事件数.
因此对于古典概型，如果试验的基本事件总数为 n，随机事件 A 所包含的

基本事件数为 m，我们就用数 m/n 来描述每次试验中事件 A 出现的可能性的

大小，称它为事件 A 的概率，记作 P(A). 即我们定义

P(A) =
m

n

于是对“投掷一枚硬币出现正面”这一随机事件中，由于试验的基本事件

总数为 2，而“出现正面”只包含其中一个基本事件，所以它的概率等于 1/2．
对于这样定义的概率显然有

性质 1

P(U) = 1, P(V ) = 0

因为必然事件 U 包含了所有基本事件，所以 P(U) =
n

n
= 1，而不可能事

件 V 不含任何基本事件，所以 P(V ) =
0

n
= 0.
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性质 2

0 ≤ P(A) ≤ 1

因为事件 A 所含基本事件数 m 满足不等式 0 ≤ m ≤ n，所以 0 ≤ P(A) ≤
1.
要算出基本事件总数及 A 所包含的基本事件数，“排列”、“组合”常常是

十分有用的工具.

例 3.4 1, 2�3, 5, 6 六个数字中任取两数，试计算它们都是偶数的概率.

解：六个数字中任取两个，共有 C2
6 = 15 种不同的取法，这就是全体基本事件，

即 n = 15. 而事件 A：“任取两数都是偶数”则要从 2, 4, 6 三个偶数中取两个，

也就是说事件 A 包含 C2
3 = 3 个基本事件，因此它的概率

Pr(A) =
C2

3

C2
6

=
3

15
=

1

5

例 3.5 在一批零件中有 n 个一等品，m 个三等品，逐个进行检查. 若已查明
前 k (k < n) 个均为一等品，求第 k + 1 次检查时仍得一等品的概率.

解：由于已查明前 k 个均为一等品，所求第 k + 1 次检查基本事件总数为 n+

m− k，“得一等品”这一事件包含的基本事件数为 n− k. 因此所求的概率

P =
n− k

n+m− k

例 3.6 一部四卷文集，按任志次序放到书架上，问各卷自左至右或自右至左

的卷号恰为 1, 2, 3, 4 的顺序的概率是多少？

解：一部四卷文集，在书架上可有 P4
4 = 4! = 24 种不同的排列方法，其中自左

至右或自右至左卷号恰为 1, 2, 3, 4 的顺序的共有 2 种．因此所求的概率

P =
2

24
=

1

12

例 3.7 某停车场有 12个位置列成一行．求有 8个位置停了车而空着的四个位
置连在一起的概率.

解： 12 个位置中占去 8 个，共有 C8
12 种方法，把四个接连的空位看作一个位

置，发生四个接连的位置空着的情形相当于这个假想的位置插入 8 个停车位置
中间或者它们的两端，共有 9 种不同方法，因此所求的概率为

P =
9

C8
12

=
1

55
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例 3.8 鱼池中共有鱼 N 条，从中捕得 t 条，加了标志后立即放回池中，经过

一段时间后，再从池中抽出 n 条鱼，问其中有 s 条标志鱼的概率是多少？

解：从 N 条鱼中捕得 n 条，共有 Cn
N 种可能结果，它就是基本事件总数. 在

捕得的 n 条鱼中恰有 s 条标志鱼，它们是从 t 条标志鱼中捕得的，这种捕法共

有 Cs
t 种. 而对于这样的每一种捕法，其余的 n− s 条未加标志的鱼是从 N − t

条鱼中捕得的，共有 Cn−s
N−t 种捕法. 因此“捕得 n 条鱼，其中 s 条是标志鱼”

的捕法共有 Cs
tCn−s

N−t 种，所求概率

Ps(N) =
Cs

tCn−s
N−t

Cn
N

例 3.9 某小组有成员 3 人，每人在某星期 7 天中参加劳动一天，如果劳动日
期可随机安排，求 3 人在不同的 3 天参加劳动的概率.

解：对于某一组员（甲）来说，他可以安排在 7 天中的任何一天参加劳动，即
有 7种安排方法，而对于甲的任何一种安排另一组员（乙）又可有 7种安排法，
因此甲乙两人共有 72 种不同的安排法。类似地，对于 72 种的任何一种安排，

第三名组员（丙）又可有 7 种安排法．因此所有可能的安排法——总的基本事
件数等于 73，而 3 人安排在 7 天中的不同的 3 天有 A3

7 种不同的方法，所以

要求的概率为

P =
A3

7

73
=

30

49

上述例 3.9 颇具典型性，N 个人在 n 天中的任意安排法相当于把 N 个球

随机地放入 n 个盒子里去的方法，共有 Nn 种. 这一类问题称为盒子模型.
练习

1. 指出下列事物是必然事件，不可能事件，还是随机事件.

(1) 如果 a，b 都是实数，那么 a+ b = b+ a;

(2) 从一副扑克牌中任意抽取两张，得到“黑桃”；

(3) 某电话总机在一分钟内接到 20 次呼唤．

2. 某班有 50位同学而其中女同学占 15名．今碰到这个班的同学，正
好碰到一个男同学的概率是多少？正好碰到一个女同学的概率是

多少？这两个概率之间有什么关系？为什么？

3. 盒中有 100 个铁钉，其中有 90 个是合格的，而 10 个是坏的，从
中任意抽取 10 个，问其中没有一个为坏的概率是多少？
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4. 设袋中有 8个球，其中 5个白球 3个红球，从中任意抽取 4个，问
恰好抽到 3 个白球的概率是多少？

5. 两袋分别盛着写有 0, 1, 2, 3, 4, 5 六个数字的六张卡片，从每袋中
各取一张，求所得两数之和等于 6的概率．现在有人给出下述两种
不同解答：

解 1：两数之和共有 0, 1, 2, . . . , 10 十一种不同结果，因此，所求的

概率为 1/11．

解 2：从每袋中各任取一张卡片，共有 62 种取法，其中和数为 6
的情形有 5 种；

(1, 5); (2, 4); (3, 3); (4, 2); (5, 1)

因此所求的概率为 5/36．

试问哪一种解法正确？为什么？

6. 号码锁上有六个拨盘，每个拨盘上有 0—9 共 10 个数字，当这 6
个拨盘上的数字组成某一个 6 位数时（第一位可以是 0），锁才能
打开。如果不知道锁的号码，一次就把锁打开的概率是多少？

7. 设有 50 张考签，分别加以标号 1, 2, . . . , 50，一学生任意抽一张进

行考试，求抽到前 10 号考签的概率？

8. 一批产品共有 100 件，其中有次品 5 件，从中任取 10 件，求所取
10 件中至多有 2 件是次品的概率。

9. 袋中装有 n 个白球和 m 个黑球，从中任取 a+ b 个，求所取的球

恰含 a 个白球和 b 个黑球的概率？

二、等可能性事件的概率

在古典概型里，我们曾规定了 P(A) = m/n，这是在等可能性的大前提下

得出的，这种类型在我们计算事件发生的概率时是常常碰到的，也是较为重要

的，为着重视这种类型，我们再深入研究这类问题.

例 3.10 一个均匀材料造的正方体玩具，各个面上分别标以数字 1, 2, 3, 4, 5, 6，

这种玩具叫骰子，
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(1) 将骰子抛掷一次，朝上的一面出现奇数的概率是多少？

(2) 抛掷 2 次，朝上的一面的数字之和为 7 的概率是多少？

解：

(1) 朝上的一面可为 1, 2, 3, 4, 5, 6 等六种之一，且每种可能性相等，朝上一面

出现奇数，可为 1, 3, 5 等三种之一，且每种可能性相等，设所问的事件概

率为 P(A)，则 P(A) =
3

6
=

1

2

(2) 抛掷二次，每次朝上一面可有六种情况，两次则共有 6 × 6 = 36 种情况，

朝上一面的数字之和为 7，则有第一次是 1，第二次是 6，第一次是 6，第
二次是 1 等两种情况。2 与 5；3 与 4，又各有两种，总共有 6 种，故概率
P =

6

36
=

1

6
.

例 3.11 一次掷三枚骰子，得 3 点，4 点，5 点，10 点的概率各是多少？

解：

(1) 得 3 点的概率，掷三颗骰子共有 216 种情况，而得 3 点只有三颗都为 1 时
的一种，故掷得 3 点的概率为 1

216
；

(2) 掷三颗骰子共有 216 种情况，而得 4 点有 2, 1, 1; 1, 2, 1; 1, 1, 2 等三种情况，
故掷得 4 点的概率为 3

216
=

1

72
；

(3) 掷三颗骰子共有 216种情况，而得 5点有 1, 1, 3; 1, 3, 1; 3, 1, 1; 2, 2, 1; 2, 1, 2;
1, 2, 2，即 C1

3 + C2
3 = 6 种，故掷得 5 点的概率为 6

216
=

1

36
；

(4) 掷三颗骰子共有 216 种情况，而得 10 点有 1, 3, 6; 1, 4, 5; 2, 2, 6; 2, 3, 5;
2, 4, 4; 3, 3, 4 等六种情况．而 1, 3, 6；1, 4, 5；2, 3, 5 各有 P3

3 种排列．2, 2, 6；

2, 4, 4；3, 3, 4 有 C1
3 种组合. 共有 3P3

3 + 3C1
3 = 27 种. 10 点的概率为

27

216
=

1

8
.

读者试将掷三颗骰子得 3 点至 18 点各点数的概率分别求看看各个概率之
间有什么关系，各个概率之和又是什么？

例 3.12 袋中装有 a个白球和 b个黑球，从中任意地取出 k+1（k+1 ≤ a+b）

个球，每次取一球，取后不放回，求最后取出的一球是白球的概率？

解：从 a + b 个球中无放回地接连取出 k + 1 个球，一共有 (a + b)(a + b −
1) · · · (a+ b− k − 1 + 1) = Ak+1

a+b 种取法。
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A 表“取出的 k + 1 个球中最后一球是白球”的事件。最后取出的白球可

以是 a 个白球中的任何一个，有 a 种；而其余 k 个可以是余下的 a+ b− 1 中

的任意 k 个，有 Pk
a+b−1 种取法，因此事件 A 共含 a ·Pk

a+b−1 个不同的基本事

件，故所求概率为

P(A) =
aPk

a+b−1

Pk+1
a+b

=
a

a+ b

从上式可以看出，P(A) 的值与 k 无关，它说明了无论在哪个序号上，取

出白球的概率总是相同的。

例 3.13 有 n 个可辨的球，随机地放入 N (N ≥ n) 个盒中，每一个盒可以放

任意多个球，试求：

1. 指定的 n 个盒中各有一球的概率？

2. 某 n 个盒中各恰有一球的概率？

3. 某指定的一个盒中恰有 m（m ≤ n）个球的概率？

解：设球以同样的可能性落入 N 个盒中的每一个，N 个盒中落一个球一共有

N 种方法，n 个球可以有 Nn 种方法，这就是总的基本事件数.

1. 以 A 表“指定的 n 个盒中各有一球”的事件．今固定某 n 个盒，第一个

球可以落入这 n 个盒中的任何一个，有 n 种方法，第二个球可落在余下

的 n− 1 个盒中的任何一个，有 n− 1 种方法，……，第 n 个球落在最后

的一个盒，只能有一种方法，因此事件 A 共含有 n! 个不同的基本事件，

故所求概率为

P(A) =
n!

Nn

2. 以 B 表“某 n 个盒中各恰有一球”的事件．因为 n 个盒可从 N 个盒中

任意选取，共有 Cn
N 种选法. 选出这 n 个盒后再按问题 1 知事件 B 共含

Cn
Nn! 个不同的基本事件数，故所求概率为

P(B) =
Cn

Nn!

Nn

3. 以 C 表“某指定的一个盒中恰有 m个球”的事件，因为 m个球可从 n个

球中任意选出，共有 Cm
n 种选法，其余 m个球可以任意落入其余的 N −1

个盒中，共有 (N − 1)n−m 种落法，因此事件 C 共含 Cm
n (N − 1)n−m 个

不同的基本事件，故所求概率为

P(C) =
Cm

n (N − 1)n−m

Nn
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练习

1. 有人说，先后抛掷两枚硬币，只有“两枚都是正面”，“两枚都是反
面”，“一枚正面，一枚反面”这 3 种结果，因此，“两枚都出现正
面”这一事件的概率是 1/3，这种说法错在哪里？

2. 有 100张已编号的卡片（从 1号到 100 号），从中任取 1张，计算：

(1) 卡片号是偶数的概率；

(2) 卡片号是 3 的倍数的概率.

3. 掷骰子一枚

(1) 掷一次，出现奇数的概率是多少？出现偶数的概率是多少？

(2) 抛掷 2 次，得数字之和为 8 的概率是多少？

4. 在 7 张数的卡片中，有 4 张正数卡片和 3 张负数卡片．从中任取
2 张作乘法练习，其积为正数的概率是多少？其积为负数的概率是
多少？

5. 某种产品 90 件，其中甲等品 40 件，乙等品 30 件，丙等品 20 件，
在运送这些产品的路上损坏了 3 件，如果每件产品被损坏的可能
性相同，计算这三等产品中恰好各损坏一件的概率.

6. 在 80 件产品中，有 50 件一等品，20 件二等品，10 件三等品．从
中任取 3 件，计算

(1) 三件都是一等品的概率；

(2) 2 件是一等品，1 件是二等品的概率；

(3) 一等品，二等品三等品各有一件的概率.

7. 六本不同的书，三本封面是红色，三本封面是兰色，将它们任意排
列在书架的同一层上，问六本书封面颜色相间的概率是多少？

8. 在一副扑克牌（52 张）中，有“黑桃，红心，梅花，方块”这四种
花色的牌各 13 张，从中任取 4 张，这 4 张牌的花色相同的概率是
多少？这四张牌的花色各不相同的概率是多少？

9. 有五根细木棍，它们的长度分别为 1, 3, 5, 7, 9 厘米，从中任取三
根，它们能搭成一个三角形的概率是多少？
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三、互斥事件与加法定理

在 10 个乒乓球中，有 7 个一等品，2 个二等品，1 个三等品，我们把从
中任取一个，取出一等品叫做事件 A，取得二等品叫做事件 B，取出三等品叫

做事件 C. 我们看到，如果取出的乒乓球是一等品，即事件 A 发生，那么事件

B 就不发生. 如果取出的是二等品，那么事件 B 发生，那么事件 A 就不发生，

也就是说，事件 A、B 不可能同时发生. 这种不可能同时发生的两个事件叫做
互斥事件. 同理，事件 B，C 是互斥事件，事件 A，C 是互斥事件. 换句话说，
事件 A，B，C 中，任何两个都是互斥事件。这时我们说事件 A，B，C 彼此

互斥，一般地，如果事件 A1, A2, . . . , An 中任何两个都是互斥事件，那么就说

事件 A1, A2, . . . , An 彼此互斥.
在上面的问题里，因为是任取一个，共有 10 种等可能的取法，其中得到

一等品，二等品，三等品的取法分别有 7 种，2 种，1 种，因此，P(A) =
7

10
,

P(B) =
2

10
, P(C) =

1

10
.

现在问：“任取一个乒乓球，取出一等品或二等品”这一事件的概率是多

少？这一事件，我们记作“A+B”. 因为不论取出一等品还是二等品，都表示
这个事件，发生而得到一等品或二等品的取法共有 7 + 2 种，所以取出一等品

或二等品的概率：

P(A+B) =
7 + 2

10

由
7 + 2

10
=

7

10
+

2

10
，我们看到

P(A+B) = P(A) + P(B)

它告诉我们：如果事件 A，B 互斥，那么事件“A+B”发生（即 A,B 中有一

个发生）的概率，等于事件 A，B 分别发生的概率的和.
一般地，如果事件 A1, A2, . . . , An 彼此互斥，那么事件“A1+A2+ · · ·+An”

发生（即 A1, A2, . . . , An 中有一个事件发生，也叫和事件）的概率，等于这 n

个事件分别发生的概率的和，即

P(A1 +A2 + · · ·+An) = P(A1) + P(A2) + · · ·+ P(An)

这叫做互斥事件的加法定理，也就是说互斥事件的和的概率等于各事件概率之

和。

例 3.14 某地区的年降水量，在 10—150毫米范围内的概率是 0.12，在 15-200
毫米范围内的概率是 0.25，在 20-250毫米范围内的概率是 0.16，在 25-300毫米
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范围内的概率是 0.14．计算年降水量在 10-200 毫米范围内的概率与在 15-300
毫米范围内的概率．

解：我们把这个地区的年降水量在 10-150毫米，15-200毫米，20-250毫米，25-
300毫米范围内分别叫做事件 A，B，C，D. 很明显，这四个事件彼此互斥，根
据公式，年降水量在 10-200 毫米范围内的概率是

P(A+B) = P(A) + P(B) = 0.12 + 0.25 = 0.37

年降水量在 15-300 毫米范围内的概率是

P(B + C +D) = P(B) + P(C) + P(D) = 0.25 + 0.16 + 0.14 = 0.55

例 3.15 在 20 件产品中，有 15 件一级品，5 件二级品，从中任取 3 件，其中
至少有 1 件为二级品的概率是多少？

解：我们把从 20 件产品中任取 3 件，其中恰有 1 件二级品，叫做事件 A1；恰

有 2 件二级品，叫做事件 A2；3 件全是二级品，叫做事件 A3，这样，事件 A1，

A2，A3 的概率分别是

P(A1) =
C1

5 · C2
15

C3
20

=
105

228

P(A2) =
C2

5 · C1
15

C3
20

=
30

228

P(A3) =
C3

5

C3
20

=
2

228

很明显，事件 A1，A2，A3 彼此互斥，根据公式，3 件产品中至少有 1 件
为二级品的概率是

P(A1 +A2 +A3) = P(A1) + P(A2) + P(A3) =
105

228
+

30

228
+

2

228
=

137

228

从 20 件产品中任取 3 件，或者都是一级品，或者不都是一级品（即其中
至少有一件是一级品），这两个互斥事件必有一个发生，这种其中必有一个发

生的两个互斥事件，叫做对立事件. 一个事件 A 的对立事件通常记作 A，根据

对立事件的意义，A+A 是一个必然事件，它的概率等于 1．又由于 A 与 A 互

斥，我们得到

P(A) + P(A) = P(A+A) = 1

这就是说，两个对立事件的概率的和等于 1．
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从上面公式还可得到 P(A) = 1−P(A). 运用这个公式计算事件的概率，有
时比较简单．如例 3.15 还可以这样来解：
从 20 件产品中任取 3 件，3 件全是一级品（记作事件 A）的概率：

P(A) =
C3

15

C3
20

=
91

228

由于“任取 3 件，至少有一件为二级品”是事件 A 的对立事件 A，因此，

P(A) = 1− P(A) = 1− 91

228
=

137

228

读者可想想，什么时候用事件的对立事件的概率来计算就比较简单.

例 3.16 一个匣子中有红球 5 个，白球 2 个，从匣中随便取出两个球，而球的
颜色恰好一样的概率是多少？

解： 解 1：令 A = 两球颜色一样，B1 = 两球颜色均为红色，B2 = 两球颜色

均为白色，可见 B1 和 B2 互斥，并且 A = B1 +B2，因此

P(A) = P(B1) + P(B2)

今从 7 个球中随便取出两个球，共有 C2
7 =

7× 6

2
= 21 种不同的取法，即

简单事件总数为 21．B1 为两球都为红色，即此两球由红球中取得，所以共有

C2
5 =

5× 4

2
= 10 个简单事件，因此 P(B1) =

C2
5

C2
7

=
10

21
B2 为两球均为白色，即此两球由白球中取得，所以共有 C2

2 = 1 个简单事

件，于是 P(B2) =
C2

2

C2
7

=
1

21
，因此

P(A) = P(B1) + P(B2) =
10

21
+

1

21
=

11

21

解 2：令 A =“两球颜色一样”，则 A =“两球颜色不一样”，所以

P(A) =
C1

5 · C1
2

C2
7

=
5× 2

21
=

10

21

因此

P(A) = 1− P(A) = 1− 10

21
=

11

21

一般地说，如果匣中有 m个红球，n个白球，如果从匣中随便抽取两个球，

两球颜色相同的概率 P 可以用完全一样的方法，求得其值为

P =
C2

m

C2
m+n

+
C2

n

C2
m+n

=
m(m− 1) + n(n− 1)

(m+ n)(m+ n− 1)
= 1− C1

m · C1
n

C2
m+n
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更一般地，如果匣中有 k 种球，第 i 种球共有 ni 个，从匣中随便取出两

个球，这两个球的颜色是一样的概率是多少呢？这也可用类似的方法求出，读

者自己去算一下.

例 3.17 从 52 张扑克牌中随便抽取三张．问：

• A = 三张花色相同，

• B = 三张是“顺子”（即点数相连），

• C = 三张是同花顺子（即花色相同，且点数相连）

各自出现的概率是多少？

解：从 52 张牌中随机抽取三张牌，全部基本事件的总个数是

C3
52 =

52× 51× 50

1× 2× 3
= 52× 17× 25

注意到花色有四种，令

A1 =三张都是梅花, A2 =三张都是方块

A3 =三张都是红心, A4 =三张都是黑桃

则 A1, A2, A3, A4 是互斥事件，且 A = A1 +A2 +A3 +A4. 又

P(A1) = P(A2) = P(A3) = P(A4)

=
C3

13

C3
52

=
13× 12× 11

52× 51× 50

=
11

17× 50
=

11

850

因此，P(A) = 4P(A1) =
22

425
.

三张是顺子，从顺子的点数相连这一要求来看，不计花色，共有“2, 3, 4”，“3, 4, 5”，

……“J,Q,K”，“Q,K,A”这十一种不同的情况，依次用 B1, B2, . . . , B11 来

表示它们，于是 B1, B2, . . . , B11 互斥，而且是等概率的，于是

P(B) = P(B1) + · · ·+ P(B11) = 11P(B1)

现在来求 P(B1) 的值．出现“2, 3, 4”这样的顺子，共有 (C1
4)

3 这么多种，

这是因为这时不考虑花色，同点数的牌每样又有四张，所以出现“2, 3, 4”必须
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在“2”的四张中取出一张，“3”的四张中取出一张，“4”的四张中取一张，因
此，共有 (C1

4)
3 = 43 这么多种，于是

P(B1) =
43

C3
52

=
43

52× 17× 25
=

16

13× 17× 25

P(B) =
11× 16

13× 17× 25
=

176

5525
=

8

23
P(A)

显然 P(B) < P(A).
再来计算事件 C 的概率，很明显，从上面的讨论中可以看出来，“2, 3, 4”

同花的只可能有四种不同的情形．因此

P(C) =
11× 4

C3
52

=
11

13× 17× 25
=

1

6
P(B)

显然 P(C) < P(B)

例 3.18 掷四枚硬币，用“1”表示正面向上，用“0”表示反面向上，于是记
xi 为第 i 枚硬币的结果，每掷一次，(x1, x2, x3, x4) 就表示各枚硬币正、反面

的出现情况，例如，

（1, 1, 0, 0）就是（正，正，反，反）
（1, 0, 0, 1）就是（正，反，反，正）

求下列各事件的概率：

A =恰有两个正面向上

B =至少有两个正面向上

C =第一枚、第二枚硬币的结果正好相反，第三枚、第四枚硬币的结果正好相反

解：用 x1, x2, x3, x4 来表示，就有

A = {x1 + x2 + x3 + x4 = 2}

B = {2 ≤ x1 + x2 + x3 + x4 ≤ 4}

C = {x1 = 1− x2, x3 = 1− x4}

全部简单事件的个数是一个有重复的排列数，它是 24 = 16.

(1) x1+x2+x3+x4 = 2 表示四个数中只有两个是“1”，其余两个一定是“0”．
而且只要选定了“1”的位置，则“0”的位置也就随之而定了，从四个位置
中任选两个，则共有 C2

4 种，即 6 种，因此

P(A) =
6

16
=

3

8
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(2) x1 + x2 + x3 + x4 ≥ 2，这一情形可以分成下面三种等式的情形：

x1 + x2 + x3 + x4 = 2 (有 C2
4 = 6 种情形)

x1 + x2 + x3 + x4 = 3 (有 C3
4 = 4 种情形)

x1 + x2 + x3 + x4 = 4 (有 C4
4 = 1 种情形)

因此，

P(B) =
6 + 4 + 1

16
=

11

16

(3) 此时 x1 = 1− x2, x3 = 1− x4，于是只要看 x1, x3 联合起来有多少种不同

的情形. 从重复排列的计算公式可以知道 x1，x3 联合起来共有 22 = 4 种

不同情况. 因此，可得
P(C) =

4

16
=

1

4

练习

1. 判别下列每对事件是不是互斥事件，如果是，再判别它们是不是对
立事件. 从一堆产品中任取 2 件，其中：

(1) 恰有 1 件次品和恰有 2 件次品；

(2) 有次品和全是次品；

(3) 有正品和有次品；

(4) 有次品和全是正品．

2. 从一批乒乓球产品中任取一个，如果其重量小于 2.45 克的概率是
0.22，重量不小于 2.50 克的概率是 0.20，那么重量在 2.45—2.50
克范围内概率是多少？

3. 某射手在一次射击中射中 10 环，9 环，8 环的概率分别为 0.24,
0.28, 0.19．计算这个射手在一次射击中：

(1) 射中 10 环或 9 环的概率；

(2) 不够 8 环的概率．

4. 一个匣子内有 9 张票，其号数分别为 1, 2, . . . , 9．从中任取 2 张，
其号数至少有 1 个为奇数的概率是多少？

5. 在 50 件产品中有 45 件合格品，5 件次品，从中任取 3 件，计算
其中有次品的概率.
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6. 从 52 张中随便抽取五张．问

• A = 五张花色相同；

• B = 五张是“顺子”；

• C = 五张有花顺子；

• D = 五张中有四张点数相同（J 作 11 点，Q 作 12 点，K 作
13 点）．

A，B，C，D 各自出现的概率是多少？

7. 掷 n 枚硬币，（n 为偶数）

• A = 恰有两个正面向上，

• B = 至少有两个正面向上，

• C =第一枚、第二枚硬币的结果正好相反，第三枚、第四枚的

结果正好相反，……第 n− 1 枚与第 n 枚的结果正好相反.

求 A，B，C 各事件的概率.

8. 同时掷三颗骰子，得 3 点至 10 点的概率是多少？得 11 点至 18 点
的概率是多少？

9. 掷三颗骰子，得三颗的点数相同的概率是多少？

10. 从 52 张扑克中任取五张，问得到三张点数相同，其它两张点数也
相同的概率.

四、事件与集合的对应

我们现在讨论的一些问题，都离不开基本事件. 所以我们可以把基本事件
看作衡量随机事件的“最小单位”，它好象是几何中的“点”，集合中的“元素”

.而一切随机事件都是由基本事件组成的，这样，事件之间的各种运算，就和集
合之间的各种运算完全对应起来，这样既使我们掌握了事件的运算，还使我们

进一步理解了集合运算的意义.
在讨论集合运算时，集合中的一个元素称为一个点，用 a 来表示，则 a 和

{a} 是不一样的. 前者是一个点，后者是由 a 这一个点组成的单点集，它是一

个集合.
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当我们用 E1, . . . , En 表示基本事件时，它相当于集合中的点，随机事件 A

总是由某些基本事件合起来组成的. 如果把一个基本事件 Ei 也看成是随机事

件，那就是指由这个 Ei 组成的集合 {Ei}，这个随机事件 {Ei} 相当于一个点
组成的单点集. 这一点一定要加以注意，不要一开始就发生混淆.
下面将事件间的运算和事件间的关系的各种定义和集合的运算，以及集合

的关系对照着列成一张表，以更进一步看清它们之间的联系，也是为了可以用

集合语言来理解概率论.

事件 集合

1. 基本事件 1. 元素（点）
E1, E2, . . . , En a1, a2, . . . , an

2. 必然事件 2. 全集 A

U = {E1, E2, . . . , En} A = {a1, a2, . . . , an}
3. 不可能事件 V 3. 空集 ∅
V 中不含任何 Ei ∅ 中不含任何 ai

4. 随机事件 F 4. 子集合 S

F = {Ei1 , Ei2 , . . . , Eim} S = {ai1 , ai2 , . . . , aim}
1 ≤ i1 < i2 < · · · < im ≤ n 1 ≤ i1 < i2 < · · · < im ≤ n

5. 事件 F1 包含 F2 写成 F1 ⊃ F2

或 F2 ⊂ F1

5. 集合 S1 包含 S2，写成 S1 ⊃ S2

或 S2 ⊂ S1

即 F2 中的基本事件均为 F1 中的基

本事件。或 F2 发生时，F1 一定发

生。

即 S2 中的点均为 S1 中的点

6. F1 = {Ei1, Ei2, . . . , Eik}， 6. S1 = {ai1, ai2, . . . , aik}，
F2 = {Ej1, Ej2, . . . , Ejk}， S2 = {aj1, aj2, . . . , ajk}，
F1 + F2 = {Ei1, . . . , Eik, Ej1, . . . , Ejk} S1+S2 = {ai1, . . . , aik, aj1, . . . , ajk}
则 F1 + F2 称为 F1 与 F2 之和，即

F1, F2 中至少有一个事件发生。这

个运算为加法运算.

这是集合的加法，即把 S1 和 S2 内

的点合并在一起构成的新集合。

7. 由事件 F1 和 F2 中的公共基本

事件 F1 与 F2 之积，写成 F1F2. 即
“F1, F2 这两个事件都发生”这一事

件。这个运算称为乘法运算。

7. 集合 S1 与 S2 的公共元素组成

的集合，称为 S1 和 S2 之积，写成

S1S2。即 S1 与 S2 的公共部分。这

是集合的乘法运算。



106 第三章 概率论初步

8. F1F2 = V，则称 F1, F2 是互斥

的，即 F1 和 F2 中没有公共的基本

事件，即 F1 与 F2 同时发生这一事

件是不可能的。

8. S1S2 = ∅，则称 S1, S2 是互不相

交的，即 S1 与 S2 没有公共的元素

9. 逆事件（对立事件） 9. 余集（补集）
如果 F = {Ei1, . . . , Eik}，则不在 F

中的那些基本事件全体组成的随机

事件称为 F 的逆事件，用 F 表示。

F 就是“F 不发生”这一事件。

如果 S = {ai1, . . . , aik}，则由不在
S 中的那些点的全体组成的集，称

为 S 的余集，用 S 表示。也即在余

集 A中，但不在 S 中的那些点组成

的集合。

10. 设 F = {Ei1, . . . , Eik}，则由
加法的定义可知 F = {Ei1}+ · · ·+
{Eik}

10. 设 S = {ai1, . . . , aik}，则由加法
的定义可知 A = {ai1}+ · · ·+ {aik}

由这张对照表，可以由集合的关系式得到事件之间的关系式，符号的含义

和上表相同

1. V ⊂ F ⊂ U (相当于 ∅ ⊂ S ⊂ A)

不可能事件 ⊂ 随机事件 ⊂ 必然事件

2. 若 F1 ⊂ F2, F2 ⊂ F3, 则 F1 ⊂ F3 (相当于 S1 ⊂ S2, S2 ⊂ S3 时，必有

S1 ⊂ S3)

3. FF = V , F + F = U (相当于 SS = ∅, S + S = A)

注意：此即 F 与 F 之和必然发生，F 与 F 之积是不可能事件。F 是 F

的逆事件，F 是 F 的逆事件，即彼此互为逆事件。

4. 当 F1 ⊂ F2 时，F1 中所含的简单事件均为 F2 中的简单事件，由古典概

率公式得 P (F1) ≤ P (F2)

5. 由于 FF = V , F + F = U , F 与 F 互斥，从加法定理得到

1 = P(U) = P(F ) + P(F )

因此，P(F ) = 1− P (F )
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习题 3.1

1. 设有 n 个房间，分给 n 个不同的人，每个人都以同等可能进入每一房间，

而且每间房里的人数没有限制，试求不出现空房的概率？

2. 将 n 个可辨的球投入 N 个盒中，每个球都以同等可能落入每一个盒内，

求指定某盒是空的概率.

3. 一批产品共 n 件，其中有 k 件废品，求任意抽出的 m 件产品中恰有 ℓ 件

废品的概率？

4. 某人有 n把钥匙，其中只有一把能开他的门，他逐把地取钥匙试开，这试

开的手续可能需要 1, 2, . . . , n 次试验，试证明在第 i 次，第 j 次打开锁的

概率是一样.

5. 袋中装有 10 个白球 5 个黑球，第一次从袋中取出一球（不放回），发现
是白球，求第二次从袋中取得白球的概率？并比较两次取得白球概率的大

小. 如果第一次取得黑球，求第二次取得白球的概率？

6. 在 52 张扑克牌中任意取 13 张，问其中至少有一张是 10 点的概率是多
少？

7. 一盒中有 5 个白球，7 个黑球．

(1) 从中任取一球，问取得是白球和取得是黑球的概率各为多少？

(2) 从中任取两球，问取得都是白球的概率、取得一白一黑的概率各为多
少？

8. 箱子所装球的总重量为 N 公斤，而每个球为 n 公斤，其中有 m 个是黑

球. 求从箱子中任取一球恰巧是黑球的概率.

9. 一表面为红色的正方体被分割成 1000 个同样大小的小正方体. 试求从中
任取一小正方体其两面涂有红色的概率.

10. 从写有 a，b，c，d，e 的五张卡片中任取两张，求这两张卡片的字母恰好

是按字母顺序相邻排着的概率.

11. 在相应地写有 2, 4, 6, 7, 8, 11, 12 和 13 数字的八张卡片中任意取两张，
求由所取得的两个数字构成的分数为可约的概率.

12. 从 1, 2, 3, 4, 5 诸数中任取三数，排成三位数，问如此所得三位数是偶数
的概率是多少？
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13. 求任意取一整数 N 的：（1）平方；（2）四次方；（3）乘任意一整数后，其
尾数为 1 的概率。（提示：只需讨论个位数.）

14. 在书架中任意放着 10 本书，求某给定的三本书放在一起的概率.

15. 4 个女孩，3 个男孩排成一排，求男女相间的概率.

16. 一个匣子里有 90只好的、10只次的螺丝钉．如果从中任意取用 10只，恰
都是好的螺丝钉的概率是多少？

17. 在一个坛子中放有 n1 个白球，n2 个黑球，逐一全部取出，问第一个和最

后一个球都为白球的概率是多少？

18. 求出下述两事件的概率：

(1) 10 个人的生日在 10 个不同的月份；

(2) 6个人的生日恰巧在两个月中。（提示：“恰巧在两个月中”不包括“集
中在某一个月”的情形. 可先考虑 6 个人的生日在某指定的两个月里
有几种可能．再考虑生日集中在任意两个月里有几种可能.）

19. 电话号码由五个数字组成．每个数字可以是 0, 1, 2, . . . , 9中的任意一个数，

求电话号码是由完全不相同的数字组成的概率.

20. 从一付扑克（52 张）中任取四张，求四张牌的花色各不相同的概率.

21. 为了减少比赛场次，把 20 个球队分成两组（每组 10 队）进行比赛，求
最强的两队被分在不同组内的概率．

22. 掷三枚骰子，得 5 点以上（包括 5 点）的概率是多少！

23. 某人的口袋装有 1 枚五分的硬币，2 枚贰分的硬币以及 3 枚壹分的硬币，
他从中任取 3 枚，取出的总钱数不少于伍分的概率是多少？

24. 把 10 个运动队先均分成两组预赛，求最强两队被分在：

(1) 不同组内； (2) 同一组内的概率．

25. 一座楼房有四个大门，两人住在此楼内，问恰好住在同一大门内的概率是
多少？

26. 设在一批有 1000 件一等品，50 件二等品的产品中进行质量检查，如果在
该批产品中任意抽查 10 件，结果全是一等品，问在未被抽查的产品中再
任意地连续取两件，至少有一件是一等品的概率是多少？
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27. 用火车运载两个工厂生产的同类产品，其中甲厂 30 件，乙厂 20 件，有
消息证实，在路途中有两件产品损坏，求损坏的是不同厂的产品的概率.

第二节 条件概率与独立事件

一、条件概率

若一袋内有 7个白球，5个红球，设事件 A =“取出一个白球”，事件 B =

“取出两个白球”，显然

P(A) =
C1

7

C1
12

=
7

12
, P(B) =

C2
7

C2
12

=
7

22

如果我们取出一个白球后，不再放回，那么这时再取出两个白球（注意，实

际上是取出了三个白球，但取法是先一个，再两个地取，而不是一起取出）的

概率

P(B′) =
C2

6

C2
11

=
3

11

同样的，如果我们取出两个白球后，不再放回，那么这时再取出一个白球的概

率

P(A′) =
C1

5

C1
10

=
1

2

这个例子告诉我们，我们所计算的某个事件出现的概率是根据另一事件的

出现这一事实来确定的.
我们把“出现事件 B 的条件下，出现事件 A”的概率称为事件 A 关于事

件 B 的条件概率，记作 P (A|B). 对于上面例子，则

P(A′) = P(A|B) =
1

2
, P(B′) = P(B|A) = 3

11

另一方面，考虑事件 AB =“取出三个白球”，则

P(AB) =
C3

7

C3
12

=
7

44
=

7

22
× 1

2
= P(B)P(A|B)

=
7

12
× 3

11
= P(A)P(A|B)

就是说 A 与 B 事件同时出现的概率，可以通过 B 出现的概率 P(B) 与 A

关于 B 的条件概率 P(A|B) 来表示.
一般地，对任两个随机事件 A 与 B，若 P(B) > 0，则有：

P(AB) = P(A|B) · P(B) P(AB) = P(B|A) · P(A) (1)
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即

P(A|B) =
P(AB)

P(B)
P(B|A) = P(AB)

P(A)
(2)

证明：设基本事件的总数为 e，其中事件 A 所包含的基本事件有 m 个，事件

B 所包含的基本事件有 n 个，因为我们并没有假定事件 A 和 B 互斥，因此一

般都存在着既属于事件 A，也属于事件 B 的基本事件，（即事件 A ·B 所包含
的基本事件）设这样的事件共有 r 个（如图）于是：

P(B) =
n

e
, P(AB) =

r

e

e

A B

m nr

再看条件概率 P(A|B)，因为这是在事件 B 发生的条件下考虑问题的，这

时总的基本事件数就是事件 B 所包含的个数 n，在 B 发生的条件下 A 再发生

所包含的基本事件，就必然是属于事件 AB 的 r 个基本事件.
故 P(A|B) =

r

n
这样就有：

P(A|B) · P(B) =
r

n
· n
e
=

r

e
= P(AB)

同样可以证明 P(B|A) · P(A) = P(AB).

例 3.19 某人提出一个问题，甲先答，答对的概率是 0.4；如果答错，由乙答，
答对的概率是 0.5，求问题由乙解出的概率．

解：“问题由乙解出”相当于“甲答错”（A）与“乙答对”（B）两事件一起发

生。（即事件 A，B 同时发生）.
由题意：“甲答错”的概率：P(A) = 1− 0.4 = 0.6；而“甲答错的条件下乙

答对”的概率 P(B|A) = 0.5，所以“问题由乙解出”的概率：

P(AB) = P(B|A) · P(A) = 0.5× 0.6 = 0.3

例 3.20 一只袋中有 2只白球和 3只红球，从袋中取出一只球，然后在第一只
不放回的前提下取出第二只球，那么所取出两只球都是红球的概率是多少？
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解：“取出的两只球都是红球”必定是“第一次取得的是红球”（A），且“第二

次取得的是红球”（B）两事件一起发生（即事件 AB 发生）

“第一次取置红球”的概率：P(A) =
3

5
，而“第一次取得红球的条件下，第

二次取得红球”的概率 P(B|A) = 2

4
=

1

2
，所以“两个球都是红球”的概率：

P(AB) = P(B|A) · P(A) = 1

2
· 3
5
=

3

10

例 3.21 某篮球队在己方半场抢得篮板球的概率为 0.75 而抢得篮板球且反攻
投中得分的概率为 0.6，问该队已抢得篮板球在手，问这球反攻投中得分的概
率有多大？

解：设事件 A =“抢得篮板球”；事件 B =“反攻投中得分”按题意：P(A) =
0.75，“抢得篮板球且反攻投中得分”的概率（即积事件 A·B 的概率）：P(AB) =

0.6

所以“抢得篮板球在手，这球反攻投中得分”的概率。

P(B|A) = P(AB)

P(A)
=

0.6

0.75
= 0.8

练习

1. 计算在一分钟的区间内进入某邮局的人数的概率如下表：

1 分钟内进入的人数 0 人 1 人 2 人 3 人 大于 3 人
概率 0.05 0.15 0.22 0.22 0.36

考虑下述事件：A = 至少有一个人到达，B = 至少有二个人到达，

C =3 个顾客到达.

求 P(C|A) 和 P(C|B)

2. 一个绿骰子和一个红骰子被转动，令 x 表示在红骰子面上出现点

子的数目，y 表示绿骰子面上出现点子的数目.

令：

A =“x+ y > 7 的事件”；

B =“x+ y < 6 的事件”；

C =“x+ y = 7 的事件”；

D =“y = 4 的事件”；

E =“y = 2 的事件”；

F =“x 或 y 是 5”；
G =“x 和 y 都是 5”；
H =“x+ y = 10”
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求：

(1) P(A|D)

(2) P(B|E)

(3) P(C|D)

(4) P(G|F )

(5) P(G|H)

(6) P(F |H)

二、独立事件与乘法定理

先看下面的问题：“餐桌上摆着 10 把外形一样的餐刀，其中 7 把是不锈钢
的；3 把是镀铬的，记事件 A =“甲从中任取一把恰为镀铬的”；事件 B =“乙

从中任取一把恰为镀铬的”.
显然，当只有甲单独取用时：P(A) =

3

10
；当只有乙单独取用时：P(B) =

3

10
.

下面再考虑乙先取用的两种情况：

(1) 当乙先取用且取得的是镀铬的，用后归还，这相当于返回抽样.

由于这时甲仍是从 10 把餐刀中取用，其中镀铬的也仍是 3 把，所以“乙取
得的是镀铬的条件下（用后归还），甲取得的是镀铬的”这一事件的概率：

P(A|B) =
3

10
= P(A)

根据同样的分析：P(B|A) = 3

10
= P(B)

(2) 当乙先取用且取得是镀铬的，尚未归还甲就取用，这相当于不返回抽样.

这时由于事件 B 的发生，只剩下 9 把餐刀，其中镀铬的剩下 2 把，所以
“乙取得的是镀铬的条件下（用后未归还），甲取得的是镀铬的”这一事件

的概率：

P(A|B) =
2

9
̸= P(A)

根据同样的分析：P(B|A) = 2

9
̸= P(B)

总结上面的分析得出：当乙（甲）的取用不影响甲（乙）的取用，则有下

面两等式成立

P(A|B) = P(A), P(B|A) = P(B)

当乙（甲）的取用影响到甲（乙）的取用，则：

P(A|B) ̸= P(A), P(B|A) ̸= P(B)
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我们定义：如果对于事件 A 和 B 来说，有

P(A|B) = P(A), P(B|A) = P(B)

同时成立，那么称事件 A 和事件 B 为相互独立事件，或称事件 A 和 B 相互

独立，否则，就是相关的.
对本例，事实上用后归还的话，不管“乙取用为镀铬的”这一事件发生与

否，对“甲取用为镀铬的”概率是没有影响的，反之也一样。

因此，通俗地说，事件 A 与 B 相互独立，就是：事件 A 发生与否对事件

B 发生的概率没有影响，同样，事件 B 发生与否对事件 A 发生的概率也没有

影响，例如：同时抛掷两枚硬币，记 A =“第一枚正面向上”，B =“第二枚正

面向上”；因第一枚是否正面向上对第二枚正面向上的概率没有影响，反之也

一样，所以事件 A 与 B 相互独立.
容易看出：当事件 A 和 B 相互独立时，则事件 A 和 B；A 和 B；A 和

B 都相互独立的。（读者自己证明）

当事件 A 和 B 相互独立时，上节公式 (1)

P(AB) = P(A|B) · P(B), P(AB) = P(B|A) · P(A)

变为

P(AB) = P(A) · P(B) (3)

这就是说：两个相互独立的事件同时发生的概率等于每个事件发生的概率

的乘积.
公式 (1) 和 (3) 通称为概率的乘法定理。
一般地，若 A1, A2, . . . , An 为相互独立事件，则有：

P(A1 ·A2 · · ·An) = P(A1) · P(A2) · · ·P(An) (4)

独立性的概念在概率中是十分重要的，它有广泛的应用. 在实际问题中判断事
件是否独立是很重要的.

例 3.22 甲乙两人进行一次射击，如果两人射中目标的概率甲为 0.6，乙为 0.7，
计算：

(1) 两人都击中目标的概率；

(2) 其中恰有一人击中的概率；

(3) 至少有一人击中目标的概率。
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解：

(1)“两人都击中目标”（C），就是“甲击中目标”（A），且“乙击中目标”（B），

故 C = A ·B. 事件 A 和 B 显然相互独立，所以

P(C) = P(A ·B) = P(A) · P(B) = 0.6× 0.7 = 0.42

(2)“其中恰有一人击中”（D），就是“甲击中，乙未击中”（A ·B）或“甲未击
中，乙击中”（A ·B），故 D = A ·B = A ·B，显然事件 A ·B 与 A ·B 在
两人各射击一次时是不可能同时发生的，即事件 A ·B 与 A ·B 互斥，所以

P(D) = P(A ·B +A ·B) = P(A ·B) + P(A ·B)

= 0.6× (1− 0.7) + (1− 0.6)× 0.7 = 0.18 + 0.28 = 0.46

(3)“至少有一人击中”（E），就是“甲击中，乙未击中”（A ·B）或“甲，击中，
乙击中”（A ·B），或“甲未中乙击中”（A ·B），故 E = A ·B+A ·B+A ·B，
所以

P(E) = P(A ·B +A ·B +A ·B)

= P(A ·B) + P(A ·B) + P(A ·B)

= 0.6× 0.3 + 0.6× 0.7 + 0.4× 0.7

= 0.18 + 0.42 + 0.28 = 0.88

此小题还可采用下面解法：“没有一个击中”（E），就是“甲未击中”（A）

且“乙未击中”（B），故 E = A ·B. 所以：

P(E) = P(A ·B) = P(A) · P(B) = 0.4× 0.3 = 0.12

因此：P(E) = 1− P(E) = 1− 0.12 = 0.88

例 3.23 假设每枚地-空导弹击中飞机的概率均为 0.8，如要有 99% 的把握击
中来犯敌机，问需几枚导弹同时发射？

解：设需 n 枚地空-导弹同时发射，
记事件 A =“敌机被击中”，则“敌机未被击中”（A），就是“第 1 枚未击

中”（A1），且“第 2 枚未击中”(A2)，……，“第 n 枚未击中”（An）同时发生。

故 A1 ·A2 · · ·An，而 A1, A2, . . . , An 是彼此独立的，所以

P(A) = P(A1) · P(A2) · · ·P(An) = (1− 0.8)n = 0.2n



第二节 条件概率与独立事件 115

要求击中概率达 99%，即 P(A) = 0.99，故

P(A) = 1− P(A) = 0.01

所以 n 应满足：0.2n = 0.01. 取对数

n lg 0.2 = lg 0.01

n =
lg 0.01
lg 0.2 =

−2
−0.699

≈ 3

答：3 枚导弹同时发射能以 99% 的把握击中来犯敌机．

例 3.24 一个元件能正常工作的概率 r 称为该元件的可靠性，由元件组成的

系统能正常工作的概率称为系统的可靠性。今设所用元件的可靠性都为 r (0 <

r < 1)，且每个元件能否正常工作是相互独立的。试求下面两系统的可靠性，并

(1) 附加通路系统，它由两条 n (n ≥ 2) 个元件串联成的通路并联而成，如下

图：

1

1

2

2

n

n

(2) 附加元件系统，它由 n 对并联元件串联而成，如下图：

1

1

2

2

n

n

解：系统 (1) 有两条通路. 对每条通路来说，必须当每个元件都正常工作时才
正常工作，故其可靠性为：Rc = rn

所以每条通路发生故障的概率为：1− rn.
系统发生故障，必定是两通路同时发生故障. 故系统发生故障的概率为：

(1− rn)2.
因此系统 (1) 的可靠性为：

Rs = 1− (1− rn)2 = rn(2− rn)

所以 Rs > Rc，即系统在附加了一条通道后，比一条通路增加了可靠性。

现在考虑系统 (2). 从上述讨论易得每对并联元件的可靠性为：

R′ = 1− (1− r)2 = r(2− r)
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因系统是由各对并联元件串联而成，故其可靠性为：

Rs′ = (R′)n = rn(2− r)n

显然 Rs′ > Rc，即用附加元件的方法也能增加系统的可靠性。

两种系统所用的元件一样，其优劣就看可靠性的大小了. 为比较 Rs 与 Rs′

的大小，令 Qn =
Rs′

Rs

(n ≥ 2)，则

Qn =
(2− r)n

2− rn

当 n = 2 时:
(2− r)2 = 2− r2 + 2(1− r)2 > 2− r2

所以 Q2 > 1

假设当 n = k 时，Qk > 1，即 (2− r)k > 2− rk，则

(2− r)k+1 > (2− rk) · (2− r) = 4− 2rk − 2r + rk+1

= 2− rk+1 + 2(1− r)(1− rk) > 2− rk + 1

即当 n = k + 1 时也有 Qk+1 > 1

所以对于任意大于等于 2 的自然数 n，Qn > 1 总成立，即 Rs′ > Rs，所

以系统 (2) 较系统 (1) 可靠.

练习

1. 一张牌随机地从一付扑克牌中抽取，令：A =“这张牌是梅花”；B =

“这张牌是个 K”；C =“这张牌是高级的”（即 J、Q、K、A）

问：A,B；A,C 和 B,C 的哪一对是独立事件？

2. 掷三个硬币，令：A =“不多于一个正面”；B =“每面至少有一

个”。

问：A 和 B 是独立的吗？

习题 3.2

1. 一个盒子中装有 5只好灯泡，一个调皮的孩子又放进三只坏灯泡，假如八
只灯泡里先取出 1 只（不放回），再取出第 2 只，求两只都是好灯泡的概
率．
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2. 在 1, 2, . . . , 100 中随机选出一个数，求满足下列条件的概率：

(1) 已知选出的数是偶数的条件下，能被 5 整除；

(2) 已知它是被 4 整除的条件下它被 10 整除．

3. 一个口袋内装有 2个白球和 2个黑球，把“从中任意摸出一个球，得到白
球”叫做事件 A，把“从剩下的 3 个球中任意摸出一个球，得到白球”叫
做事件 B. 事件 A 与事件 B 是相互独立的吗？再求在先摸出白球后，再
摸出白球的概率，及先摸出黑球后，再摸出白球的概率，并以求出结果验

证你上面的结论.

4. 一学校的学生按照下表分类.

戴眼镜 不戴眼镜

男孩 120 280
女孩 180 420

令：事件 A =“学生是男孩”，B =“戴眼镜的学生”

问：

(1) A 和 B

(2) A 和 B

(3) A 和 B 是相互独立事件吗？

5. 生产一种零件，甲车间的合格率是 90%，乙车间的合格率是 97%，从它
们生产的零件中各抽取一件，都抽到合格品的概率是多少？

6. 有一问题，在半小时内，甲能解决它的概率是 1

2
，乙能解决它的概率是

1

3
，

如果两人都试图独立地在半小时内解决它，计算：

(1) 两人都未解决的概率； (2) 问题得到解决的概率.

7. 将一个硬币连掷 5 次，5 次都出现正面的概率是多少？

8. 制造一种零件，甲机床的废品率是 0.04，乙机床的废品率为 0.05，从它们
制造的产品中各任抽一件，其中恰有一件废品的概率是多少？

9. 电子设备的某一部件由 9个元件组成，如果其中任何一个元件坏了，这个
部件就不能工作，假定每个元件能使用到 3000 小时的概率是 0.99，计算
这个部件能工作 3000 小时的概率.

10. 甲、乙两人解出习题的概率分别为 2

3
和

4

5
，求下面的概率.
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(1) 只有 1 人解出习题： (2) 至少 1 人解出习题．

第三节 独立重复试验

某射手射击一次，击中目标的概率是 0.9，他射击 4 次，恰好击中 3 次的
概率是多少？

如果我们把射击一次看作一次试验，那么射击 4 次就相当于连续依次做 4
次试验，这四次试验有下面的特点：

(1) 这 4 次试验的结果彼此无关，是相互独立的。

(2) 每一个试验的结果只有两个：“击中目标”（A）或“击不中目标（A），且

每次试验中“击中目标”的概率 P(A) 都是 0.9，从而“击不中目标”概率
P(A) 都是 0.1

将上面的例子的特点，推广到一般情形，我们把满足上面两个条件的试验，

叫独立重复试验，简称独立试验. 这一类的概率问题称为独立试验概型. 若在
试验中，我们只关心出现的事件 A 或 A，这种独立试验概型又称为贝努里（J.
Bernoulli）概型. 上面问题（及后面将要讨论的）就是属于贝努里概型.
我们继续讨论其解法：

令 Ai =“第 i 次击中”，i = 1, 2, 3, 4，则 Ai =“第 i 次没有击中”，射击

4 次击中 3 次，共有下面几种情况：

A1A2A3A4; A1A2A3A4; A1A2A3A4; A1A2A3A4

上述每一种情况，都可以看成是在 4个位置上取出 3个写上 A，另一个写上 A，

所以这些情况的种数等于从 4 个元素中，取出 3 个元素的组合数 C3
4，即 4 种．

由于 4 次射击，其结果是相互独立的，根据乘法定理，前 3 次击中，第 4
次未击中的概率为：

P(A1A2A3A4) = P(A1) · P(A2) · P(A3) · P(A4) = 0.93 × (1− 0.9)4−3

同理：

P(A1A2A3A4) = P(A1A2A3A4) = P(A1A2A3A4) = 0.93 × (1− 0.9)4−3

这就是说，上面射击 4次，击中 3次的 4种情况的概率都是 0.93× (1−0.9)4−3．

因为这 4 种情况彼此互斥，根据加法定理，射击 4 次，击中 3 次的概率
P = P(A1A2A3A4) + P(A1A2A3A4) + P(A1A2A3A4) + P(A1A2A3A4)

= C3
4 × 0.93 × (1− 0.9)4−3

= 4× 0.93 × 0.1 ≈ 0.29
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如果射击 4 次改为 n 次，击中 3 次改为 k 次，也可得出类似的结果.
一般地，如果在一次试验中事件 A 发生的概率是 P，那么在 n 次独立试

验中事件 A 恰好发生 k 次的概率：

Pn(k) = Ck
n · P k(1− P )n−k

在应用这个公式的时候，首先要分析实际问题是否满足独立重复试验的两

个条件.

例 3.25 某气象站天气预报的准确率为 80%，计算：

(1) 5 次预报恰有 4 次准确的概率；

(2) 5 次预报至少有 4 次准确的概率；

(3) 5 次预报准确的不多于 4 次的概率；

(4) 5 次预报准确的不少于 4 次的概率．

解：

(1) 设 A =“预报一次，结果准确，”预报 5 次相当于作 5 次独立试验，知
P(A) = 0.8，所以 5 次预报恰有 4 次准确的概率：

P5(4) = C4
5 × 0.84 × (1− 0.8)5−4 = 5× 0.84 × 0.2 ≈ 0.41

(2) 5 次预报都准确的概率：

P5(5) = C5
5 × 0.85 × (1− 0.8)5−5 = 0.855 ≈ 0.33

因此 5 次预报至少有 4 次准确的概率：

P = P5(4) + P5(5) = 0.41 + 0.33 = 0.74

(3) 5 次预报准确的不多于 4 次的概率：

P = P5(0) + P5(1) + P5(2) + P5(3) + P5(4)

= C0
5 × 0.80 × (1− 0.8)5−0 + C1

5 × 0.81 × (1− 0.8)5−1 + C2
5 × 0.82 × (1− 0.8)5−2

+ C3
5 × 0.83 × (1− 0.8)5−3 + C4

5 × 0.84 × (1− 0.8)5−4

= 0.25 + 5× 0.8× 0.24 + 10× 0.82 × 0.23 + 10× 0.83 × 0.22 + 5× 0.84 × 0.2

= 0.00032 + 0.0064 + 0.0512 + 0.2048 + 0.4096 ≈ 0.67

或

P = 1− P5(5) ≈ 1− 0.33 = 0.67
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(4) 5 次预报准确的小于 4 次的概率：

P = P5(0) + P5(1) + P5(2) + P5(3)

= 0.00032 + 0.0064 + 0.0512 + 0.2048 ≈ 0.26

或

P = 1− P5(4)− P5(5) = 1− 0.4096− 0.33 ≈ 0.26

例 3.26 设有 ℓ 升经过紫外线消毒的自来水，其中含有 n 个大肠菌. 今从其中
任取一升水检验，问在取出的一升水中含有 k (k = 0, 1, . . . , n) 个大肠菌的概

率是多少？

解：对于每一个大肠菌来说只有两种可能结果：落入或不落入取出的一升水中，

且可以认为每个大肠菌落入与否是彼此独立的. 这样 n 个大肠菌落入所取出的

一升水中可以看作做了 n次独立试验，每次试验结果是某一大肠菌落入该升水

（A）或不落入该升水（A）. 而每个大肠菌落入该升水的概率为 P = P(A) =
1

ℓ
，

故在取出的一升水中有 k 个大肠菌的概率为：

Pn(k) = Ck
n · P k · (1− P )n−k = Ck

n ·
(
1

ℓ

)k

·
(
1− 1

ℓ

)n−k

习题 3.3

1. 生产一种零件，出现次品的概率是 0.04，生产这种零件 4 件，其中恰有 1
件次品、恰有 2 件次品、至多有一件次品的概率各是多少？

2. 某工厂生产中出现次品的概率为 0.01，进行重复抽样检查，共取 3 个样
品，求其中次品数等于 0, 1, 2, 3 的概率.

3. 设一射手每次中靶的概率为 3/5，求四次射击中：

(1) 击中一次，

(2) 第三次击中，

(3) 击中两次，

(4) 第二、三两次击中；

(5) 至少击中一次的概率。

4. 有甲乙丙三批罐头，每批 100 个，其中各有一个是不合格的. 从三批罐头
中各抽出一个，计算：

(1) 3 个中恰有一个不合格的概率；
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(2) 3 个中至少有一个不合格的概率．

5. 某工厂生产过程中出现次品的概率为 0.05，每一百个产品为一批，检查产
品质量时，在每批中任取一半来检查，如果发现次品不多于 1 个，则可以
认为这批产品是合格的，求一批产品被认为是合格的概率.

本章内容要点

一、本章通过大量实例，初步介绍了随机事件的概率及其计算公式.
二、在一定条件下，可能发生也可能不发生的事件，称为随机事件.反映随

机事件出现的可能性的大小的一个量，叫做概率.
三、具有有限性、等可能性的特征的随机现象，我们称为古典概型. 如果

试验的基本事件总数为 n，随机事件 A 所包含的事件数为 m，那么，A 的概

率就定义为
m

n
，记作

P(A) =
m

n

特别地，必然事件 U 的概率为 P(U) = 1; 不可能事件 V 的概率为 P(V ) = 0，

显然，0 ≤ P(A) ≤ 1.
四、不可能同时发生的两个事件叫做互斥事件，当 A，B 互斥时，

P(A+B) = P(A) + P(B) (*)

五、在事件 B 出现的条件下，事件 A 的出现的概率，我们称为 A 关于 B

的条件概率，记作 P(A|B). 且有公式

P(A|B) =
P(AB)

P(B)
(**)

六、对于事件 A，B 来说，如果有

P(A|B) = P(A), P(B|A) = P(B)

同时成立，那么就称事件 A，B 为相互独立事件，两个相互独立的事件同时发

生的概率为：

P(A ·B) = P(A) · P(B) (***)

应该注意区别互斥事件、独立事件这两个概念，注意运用公式 (*), (***)
的前提条件.
七、其中必有一个发生的两个互斥事件，叫做对立事件，当 A，B 是对立

事件时，有

P(A) = 1− P(B)
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八、具有重复试验的结果是相互独立的，而且每次试验的结果只有 A与 A

的特征的随机现象，我们称为重复独立试验概型（又称贝努里概型）. 如果事
件 A 在一次试验中发生的概率是 P，那么，它在 n 次独立重复试验中恰好发

生 k 次的概率是

Pn(k) = Ck
nP

k(1− P )n−k

复习题三

1. 某种集成电路用到 2000 小时还能正常工作的概率是 94%，使用到 3000
小时仍能正常工作的概率是 78%，问已经工作了 2000 小时的集成电路，
能继续工作到 3000 小时的概率是多少？

2. 若 M 件产品中包含 m 件废品，今在其中任取两件，求：

(1) 已知取出两件中有一件为废品的条件下，另一件也是废品概率；

(2) 已知两件中有一件不是废品的条件下，另一件是废品的概率.

3. 一只瓶含有 6 个黑球，4 个红球和 2个绿球，两个球是逐个而不再放回地
随机取出，求两个球都是：（1）黑的，（2）红的．（3）绿的，（4）相同的
颜色的概率.

4. 甲袋装有白球 3 个，黑球 5 个；乙袋中装有白球 4 个，黑球 6 个，现在
从甲袋中随意地取出一个球放入乙袋，充分掺混后再从乙袋随意地取出一

个球放入甲袋，求这时甲袋中的白球数成下面的情况的概率：

(1) 增加， (2) 不变．

5. 在 1, 2, . . . , 100 中任取一数，求它既能被 2 整除又能被 5 整除的概率，又
它能被 2 整除或能被 5 整除的概率是多少？

6. 假设总人口中男孩和女孩的比例是 1:1，在所有恰有三个孩子的家庭中，
求：

(1) 一个家庭有两个女孩和一个男孩的概率；

(2) 已知最大的孩子是女孩的条件下，一个家庭有两个女孩和一个男孩的
概率.

7. 在一个恰有三个孩子的家庭里，若已知：已有（1）一个女孩，（2）一个
男孩，求恰有两个女孩的概率是多少？
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8. 甲、乙、丙三儿童，甲有红球 a 只，白球 b 只；乙全是红球；丙红、白球

都有，三人各拿出 1 球，其中甲是随机地取出的，丙拿红球或白球的概率
都是

1

2
，然后让甲从取出的三个球任意取回一个，求甲的球成下列情况的

概率：

(1) 红球增加； (2) 红球个数不变； (3) 红球减少．

9. 下图是某市街道地图的一部分，一人计划从角落 A 处散步到 B 处，这里

往北要走过 7 条街，往东要过 4 条街，求：

(1) 从 A 到 B 有几种不同的走法？

(2) 他通过 G 或者 H 的概率是多少？

(3) 他通过标有 G 的拐角处的概率是多少？

(4) 已知他通过 G 或 H. 求他经过拐角 J 的条件概率.

A

G

B

J

H

10. 轰炸机要完成它的使命，必须驾驶员找到了轰炸目标，投弹员又投中了目
标，设驾驶员甲和乙找到目标的概率分别为 0.9 和 0.8；又设投弹员丙和
丁在驾驶员找到了目标的条件下投中目标的概率分别为 0.7 和 0.6．现在
配备两架轰炸机的人员，问甲乙与丙丁应该怎样搭配才能使完成使命有较

大的概率？又这个概率比起另一种配合大多少？（只要有一架飞机投中目

标即完成使命）.

11. 一个工人看管四台机床，如果在一小时内这些机床不需要人去照顾的概
率，第一台是 0.79，第二台是 0.79，第三台是 0.80，第四台是 0.81，假
设各台机床是否需要照顾相互之间没有影响，计算在这个小时内，这四台

机床都不需要照顾的概率.

12. 有甲、乙、丙三批罐头，每批分别有 100、120、150 个，其中各有 3 个是
不合格的，从三批罐头中各抽出一个，计算：
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(1) 3 个恰有一个合格的概率；
(2) 3 个中至少有一个不合格的概率。

13. 甲、乙、丙三步枪手射中某目标的概率各为 0.7、0.8 及 0.85；现向该目标
各发一弹，问射中 3, 2, 1, 0 弹的概率各为多少？

14. 两部车床独立地工作，每部车床不需要工人照顾的概率分别为 0.9和 0.85，
求

(1) 都不需要照顾的概率；
(2) 恰好一台需要照顾的概率；
(3) 同时需要照顾的概率．

15. 有一乘客在电车汽车联合站候车，任何一种车都能使他到达目的地. 如果
在五分钟内电车到站的概率是

1

2
，汽车到站的概率是

1

3
. 问这个乘客在五

分钟内能够登上任何一种车的概率是多少？

16. 甲袋子内有 m 个白球，n 个黑球，乙袋子内有 n 个白球，m 个黑球. 从
两个袋子内各任意摸出一个，得到一个白球一个黑球的概率是多少？

17. 一箱螺钉共十万只，次品率为 0.004，问事件“从中任意抽验一只，是次
品；然后又抽验两只，这两只中至少有一只是次品”的概率有多少？

18. 街道交叉口上交通的畅通程度可用任意给定的一秒钟内有一部车子通过
的概率 P 来描述；假定在不同时刻车子的经过是互不影响的，如果一个
步行者只能在三秒钟没有车子通过的情形下才能跨过街道，求他恰巧等待

0, 1, 2, 3 秒钟的概率.

19. 某仪表有 m 个同样的电子管，其中任一个电子管损坏，这个仪表就不能

工作，如果在某段时间内每个电子管损坏的概率是 P，计算在这段时间

内，这个仪表不能工作的概率。

20. 在下图所示的开关电路中，开关 A、B、C 开或关的概率均独立地为
1

2
，

求灯点亮的概率.

A B

C
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21. 某种大炮击中目标的概率是 0.3，只要以多少门这样的大炮同时射击一次，
就可以使击中目标的概率：

(1) 超过 95%； (2) 不小于 0.99．

22. 某售货员在三个柜面上售货，如果在某一小时内柜面需要售货员照顾的概
率，第一柜面是 0.9，第二柜面为 0.8，第三柜面为 0.7，假定各个柜面是
否需要照顾相互之间不受影响，计算在这个小时内，至少有一个柜面需要

售货员的概率.

23. 甲、乙、丙三猎手向同一野猪射击，设甲射中的概率为 0.4；乙射中的概
率为 0.5；丙射中的概率为 0.7，若只有一人射中，野猪被击毙的概率为
0.2；若其中二人射中，则野猪被击毙的概率为 0.6；若三人同时射中，则
野猪必定被击毙。求野猪被击毙的概率。

24. 某射手射击一次，击中目标的概率是 0.9，他射击了四次。分别写出恰好
击中 4 次，3 次，2 次，1 次，0 次的概率，并将它们与 (0.9 + 0.1)4 的展

开式的各项进行比较，你可得出什么结论？

25. 一次测量中出现正误差和负误差的概率都是 1

2
，在 3 次测量中，恰好出

现 2 次正误差的概率是多少？恰好出现两次负误差的概率是多少？

26. 一头病牛用某药后被治愈的概率为 95%，计算服用这种药的 4 头病牛中
至少有 3 头被治愈的概率．

27. 在乒乓球比赛中，甲、乙两人球艺相当，胜负机会相同，试比较下列概率
哪一个较大？一方在：

(1) 4 盘中胜 3 盘与 8 盘中胜 5 盘；

(2) 4 盘中胜 3 盘以上与 8 盘中胜 5 盘以上；

(3) 2n 盘中胜的盘数不多于 n 与 2n 盘中胜 n 盘以上．

28. 每一用户在一小时内向总机拔话的概率等于 0.02，该总机有 300 个分机，
试问在一小时内有不少于 7 个分机向总机拔话的概率是多少？

29. 某一批蚕豆种籽，如果每一粒发芽的概率为 90%，播下 5 粒种籽，计算：

(1) 其中恰有 4 粒发芽的概率；

(2) 其中恰有 4 粒未发芽的概率．
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30. 在四次独立试验中，事件 A 至少出现一次的概率为
80

81
，求事件 A 在各

次试验中出现的概率.

31. 某小组有 10 台各为 7.5 千瓦的机床，如果每台机床的使用情况是互相独
立的，且每台机床平均每小时开动 12 分钟，问全部机床用电超过 48 千
瓦的可能性有多大．

32. 某一学校有 730名学生，对每一个人来说，他的生日在某一天的概率设为
1

360
，求：

(1) 恰有 3 名学生的生日为元月 1 日；

(2) 生日在元月 1 日学生不多于 3 人；

(3) 没有一个学生的生日在元月 1 日；

(4) 至少有一个学生的生日在元月 1 日的概率．

33. 两个篮球运动员在罚球线投球的命中率分别是 0.7与 0.6，每人投球 3次，
计算两人都投进 2 球的概率．

34. 一个织布工人看管 12 台布机、在 a 小时内一台布机需要工人照顾的概率

等于
1

3

(1) 在 a 小时内，有 4 台布机需要照顾的概率；

(2) 在 a 小时内，需要照顾的布机不多于 6 台的概率．

35. 在多次试验中，当事件 A 出现不少于 3 次时，事件 B 才出现．而事件 A

在每次试验中出现的概率等于 0.3，若

(1) 作了 5 次试验； (2) 作了 7 次试验

试求 P(B)．

36. 一个通讯小组有两套通讯设备，只要其中有一套设备能正常工作，就能进
行通讯，每套设备出 3 个部件组成．只要其中有一个部件出故障，这套设
备就不能正常工作，如果在某段时间内每个部件不出故障的概率都是 P，

计算在这段时间内能进行通讯的概率.

37. 甲、乙两个篮球队员各投蓝 3 次，每次投篮时投中得分的概率各为 0.6 和
0.7．求
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(1) 得分相同的概率； (2) 甲得分比乙多的概率．



附录：统计学简介

平均值 (均值)

给了一组数据 x1, x2, . . . , xn, 相应地有一个平均数 (也称为均值), 它是如
下的算术平均数

1

n

n∑
i=1

xi

通常用 x̄ 来表示它，平均数是日常生活中常见的量。例如，工厂中某一产品的

平均日产量，农村中某一作物的平均亩产量，商品的平均销售额，学生考试的

平均分数等等。自然会产生这样的问题，为什么要用平均数呢？原因是平均数

具有代表性，下面来解释它的意思。

对给定的一组数据 x1, x2, . . . , xn,如果用一个数 C来代表这些 x1, x2, . . . , xn,
则 xi−C 就表达了 xi 与 C 的偏差，xi−C 的绝对值小，C 就接近 xi。即用 C

来代表 xi 就代表得好. 由于 C 要代表所有数 x1, x2, . . . , xn，因此必须考虑几

个偏差 x1−C, x2−C, . . . , xn−C. 为了消除正负号的影响，用 (xi−C)2 来衡量

xi 与 C 的差别，于是总的差异就是
n∑

i=1

(xi − C)
2, 当 x1, x2, . . . , xn 确定不变

时，应选取 C 使
n∑

i=1

(xi − C)
2
达到最小值，这样的 C 才是代表 x1, x2, . . . , xn

这 n 个数据最合适的数。

下面来证明这个数就是 x̄

n∑
i=1

(xi − C)2 =
n∑

i=1

(xi − x̄+ x̄− C)2

=
n∑

i=1

[
(xi − x̄)

2
+ 2 (xi − x̄) (x̄− C) + (x̄− C)2

]
=

n∑
i=1

(xi − x̄)
2
+ 2

[
n∑

i=1

(xi − x̄)

]
(x̄− C) + n(x̄− C)2

128
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由于
n∑

i=1

(xi − x̄) =
∗∑

i=1

xi − nx̄ = nx̄− nx̄ = 0

因此
n∑

i=1

(xi − C)2 =
n∑

i=1

(xi − x̄)2 + n(x̄− C)2 ≥
n∑

i=1

(xi − x̄)2

显然，等号成立当且仅当 x̄ = C.
这就证明了：如果以

n∑
i=1

(xi − C)2 来衡量 C 代表 x1, x2, . . . , xn 的好坏标

准，则 x̄ 是代表性最好的值.
现在来看几个特例：

例 3.27 如果 x1 = x2 = · · · = xn = a, 则 x̄ = a.

证明：

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi =
1

n

n∑
i=1

a = a

例 3.28 如果 xi = a + id, i = 0, 1, 2, . . . , n − 1, 即 x0, x1, . . . , xn−1 是等差数

列，这时

x̄ =
1

n

n−1∑
i=0

xi =
1

n

n−1∑
i=0

(a+ id)

=
1

n

[
na+

(n− 1)n

2
d

]
= a+

(n− 1)d

2

例如求 1, 2, . . . , 100 的平均数，这时 a = d = 1, n = 100 于是 x̄ = 1 +
99

2
=

50.5; 又如求 3, 6, 9, 12, . . . , 27 这几个数的均值，则 a = d = 3, n = 0, 于是
x̄ = 3 +

8

2
× 3 = 15.

均方差（方差）

从上面的讨论可以看出，平均数 x̄代表 x1, . . . , xn的好坏程度是由
n∑

i=1

(xi−

x̄)2 来反映的，它是 n个数据 xi 对 x̄的偏差平方的总和. 如果用 n除一下，就

得到平均的偏差平方和，它反映了每个数据 xi 偏离 x 的“平均”状况，因此

称它为均方差，简称为方差，通常用 S2 来表示，即有

S2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2
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方差表明了一组数据 x1, x2, . . . , xn 的分散程度. S2 越小，表示 xi 之间的差异

小，x̄ 的代表性就好；S2 越大，表示 xi 之间的差异也大，数据便很分散，此

时 x̄ 代表性就不强.
有时，我们要比较的就是两组数据的分散程度. 这用方差就很方便. 例如

有两班学生，甲班有 n 个学生，乙班有 m 个学生，进行教学测验后，甲班的

成绩为 x1, x2, . . . , xn，乙班的成绩为 y1, y2, . . . , ym，平均数 x̄ 与 ȳ 反映了两个

班的平均成绩，各自方差 S2
x 和 S2

y 反映了两班成绩不齐的程度，方差小的班，

学生之间的差异就小.
如果 x1 = x2 = · · · = xn = a，则 x̄ = a，这时方差 S2 = 0. 如果

xi = i, i = 1, 2, . . . , n，则 x̄ =
n+ 1

2
，而方差

S2 =
1

n

n∑
i=1

(x− x̄)2 =
1

n

n∑
i=1

(
i− n+ 1

2

)2

=
1

n

n∑
i=1

i2 −
(
n+ 1

2

)2

=
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
− (n+ 1)2

4

=
(n+ 1)(4n+ 2− 3n− 3)

12
=

n2 − 1

12

平均数 x̄与平均方差 S2 是一组数据 x1, x2, . . . , xn 的两个重要指标，给了

一组数 x1, x2, . . . , xn 后，如何具体地算出这两个值，我们在下一小节中来详细

讨论这一问题.

计算公式

设 x1, x2, . . . , xn 相应的均值和方差为 x̄ 和 S2
x，设 y1, y2, . . . , yn 相应的均

值和方差为 ȳ 和 S2
y，下面先导出几个公式，然后利用它们来具体计算。

1. 如果 yi = xi + a, i = 1, 2, · · · , n。则 ȳ = x̄+ a.

证明： ȳ =
1

n

n∑
i=1

yi =
1

n

n∑
i=1

(xi + a) =
1

n

n∑
i=1

xi + a = x+ a

2. 如果 yi = bxi, i = 1, 2, ...n, 则 ȳ = bx̄

证明： ȳ =
1

n

n∑
i=1

yi =
1

n

n∑
i=1

bxi = bx̄

3. 如果 yi = bxi + a, i = 1, 2, . . . , n, 则 ȳ = bx̄+ a

证明：由 1，2 立即可得.
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4.
n∑

i=1

(xi − x̄)
2
=

n∑
i=1

x2
i − nx̄2

5. 如果 yi = bxi + a, i = 1, 2, . . . , n, 则 S2
y = b2S2

x

证明：

S2
y =

1

n

n∑
i=1

(yi − ȳ)2 =
1

n

n∑
i=1

(bxi + a− bȳ − a)
2

=
b2

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2 = b2S2
x

公式 5 告诉我们，当 b = ±1 时，S2
x = S2

y . 即一组数据同加一个常数，或
同时改变符号时，它的方差是不变的.

例 3.29 设某地历年夏季的雨量为：（单位 mm）

248.7 249.4 133.2 153.5 211.7

求它的平均值 x̄ 及方差 S2

取 yi = xi − 200，所以 xi = yi + 200，于是 x̄ = ȳ + 200，S2
x = S2

y

列表演算如下：

xi yi = xi − 200 y2i

248.7 48.7 2371.69
249.4 49.4 2440.36
133.2 −66.8 4462.24
153.5 −46.5 2162.25
211.7 11.7 136.89
Σ −3.5 11573.43

所以

x̄ = ȳ + 200 = −3.5

5
+ 200 = 199.3

S2
x = S2

y =
1

n

(
n∑

i=1

y2i − nȳ2

)
=

1

5
(11573.43− 245) = 2314.196

从演算过程可以看出，yi 的平方、求和的计算量比 xi 的平方、求和的计

算量小．这里选 200 是为了使 xi − 200 数字变小而且减法本身也较易.

例 3.30 设 i = a+ id, i = 1, 2, . . . , n，即 x1, x2, . . . , xn 为等差数列，试求方

差 S2
n.
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为了便于比较，下面用两种方法求解.
解一：已知 x̄ = a+

n+ 1

2
d，所以 xi − x =

(
i− n+ 1

2

)
d.

n∑
i=1

(xi − x̄)2 =
n∑

i=1

(
i− n+ 1

2

)2

d2 =
d2n(n2 − 1)

12

所以

S2
x =

d2(n2 − 1)

12

解二：取 yi =
xi − a

d
= i, i = 1, 2, . . . , n，于是 S2

y =
1

d2
S2
x，即 S2

x = d2S2
y .

前面已算过，这时 S2
y =

n2 − 1

12
所以 S2

x =
d2(n2 − 1)

12
.

例 3.31 对两组数据 x1, x2, . . . , xn 及 y1, y2, . . . , ym,设它们的均值及均方差分
别为 x̄, S2

x; ȳ, S2
y，将这两组数据合并为一组数据，求合并后的数据的均值 z̄

及均方差 S2
z．

解：令 z̄ =
1

n+m

(
n∑

i=1

xi +
m∑
i=1

yi

)
=

1

n+m
(nx̄+mȳ)

又

S2
x =

1

n+m

[
n∑

i=1

(xi − z̄) +
m∑
i=1

(yi − z̄)2

]

=
1

n+m

[
n∑

i=1

(xi − x̄)2 + n(x̄− z̄)2 +
m∑
i=1

(yi − ȳ)2 +m(ȳ − z̄)2

]

=
1

n+m

[
nS2

x + n(x̄− z̄)2 +mS2
y +m(ȳ − z̄)2

]
但是 z̄ =

n

n+m
x̄+

m

n+m
ȳ，代入有

x̄− z̄ =
m

n+m
(x̄− ȳ), ȳ − z̄ =

n

n+m
(ȳ − x̄)

S2
y =

n

n+m
S2
x+

m

n+m
S2
y+

n

n+m

(
m

n+m

)2

(x̄−ȳ)2+ m

n+m

(
n

m+ n

)2

(ȳ−x̄)2

所以

S2
y =

1

n+m

(
nS2

x +mS2
y

)
+

nm

(n+m)2
(x̄− ȳ)2

总之有

z =
1

n+m
(nx̄+mȳ)

S2
z =

1

n+m

(
nS2

x +mS2
z

)
+

nm

(n+m)2
(x̄− ȳ)2
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特别，当 m = 1 时，S2
y = 0，记 y1 = xn+1，这就得到增加一个新数据的

递推公式

z̄ =
1

n+ 1
(nx̄+ xn+1)

S2
z =

n

n+ 1
S2
x +

n

(n+ 1)2
(x̄− xn+1)

2

不难看出，如果从 x1, x2, . . . , xn 中减少一个数据，例如删去 xn，那么

x1, x2, . . . , xn−1 的均值 x̄∗ 与均方差 S2
∗ 可以用 x̄ 与 S2

x 及 xn 表示，即有

递推公式

x̄∗ =
1

n− 1
(nx̄− xn)

S2
∗ =

n

n− 1
S2
x −

n

(n− 1)2
(x̄− xn)

2

最小二乘法

在实际工作中经常需要从实测的数据求出变量之间的关系式. 例如年龄和
血压是有关系的，随着年龄的增长，血压是会增高的，调查了几百人的年龄与

血压的情况，将资料按年龄分组. 用各组的均值（年龄的均值和血压的均值），
得到如下的数据：

年龄 xi 心脏收缩压 yi

35 114
45 124
55 143
65 158
75 166

x（年龄）

y（血压）

35 45 55 65 75

110

120

130

140

150

160

170

P1

P2

P3

P4

P5

O

从表上的数据或图上的点来看，血压值 y 与年龄数 x 似乎有直线的关系，

但是这五个点又不正好在一条直线上，于是发生了一个问题：如何求一个直线

方程，使得这条线与五个点最接近.
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用 Pi 表示点 (xi, yi) i = 1, 2, 3, 4, 5．对给定的直线 ℓ : y = a+ bx. 在直线
ℓ 上取五个点，使其横坐标与 Pi 的横坐标 xi 相同，这五个点应是

Qi(xi, a+ bxi) i = 1, 2, 3, 4, 5

很明显，这五个点的纵坐标之差为 yi − a− bxi. 用数值
5∑

i=1

(yi − a− bxi)
2 来衡

量直线 ℓ上五个点 Q1, . . . , Q5 和已给的五个点 P1, . . . , P5 的总差距，这个差距

愈小，就认为这条直线愈接近这些点. 因此，最接近的直线应使这个差距达到
最小值，下面用和以前类似的方法来求出 a 和 b.
已知 n 个点有坐标 (xi, yi) i = 1, 2, . . . , n．求直线 ℓ : y = a+ bx，使和这

n 个点在上述意义下最接近，也就是求数值 a 和 b，使

Q =
n∑

i=1

(yi − a− bxi)
2

达到最小值.
定理（最小二乘法）

使 Q 达最小值的 a, b 为

â = ȳ − b̂x̄, b̂ =

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

n∑
i=1

(xi − x̄)2

证明：对任意数 a, b, â, b̂，有

Q =
n∑

i=1

(y1 − a− bxi)
2 =

n∑
i=1

[
yi − â− b̂xi + â− a+ (b̂− b)xi

]2
=

n∑
i=1

(
yi − â− b̂xi

)2
+ 2

n∑
i=1

(
yi − â− b̂xi

)
· (â− â+ bxi − bxi)

+
n∑

i=1

[
â− a+ (b̂− b)xi

]2
取 â, b̂ 使得

n∑
i=1

(
yi − â− b̂xi

)
= 0,

n∑
i=1

xi

(
yi − â− b̂xi

)
= 0

那么上面

Q =
n∑

i=1

(
yi − â− b̂xi

)2
+

n∑
i=1

[
â− a+ (b̂− b)xi

]2
≥

n∑
i=1

(
yi − â− b̂xi

)2
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因此若能由 â，b̂ 之条件唯一引出 â，b̂，那么它就是所求的使 Q 达极小值的 a，

b 了。

将条件改变为

â+ b̂x̄ = ȳ, nâx̄+ b̂
n∑

i=1

x2 =
n∑

i=1

xiyi

由 â = ȳ − b̂x̄，代入后式，有

n
(
ȳ − b̂x̄

)
x̄+ b̂

n∑
i=1

x2
i =

n∑
i=1

xiyi

即有

b̂

[
n∑

i=1

(xi − x̄)2

]
=

n∑
i=1

xiyi − nx̄ȳ =
n∑

i=1

(xi − x̄) · (yi − ȳ)

所以

b̂ =

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

n∑
i=1

(xi − x̄)2

于是 â = ȳ − b̂x̄, 这证明了定理.
回到原来的例子，下面列表进行计算.

xi yi xi − x̄ yi − ȳ (xi − x̄)2 (xi − x̄)(yi − ȳ)

35 114 −20 −27 400 540
45 124 −10 −17 100 170
55 143 0 2 0 0
65 158 10 17 100 170
75 166 20 25 400 500

Σ275 705 1000 1380
平均 55 141

b̂ =
1380

1000
= 1.38, â = 141− 1.38× 55 = 65.1

于是求得最接近这五点的直线为

y = 65.1 + 1.38x

现在，进一步来考查一下，由上述方程算得的 x = 35, 45, 55, 65, 75 时 y

值是多少呢？它们与实际的观测值 yi 的差又是多少呢？为了以示区别，由方程

算出的 65.1 + 1.38xi 记为 yi 有
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实测值 方程算得的值 偏差 偏差平方

yi ŷi yi − ŷi (yi − ŷi)
2

114 113.4 0.6 0.36
124 127.2 −3.2 10.24
143 141.0 2.0 4.00
158 154.8 3.2 10.24
166 168.6 −2.6 6.76
Σ 0 31.60

从上表可以看出
n∑

i=1

(yi − ŷi) = 0

这不是偶然的，可以证明，在一般情况下，总有
n∑

i=1

(yi − ŷi) = 0. 事实上，

n∑
i=1

(yi − ŷi) =
n∑

i=1

yi −
n∑

i=1

(
â+ b̂xi

)
= nȳ − nâ− nb̂x̄ = n

(
ŷ − â− b̂x̄

)
由于已知 â = ȳ − b̂x̄，所以有

n∑
i=1

(yi − ŷi) = 0

因此，这一结果常常可以作为验算所计算的结果是否正确，但是，在实际

使用时，在对大量数据进行计算时，由于舍入误差的累积会使
n∑

i=1

(yi − ŷi) ̸= 0，

不过这个
n∑

i=1

(yi − ŷi) 不会大，而在
n∑

i=1

(yi − ŷi) 的绝对值很大时，这往往是由

于计算上的错误所造成的.
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