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前 言

这一套中学数学实验教材，内容的选取原则是精简实用，教材的处理力求

深入浅出，顺理成章，尽量作到使人人能懂，到处有用。

本教材适用于重点中学，侧重在满足学生将来从事理工方面学习和工作的

需要。

本教材的教学目的是：使学生切实学好从事现代生产、特别是学习现代科

学技术所必需的数学基础知识；通过对数学理论、应用、思想和方法的学习，培

养学生运算能力，思维能力，空间想象力，从而逐步培养运用数学的思想和方

法去分析和解决实际问题的能力；通过数学的教学和学习，培养学生良好的学

习习惯，严谨的治学态度和科学的思想方法，逐步形成辩证唯物主义世界观。

根据上述教学目的，本教材精选了传统数学那些普遍实用的最基础的部分，

这就是在理论上、应用上和思想方法上都是基本的、长远起作用的通性、通法。

比如，代数中的数系运算律，式的运算，解代数方程，待定系数法；几何中的

图形的基本概念和主要性质，向量，解析几何；分析中的函数，极限，连续，微

分，积分；概率统计以及逻辑、推理论证等知识。对于那些理论和应用上虽有

一定作用，但发展余地不大，或没有普遍意义和实用价值，或不必要的重复和

过于繁琐的内容，如立体几何中的空间作图，几何体的体积、表面积计算，几

何难题，因式分解，对数计算等作了较大的精简或删减。

全套教材共分六册。第一册是代数。在总结小学所学自然数、小数、分数

基础上，明确提出运算律，把数扩充到有理数和实数系。灵活运用运算律解一

元一次、二次方程，二元、三元一次方程组，然后进一步系统化，引进多项式

运算，综合除法，辗转相除，余式定理及其推论，学到根式、分式、部分分式。

第二册是几何。由直观几何形象分析归纳出几何基本概念和基本性质，通过集

合术语、简易逻辑转入欧氏推理几何，处理直线形，圆、基本轨迹与作图，三

角比与解三角形等基本内容。第三册是函数。数形结合引入坐标，研究多项式

函数，指数、对数、三角函数，不等式等。第四册是代数。把数扩充到复数系，

进一步加强多项式理论，方程式论，讲线性方程组理论，概率（离散的）统计
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的初步知识。第五册是几何。引进向量，用向量和初等几何方法综合处理几何

问题，坐标化处理直线、圆、锥线，坐标变换与二次曲线讨论，然后讲立体几

何，并引进空间向量研究空间解析几何初步知识。第六册是微积分初步。突出

逼近法，讲实数完备性，函数，极限，连续，变率与微分，求和与积分。

本教材基本上采取代数、几何、分析分科，初中、高中循环排列的安排体

系。教学可按初一、初二代数、几何双科并进，初三学分析，高一、高二代数

（包括概率统计）、几何双科并进，高三学微积分的程序来安排。

本教材的处理力求符合历史发展和认识发展的规律，深入浅出，顺理成章。

突出由算术到代数，由实验几何到论证几何，由综合几何到解析几何，由常量

数学到变量数学等四个重大转折，着力采取措施引导学生合乎规律地实现这些

转折，为此，强调数系运算律，集合逻辑，向量和逼近法分别在实现这四个转

折中的作用。这样既遵循历史发展的规律，又突出了几个转折关头，缩短了认

识过程，有利于学生掌握数学思想发展的脉络，提高数学教学的思想性。

这一套中学数学实验教材是教育部委托北京师范大学、中国科学院数学研

究所、人民教育出版社、北京师范学院、北京景山学校等单位组成的领导小组

组织“中学数学实验教材编写组”，根据美国加州大学伯克利分校数学系项武

义教授的《关于中学实验数学教材的设想》编写的。第一版印出后，由教育部

实验研究组和有关省市实验研究组指导在北京景山学校、北京师院附中、上海

大同中学、天津南开中学、天津十六中学、广东省实验中学、华南师院附中、长

春市实验中学等校试教过两遍，在这个基础上编写组吸收了实验学校老师们的

经验和意见，修改成这一版《中学数学实验教材》，正式出版，内部发行，供中

学选作实验教材，教师参考书或学生课外读物。在编写和修订过程中，项武义

教授曾数次详细修改过原稿，提出过许多宝贵意见。

本教材虽然试用过两遍，但是实验基础仍然很不够，这次修改出版，目的

是通过更大范围的实验研究，逐步形成另一套现代化而又适合我国国情的中学

数学教科书。在实验过程中，我们热忱希望大家多提意见，以便进一步把它修

改好。

中学数学实验教材编写组

一九八一年三月
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第一章 直线和平面

第一节 空间图形

在初中几何课中，我们讨论的几何图形和几何问题，主要局限在一个平面

上．然而，我们生活着的现实世界却是具有长、宽、高的所谓“三维空间”．而

平面只是我们生活空间的某个断面．我们日常所见的形体，如桌椅、房屋、球、

漏斗等等，它们并不局限在一个平面上，都是立体的．为了精确地认识这些实

际存在的形体，以便为我们的生产和生活服务，我们必须学习有关空间图形的

知识．

我们知道平面图形是同一平面上的点的集合，而空间图形却是不全在同一

平面上的点的集合．例如正方体、三棱锥、圆柱、球等都是空间图形．空间图形

也叫立体图形．我们将在平面几何知识的基础上，来研究空间图形的性质、画

法以及有关的计算和应用．

立方体 三棱锥 圆柱 球

图 1.1

空间图形是在平面上（纸上）画出来的表示立体的图．如在图 1.1 中，各
图都表示出了某种立体．这种图形叫直观图．除了用直观图表示立体以外，还

有其他表示立体的方法，如展开图和投影图等等．下面我们作些简要的介绍．

1
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一、直观图

（一）水平放置的平面图形的画法

当我们把一个正方形和圆放置在水平位置观察时，我们的视觉会产生一些

变化，总觉得它们像平行四边形和椭圆．它们会变成怎样的平行四边形和椭圆

呢？由于观察的角度不同，会有不同的形状，这就涉及到了水平平面图形的画

法问题，下面就是较常用的两种画法．

第一种画法

例 1.1 画正方形的直观图．

X

Y

A B

CD

(1)

X ′

Y ′

A′ B′

C ′D′

(2)

图 1.2

画法

1. 在正方形 ABCD 上，分别取 AB、AD 为 X 轴和 Y 轴，它们互相垂直

于 A 点．

画对应的 X ′ 轴和 Y ′ 轴，使 ∠X ′A′Y ′ = 45◦.

2. 在 X ′ 轴上截取 A′B′ = AB, 在 Y ′ 轴上截取 A′D′ =
1

2
AD

3. 以 A′B′、A′D′ 为邻边画平行四边形 A′B′C ′D′ 就是正方形 ABCD 的直

观图．（图 1.2）．

例 1.2 画正五边形的直观图．

画法

1. 取正五边形 ABCDE 的 AB 所在直线为 X 轴，取 AB 的中垂线为 Y 轴

（Y 轴必过 D 点），两轴交于 O 点．（图 1.3(1)）

画对应的 X ′ 轴，Y ′ 轴，使 ∠X ′O′Y ′ = 45◦
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Y

X
A B

C

D

E

E1 C1O

(1)

Y ′

X ′
A′ B′

C ′
D′

E′

E′
1 C ′

1
O′

(2)

图 1.3

2. 作 CC1⊥X 轴于 C1, 作 EE1⊥X 轴于 E1, 在 X ′ 轴上取 A′B′ = AB, 且
使 O′ 为 A′B′ 中点，并在 X ′ 轴上分别取 C ′

1 点和 E′
1 点，使 O′C ′

1 = OC1,
O′E′

1 = OE1.

3. 在 Y ′ 轴上截取 O′D′ =
1

2
OD, 并引 E′

1E
′ // O′Y ′, 且使 E′

1E =
1

2
E1E,

引 C ′
1C

′ // O′Y ′, 且使 C ′
1C

′ =
1

2
C1C.

4. 连结 A′E′、E′D′、D′C ′、C ′B′, 则五边形 A′B′C ′D′E′ 就是正五边形

ABCDE 的直观图．（图 1.3(2)）

通过上面例题，我们可以得出这种画法的规则如下：

1. 在图形上取互相垂直的 X 轴、Y 轴，并画出与之对应的 X ′ 轴，Y ′ 轴，

使 ∠X ′O′Y ′ = 45◦（或 135◦）, X ′ 轴和 Y ′ 轴所确定的平面表示水平平

面．

2. 图形中平行于 X 轴或 Y 轴的线段（包括在轴上的线段）分别画成平行于

X ′ 轴和 Y ′ 轴的线段．

3. 平行于 X 轴的线段，长度不变；平行于 Y 轴的线段，长度变为原来的一

半．

第二种画法

例 1.3 画圆的直观图

圆的直观图是一个椭圆，常采用如下近似画法：
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1. 取 �O 的一对互相垂直的直径 AB, CD 分别为 X 轴、Y 轴，并画出对

应的 X ′ 轴、Y ′ 轴，使 ∠X ′O′Y ′ = 120◦.

2. 在 O′X ′ 上取 O′A′ = OA, 并取 A′ 关于 O′ 的对称点 B′, 然后在 O′Y ′ 轴

上取 O′C ′ = OC, 并取 C ′ 关于 O′ 的对称点 D′.

3. 过 A′、B′ 作 O′Y ′ 的平行线，过 C ′、D′ 作 O′X ′ 的平行线，所作四条直

线交出一个菱形，设 E、F 是菱形关于 O′ 点对称的顶点．

4. 连 ED′, FA′, 交于 G; 连 EB′、FC ′ 交于 H.

5. 以 E 为心，以 ED′ 为半径，作 D̆′B′,以 F 为心，以 FA′ 为半径作 Ā′C ′,
以 G 为心，以 GA′ 为半径作 D̄′A, 以 H 为心，以 HC ′ 半径作 B̆′C ′, 则
此四弧连接成一个近似椭圆．（图 1.4(2)）

Y

X
A B

C

D

O

(1)

Y ′X ′

B′

A′

D′

C ′

O′G H

E

F

(2)

图 1.4

从上述画法中，我们看出圆的中心 O, 变成了椭圆的中心 O′, 圆的一对互
相垂直的直径（如 AB、CD）变成椭圆的一对直径（如 A′B′, C ′D′），它们叫

做椭圆的共轭直径，实际上如果知道了一对椭圆的共轭直径，就可以把椭圆近

似地画出来了．

更省事的办法是用椭圆模板（图 1.5）经过椭圆的一对共轭直径端点来画
椭圆．

从上例中可以看到：第二种画法与第一种画法不同的，只是 ∠X ′O′Y ′ =

120◦；并且平行于 Y 轴的线段的长度不变．

注意：直观图画好以后，要擦去辅助线．
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图 1.5

练习

1. 任意画一个三角形，然后用两种方法画出它们的直观图．

2. 任意画一个长方形，然后用两种方法画出它们的直观图．

3. 已知椭圆的一对共轭直径 AA′、BB′, 近似地画出这个椭圆．

4. 画一个边长为 1.5cm 的正六边形，然后用两种方法画出它的直观
图．

（注意：以上练习只要求精确而美观地画出图形，不要求写作法．）

（二）空间形体的直观图

例 1.4 画一个长、宽、高分别为 3cm, 2cm 和 1.5cm 的长方体的直观图．

第一种画法：

1. 在水平平面上画 X ′ 轴和 Y ′ 轴，两轴交于 O′ 点，且使 ∠X ′O′Y ′ = 135◦.

2. 在 O′X ′ 上取 O′P ′ = 1cm, 在 O′Y ′ 上取 O′S′ = 3cm, 作 S′R′ // O′X ′,
P ′R′ // O′Y ′, 则平行四边形 O′P ′R′S′ 为已知长方体的底面的直观图．

3. 过 O′ 点作 Z ′ 轴垂直于 Y ′ 轴，并在 O′Z ′ 上取 OO′ = 1.5cm, 过 P ′、R′、

S′ 分别作 PP ′ // O′Z ′, RR′ // O′Z ′, SS′ // O′Z ′, 并且，PP ′ = RR′ =

SS′ = 1.5cm.

4. 连 OP、PR、RS、SO,则 PRSO−P ′R′S′O′ 为已知长方体的直观图．（图

1.6）

第二种画法
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Z ′

Y ′

P R

SO

P ′ R′

S′O′

X ′

图 1.6

1. 作 ∠X ′O′Y ′ = 120◦, 并取 X ′ 轴和 Y ′ 轴的对称轴 Z ′ 轴为铅直线．

2. 作已知长方体底面的直观图 O′P ′R′S′; 在 O′Z ′ 上取 OO′ = 1.5cm.

3. 分别过 P ′、R′、S′ 作 O′Z ′ 的平行线 PP ′、RR′、SS′、并使 PP ′ = RR′ =

SS′ = OO′.

4. 连结 OP、PR、RS、SO, 则 OPRS − O′P ′R′S′ 为已知长方体的直观

图．（图 1.7）

P ′

R′

S′

O′

P

R

S

O

Z ′

X ′

Y ′

图 1.7

通过例 1.4 我们看到，画空间形体的直观图规则是在平面图形的直观图
画法的基础上发展起来的．它多了一个 Z ′ 轴，并且平行于 Z ′ 轴的线段的

平行性和长度都不变．在第一种画法中，O′X ′, O′Y ′, O′Z ′ 中，∠X ′O′Y ′ =

135◦, ∠Z ′O′Y ′ = 90◦, 并使 O′Z ′ 在铅直位置．第二种画法中，使 ∠X ′O′Y ′ =

∠Y ′O′Z ′ = ∠X ′O′Z ′ = 120◦, 且使 O′Z ′ 轴居铅直位置．在两种画法中，平
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行于 O′X ′ 轴和 O′Y ′ 轴的线段长度的变化与画平面图形的直观图的规定相同．

在图中，X ′O′Y ′ 表示水平平面，Y ′O′Z ′ 平面和 X ′O′Z ′ 平面都表示直立的平

面．

例 1.5 画底面半径为 1.5cm, 高为 2.5cm 的圆锥的直观图．
画法（略）见图 1.8.

图 1.8

注意：

1. 如果要画的空间形体中的面上有圆，一般采用第二种画法来画它的直观
图．

2. 第二种画法画圆的直观图，所得椭圆，由于较宽，不直观，故有时用较扁
的椭圆来代替．

练习

1. 用第一种画法画一个棱长为 3cm 的立方体的直观图．

2. 用第二种画法画一个长、宽、高分别为 4cm, 3cm, 2cm 的长方体
的直观图．

3. 画一个底面半径 1cm, 高为 2.5cm 的圆柱的直观图．

4. 右面是用第一种画法画出来表示某立体的直观图，试根据图上标的
尺寸，用第二种画法画出这个立体的直观图来．（单位 mm）

5. 左图是用第二种画法画出的某立体的直观图，试根据图上标的尺寸
（单位 mm），用第一种画法画出该立体的直观图．

6. 画棱长为 4cm 的正四面体的直观图a．
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a正四面体是由四个正三角形围成的封闭立体．

第 4 题 第 5 题

二、投影图

（一）二视图

在上一节我们谈到了画空间形体的直观图的方法，这种方法，立体感觉强，

但立体的各个侧面的形状和大小不容易一下看清楚，因此，也需要从不同的方

向来观察空间形体，从而画出表示该立体的方法，这种方法通常叫投影图法，是

画机械和建筑物设计图的常用方法．

X Y

β

α

X Y
基线

主视图

俯视图

图 1.9

在图 1.9(1) 中，平面 α 是水平平面，平面 β 是铅直平面这两个平面的交

线是 XY . 当圆柱垂直于水平面的时候，从正上方向下看，它是一个圆，也可
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以这样想，在这种观察下，圆柱被视线投影成一个圆，这个圆在 α 平面上，如

果我们从平面 β 的正前方看圆柱，就看到一个矩形，可设想，这时圆柱被从 β

平面正前方发出的视线投影成一个矩形，这个矩形在 β 平面上，我们把 α 平

面叫作俯视图平面，β 平面叫主视图平面，α 和 β 的相交的直线 XY 叫基线．

画在俯视图平面上的图叫俯视图，画在主视图平面上的图叫主视图，俯视图和

主视图合起来叫二视图．

通常把俯视图平面旋转 90◦,使俯视图和主视图画在同一个平面内，这就成
了图 1.9(2), 它表示的是圆柱的二视图．

（二）三视图

有些立体图形只用二视图表示还不够，例如像图 1.10(1) 那样摆法的圆柱
的俯视图和主视图都是矩形，这个二视图也可看成是长方体的二视图了，为了

区别起见，我们再设一个与俯视图平面和主视图平面都垂直的第三个平面 γ,从
左侧面看这个圆柱，它在 γ 平面上的投影是个圆．这第三个平面 γ 叫左视图平

面，在它上面画出的图叫左视图．

图 1.10

主视图、俯视图、左视图三个视图统称三视图．图 1.10(2) 就是圆柱的三
视图．主视图和俯视图或主视图和左视图都叫二视图，二视图和三视图也叫投

影图．

在制图中投影图是不画基线的，如图 1.11 表示的就是由一个大长方体上
挖去一个小长方体后的三视图．

从上面的三视图中，可以清楚地看出三个视图的关系是：

主俯两图长对正，

主左两图高平齐，
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左俯两图宽相等

了解上述三视图的基本关系，我们常常可以从二视图画出第三个视图．

长

宽

高

宽

图 1.11

宽

高

宽

高

图 1.12

画出图 1.12 的左视图，并把这个三视图所表示的立体的直观图画出来．
画法：

1. 画左视图（略解）．

根据“主左两图高平齐”和“俯左两图宽相等”，先画出左视图轮廓是个

矩形，再观察主俯两图细部，看出这个视图所表示的立体是在一个大长方

体的顶部正中贯通前后挖去一个小长方体，这样就必须在左视图的轮廓矩

形上加一条虚线，这就画出了左视图．

2. 画直观图．

我们采用第二种画法：（略解）

首先分析观察视图所表示的组成形体的各部分形状，如 1 中所述的是一
个大长方体挖去一个小长方体．然后，根据视图所给的长、宽、高画出这两

个长方体的直观图，但要特别注意在视图上所反映的这两个长方体的相互

位置关系，最后擦去不需要的线便得到视图所表示的立体的直观图．（见

图 1.13）

练习

1. 根据下列各二视图想想立体是什么形状，并画出它的直观图．

2. 根据下列各投影图来想象立体的形状，并画出它们的直观图．
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图 1.13

X Y

(1)

X Y

(2)
第 1 题

X Y

Y ′

X ′

(1)

X Y

Y ′

X ′

(2)
第 2 题
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习题 1.1

1. 画出半径为 2cm 的球的三视图．

2. 根据二视图，试补画出它的左视图，并画视图所表示的立体的直观图．

第 2 题

3. 试回答下列二视图 (1)—(4) 中每一个是立体直观图 (a)—(d) 中的哪一个
的视图．（注：(2) 与 (3) 中的点划线表示的是该视图所表示的立体的轴

线及中心线）

4. 补全下列各视图的投影．



第一节 空间图形 13

第 3 题



14 第一章 直线和平面

第 4 题

第 5 题
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5. 根据三视图，用两种方法画出它们所表示的立体直观图．（注：图中尺寸
单位为 mm）

第二节 集合运算

一、复习

关于集合的初步知识，我们在初中几何中已经学过了，现在简要地复习一

下要点：

（一）集合

通常我们把一些确定的、彼此不同的“事物”作为一个整体考虑时，便说

这个整体是一个集合，这些事物叫做该集合的元素．

问题 1
下列集合在空间表示什么图形？

A = {X|OX = 5cm, O点是三维空间的一个定点，X 是三维空间的点}

B = {P |OP < 5cm, O点是三维空间的一个定点，P 是三维空间的点}

C = {P |OP > 5cm, O点是三维空间的一个定点，P 是三维空间的点}

（二）集合关系

包含关系 如果集合 A 中的每一个元素也是集合 B 的元素，则称“A 包含于

B”或“B 包含 A”，也可以说 A 是 B 的子集．记作 A ⊆ B, 或 B ⊇ A.
若 x ∈ A, 则 x ∈ B; 但 B 中至少有一个元素 y 不属于 A, 则称 A 为 B 真

子集．记作 A ⊂ B 或 B ⊃ A.

相等关系 如果两个集合 A,B 由共同的元素构成，我们说这两个集合相等，记

作 A = B.
判定两个集合相等的方法是：若 A ⊆ B 且 B ⊆ A, 则 A = B.

问题 2
若 A ⊂ B 且 B ⊂ A, 则 A 与 B 是否相等？为什么？
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空集、全集与补集 不含有任何元素的集合叫做空集，用 ∅ 表示，空集是任何
集合的子集．注意空集与零集合不同，零集合包含一个零元素，记作 {0}, 而空
集不含有任何元素．

我们把讨论对象所涉及的整个范围称作“全集”，用 I 表示．讨论的范围

如果是整数，那么 I 就表示整数集．讨论的范围如果是实数，那么 I 就表示实

数集．讨论的是三维空间，则 I 就表示三维空间．

设 A ⊂ I, 则集合 {x|x ∈ I, x /∈ A}, 称为 A 的补集，记作 ∼ A. 也可记作
A.

问题 3

1. 若 I 为整数集，A 是偶数集，则 ∼ A 为什么数集？

2. 若 I 为实数集，A 为无理数集，则 ∼ A 为什么数集？

集合的“交”与“并” 由集合 A 和集合 B 的共同元素所组成的集合称作集

合 A 与 B 的交集．记作 A ∩B，即

A ∩B = {x|x ∈ A 且x ∈ B}

由集合 A 的元素或集合 B 的元素合并而成的集合叫作 A 和 B 的并集，

记作 A ∪B，即

A ∪B = {x|x ∈ A 或 x ∈ B}

问题 4
设 A = {1, a, a2}, B = {1, a, b},假定 a, b都是实数，并且 A∩B = {1, 3},
A ∪B = {1, a, 2a, 3a}, 求 a 和 b 的值分别是多少？

二、集合运算

我们学过的集合的“交”、“并”、“补”都是集合的运算．

我们学过的数的运算是有算律的，那么集合的运算有什么算律呢？

我们很容易看出以下的事实成立：

• A ∩A = A, A ∪A = A

• A ∩ I = A, A ∪ I = I
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• A ∩ ∅ = ∅, A ∪ ∅ = A

• A ∩B ⊂ A 且 A ∩B ⊂ B

• A ⊂ A ∪B 且 B ⊂ A ∪B

• A ∪ Ā = I, A ∩ Ā = ∅, Ā = A

我们把 A ∩ B̄ 称作 A 与 B 的差集，记作 A−B, 即

A−B = {x|x ∈ A 且 x /∈ B}

差集的维恩图如图 1.14 所示：

I

A B

A−B

(1)

I

A

B

A−B

(2)

I

A

B

A−B

(3)

I

A−B = ∅

A

B

(4)
图 1.14

问题 1
设 A = {等腰三角形}，B = {直角三角形}，则 A−B 是由什么三角形

组成的集合？
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问题 2
如果 A 为有理数的集合，B 为非负有理数的集合，那么 A−B 是什么

集合？

问题 3
设 I 为全集，A 为 I 的一个子集，则 I −A 是个什么集合？（参看下面

的维恩图思考）

由问题 3 可知：
I −A = I ∩ Ā = Ā

由此可见：补集可以看作差集的特殊情况．

I

A

I −A

图 1.15

集合的交集、并集和差集三种运算很类似于数的乘法、加法和减法，例如

在数的计算中有

3× 2 = 2× 3, 3 + 2 = 2 + 3

在集合的运算中相应地有

A ∩B = B ∩A, A ∪B = B ∪A

在数的计算中有：

3× (2× 4) = (3× 2)× 4, 3 + (2 + 4) = (3 + 2) + 4

在集合的运算中相应地有

A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C, A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C

这由维恩图很容易直观地看出来．我们把它们所具有的一些算律归结为如下定

理：
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定理

集合的交与并满足以下算律

1. 结合律：

(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) （交的结合律）

(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) （并的结合律）

2. 交换律：

A ∩B = B ∩A （交的交换律）

A ∪B = B ∪A （并的交换律）

证明：我们只证“并的结合律”，其余类似地由同学们自己证明．

x ∈ (A ∪B) ∪ C ⇒ x ∈ (A ∪B) 或 x ∈ C

⇒ (x ∈ A 或 x ∈ B) 或 x ∈ C

⇒ x ∈ A 或 (x ∈ B 或 x ∈ C)

⇒ x ∈ A 或 x ∈ (B ∪ C)

⇒ x ∈ A ∪ (B ∪ C)

∴ (A ∪B) ∪ C ⊆ A ∪ (B ∪ C)

同理可证：A ∪ (B ∪ C) ⊆ (A ∪B) ∪ C

∴ (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C)

定理

对于补集有以下法则成立（德·摩根法则）

1. A ∩B = Ā ∪ B̄

2. A ∪B = Ā ∩ B̄

证明：
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1.

x ∈ A ∩B ⇐⇒ x /∈ A ∩B

⇐⇒ 若 x ∈ A 则 x /∈ B, 若 x ∈ B 则 x /∈ A

⇐⇒ x /∈ A 或x /∈ B

⇐⇒ x ∈ Ā 或x ∈ B̄

⇐⇒ x ∈
(
Ā ∪ B̄

)
∴ A ∩B = Ā ∪ B̄

2. 类似地可以证明 2 式．

定理

对于三个集合 A、B、C, 有以下分配律成立

1. 交对并的分配律：A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

2. 并对交的分配律：A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

证明：同学们可用定义证明 1, 这里我们仅利用 1 和德·摩根法则证 2.

A ∪ (B ∩ C) = Ā ∩ (B ∩ C)

= Ā ∩ (B̄ ∪ C̄)

= (Ā ∩ B̄) ∪ (Ā ∩ C̄)

= A ∪B ∪A ∪ C

= (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

对上式两端取补集，据 Ā = A, 则有：

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

例 1.6 设 A、B、C、D 都是集合，证明：

A ∩ (B ∪ C ∪D) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) ∪ (A ∩D)
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证明：

A ∩ (B ∪ C ∪D) = A ∩
(
B ∪ (C ∪D)

)
(结合律)

= (A ∩B) ∪
(
A ∩ (C ∪D)

)
(分配律)

= (A ∩B) ∪
(
(A ∩ C) ∪ (A ∩D)

)
(分配律)

= (A ∩B) ∪ (A ∩ C) ∪ (A ∩D) (结合律)

例 1.7 试用 Ā、B̄、C̄ 表示 (A ∩B) ∪ (B ∩ C)

解：

(A ∩B) ∪ (B ∩ C) = (B ∩A) ∪ (B ∩ C) (交换律)

= B ∩ (A ∪ C) (分配律)

= B̄ ∪ (A ∪ C) (德·摩根法则)

= B̄ ∪ (Ā ∩ C̄) (德·摩根法则)

练习

1. 如果 A = {过 M 点的圆}，B = {过 P 点的圆}. 那么，求 A ∩B,
A ∪B, A ∩B, A ∪B.

2. 设 A = {−3, 1, 2}, B = {−1, 0, 1}, C = {−2, 0, 2}. 求：

(a) (B ∩A) ∪ (A ∩ C) (b) (B ∪ C) ∩A

3. 在下表的空格处填上适当的集合．⋂
∅ A B

∅
A

B

⋃
∅ A B

∅
A

B

4. 证明：A ∪B = Ā ∩ B̄.

5. 证明：A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

6. 证明：A ∪ (A ∩B) = A, A ∩ (A ∪B) = A.
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习题 1.2

1. 设集合 I、A、B 如图，在图上标出 A ∪B, A ∩B, A−B.

I

A B

第 1 题

I

A

B C

第 2 题

2. 设集合 I、A、B、C, 如图所示，用阴影表示出下列集合：

(a) A ∪B ∪ C

(b) Ā ∪ C̄

(c) A ∩B ∩ C

(d) (A ∩B) ∪ C

(e) (A−B) ∪ C

(f) A− (B ∪ C)

(g) A− (B̄ ∪ C̄)

3. 设 A、B、C、D、E 都是集合，试用结合律，分配律证明：

A ∩ (B ∪ C ∪D ∪ E) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) ∪ (A ∩D) ∪ (A ∩ E)

4. 若 A ∪B = A ∪ C, 问 B = C 是否成立？又若 A ∩B = A ∩ C 且 A 6= ∅,
问 B = C 是否成立，为什么？

5. 从下面的关系中，可以得到什么结论？为什么？

(a) A ⊆ B 且 B ⊆ A

(b) R ⊆ S 且 T ⊆ R

(c) A ⊆ B 且 B ⊆ C

(d) X ⊆ G, Y ⊆ T 且 T ⊂ X

(e) A ⊆ Q, Q ⊆ R 且 R ⊆ A

(f) P ⊆ Q 且 R ⊆ Q

6. 设 A = {0, 1, 2, 3, 4}, B = {1, 2, 3}, C = {1, 4}, D = {2, 3, 4}. 求 (A ∩
B) ∪ (A ∩ C) ∪ (A ∩D).

7. 用德摩根法则证明：

A ∩B ∩ C = Ā ∪B ∪ Ā ∪ C
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第三节 平面

一、平面的表示法

面有两种，一种是平的面也就是平面，另一种是不平的面，也就是曲面．像

平静的水面，门窗的玻璃面等都给人以平面的形象，而像皮球，人脸部的表面

都给人以曲面的形象．

我们画一个平面通常用一个平行四边形来表示，在画水平位置的平面时，

通常把平行四边形的一边画成水平，把一个角画成 45◦ (或 135◦), 平面在空间
是无限伸展的．（图 1.16）

M

图 1.16

我们通常用一个字母如 M、N、π、α、β、γ 来表示一个平面，如平面 M ,
平面 α 等，有时也用平行四边形相对的两个顶点表示平面，如平面 AC (图
1.17(3)), 有时也用平面上不共线三点表示一个平面，如平面 ABC. 在画平面
时，被遮盖的部分常用虚线表示或不画出来．（图 1.17）.

M

N

(1)

β

α

γ

(2)

A

B

E

D

F

C

(3)

图 1.17

二、点、直线、平面的关系的集合表示法

1. 点 P 在直线 ℓ 上（或直线 ℓ 过 P 点），记作 P ∈ ℓ.
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2. 点 P 在平面 α上（或点 P 在平面 α内，或平面 α过 P 点），记作 P ∈ α.
若 P 点不在平面 α 内则 P /∈ α.

3. 直线 ℓ在平面 α内（或平面 α包含直线 ℓ,或平面 α通过 ℓ），记作 ℓ ⊂ α，

或 ℓ ∩ α = ℓ.

4. 直线 ℓ 和平面 α 没有公共点．记作 ℓ ∩ α = ∅.

5. 直线 ℓ 和平面 α 有一个公共点 P (或直线 ℓ 交平面 α 于点 P ), 记作
ℓ ∩ α = P .

6. 平面 α 和平面 β 相交于 ℓ, 记作 α ∩ β = ℓ.

7. 平面 α 和平面 β 没有公共线，记作 α ∩ β = ∅.

α

P

P ∈ α

α

P

P /∈ α

α

ℓ ⊂ α

ℓ

α

P

ℓ ∩ α = P

ℓ

ℓ ∩ α = ∅

ℓ

α

α

β

ℓ

α ∩ β = ℓ

α

β

α ∩ β = ∅
图 1.18
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三、平面的基本性质

木工在检查木板面是不是“很平”时，通常用直尺沿各个方向来靠紧板面，

如果不管怎么靠，中间都不出现间隙，这块板面就是平的．也就是说无论连结

平面内怎样的两点的直线，都包含在这个平面内，这就是平面的一条基本性质．

基本性质 1
如果一条直线上的两点在一个平面内，那么这条直线就被包含在这个平

面内．

如图 1.19(1) 所示，若点 A ∈ 平面 α, 点 B ∈ 平面 α, 则直线 AB ⊂ 平面
α.
这时，我们也称直线 AB 在平面 α 内或平面 α 通过直线 AB. 但在图

1.19(2) 中，虽然点 A ∈ 面 β, 点 B ∈ 面 β, 而直线 AB 6⊂ 面 β, 因此面 β 不

是平面．

α

A

B

(1) (2)
图 1.19

基本性质 2
如果两个不同的平面有一公共点，那么它们相交于过这个点的一条直

线．（图 1.20）

例如一个长方体相邻的两个面，在长方体的顶点处交于一点，且交于过这

个顶点的一条直线．

β

α
ℓ

P

(1)
α

β

ℓ

P

(2)
图 1.20
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基本性质 3
经过不在同一直线上三点，有且只有一个平面．（图 1.21(1)）

这条基本性换个说法就是：“经过不在同一条直线上的任意三点，可以作

一个平面，且只可以作一个平面”，也可以说：“不共线三点确定一个平面”．

例如，一扇门当在门框安上两个合页（如 A、B 两个点）门可以自由转动，

但再锁上一把锁之后（如 C 点），门就被固定了，这就是利用了上述平面的基

本性质．（图 1.21(2)）

A

B

C

(1)
α

A

B C

(2)
图 1.21

推论

1. 一直线与线外一点确定一个平面．

2. 两条相交直线确定一个平面．

3. 两条平行直线确定一个平面．

我们只证明推论 1，其余两条同学们自己证明．

(1)

A B

C

(2)

A

BC

D

E

(3)

A B

C D

图 1.22

已知：直线 AB 和点 C /∈ AB.
求证：直线 AB 和点 C 确定一个平面．

证明： ∵ 经过直线 AB 上的两点 A、B 与 C 点可以作一个平面 α (基本性
质 2), 而直线 ABC 平面 α (基本性质 1)



第三节 平面 27

又 ∵ 过直线 AB 与点 C 不可能再作第二个平面，否则与基本性质 3 矛
盾．

基本性质 4
空间所有的点不全在一个平面上．

平面是什么？在直观上是清楚的，知道了平面的基本性质，就对平面的本

质有了更深入的了解．在此基础上，我们可以给平面下个定义．

定义

具有下列性质的空间的一个点集 π 叫做平面．

1. π 是空间 V 的一个真子集，即 π ⊂ V .

2. 至少存在不共线三点 A、B、C 属于 π.

3. 若点 M ∈ π, 点 N ∈ π, 则有直线 MN ⊂ π.

有了平面的定义，我们就可以判定空间的一个点的集合是否是平面了．

例 1.8 设集合 A = {x|ox = 4cm, o 点是空间 V 的一个定点}，试问 A 是否

是平面？

解：如图 1.23 所示，

1. A 显然是空间 V 的一个真子集，即 A ⊂ V 因为 O ∈ V , 而 O /∈ A.

2. 在 A 上任取不同的三点 P,Q,R, 它们一定不共线．

3. 若 M 点 ∈ A, N 点 ∈ A, 但直线 MN 6⊂ A.

因为 4OMN 是等腰三角形，在底边 MN 上取一点 P , 连 OP , 将有
∠OPN > ∠OMP，但 ∠OMP = ∠ONP

∴ ∠OPN > ∠ONP

∴ ON > OP

∴ P /∈ AÀ

例 1.9 两两相交且不过同一点的三条直线必在同一平面内．（图 1.24）
已知：直线 ℓ1, ℓ2, ℓ3 且 ℓ1 ∩ ℓ2 = A, ℓ2 ∩ ℓ3 = B, ℓ1 ∩ ℓ3 = C.
求证：直线 ℓ1, ℓ2, ℓ3 共面．

À如果 MN 过 O 点，则 O /∈ A.
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P

N

M

O

A

图 1.23
π

B

A

C

ℓ2

ℓ3ℓ1

图 1.24

证明： ∵ ℓ1 ∩ ℓ2 = A

∴ ℓ1 和 ℓ2 确定一个平面 π

∵ B ∈ ℓ2, C ∈ ℓ1

∴ ℓ3 ⊂ 平面 π

∴ ℓ1, ℓ2, ℓ3 ⊂ π

即 ℓ1, ℓ2, ℓ3 共面．

例 1.10 顺次连结不在同一平面上的四个点所成的四边形为空间四边形．设有

空间四边形 ABCD, E,F,G,H 分别是 AB, BC, CD 和 DA 上的点，如果

EH 和 FG 的延长线交于 P 点，求证：P 点在空间四边形的对角线 BD 所在

的直线上.（图 1.25）

π

B
F

C

A

P

H

G

E

D

图 1.25

证明： ∵ A、B、D 三点不共线，

∴ 过 A、B、D 三点可以确定一个平面 ABD.
同理，过 C、B、D 三点可以确定一个平面 CBD. 并且，平面 ABD∩ 平

面 CBD = BD

又 ∵ E,H ∈ 平面 ABD

∴ EH ⊂ 平面 ABD
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同理 ∵ F,G ∈ 平面 CBD

∴ FG ⊂ 平面 CBD

∵ EH ∩ FG = P

∴ P ∈ 平面 ABD 且 P ∈ 平面 CBD

∴ P ∈ BD.
即：P 点在空间四边形 ABCD 的对角线 BD 所在的直线上．

π

A B

(a)
α

P

(b)

β

第 1 题

练习

1. 下图的画法正确吗？

(a) 直线 AB 不在平面 π 内．

(b) 平面 α 和平面 β 只有一个公共点 P .

2. 画两个平面M,N ,满足下列条件：M∩N = ∅,并且 a ⊂ M , b ⊂ M ,
a ∩ b = A, c ⊂ N ,d ⊂ N , c ∩ d = ∅.

3. (a) 画两个相交平面，并在图上标出表示平面的字母．

(b) 画三个平面，使得它们两两相交，但三个平面不共线，并在图
上标注表示各个平面的字母．

4. 一点能不能确定一个平面？二个点呢？三个点呢？怎样的三点才能
确定一个平面？

5. 任意一点和一条直线能否确定一个平面？一个点和一条直线在怎
样的位置关系时，才能确定一个平面？

6. 怎样用两条细绳来检查桌子的四个脚的下端是不是在同一个平面
内．



30 第一章 直线和平面

7. 设直线 ℓ ⊂ 平面 α, A ∈ α, A /∈ ℓ, 那么过 A 点画一条直线 AB, 则
直线 AB ⊂ 平面 α, 为什么？

8. 一条直线过平面内一点与平面外一点，它和这个平面有几个公共
点？为什么？

9. 经过同一点的三条直线最多可以确定几个平面？经过同一点的四
条直线最多可以确定几个平面？……经过同一点的 n 条直线最多

可以确定多少个平面？

习题 1.3

1. 设有直线 a, b, c, a ∩ b = ∅, a ∩ c = A, b ∩ c = B, 那么直线 a, b, c 是否在

同一平面内？为什么？

2. 三角形、平行四边形、梯形是否一定是平面图形？为什么？

3. 用语言叙述下列符号所表示的关系，并画出图形．

(a) ℓ ⊂ π

(b) B /∈ π, B ∈ ℓ 且 ℓ ∩ π = A

(c) ℓ1 ∩ ℓ2 = P 且 ℓ1, ℓ2 ⊂ π

(d) π1 ∩ π2 = ℓ, ℓ′ ⊂ π1 且 ℓ ∩ ℓ′ = A

4. 将下列命题改成语言表述，判断它们是否正确，并说明理由．

(a) 当 A ∈ π, B /∈ π 时，线段 AB ⊂ π.
(b) A ∈ π, B ∈ π, C ∈ AB ⇒ C ∈ π

5. (a) 不共面的四点，可以确定几个平面？
(b) 不共点且两两相交的三条直线可以确定几个平面？
(c) 不共点且两两相交的四条直线可以确定几个平面？

6. 两个不重合的平面，如果有两个公共点 A,B,那么其他的公共点一定在直
线 AB 上，为什么？

7. 过直线 ℓ 外一点 P , 与 ℓ 上三点 A,B,C 分别画三条直线，证明：直线

PA, PB, PC 在同一个平面内．

8. 画出图中过 A、B、C 三点的平面与其他平面的交线．
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α

β
B

C

A

(1)
π2

π1

π3

A

C

B

(2)
第 8 题

四、实验与观察：对正方体中线面关系的观察

用铁丝或细木棍作一个正方体框架，然后对下面各组问题进行观察研究，

自己发现结论．

1. 直线与直线位置关系的观察．

(a) 在正方体 ABCD − A1B1C1D1 内，若 AA1 // BB1, AA1 // DD1,
则 BB1 和 DD1 有什么关系？

(b) 在正方体 ABCD − A1B1C1D1 内，若平面 AC∩ 平面 AB1 = AB,
平面 A1C1∩ 平面 AB1 = A1B1 并且平面 AC∩ 平面 A1C1 = ∅, 则
AB 和 A1B1 有什么关系？

(c) 在正方体ABCD−A1B1C1D1内，若AB⊥BC, AB⊥BB1, A1B1⊥BB1,
A1B1⊥B1C1, 则 AB 和 A1B1 有什么关系？

(d) 在正方体 ABCD − A1B1C1D1 内，若 AD⊥AA1, AA1 // BB1, 则
AD 与 BB1 有什么关系？

(e) 在正方体ABCD−A1B1C1D1内，BB1⊥A1B, BB1⊥B1C1且A1C1⊥B1D1,
则 BD1 与 A1C1 有什么关系？

2. 直线与平面位置关系的观察．

(a) 在正方体 ABCD − A1B1C1D1 中，若 A1B1 ⊂ 平面 A1C1, AB //

A1B1, 则 AB∩ 平面 A1C =?

(b) 在正方体 ABCD−A1B1C1D1 内，若平面 AC∩ 平面 B1D1 = ∅, 则
AC∩ 平面 B1D1 =? BD∩ 平面 A1C1 =?

(c) 在正方体 ABCD−A1B1C1D1 中，若 DD1⊥A1D1, DD1⊥D1C1, 则
DD1 和平面 D1B1 有什么关系？
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A1 B1

CD

A

D1 C1

B

第 1 题
A1 B1

CD

A

D1 C1

B

第 2 题

(d) 在正方体 ABCD −A1B1C1D1 中，如果 DC // A1B1, A1B1⊥BB1,
A1B1⊥B1C1, 则 DC 和平面 BC1 有什么关系？

3. 平面与平面位置关系的观察．

(a) 在正方体 ABCD−A1B1C1D1 中，若 AC // A1C1, BD // B1D1 且

AC ∩BD = O, A1C1 ∩B1D1 = O′, 则平面 AC∩ 平面 A1C1 =?

(b) 在正方体 ABCD − A1B1C1D1 中，若 AC∩ 平面 A1C1 = ∅, BD∩
平面 A1C1 = ∅ 且 AC ∩BD = O, 则平面 AC∩ 平面 A1C1 =?

(c) 在正方体 ABCD−A1B1C1D1 中，若 AO⊥BD, AO⊥OO′ 且 AO ⊂
平面 AO′, 则平面 AO′ 和平面 DO′ 有什么关系？

A1 B1

O′

CD

O

A

D1 C1

B

第 3 题

通过对正方体的线面位置关系的察观与思考，你能就上述三组问题中的每

个小题，得到一个一般性的命题吗？
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第四节 直线与直线的位置关系

一、空间两条直线的位置关系

在上一节的最后我们对正方体中的线、面关系作了观察．从观察中发现空

间直线与直线有各种不同的位置关系．在现实生活中也是一样，例如我们观察

教室中的各种“直线”，你会发现，下垂的两条电灯线是互相平行的；黑板相邻

两边是相交的；垂直于地板的一条桌腿与黑板的一条水平边缘既不相交，也不

平行，它们不在同一个平面内．

我们把不在同一平面内的两条直线叫作异面直线．如图 1.26的 (1)、(2)中
的直线 a、b 表示的都是异面直线．

M
b

a

A

(1)

M

N

a

b

(2)
图 1.26

空间的两条直线有如下的位置关系：

（一）在同一个平面内

1. 相交直线——只有一个公共点．

2. 平行直线——没有公共点．

3. 重合直线．

当两条平行直线中的一条，在保持与另一条直线平行的条件下无限接近另

一条直线时，结果两条平行直线必然重合．因此，我们把两条直线重合看成是

两条直线平行的极限情况．因此，当我们说两条直线平行时，不排除重合这一

极限情况；当我们说两条相异直线平行时，这就排除了重合的可能性．
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（二）不在同一个平面内

异面直线——没有公共点．如果使用集合语言，上述空间两条直线的位置

关系可以定义如下：

定义

1. 空间两条直线 ℓ1 和 ℓ2 相交 ⇐= ℓ1 ∩ ℓ2 = P （P 是 ℓ1 与 ℓ2 的唯

一公共点）

2. 空间两条直线 ℓ1和 ℓ2平行（ℓ1 // ℓ2）⇐= ℓ1和 ℓ2共面且 ℓ1∩ℓ2 = ∅
或 ℓ1 = ℓ2（重合）

3. 空间两条直线 ℓ1 和 ℓ2 异面 ⇐= ℓ1 和 ℓ2 不共面．

问题 1
下图中，如果 a // b, a ⊂ M , b ⊂ N , 那么 a, b 是异面直线吗？

M N
a

b

A1 B1

CD

A

D1 C1

B

问题 2
长方体 ABCD − A1B1C1D1 中，AD 棱与哪些棱成异面直线？AB 棱

与哪些棱成异面直线？AA1 棱与哪些棱成异面直线？

二、平行于同一条直线的二条直线

“如果三条直线 a, b, c 中，a // c, b // c, 那么 a // b”当 a、b、c 共面时是

成立的，如果 a, b, c 不共面时，这个命题是否还成立呢？

定理

平行于第三条直线的两条直线互相平行．
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已知：如图 1.27 不在同一平面上的三条直线 a, b, c 中，a // b, c // b.
求证：a // c.

P

π1

π2

π3

c

b

a

c′

图 1.27

证明： ∵ a // b, c // b

∴ a, b 确定一个平面 π1，

∵ b, c确定一个平 π2，设 P ∈ c,则 P, a确定一个平面 π3. 设 π2∩π3 = c′，

那么

c′ ∩ π1 = (π2 ∩ π3) ∩ π1

= (π2 ∩ π3 ∩ π1) ∩ π1

= (π2 ∩ π1) ∩ (π3 ∩ π1)

= b ∩ a = ∅

∴ c′ ∩ b = ∅, c′ ∩ a = ∅
∴ c′ // b, c′ // a

又 ∵ c // b 且 c ∩ c′ = P, c, c′, b ⊂ π2

∵ c = c′, c′ // a

∴ a // c

上述定理可简写作：

若 a // b, c // b, 则 a // c.

如果改写一下，把条件中的 c // b 写成 b // c, 那么有：“若 a // b, b // c

则 a // c”．这就是直线平行的传递性．因此，上述定理也叫直线平行的传递性

定理．

例 1.11 如图 1.28，设有空间四边形 ABCD，E、F、G、H 分别是 AB、BC、

CD 和 DA 边中点，求证：四边形 EFGH 是平行四边形.
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B
CF

A

E

D

H

G

图 1.28

证明：连结 BD，∵ E、H 分别是 4ABD 的 AB、AD 边的中点，

∴ EH // BD, EH =
1

2
BD.

同理：FG // BD, FG =
1

2
BD．

∴ EH
//
=FG.

∴ 四边形 EFGH 是平行四边形．

问题 1
上例中，若 AC = BD，则四边形 EFGH 是什么图形？

问题 2

上例中，若
AE

EB
=

AH

HD
=

CF

FB
=

CG

GD
，则四边形 EFGH 是什么图形？

问题 3

上例中，若
AE

EB
=

AH

HD
=

BF

FC
=

DG

GC
，则四边形 EFGH 是什么图形？

问题 4

上例中，若
AE

EB
=

AH

HD
6= CF

FB
=

CG

GD
，则四边形 ABCD 是什么图形？

问题 5
上例中，EG、HF 是否是异面直线？为什么？
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在初中，已经知道，在同一平面上的两个角，如果它们的边分别平行和同

向，这两个角就相等．事实上，如果两个角不在同一平面上，这个定理仍然成

立．

定理

如果一个角的两边分别平行于另一个角的两边，并且方向相同，那么这

两个角相等．

已知：∠AOB 和 ∠A′O′B′ 中，AO // A′O′，BO // B′O′ 并且方向相同．（图

1.29）

求证：∠AOB = ∠A′O′B′.

O′

O

A′

A

B

B′

图 1.29

证明：假定 OA = O′A′，OB = O′B′，连结 OO′，BB′，AA′，AB 和 A′B′

∵ AO // A′O′, AO = A′O′

∴ AA′O′O 是平行四边形，

又 ∵ BO // B′O′, BO = B′O′

∴ BB′O′O 是平行四边形

∴ AA′ //=OO′, BB′ //=OO′

∴ AA′ //=BB′

∴ AA′B′B 是平行四边形

∴ AB = A′B′

∴ 4AOB ∼= 4A′O′B′

∴ ∠AOB = ∠A′O′B′
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问题

设直线 a // 直线 a′，点 A ∈ a，点 A′ ∈ a′，直线 b，b′ 分别过 A 和 A′

且 b // b′，那么 a 与 b 所成的角等于 a′ 与 b′ 所成的角或者两角互补．

为什么？

三、两条异面直线所成的角

在平面几何中，两条相交直线的夹角是指这两条直线相交时所成的锐角或

直角，并规定两条平行直线的夹角为 0◦．当两条直线的夹角为直角时，则称这

两条直线互相垂直．

在空间我们利用同一平面上两条直线的交角来定义两条异面直线所成的

角．

定义

设 a，b 是两条异面直线（图 1.30(1)），在空间任取一点 P，过 P 分别

引直线 a′，b′，使 a′ // a，b′ // b，则 a′、b′ 所成的锐角或直角便称作这

两条异面直线 a、b 所成的角．（图 1.30(2)）

α

a

b

(1)

a′

b′

P

(2)
图 1.30

在上述定义中，两条异面直线 a，b 的夹角的大小与 P 点的取法是无关的，

它仅由 a，b 的位置唯一确定．这是因为，如果在 a，b 上确定了方向，a′ 和 b′

也取相同的方向，由上一小节的“等角定理”可知，不管 P 点取在什么地方，

a′，b′ 所成角的大小总是相等不变的．这就是说 a′，b′ 所成锐角或直角的大小

完全被直线 a，b 唯一确定．因此 a′ 和 b′ 所成的角反映了 a，b 的相互位置关

系．
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由于在上述定义中，P 点的位置可任意选取，所以 P 点可以取在 a上，也

可以取在 b 上．图 1.31 中，我们把 P 点取在 b，过 P 引 a′ // a，那么 a′ 和 b

所成的角就是异面直线 a，b 所成的角．

α

a

a′

b

P

图 1.31

如果两条异面直线所成的角是直角，那么就说这两条异面直线互相垂直．

问题 1
如果说“两条直线 a 和 b 互相垂直”，那么怎样理解才是正确的？

问题 2
在正方体 ABCD −A1B1C1D1 中（见下图）

1. AA1 和 D1C1 的交角是多少度？

2. AC 和 A1B1 的交角是多少度？

3. DA1 和 AC 的交角是多少度？

4. AC 和 D1B1 的交角是多少度？

问题 3
如果空间有三条直线 a，b，c，设 a // b，a⊥c，那么 b 与 c 是什么关系？

为什么？

习题 1.4

1. 分别在两个平面内的直线是异面直线吗？举出异面直线的几个实例.
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A1 B1

CD

A

D1

B

C1

问题 2

2. 直线 a 和异面直线 b 和 c 相交，画出每两条相交直线所确定的平面，并

且注上字母.

3. 在长方体 ABCD −A1B1C1D1 的 AC 面上有一点 P，

(a) 过 P 点画平行于 C1D1 的直线．

(b) 过 P 点画平行于 A1D1 的直线，

怎么画法？

4. 求证：一条直线和两条平行直线中的一条所成的角等于 θ，则该直线与另

一条所成的角也等于 θ．

5. 垂直于同一条直线的两条直线，可能有几种位置关系？

A1 B1

CD

A

D1

B

C1

第 3 题
C D

A B

E F

第 6 题

6. 已知：六点 A、B、C、D、E、F 不共面，并且 AB
//
=CD，AB

//
=EF .

求证：

(a) C、D、F、E 四点共面.
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(b) CE
//
=DF

(c) ∠ACE = ∠BDF

7. 若二直线 ℓ1 ∩ ℓ2 = ∅，则 ℓ1 // ℓ2，对吗？

8. 画两个相交平面，在这两个平面内各画一条直线使它们成为：平行线；相
交直线；异面直线.

9. 和两条异面直线 AB、CD 同时相交的两条直线 AC、BD 一定是异面直

线，为什么？

10. 已知长方体 ABCD −A′B′C ′D′ 中，长和宽都是
√
3cm，高是 1cm，求：

(a) B′C 和 AC 的夹角；

(b) AA′ 和 B′C ′ 的夹角各是多少度？

11. 已知：α ∩ β = ℓ，A ∈ ℓ，B ∈ ℓ，C ∈ α，D ∈ β，D /∈ ℓ，C /∈ ℓ．

求证：AC 和 BD 是异面直线.

A′ B′

CD

A

D′

B

C ′

第 10 题

ℓ

α

β

A

B

C

D

第 11 题

第五节 直线与平面的位置关系

在现实生活和生产中，除了要考虑直线与直线的位置关系外，还常常要考

虑直线与平面的位置关系．例如直立的电线杆和地面是垂直的，铁路桥上的铁

轨和水面是平行的等等．

一、直线和平面的三种位置关系

一条直线和一个平面的位置关系有以下三种情况．
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1. 直线在平面内——有二个以上的公共点（即有无数个公共点）．

2. 直线和平面相交——只有一个公共点．

3. 直线和平面平行——没有公共点．

如图 1.32 的 (1)、(2)、(3) 所示，是当平面 π 在水平位置时，直线 ℓ 和 π

三种位置关系图的一般画法．

π

a

(1)

π

(2)

A

ℓ

π

a

(3)
图 1.32

使用集合符号，直线与平面的三种位置关系可定义如下：

定义

1. 直线 ℓ 在平面 π 内 ⇐⇒ ℓ ∩ π = ℓ．

2. 直线 ℓ 在平面 π 平行 ⇐⇒ ℓ ∩ π = ∅．

3. 直线 ℓ在平面 π 相交⇐⇒ ℓ∩π = P．（P 是 ℓ与 π 的唯一公共点）

当直线 ℓ 与平面 π 平行时，也记作 ℓ // π（或 π // ℓ）．

问：试举出直线和平面三种位置关系的实例来．

二、直线与平面平行

定理

若直线 a // 平面 α，直线 a ⊂ 平面 β，α ∩ β = b，则 α // a 的充要条

件是 a // b.

证明：先证必要性．设 a // α，a ⊂ β，α ∩ β = b（图 1.33）由于：

a ∩ b = a ∩ (α ∩ β) = (a ∩ α) ∩ β = ∅ ∩ β = ∅

又 ∵ a, b ⊂ β
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∴ a // b.
这就告诉了我们：如果一条直线和一个平面平行，经过这条直线的一个平

面和这个平面相交，那么这条直线就和交线平行（这就是直线和平面平行的性

质定理）．

α

β

a

b

图 1.33

再证充分性．借助上图，由于

a ∩ α ⊂ β ∩ α = b

∴ a 若与 α 相交，其交点必在 b 上，但因 a ∩ b = ∅.
∴ a ∩ α = ∅, a // α.
这就告诉我们：若平面外的一条直线和平面内的一条直线平行，则这条直

线就和这个平面平行（这就是直线和平面平行的判定定理）．

例 1.12 如图 1.34，已知：α ∩ β = c，a // α，b // β，a // b，求证：a // c，

b // c.

证明：取点 P ∈ c，设 P 与 a 所确定的平面交 α 于 a′，P 与 b 所确定的平面

交 β 于 b′，则 a // a′，又

∵ a // b ∴ a′ // b

∵ b // b′，而 a′ ∩ b′ = P

∴ a′ = b′ = c

∴ a // c, b // c.

例 1.13 已知如图 1.35，在正方体 ABCD − A1B1C1D1 中 O 和 O′ 分别是

AC 和 BD、A1C1 和 B1D1 的交点．

求证：B1O // 平面 A1C1D．

证明： ∵ ABCD −A1B1C1D1 是正方体

∴ B1BDD1 是平行四边形，

∴ BD = B1D1, BD // B1D1,
又 ∵ O、O′ 分别是 AC 和 BD，A1C1 和 B1D1 的交点，
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α
β

c

ab

P

a′ b′

图 1.34
A1 B1

O′

CD

O

A

D1

B

C1

图 1.35

∴ O、O′ 分别是 BD 和 B1D1 的中点，

∴ DO = B1O
′,

∴ DO // B1O
′

∴ DOB1O
′ 是平行四边形

∴ B1O // DO′

∵ DO′ ⊂ 平面 A1C1D

∴ B1O // 平面 AC1D．

练习

1. 求证：空间四边形两邻边中点的连线平行于另外两边所确定的平
面．

2. 设 a、b 为两条异面直线，是否可以经过 a 作一个平面 π，使得

b // π？

3. 如图所示的一块木头，直线 B1C1 // 平面 AC，点 P ∈ 平面 AC，

要经过 P 点和 B1C1 把木头锯开，怎样锯法？

三、直线与平面垂直

在平面上，P, P ′ 两点关于直线 ℓ 成轴对称的条件是线段 PP ′ 被 ℓ 垂直平

分．（图 1.36(1)）
在三维空间，也有相应的基本定理
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ℓ

P ′

P

(1)

N

Q

P

M

A

P ′

B
C

π

π′

(2)
图 1.36
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定理

在空间 V 中，和相异两点 P、P ′ 距离相等的点的集合是一个平面 π, 它
和线段 PP ′ 相交于 PP ′ 的中点 M , 而且 PP ′ 和 π 的任何直线都垂直

（我们称 π 为线段 PP ′ 的垂直平分面）．

证明：如图 1.36(2), 设 π = {X|X ∈ V, PX = P ′X}, 即 π 是空间 V 中，所有

和 P、P ′ 距离相等的点所成的集合．

设 π 是经过 P、P ′ 的任意一个平面，在 π 上，PP ′ 的垂直平分线在 π 内，

由于 π′ 的任意性，所以 π 中必有不共线的点存在．又 π 显然是 V 的一个真

子集，以下证明 π 具有平面的另一重要特征．

设 M 是线段 PP ′ 的中点，A、B 是 π 中相异两点，C ∈ 直线 AB. 连
PA,PB, PC, P ′A,P ′B,P ′C.

∵ A,B ∈ π

∴ PA = P ′A, PB = P ′B

又 AB = AB,
∴ 4PAB ∼= 4P ′AB (SSS)
∴ ∠PAC = ∠P ′AC

由于 AC = AC, PA = P ′A,
∴ 4PAC = 4P ′AC (SAS)
∴ PC = P ′C

∴ C ∈ π.
可见，π 中任意两点所确定的直线还被包含在 π 中．这样，由平面的定义

可知：π 是一个平面．

现在我们来证明 PP ′ 垂直于 π 内任何一条直线．

设 π ∩ PP ′ = M 令 NM 是 π 上的任一直线，如果 PP ′, NM 所确定的

平面为 π′, 那么连接 PN , P ′N , 则在平面 π′ 上，4PMN ∼= 4P ′MN

∴ ∠PMN = ∠P ′MN =
π

2
∴ PP ′ 垂直于平面 π 上过 M 点的任何一条直线．

对平面 π 内任一直线 ℓ, 在 π 内过点 M 作直线 ℓ′ // ℓ

∵ ℓ′ 是 π 内过点 M 的直线

∴ PP ′⊥ℓ′, PP ′⊥ℓ.
由这个定理可以看出，平面外一条直线垂直于平面内任何直线是可能的．

因此，我们可以对直线与平面的垂直作如下定义．
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定义

若直线 ℓ ∩ π = M , ℓ 和 π 内的任何一条直线都垂直，则称 ℓ 和 π 垂直．

记作 ℓ⊥π. 点 M 叫垂足，ℓ 叫作平面 π 的垂线．平面 π 叫作直线 ℓ 的

垂面．如果直线 ℓ 垂直于平面 π, 记作 ℓ⊥π. 这样一来，上述定理就成了
直线与平面垂直的存在定理了．但要判断一条直线和平面内所有的直线

都垂直，一般比较困难．因此，我们利用直线与平面垂直的存在定理的

推论较为方便．

推论 1
设 ℓ ∩ π = M , ℓ1, ℓ2 是 π 中两条相交直线，则 ℓ⊥π 的充要条件是 ℓ⊥ℓ1

且 ℓ⊥ℓ2. （图 1.37）

π

P

P ′

ℓ′2

ℓ′1

ℓ1
ℓ2

M

A1

A2

ℓ

图 1.37

证明：必要性是显然的．现在证明充分性，即证：若一条直线垂直于平面内两

条相交直线，则这条直线和这个平面互相垂直．

在平面 π 上，过M 点引直线 ℓ′1 // ℓ1, ℓ′2 // ℓ2,则 ℓ⊥ℓ′1, ℓ⊥ℓ′2, ℓ′1∩ ℓ′2 = M .
在 ℓ 上取点 P, P ′, 使 PM = P ′M , 在 ℓ′1 和 ℓ′2 上各取异于 M 的点 A1、

A2, 得 PA1 = P ′A1, PA2 = P ′A2.
∴ 点 M、A1、A2 在线段 PP ′ 的垂直平分面上，且 M、A1、A2 不共

线，因此平面 MA1A2 是线段 PP ′ 的垂直平分面，但 M ′, A1, A2 ∈ π, 因为过
不共线三点只能确定一个平面，所以，平面 π 就是平面 MA1A2.

∴ ℓ⊥π.
（推论 1 的充分性也叫二垂线定理和直线与平面垂直的判定定理）
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推论 2
设直线 ℓ1⊥π, 则直线 ℓ2⊥π 的充要条件是 ℓ1 // ℓ2.

证明：

1. 充分性：设 ℓ1⊥π, ℓ1 // ℓ2, 不妨设 ℓ1 与 ℓ2 相异，在平面 π 内作两条相交

直线 a, b (图 1.38)

∵ ℓ1⊥π

∴ ℓ1⊥a, ℓ1⊥b

∵ ℓ1 // ℓ2

∴ ℓ2⊥a, ℓ2⊥b

∴ ℓ2⊥π

π

ℓ1 ℓ2

a

b

图 1.38
π

π′

ℓ′2

ℓ2

P

ℓ1

ℓ

图 1.39

2. 必要性：设 ℓ1⊥π, ℓ2⊥π, ℓ2 ∩ π = P (图 1.39) 过 P 作直线 ℓ′2 // ℓ1，假

定假定 ℓ′2 与 ℓ2 相异，

∵ ℓ1⊥π

∴ ℓ′2⊥π

设 π′ 为 ℓ2、ℓ′2 所确定的平面，π ∩ π′ = ℓ,

∵ ℓ2⊥π

∴ ℓ2⊥ℓ1,

同理，ℓ′2⊥ℓ. 而 ℓ, ℓ2, ℓ
′
2 ⊂ π′, 且有一个公共点 P , 这与平面几何中“过一

点与已知直线垂直的直线只有一条”这一定理相矛盾

∴ ℓ′2 = ℓ2, 即 ℓ2 // ℓ1
À.

À这里同时证明了过平面上一点只有一条直线和这个平面垂直。
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推论 2 也称作直线和平面垂直的性质定理。

问题

一条直线如果垂直于平面内的两条直线，这条直线垂直于这个平面吗？

例 1.14 如图 1.40(1), A1、A2 是空间一点 A 在主视图平面 α 和俯视平面 β

上的主视图和俯视图。求证 A1A2⊥XY .
为证明方便起见，我们把 A 点二视图（图 1.40(1)）改画成图 1.40(2). α

在铅直位置，β 在水平位置，A 点在 α, β 上的主视图和俯视图 A1、A2 实际上

是由 A 点分别向 α、β 平面作垂线所得到的垂足。以前我们讲过的一个物体在

某投影平面上的投影图，实际上是这个物体的轮廓线上所有点在该投影平面上

的投影所得到的图形。

X Y

β

α

A1

A2

A0

(1)

X Y

α

β

A1

A

A2

A0

(2)

γ

图 1.40

证明：在图 1.40(2) 中，
∵ AA1⊥α, AA2⊥β,
又 ∵ α ∩ β = XY ,
∴ AA1⊥XY, AA2⊥XY .
设 γ 是 AA1 和 AA2 所确定的平面，则 XY⊥α, 设垂足为 A0

∵ A1A0, A2A0 ⊂ γ.
∴ XY⊥A1A0, XY⊥A2A0

∴ ∠AA0X = ∠A2A0X = 90◦.
∴ 当把图 1.40(2) 还原成图 1.41(1) 之后，A1A2 必与 XY 垂直.

例 1.15 如图 1.41, 4ABC 在平面 α内，∠ABC = 90◦, D是 AC 中点，P /∈ α,
PA = PB = PC.
求证：PD⊥α.
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A
C

P

B

D

α

图 1.41

证明： ∵ 在 4ABC 中，∠ABC = 90◦, D 是 AC 中点，

∴ AD = AD = DC.

又 ∵ PA = PB = PC，而 PD 为公共边，

∴ 4PAD ∼= 4PBD ∼= 4PCD

∴ ∠PDA = ∠PDC = ∠PDB

∵ ∠PDA = ∠PDC = 90◦

∴ ∠PDB = 90◦

∴ PD⊥DC, PD⊥DB

∴ PD⊥α.

练习

1. 设直线 ℓ⊥ 平面 α, 直线 m⊥ 直线 ℓ, 那么 m 与 α 一定平行吗？为

什么？

2. 设 OX、OY、OZ 三条直线两两互相垂直，点 A ∈ OX,点 B ∈ OY ,
点 C ∈ OZ, 求证：OX⊥BC, OY⊥AC, OZ⊥AB.

3. 在下面各个二视图 (1)、(2)、(3)、(4) 中，反映两条线段 AB、CD

相交的是哪些？异面的是哪些？（提示：利用例 1.14 的结论）

4. 求证：过平面外（内）一点只能作一条直线与已知平面垂直。
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四、正射影

定义

从平面 α 外一点 P 向 α 作垂线，垂足是 P ′, 点 P ′ 叫作点 P 在平面 α

内的正射影（简称射影）。前面讲过的点在投影平面上的投影图，就是该

点在投影平面上的正射影。

一个图形 F 上所有点在平面 α 内的正射影的集合 F ′ 叫作图形 F 在平

面 α 内的正射影（简称射影）。

直线在平面内的射影，当直线垂直于平面的时候，显然只是一点，在不垂

直的时候，就是直线。（图 1.42）

定理

不与平面垂直的直线在该平面内的射影，就是这条直线上的任意两点在

平面内射影所确定的直线。

已知：直线 ℓ 与平面 α 不垂直，A ∈ ℓ, B ∈ ℓ, A′、B′ 分别是 A、B 在 α

上的射影。（图 1.43）
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P ′ A′
B′

P

A
B

A′

C ′

A

C

B

B′

F

F ′

α

图 1.42

求证：ℓ 在 α 上的射影是直线 A′B′.

A′

B′C ′

A

B
C

α

β
ℓ

图 1.43

证明： ∵ AA′⊥α, BB′⊥α,

∴ AA′ // BB′

∴ AA′ 和 BB′ 确定一个平面 β, 则 ℓ ⊂ β.

在 ℓ 上任取异于 A、B 的一点 C, 过 C 作 CC ′ // AA′ 交 A′B′ 于 C.

∵ AA′⊥α

∴ CC ′⊥α

∴ C ′ 是 C 点在 α 上的射影。

∴ ℓ 在 α 上的射影是直线 A′B′.

问题 1
当直线 ℓ 和平面 α 垂直时，ℓ 在 α 内的射影将怎样？

问题 2
当直线 ℓ 和平面 α 相交而不垂直时，如何求 ℓ 在 α 内的射影？
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定义

一条直线和一个平面相交但不垂直，这条直线叫作这个平面的斜线，斜

线和平面的交点叫斜足。斜线上一点与斜足间的线段叫做这点到这个平

面的斜线段。

定理

从平面外一点向这个平面引若干条斜线段，则

1. 斜线段相等 ⇐⇒ 斜线段的射影相等。

2. 斜线段较长 ⇐⇒ 斜线段的射影较长。

例 1.16 已知：AB、AC 是平面 α 的两条斜线段，AO⊥α, OC、OB 分别是

AC、AB 在 α 内的射影．（图 1.44）
求证：

1. AB = AC ⇐⇒ OC = OB

2. AB > AC ⇐⇒ OC < OB

BC

O

A

α

图 1.44

证明： ∵ AO⊥α

∴ ∠AOC = ∠AOB = 90◦，在直角 4AOC 和直角 4AOB 中，AO 是

公共的直角边，由勾股定理可知：

1. AB = AC ⇐⇒ OB = OC

2. AB > AC ⇐⇒ OB < OC
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问题 1
AO 经过 �O 的圆心 O, 并且和 �O 所在平面垂直，那么

1. A 点到 �O 上各点的距离是否相等？为什么？

2. 若 AO⊥平面 α, �O 所在的平面 α上有 B、C 两点分别在 �O 的

内部和外部，则 AB、AC 有什么关系？为什么？

问题 2
已知：S 是 4ABC 所在平面 P 外的一点，并且 SA = SB = SC.
求证：S 点在 P 上的射影 S′ 是 4ABC 的外心。

为了给研究直线 ℓ 和平面 α 所成的角作准备，我们来证明下面的定理。

定理

直线和平面相交而不垂直，这条直线与平面内经过这个交点的直线所成

的角中，以这条直线和它在平面内的正射影所成的角为最小。

已知：直线 ℓ∩ 平面 α = A, 但 ℓ 不垂直 α, P ∈ ℓ, P 在 α 内的射影为 P ′,
AQ 是 α 内过 A 的任一条直线。（图 1.45）

求证：∠PAP ′ < ∠PAQ.

P ′

Q

P

A

α

ℓ

图 1.45

证明：设 PQ⊥AQ, 连 P ′Q.
∵ PP ′⊥α

∴ 4PQP ′ 中 ∠PP ′Q = 90◦

∴ PQ > PP ′

在 4PP ′A 和 4PQA 中，

∵ ∠PP ′A = 90◦, ∠PQA = 90◦
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∴ sin∠PAQ =
PQ

PA
, sin∠PAP ′ =

PP ′

PA
∴ sin∠PAQ > sin∠PAP ′

∵ ∠PAQ 和 ∠PAP ′ 都是锐角，

∴ ∠PAQ > ∠PAP ′.
有了上述定理，我们就可以给直线和平面的夹角下定义了。

定义

平面的一条斜线和它在平面内的射影所成的锐角叫作这条直线和这个平

面所成的角（或夹角）。

在特殊情况下，直线和平面垂直，我们就说直线和平面所成的角是直角。如

果一条直线和一个平面平行或在平面内，我们说这条直线和这个平面所成的角

是 0◦ 的角。

定理

设直线 ℓ 和平面 α 所成的角是 θ, ℓ 上的线段 AB 的射影是 A′B′, 那么，
A′B′ = AB cos θ (图 1.46).

A′ B′

A B′′

B

θ

θ

α

ℓ

图 1.46

证明： ∵ AA′, BB′⊥α

∴ AA′ // BB′

∴ AA′ 和 BB′ 确定一个平面 β, 过 A 引 AB′′ // A′B′ 交 BB′ 于 B′′，

则 ∠BAB′′ = θ，且 AA’B’B”是矩形，
∴ A′B′ = AB′′ = AB cos θ.

问题 1
当 θ = 0◦ 时，AB 和 A′B′ 有什么关系？
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问题 2
当 θ = 90◦ 时，A′B′ 将成为怎样的图形？

问题 3
当 0◦ < θ < 90◦ 时，AB 和 A′B′ 大小关系怎样？

问题 4
在空间的两条直线 a、b 互相平行的时候，它们在平面内的射影是否也

是平行线？

问题 5
空间的三角形在平面 α 内的射影将是怎样的图形？

五、三垂线定理

我们知道平面的垂线垂直于平面上的一切直线，那么平面的斜线和平面内

的哪些直线互相垂直呢？

定理

在平面内的一条直线，如果和这个平面的一条斜线的射影垂直，那么它

也和这条斜线垂直。

已知：如图 1.47, AA′ 和 AB 分别是平面 α 的垂线和斜线，A′B 是 AB 在

α 内的射线，CD ⊂ α, CD⊥A′B.
求证：CD⊥AB.

证明： ∵ CD ⊂ α, AA′⊥α

∴ AA′⊥CD

又 ∵ A′B⊥CD

∴ CD⊥ 平面 AA′B

∵ AB ⊂ 平面 AA′B

∴ CD⊥AB.
这个定理称为三垂线定理，其逆定理也成立，即“在平面内的一条直线，如

果和这个平面的一条斜线垂直，那么它也和这条斜线的射影垂直”也真。
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A
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D
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(1)

A

A′ B
D

C

(2)
α

A

A′ B

(3)

α

C

D

图 1.47

所以，平面内的一条直线和这个平面的一条斜线垂直的充要条件是它和斜

线在平面内的射影垂直。

例 1.17 设 O 点是正三角形 ABC 的中心，线段 PO 垂直于 4ABC 所在的

平面 α, OP = h，AB = a, 求 P 点到 4ABC 各边的距离。（图 1.48）

B CD

A

O

P

α

h

a

图 1.48

解：设 OD⊥BC

∵ BC ⊂ α, OD 是 PD 在 α 内的射影。

∴ PD⊥BC

∴ PD 之长就是 P 点到 BC 边的距离。

∵ 正三角形 ABC 的边长为 a.

∴ 边心距 OD =

√
3

6
a

∴ PD =
√
OP 2 +OD2 =

…
h2 +

3a2

62
=

1

6

√
36h2 + 3a2

同理，求得 P 点到 AC、AB 边的距离都是
1

6

√
36h2 + 3a2

答：P 点到 4ABC 各边的距离为
1

6

√
36h2 + 3a2.
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练习

1. 已知：如图，正方体 A′B′C ′D′ −ABCD 中，E ∈ 平面 A′C ′.

(a) 求证：BD′⊥AC.

(b) 在平面 A′C ′ 内画一条直线垂直于直线 CE.

2. 已知：点 O 是 4ABC 的垂心，OP⊥平面 ABC. 求证：PA⊥BC.

3. 如图，ABCD 是矩形，PA⊥ 平面 AC, 连 PB,PC, PD. 试指出
图中有几个直角三角形？并说明道理．

4. 叙述并证明三垂线定的逆定理．

C ′D′

A B

A′

D

E

B′

C

第 1 题
A B

P

D C

第 3 题

六、距离

我们已经知道，两点间距离、点到直线的距离和两条平行直线间的距离，它

们是反映点与点、点与直线和两条平行直线相对位置状况的重要几何量．在这

一节，我们把距离的概念推广到三维空间中点到平面的距离、一条直线和与它

平行的平面间的距离以及两条异面直线间的距离．从平面 π 外一点 P , 可以作
一条且只可作一条直线 PM 垂直于平面 π, 设 M 为垂足．（见 5.3 的练习 4
题）设 Q 为 π 中之任意一点，容易证明：PM ≤ PQ. 由于线段 PM 的长是

唯一确定的，并且连结 P 与 π 中任意一点所得的线段中 PM 最短，我们就把

PM 叫作 P 点到平面 π 的距离．（图 1.49）
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P

M
Q

π

图 1.49

ℓA B

A′ B′
α

β

图 1.50

定义

从平面外一点向这个平面引垂线，这点和垂足间的距离叫做这个点到这

个平面的距离．

如果已知一条直线 ℓ 平行于平面 α(图 1.50) 容易证明 ℓ 上各点到 α 的距

离相等．因为，如果在直线 ℓ上任取两点 A、B,过 A、B 引平面 α的垂线 AA′、

BB′, A′、B′ 分别为垂足．由于 AA′⊥α, BB′⊥α

∴ AA′ // BB′

设 AA′, BB′ 确定的平面为 β, β ∩ α = A′B′

∵ ℓ // α, ∴ ℓ // A′B′

又 ∵ AA′ // BB′

∴ AA′ = BB′.

因此，我们可如下定义一条直线和一个平面平行时，它们之间的距离．

定义

一条直线和一个平面平行，这条直线上任一点到平面的距离，叫做这条

直线和平面的距离．

若 P 点在平面 π 内，则定义 P 点到 π 的距离为 0, 若直线 ℓ 与平面 π 相

交或在 π 内，则定义 ℓ 到 π 的距离为 0.

问题 1
正三角形的边长为 3a, 正三角形所在平面外一点到它的三个顶点的距离
都是 2a, 求这个点到这个平面的距离．
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问题 2
设直线 ℓ1 // 平面 α, ℓ1 在 α 上的射影为 ℓ, 平面 β 过 ℓ1, β ∩ α = ℓ2

1. 求证 ℓ2/ℓ

2. 如果 ℓ1 和 ℓ2 的距离为 25cm, ℓ2 和 ℓ 的距离为 10cm, 那么 ℓ 和平

面 α 的距离为多少？

问题 3
4ABC 中，AB = 6cm，AC = 8cm，∠A = 90◦，4ABC 所在平面为

α，PA⊥α 且 P 点到 α 的距离为 10cm，

1. 求 P 点到 B 点、C 点的距离．

2. 求 P 点到直线 BC 的距离．

下面我们讨论两条异面直线的距离．在正方体 A′B′C ′D′ −ABCD 中，棱

AA′ 和 B′C ′ 所在的直线是异面直线，直线 A′B′ 和它们都垂直相交．我们说

直线 A′B′ 是异面直线 AA′ 和 B′C ′ 的公垂线．（图 1.51）

C ′D′

A B

A′

D

B′

C

图 1.51
P1

P2

P3
ℓ1

ℓ

ℓ2
ℓ3π

π′

图 1.52

定义

同时和两条异面直线都垂直相交的直线叫做这两条异面直线的公垂线．

例 1.18 已知：直线 ℓ1 和 ℓ2 为异面直线．（图 1.52）
求证：ℓ1 和 ℓ2 的公垂线存在并且唯一．

证明：在直线 ℓ2 上任取一点 P1, 过 P1 引 ℓ3 // ℓ1 并设 ℓ3 和 ℓ2 所确定的平面

为 π, 则 ℓ1 // π, 设 ℓ1 在 π 内的射影为 ℓ, 令 ℓ1 和 ℓ 所确定的平面为 π′, 显然
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ℓ = π ∩ π′．

∵ ℓ1 // π, ∴ ℓ1 // ℓ

又 ∵ ℓ1 // ℓ3, ∴ ℓ3 // ℓ

∵ ℓ2, ℓ3, ℓ ⊂ π 且 ℓ2 交 ℓ3 于 P1,
∴ ℓ2 必交 ℓ 于一点 P2, 在平面 π′ 内过 P2 作直线垂直于 ℓ, 则必垂直 ℓ1

于 P3, 由 ℓ 是 ℓ1 在平面 π 上的射影，

∴ P3P2⊥π, P3P2⊥ℓ2,
又 P3P2⊥l1

∴ P3P2 是 ℓ1 和 ℓ2 的公垂线．

下面我们证明 ℓ1 和 ℓ2 的公垂线是唯一的．（图 1.53）

P1

P ′
1

P2

P

π

ℓ

ℓ1

P ′
2

ℓ2

图 1.53

若 P1P2、P ′
1P

′
2 都是 ℓ1 和 ℓ2 的公垂线，上面已经证明，P1P2⊥π，因为

ℓ1 // ℓ2，所以 P ′
1P

′
2⊥ℓ，又由于 P ′

1P
′
2⊥ℓ2，所以 P ′

1P
′
2⊥π，于是 P1P2 // P ′

1P
′
2，

因此 ℓ1 与 ℓ2 共面，这和 ℓ1 与 ℓ2 是异面直线相矛盾，所以 ℓ1 与 ℓ2 的公垂线

只能有唯一的一条 P1P2．

两条异面直线 ℓ1 和 ℓ2 的公垂线的垂足间线段称为异面直线的公垂线段.
不难证明，两条异面直线的公垂线段是连结端点分别在两条异面直线上所得到

的线段中最短的线段，事实上在图 1.53 中，ℓ // ℓ1，设 ℓ 和 ℓ1 所确定的平面

为 π′，在 π′ 上过 P ′
1 作 P ′

1P // P1P2，则 P1P2 = PP ′
1，因为 P1P2⊥ 平面

P2P
′
2P，所以 P ′

1P⊥ 平面 P2P
′
2P，于是，P ′

1P⊥PP ′
2，显然，P ′

1P
′
2 ≥ PP ′

1，所

以 P1P2 ≤ P ′
1P

′
2．

下面我们给异面直线间的距离下定义．

定义

两条异面直线间公垂线段的长叫作两条异面直线的距离．
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由前面关于异面直线公垂线段的作法可知异面直线 ℓ1 和 ℓ2 的距离，也就

是 ℓ1 和过 ℓ2 且平行于 h 的平面 π 间的距离．

例 1.19 已知：在图 1.54 中，正方体 A1A2A3A4 − B1B2B3B4 中，面的对角

线 A2B3 和 B2B4 的公垂线段为 CD, 求证：线段 CD 等于正方体对角线的三

分之一．

A3A4

B1 B2

A2

B3

A1

B4

E

C

F
D

图 1.54

证明：自 C 和D分别向 B2B3引垂线 CE、DF ,由于 A2B2 // CE、A2B2⊥B1B2

∴ CE⊥B1B2

∴ CE⊥ 平面 B1B2B3

同理 DF⊥ 平面 B2B3A3.
连 DE, CF , 根据三垂线定理的逆定理，则 B2B4⊥DE, A2B3⊥CF , 于是

4B2DE 和 4B3CF 都是等腰直角三角形．

在 4B2DE 中，B2F = FE；在 4B3CF 中，FE = EB3．

∴ CE,DF 都等于正方体棱长的三分之一．

设棱长为 a, 则 CE = DF =
1

3
a, 在 4B2DE 中，算出 DE =

√
2

3
a, 再在

直角 4CED 中，算出 CD =

√
3

3
a, 但正方体对角线 A2B4 =

√
a2 + a2 + a2 =

√
3a

∴ CD 等于对角线的三分之一．

练习

1. 设正方体 A′B′C ′D′ −ABCD 的棱长为 a,

(a) 求 AA′ 和 BC 间的距离；
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(b) 求 AA′ 与 BD′ 间的距离．

2. 设正方体 ABCD −A′B′C ′D′ 的棱长为 a, M ∈ CD.

(a) 求 A′B 与 CC ′ 的距离；

(b) 求 A′B 与 CM 的距离．

C ′D′

A B

C

B′A′

D

第 1 题

A D

C ′B′

A′

B

D′

C
M

第 2 题

习题 1.5

1. 矩形 ABCD 的一边 AB 在平面 π 内转动时，AB 的对边 CD 是否总和

面 π 平行？为什么？

2.“一条直线与一个平面平行时，这条直线就平行于平面内的任何直线”的
说法正确吗？

3. 求证：和三角形两边同时垂直的直线，也和第三边垂直．

4. 求证：如果一条直线平行于一个平面，那么这个平面的任何垂线都和这条
直线垂直．

5. 求证：如果一条直线垂直于一个平面，那么垂直于这条直线的任何直线或
者平行于平面，或者在平面内．

6. 设直线 a // 直线 b, a ⊂ 平面 α, b ⊂ 平面 β, α ∩ β = ℓ, 求证：ℓ // a,
ℓ // b.
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7. 如果一条直线和一个平面平行，那么过这个平面内的一点与这条直线平行
的直线必在这个平面内．

8. 已知空间四边形 ABCD, E、F、G、H 分别是边 AB、BC、CD、AD

的中点，求证：

(a) BD // 平面 EFG

(b) AC // 平面 EFG

9. 已知：平面 α、β, α∩β = CD，PA⊥α于 A, PB⊥β 于 B. 求证：CD⊥AB.

10. 求证：过直线上一点和这条直线相垂直的所有直线的集合是一个平面．

11. 证明：过一点和一个平面垂直的直线只有一条．

α

β

P

D
A

B

C

第 9 题
π

C D

A

B

E

第 12 题

12. 已知如图，AB = 5cm, AB⊥BC, AB⊥BD, BC,BD ⊂ 平面 π, E ∈ π,
BE = 7cm. 试求：

(a) EB 和 AB 成多少度角？

(b) CD 和 AB 成多少度角？

(c) 线段 AE 有多长？

13. 从平面外一点 D 向平面 π 引垂线 DA 及斜线 DB、DC, A 为垂足，B、

C 均为斜足，已知 DA = a, ∠BDA = ∠CDA = 60◦，∠BDC = 90◦，求

BC 的长.

14. 求证：两条平行线和同一个平面所成角相等．其逆命题成立吗？

15. 求证：如果平面 π′ 和直线 a 都垂直于平面 π, 并且 a 6⊂ π′，那么 a // π′.
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16. 高空中有一气球，它和地面的距离是 h, 在气球的东南处看气球的仰角是
θ1, 同时在地球的西南处看气球的仰角是 θ2, A,B 两地距离为 a. 求证：

h =
a√

cot2 θ1 + cot2 θ2

17. 证明：两条异面直线不能同时和一个平面垂直．

18. 如果 4ABC 的各边所在直线与平面 π 都平行，那么 4ABC 在 π 上的

射影与 4ABC 全等．

19. 证明不与平面垂直的两条平行直线在该平面上的射影是平行线．

20. 已知斜线长是它在平面上射影的两倍，求斜线和该平面所成的角．

21. 从平面外一点引平面的两条斜线段，求证：较长的斜线段和平面所成的角
较小．

22. D 点是平面外一点，DA⊥平面 M , 垂足是 A; DB、DC 和平面 M 斜交，

斜足分别是 B、C,已知 DA = a, ∠BDA = ∠CDA = 60◦，∠BDC = 90◦，

求 BC 的长.

23. 如果一点和正多边形的各顶点距离相等，那么这点在正多边形所在平面内
的射影是这个正多边形的中心．

24. 求证：如果一个角所在的平面外一点到角的两边的距离相等，那么这一点
在这个平面内的射影在这个角的平分线上．

25. 平面 α 内有一个正六边形，它的中心是 O, 边长为 2cm, OH⊥α, OH =

4cm, 求 H 点到这个正六边形的顶点和边的距离．

26. 一个直角所在的平面外有一点，这点和直角顶的距离是 23cm, 和两条直
角边的距离都是 17cm, 求这点到直角所在平面的距离．

27. 从平面外一点 P 到这个平面引垂线 PO, 以及斜线 PA、PB, O、A、B

分别为垂足和斜足，已知 PA = 8cm, PB = 5cm, 它们在 π 上的射影 OA

和 OB 的比为 4 :
√
3, 求 P 点到 π 的距离．

28. AB 和 CD 是平面 π 内相离 28cm的两条平行线，EF 是平面 π 外和 AB

平行且相距 17cm, 和 π 相距 15cm 的一条直线，求 EF 和 CD 的距离．

29. 如图长方体 A′B′C ′D′ −ABCD 的长和宽都是 4cm, 高是 2cm, 求：
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(a) BC 和 A′C ′ 所成的角是多少度？

(b) AA′ 和 DD′、B′C ′ 和 CD 的距离各是多少？

(c) AA′ 和 BD′、A′B′ 和 BD′ 的距离各是多少？

C ′D′

A B

A′

D

B′

C

第 29 题

30. 求证：如果直角的一边和一个平面平行，另一边不和这个平面垂直，那么
这个直角在这个平面内的射影也是直角．

第六节 平面与平面的位置关系

一、两个平面的相关位置

空间的一条直线和一个平面的位置关系，我们已经知道了，现画图如下：

α

ℓ

ℓ ∩ α = ∅ （平行）

α

ℓ

ℓ ⊂ α （包含）

α

ℓ ∩ α = P （相交）

特殊化
P

ℓ

α

ℓ

ℓ⊥α （垂直）

图 1.55
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如果，我们把直线 ℓ 换成平面 β, 那么 α 和 β 的位置关系将怎样呢？不难

发现也有直线与平面类似的位置关系：

β

α

α

β

α

β

ℓ

特殊化

α

β

图 1.56

一般两个平面有三种位置关系

1. 两个平面重合．

2. 两个平面相交——两个平面的交集是一条直线（即只有一条公共直线）．

3. 两个平面平行——两个平面的交集是空集（即两个平面没有公共点）．

如果使用集合符号，平面与平面的三种位置关系定义如下：

定义

1. 平面 α 和平面 β 重合 ⇐⇒ α = β.

2. 平面 α 和平面 β 平行 ⇐⇒ α ∩ β = ∅.

3. 平面 α 和平面 β 相交于直线 ℓ ⇐⇒ α ∩ β = ℓ.

当平面 α 平行于平面 β 时，记作 α // β(或 β // α).
有时我们也把两个平面重合看作两个平面平行的极限情况，这时我们也可

以说：两个平面 π1 和 π2 平行 ⇐⇒ π1 ∩ π2 = ∅ 或 π1 = π2. 不过通常说两个
平面行是指两个相异平面的平行．
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练习

1. 如果平面 α // 平面 β, ℓ ⊂ α, 求证 ℓ // β.

2. 平面上相异三条直线可有如下各种位置关系．如果把各组的三条直
线换成空间的三个平面，那么这三个平面可有哪几种位置关系？试

画图说明之．

3. 空间两个平面在各种位置关系的情况下，把空间分成哪几部分？试
画出图形，并说明差集 V − (π1 ∪ π2) 是哪几块空间区域？

4. 如果 π1、π2、π3 是空间 V 中三个平面，那么差集 V −(π1∪π2∪π3)

是哪几块空间区域？

第 2 题

二、两个平面平行的判定定理和性质定理

两个平面平行的判定定理

如果在一个平面内有两条相交直线平行于另一个平面，那么这两个平面

平行．

已知：如图 1.57, 平面 α 内有直线 a、b, 并且 a ∩ b = P，a∩ 平面 β = ∅,
b∩ 平面 β = ∅.
求证：α // β.

证明：假定 α ∦ β, 不妨设 α ∩ β = ℓ 6= ∅
∵ α // β, b // β 且 ℓ ⊂ α,
∴ ℓ // a 且 ℓ // b

∴ a // b，这和题设 a ∩ b = P 矛盾，

∴ α ∦ β 是不可能的，

∴ α // β.
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ℓβ

α a

b

P

图 1.57
β

α a

bA

a′

b′

A′
π1

π2

图 1.58

推论

垂直于同一条直线的两个平面互相平行。

已知：如图 1.58, 平面 α, β 都垂直于直线 AA′.
求证：α // β.

证明：经过直线 AA′ 分别作平面 π1 和 π2, 它们分别和 α, β 相交于直线 a、a′

和 b、b′.
∵ AA′⊥α, AA′⊥β,
∴ AA′⊥a, AA′⊥a′,
∴ a // a′, a′ // α.
同理，b′ // α.
又 ∵ a′ ∩ b′ = A′ 6= ∅
∴ α // β.

两个平行平面的性质定理

如果两个平行平面和第三个平面同时相交，那么它们的交线平行。

已知：如图 1.59, 平面 α, β, γ 中，α ∩ β = ∅, α ∩ γ = ℓ1, β ∩ γ = ℓ2.
求证：ℓ1 // ℓ2.

证明：由于：

ℓ1 ∩ ℓ2 = (α ∩ γ) ∩ (β ∩ γ) = (α ∩ β) ∩ (γ ∩ γ)

= (α ∩ β) ∩ γ

= ∅ ∩ γ = ∅

又 ∵ ℓ1, ℓ2 ⊂ γ

∴ ℓ1 // ℓ2.
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β

α

γ

ℓ1

ℓ2

图 1.59

推论 1
如果一条直线与二平行平面之一相交，那么它必与另一平面相交。

推论 2
如果一条直线垂直于两个平行平面中的一个平面，那么也垂直于另一个

平面。

如图 1.58, 设平面 α // 平面 β, 直线 AA′⊥α 于 A′, 则 AA′ 必交平面 β 于

一点 A′ (推论 1), 经过 AA′ 的平面 π1 和 π2 分别与 α 和 β 的交线设为 a、a′

和 b、b′,

∵ a // β ∴ a // a′

∵ AA′⊥α

∴ AA′⊥a, AA′⊥a′

同理，AA′⊥b′ ∴ AA′⊥β.

定义

和两个平行平面同时垂直的直线叫做这两个平行平面的公垂线。

推论

夹在两个平行平面间的公垂线段的长都相等。
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定义

夹在两个平行平面间的公垂线段的长叫做这两个平行平面间的距离。

例 1.20 已知：如图 1.60 中，不共面三线段 AA′、BB′、CC ′ 互相平分于一

点 O.
求证：平面 ABC // 平面 A′B′C ′.

证明：连接 AB′、BA′,
∵ AA′ 和 BB′ 互相平分于 O 点，

∴ 四边形 AB′A′B 是平行四边形，

∴ AB // A′B′.
同理，BC // B′C ′,
∴ 平面 ABC // 平面 A′B′C ′.

A

B′

C ′

A′

B

C

O

图 1.60

A1

A2

A3

A′
1

A′′
2

A′′
3

A′
2

A′
3

ℓ1 ℓ2

ℓ3

α

β

γ

图 1.61

例 1.21 已知如图 1.61, 平面 α // 平面 β // 平面 γ，直线 ℓ1 和 ℓ2 分别交 α、

β、γ 于 A1、A2、A3 和 A′
1、A′

2、A′
3.

求证：
A1A2

A2A3

=
A′

1A
′
2

A′
2A

′
3

证明：如 ℓ1 和 ℓ2 共面，结论是显然的。现在假设 ℓ1 和 ℓ2 不共面，那么过 A′
1

引直线 ℓ3 // ℓ1, 交 β 于 A′′
2，交 γ 于 A′′

3．令 ℓ1 和 ℓ3 确定的平面为 π1, ℓ3 和
ℓ2 确定的平面为 π2, 由平行平面的性质定理容易看出：

A1A
′
1 // A2A

′′
2 // A3A

′′
3 , A′′

2A2
′ // A′′

3A
′
3
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∴ A1A2

A2A3

=
A′

1A
′′
2

A′′
2A

′′
3

=
A′

1A
′
2

A′
2A

′
3

练习

1. 下列说法是否正确。

(a) 分别在两个平行平面内的两条直线都平行。

(b) 如果一个平面内的两条直线平行于另一个平面，那么这两个平
面平行。

(c) 如果一个平面内的任何一条直线都平行于另一个平面那么这
两个平面平行。

2. 夹在两个平行平面间的线段相等。

3. 求证：夹在两个平面间的三条不共面线段如果平行相等，那么这两
个平面平行。

4. 空间任意两条不相交直线能否有公共的平行平面？如果有，画图表
示它们。

5. 画两个平行平面，分别在两个平面内画两条平行直线。

6. 如果一条直线和两个平行平面相交，求证：它和两个平面交成等角。

三、平面平行的传递性

定理

经过平面外一点，存在唯一一个平面和已知平面平行。

已知：如图 1.62, P 点在平面 π 外，

求证：过 P 平行于 π 的平面存在且唯一。

证明：存在性是很容易证明的，因为 P /∈ π, 所以过 P 可以任作两条相异直线

都平行于 π, 则由平行平面的判定定理可知，过 P 的两条相交直线所确定的平
面便平行于 π.
下面来证定理结论的唯一性（图 1.62）.
设过 P 点有两个平面 α 和 β 都和平面 π 平行。那么 α 和 β 必相交于过

P 点的一条直线 ℓ. 在平面 π 上画一条直线 m 与 ℓ 异面。设 P 和 m 所确定的

平面为 π′, 显然 π′ ∩ π = m. 由于 π′ 和 α、β 有公共点 P , 所以 π′ 必分别交
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α、β 于一条直线，设交 α 于直线 b, 交 β 于直线 a. 因为 α // π, β // π. 所以
a // m, b // m, 但 a∩ b = P , 与平行公理矛盾，因此，过 P 只能有一个平面与

π 平行。

P

ℓ

mπ

π′

β

αb
a

图 1.62

β

α

π

ℓ

P

图 1.63

定理

平行于同一平面的两个平面平行。

已知：如图 1.63, 平面 α, β, π 中，α // π, β // π.

求证：α // β.

证明：假定 α ∦ β, 那么 α 与 β 必相交，设 α ∩ β = ℓ, 由于 α, β 都和 π 平行，

那么过 ℓ 上任一点 P 便有两个平面 π 平行了，此与上一定理矛盾。

所以 α // β.

注意：如果把本定理的条件稍加改写，因为 β // π, 即 π // β. 那么定理可改述
如下：“若平面 α // 平面 π, 平面 π // 平面 β, 则平面 α // 平面 β.”这就看出
平面平行具有传递性了。

练习

1. 一个平面若与两平行平面之一相交，也必与另一平面相交.

2. 已知直线 a 和平面 α、β, 如果 a // α, a // β, 那么 α // β 正确吗？

如果正确，作出证明；如果不正确，画图举出反例。

3. 已知直线 a, b, 平面 π, 如果 a // π, b // π, 那么 a // b 正确吗？如

果正确，作出证明，如果不正确，画图举出反例.
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四、二面角

定义

一个平面内的一条直线把这个平面分成两部分，每一部分叫作半平面（或

射面）。

一条直线和过这条直线引两个半平面所组成的图形叫作二面角（如图 1.64），
这条直线叫做二面角的棱，这两个半平面叫做二面角的面。棱为 ℓ, 面为 π1 和

π2 的二面角表示作 π1 − ℓ− π2, 也可简记作 π1ℓπ2.
在二面角 α− ℓ− β 中（如图 1.65）.
在棱 ℓ 上任取两点 O 和 O′, 过 O 和 O′ 在平面 α 和平面 β 内分别引

射线 OA、OA′、OB、OB′ 都与 ℓ 垂直，则 OA // OA′, OB // OB′, 则
∠AOB = ∠A′O′B′. 因此，过二面角的棱上任一点，在每一面内引棱的垂线，
这样两条垂线的夹角都相等，与顶点在棱上的位置无关。

π1

π2

ℓ

图 1.64
α

β

ℓ A

A′

B

B′

O

O′

图 1.65

定义

以二面棱上任意一点为端点，在它的两个面内分别作垂直于棱的两条射

线，这两条射线所成的角叫做二面角的平面角。在图 1.65 中 ∠AOB 就

是二面角 α− ℓ− β 的平面角。

二面角的平面角是用来度量二面角的大小的，我们说二面角的大小是多少

度。就是指它的平面角的大小是多少度。

例 1.22 有一山坡的倾斜角是 30◦（就是山坡和地面所成的二面角是 30◦）。山

坡上有一直路和斜坡底线成 60◦ 角，沿这条直线小路上升 100 米，问升高了多
少？
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解：如图 1.66, 设 ABCD 是坡面，EF 是小路，EF = 100 米。设 FH 是 F

到地平面的距离，那么 FH 就是上升的高度。

经过 H 作 HG⊥AB 于 G, 由三垂线定理，FG⊥AB, 则 ∠FGH 就是坡面

和地面所成二面角的平面角，所以 ∠FGB = 30◦.

∴ FH = FG sin 30◦ = FE sin 60◦ sin 30◦ = 100×
√
3

2
× 1

2
= 25

√
3(米)

答：沿这条小路向上走 100 米，升高 25
√
3 米。

A B

CD

F

H

E G

30◦30◦

60◦

图 1.66

A

O

B

C

P

Q

图 1.67

例 1.23 已知：如图 1.67,自二面角 P −AC−Q的棱上一点 A在面 P 内引一

条射线 AB,和棱 AC 成 45◦ 角，和另一个面 Q成 30◦ 角，求二面角 P−AC−Q

的度数。

解：自射线 AB 上一点 B 向平面 Q 作垂线 BO, 设其为长 a, O 为垂足，连结
OA. 则 ∠BAO 为 AB 与平面 Q 所成之角，等于 30◦.

在直角 4AOB 中，BO = a, 所以 AB = 2a, AO =
√
3a.

自 O 点向棱作垂线 OC, 设 C 为垂足，根据三垂线定理，BC⊥AC, 所以
∠BCO 为二面角 P −AC −Q 的平面角。

在直角 4ABC 中，∠BAC = 45◦, AB = 2a,

∴ AC =
√
2a.

在直角 4AOC 中，AO =
√
3a, AC =

√
2a,

∴ OC = a.

在直角 4BOC 中，OC = a, BO = a, ∠BOC = 90◦

∴ ∠BCO = 45◦

∴ 二面角 P −AC −Q 为 45◦ 的二面角。

答：二面角 P −AC −Q 的度数为 45◦.
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练习

1. 拿一张正三角形的纸片 ABC, 以它的高 AD 为折痕，折成一个二

面角，试指出这个二面角的棱、面和平面角。

2. 在 30◦ 的二面角的一个面内有一个点，它到另一个面的距离是

10cm, 求它到棱的距离。

3. 已知在 120◦ 的二面角内，有一点到棱的距离为 20cm, 并且这一点
到两个面的距离都相等，试求出这个距离来。

4. 已知二面角 MaN 中 P ∈ M , PQ⊥ 平面 N 于 Q, QC⊥a 于 C,
并且 PQ = 5

√
3, QC = 5, 求二面角 MaN 的度数。

五、两个平面垂直的判定定理和性质定理

定义

平面角是直角的二面角叫直二面角。

两个平面相交，如果所成的二面角是直二面角，我们就说这两个平面互相

垂直。

图 1.68 中的 (1)、(2)、(3) 画的就是平面 α⊥ 平面 β.

β

α

(1)

α

β

(2)

α

β

(3)
图 1.68

两个平面垂直的判定定理

如果一个平面经过另一个平面的一条垂线，那么这两个平面垂直。

已知：如图 1.69, 直线 CD⊥ 平面 α 于 D, 直线 CD 在平面 β 内。

求证：α⊥β.
证明：设 α, β 的交线是过 D 的一条直线 AB. 在平面 α 内作直线 ED⊥AB.
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∵ CD⊥α, CD ⊂ β

∴ CD⊥AB.
∵ 平面 α, β 相交于 AB, CD⊥AB, ED⊥AB,
∴ ∠CDE 是二面角 α−AB − β 的平面角。

又 ∵ ED ⊂ α, CD⊥α,
∴ CD⊥ED, ∠CDE = 90◦

∴ 二面角 α−AB − β 是直二面角。

∴ α⊥β.

A

B

D E

C

α

β

图 1.69
β

α
A

C

B

ℓ

图 1.70

两个平面垂直的性质定理

如果两个平面互相垂直，那么在其中一个平面内垂直于它们交线的直线

垂直于另一个平面。

已知：如图 1.70, 平面 α⊥ 平面 β, α ∩ β = ℓ, 直线 AB⊥ℓ, AB ⊂ α.
求证：AB⊥β.

证明：设 AB⊥ℓ 于 B 点，过 B 点在 β 平面内作 CB⊥ℓ.
∵ CB⊥ℓ 于 B, CB ⊂ β; AB⊥ℓ 于 B, AB ⊂ α

∴ ∠ABC 是二面角 α− ℓ− β 的平面角．

∴ 平面 α⊥ 平面 β,
∴ ABC = 90◦, AB⊥BC

又 ∵ AB⊥ℓ, 而 ℓ ∩ CB = B, ℓ ⊂ β, BC ⊂ β

∴ AB⊥ 平面 β.

例 1.24 已知：如图 1.71, 平面 π1⊥ 平面 π2, π1 ∩ π2 = ℓ, 点 A,B ∈ ℓ, AB =

10cm, 在平面 π1 内引 AC⊥ℓ, AC = 3cm, 在平面 π2 内引 BD⊥ℓ, BD = 5cm.
求线段 CD 的长。

解：在平面 π2 内引 AE
//
=BD, 连结 ED,CE.
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ℓ

D

E
A

B

C

π2

π1

图 1.71

∵ AE,BDC ⊂ π2, AE
//
=BD, BD⊥ℓ.

∴ ABDE 是矩形。

∴ ED = AB = 10cm, AE = 5cm.
∵ AE⊥ℓ 于 A, AE ⊂ π2, CA⊥ℓ 于 A, CA ⊂ π1

∴ ∠CAE 是二面角 π1 − ℓ− π2 的平面角。

∵ 平面 π1⊥ 平面 π2,
∴ ∠CAE = 90◦.
∴ AC = 3cm.
∴ CE =

√
32 + 52 =

√
34(cm)

∵ CA⊥ℓ, π1⊥π2,
∴ CA⊥π2

∴ AE 是 CE 在 π2 内的射影，

∵ DE⊥AE, DE ⊂ π2

∴ DE⊥CE CED = 90◦

∴ 在直角三角形 CED 中，

CD =
»
102 + (

√
34)2 =

√
134(cm)

答：线段 CD 的长为
√
134cm.

练习

1. 如果 ∠ABC 是二面角 α− ℓ− β 的平面角，求证：

(a) 平面 ABC⊥ 平面 α

(b) 平面 ABC⊥ 平面 β.
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2. 已知：直角等腰三角形 ABC 中，AB = AC, AD 是斜边 BC 上

的高，如果以 AD 为折痕使 4ABD 和 4ACD 折成互相垂直的

两个平面，求证：BD⊥CD; ∠BAC = 60◦.

3. 已知：如图，如果 α⊥β, A ∈ α, AB⊥β.

求证：AB ⊂ α.

4. 试画出：

(a) 互相垂直的两个平面的图形。

(b) 两两垂直的三个平面的图形。

5. 在 60◦ 的二面角的棱上有两个点 A、B; AC、BD 分别是在二面

角的两个面内垂直于 AB 的线段，已知：AB = 4cm、AC = 6cm、
BD = 8cm, 求 C、D 两点间距离。

β

α A

B β

α B

A

第 3 题

习题 1.6

1. 画两个相交平面，在这两个相交平面内，各画一条直线，使它们成为平行
直线；相交直线；异面直线。

2. 画两个相交平面，在一个平面内画一条直线和另一个平面平行。

3. 在共点 O 的三条不共面直线 a、b、c 上，在 O 点的两侧分别取 A、A′,
B、B′ 和 C、C ′ 使 AO = 2A′O, BO = 2B′O, CO = 2C ′O, 求证：平面
ABC // 平面 A′B′C ′.

4. 求证：如果一条直线与两个相交平面都平行，那么这条直线与这两个平面
的交线平行。
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5. 求证：过已知平面外一点且平行于这个平面的直线，都在过已知点且平行
于这个平面的平面内。

6. 设平面 π1 // π2, 平面 π2 上有四边形 ABCD, 平面 π2 上有四边形

A′B′C ′D′, 如果直线 AA′、BB′、CC ′、DD′ 交于一点 P , 则这两个四
边形相似。试证明这一命题，然后把它推广到任意多边形的情况。

7. 求证：如果一个平面与另一个平面的平行线垂直，那么这两个平面互相垂
直。

8. 求证：如果三条共点的直线，两两互相垂直，那么它们之中每两条直线所
确定的平面也两两互相垂直。

9. 求证：如果两个相交平面都和第三个平面垂直，那么它们的交线也和第三
个平面垂直。

10. 已知二面角 αaβ 的度数为 θ (0 < θ ≤ π

2
), 在 α 面上有 4ABC, 它在 β

面上的射影为 4A′B′C ′.

求证：S△A′B′C′ = S△ABC · cos θ.

11. 一条长为 2a 的线段，夹在互相垂直的两个平面之间，它和这两个平面所

成的角分别是 45◦ 和 30◦, 求这条线段的两个端点在这两个平面的交线上
的射影间的距离。

12. 已知二面角 π1 − AB − π2 为 120◦, AC ⊂ π1, BD ⊂ π2, 且 AC⊥AB,
BD⊥AB, AB = AC = BD = a, 求 CD 的长。

B

C

A

D

π2

π1

第 12 题

13. 一条直线和两个平行平面相交成 60◦ 角，这直线被这两个平面截得的线

段长 18cm, 求这两个平面间的距离。

14. 在二面角（小于 90◦) 的一个面内有已知点 A, 从 A 向另一个面作垂线

AC, 又从 A 向棱作垂线 AE, 并且连结 CE, 如果 AC = 11.8cm, AE =

12.4cm, 求这个二面角的度数。
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15. 一个直二面角内一点到两个面的距离分别是 12cm 和 16cm, 求这点到二
面角棱的距离。

16. 求证：如果一个二面角是 α 度，空间一点到这个二面角的两个面所引垂

线的夹角是 β 度，那么 α = β 或 α+ β = 180◦.

17. 三个平面，如果两两互相垂直，求证：每两个平面相交而得的三条直线也
两两垂直。

18. 从二面角内一点到二面角的两个面作垂线，经过这两条垂线作一个平面，
求证：这个平面垂直于二面角的棱。

19. 证明：两个平行平面 α、β 与另外两个平行平面 π1 和 π2 相交，所成的

四条直线互相平行。

20. 求证：垂直于同一条直线的两个平面互相平行。

21. 求证：经过圆 O 的直径 AB 的一个端点 A, 作圆所在平面的垂线，设垂
线上任一点是 P , 圆周上任一点是 C, 那么平面 PAC⊥ 平面 PBC.

22. 一条直线与直二面角的两个面所成的角分别是 α和 β,求证：α+β ≤ 90◦.

第七节 空间的对称性

在平面几何中，平面有一个基本性质，就是平面对任一直线的对称性。同样

地在立体几何中，空间也有一相应的性质，就是空间 V 对于任一平面 π 的对称

性，平面 π 把空间分成两部分（平面 π 除外），有居于 π 的一侧的点 P,Q, . . .,
就有居于 π 的另一侧的对应点 P ′, Q′, . . ., 使得 PP ′, QQ′, . . ., 被 π 垂直平分。

为了深入了解空间 V 对于任一平面 π 的对称性，我们先来介绍两个集合

间映射的概念。

定义

设有两个集合 A、B, 如果按某种对应关系使集合 A 的任一元素 a 都有

集合 B 中的唯一的一个元素 b 和它相对应，那么我们就说这种对应关

系为集合 A 到集合 B 的映射，并说 b 是 a 的象，a 是 b 的原象。

例如，设有两个集合 A、B,

A = {x|1 ≤ x ≤ 2, x ∈ R}

B = {y|2 ≤ y ≤ 4, y ∈ R}
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那么不难看出对给定的对应关系 y = 2x 是 A 到 B 的一个映射。因为任

取 A 中的一个元素如
3

2
，那么由关系式 y = 2x 可知，y = 2 × 3

2
= 3, 3 ∈ B,

这样 B 中就有唯一的一个元素 3 和 A 中的元素
3

2
相对应。

x

y y = 2x

A(1, 0) B(2, 0)

A′(0, 2)

B′(0, 4)

O

图 1.72

如果画出图象（图 1.72），那么对应关系 y = 2x 从几何的角度便可看成是

x 轴上的线段 AB 到 y 轴上的线段 A′B′ 的映射。

有了集合间映射的概念，便可以给空间 V 对平面 π 的对称下定义了。

定义

空间 V 对给定平面 π 的对称是一具有下列性质的映射 Rπ : V 7→ V , 对
任何点 P ∈ V , 它的像是 Rπ(P ) = P ′, 线段 PP ′ 被平面 π 垂直平分。

定理

上述定义的映射 Rπ 是一个保距映射，即对 V 中任给两点 P,Q, 总有
d(Rπ(P ), Rπ(Q)) = d(P,Q)a.

ad(P,Q) 表示 P、Q 两点间距离。

证明：

1. 若 P,Q ∈ π, 则 P ′ = P , Q′ = Q, 显然有：d(P ′, Q′) = d(P,Q). (图 1.73)

2. 若 P ∈ π, Q /∈ π, 由定义可知线段 QQ′⊥π 且 QQ′ 被 π 平分于 Q0, 由图
1.74 容易看出 4PQQ0

∼= 4PQ′Q0. 所以

d(P ′, Q′) = d(P,Q′) = d(P,Q)
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π

P

Q

(P ′)

(Q′)

图 1.73

Q0 P

Q

Q′

π

图 1.74

3. 若 P,Q /∈ π, PP ′ 与 QQ′ 共线，由图 1.75,容易看出：d(P ′, Q′) = d(P,Q).

4. 若 P,Q /∈ π, PP ′ 与 QQ′ 不共线，则线段 PP ′ 和 QQ′ 都被 π 垂直平分，

所以 PP ′ // QQ′, 因此 P、Q、P ′、Q′ 共面。

过 P 作 PQ1 垂直 QQ′ 于 Q1, 过 P ′ 作 PQ′
1 垂直 QQ′ 于 Q′

1, 则 Q1

的像便是 Q′
1, 由 3 知：d(Q,Q1) = d(Q′, Q′

1), 由勾股定理得 d(P,Q) =

d(P ′, Q′). (图 1.76)

π

Q

P

Q′

P ′

图 1.75

π

P

P ′

Q

Q1

Q′
Q′

1

图 1.76

例 1.25 设 π1⊥π, 若 P ∈ π1, 求证：Rπ(P ) ∈ π1.

证明：设 Rπ(P ) = P ′,
∵ π1⊥π, P ∈ π1, PP ′⊥π,
∴ PP ′ ⊂ π1, P ′ = Rπ(P ) ∈ π1. (图 1.77)
由上例可以看出，π1 上的点被 Rπ 映射到 π1, 也就是映射 Rπ 在 π1 上的

作用相当于以 π 和 π1 的交线 ℓ 为轴的对称。
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π

P

P ′

π1

图 1.77

CD

A′ B′

C ′

BA

D′

P

Q′

Q

P0
P ′

图 1.78

定义

空间图形 F 对于给定平面 π 的对称是一个具有下列性质的映射 Rπ :

F 7→ F , 对于任何点 P ∈ F , 其像为 Rπ(P ) = P ′, 线段 PP ′ 被 π 垂直

平分。π 称为 F 的对称面，P 和 P ′ 互称关于 π 的对称点。

例 1.26 已知：立方体 ABCD −A′B′C ′D′.
求证：对角面 BDD′B′ 所在平面是立方体的对称面（图 1.78）。

解：正方体 ABCD −A′B′C ′D′ 上任取一点 P (不妨取点 P ∈ 面 BAA′B′)
设对角面 BDD′B′ 所在平面为 π，作 PP0⊥π 于 P0，引 P0Q⊥BB′ 于 Q,

由三垂线定理可知，PQ⊥BB′,
∴ BB′⊥ 平面 PP0Q.
设平面 PP0Q 与平面 BB′C ′ 的交线为 QQ′, 在 QQ′ 上截取 QP ′ = PQ,

连 P ′P0, 则 P ′P0 ⊂ 平面 PP0Q.
由于 DB // P0Q, PQ // AB,
∴ ∠PQP0 = ∠ABD = 45◦,
同理，∠P ′QP0 = ∠CBD = 45◦,
容易看出 4PP0Q ∼= 4P ′P0Q. (SAS)
∴ ∠P ′P0Q = ∠PP0Q = 90◦,
∴ P, P0, P

′ 三点共线，PP0 = P0P
′

∴ PP ′ 被平面 π 垂直平分。

∴ P ′ = Rπ(P ).
因此，平面 π 是正方体 ABCD −A′B′C ′D′ 的对称面。
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习题 1.7

1. 在平面 π 的同侧有 A,B 两点，在 π 上求一点 P , 使 AP +BP 达到极小．

2. 在平面 π 外有两点 A,B, 且直线 AB ∦ π, 在 π 在上求一点 P , 使 |AP −
BP | 达到极大．

3. 试问一个正方体有几个对称面？一个长方体有几个对称面？

4. 证明：任何过球心的平面都是球的对称面．

第八节 章末提示

本章主要内容是研究了空间直线和平面的关系，这包括直线与直线，直线

与平面，平面与平面之间的相互关系，在概括本章内容时，请注意以下几点：

一、要抓住平行、垂直、夹角和距离的概念

这些概念都可看成是由平面几何推广而来的．

1. 平行：在平面几何中只有两条直线互相平行的概念，但在立体几何中已把
这种概念推广到直线与平面的平行和平面与平面的平行，要注意它们的区

别和联系．

2. 夹角：在平面几何中只有平面上两条直线交角的概念，但在空间却推广到
了异面直线的夹角，以及直线与平面的夹角和二面角．然而这些推广了的

概念，却都依赖于平面上的角．

3. 垂直：在平面几何中只定义了同一平面内的两条直线互相垂直．但在空间，
却推广到了两条异面直线的垂直，直线与平面的垂直，以及平面和平面的

垂直．垂直的概念虽然作了种种推广，但其基础却仍是同一平面上两条直

线的垂直．

4. 距离：在平面几何中已经有了两点间距离，点到直线的距离以及两条平行
线间的距离，到了空间，距离的概念就更复杂了，不仅有了异面直线的距

离，还有点到平面的距离，以及两个平行平面间的距离．距离的概念虽然

逐步推广，但最原始的依据仍是“两点间距离”．
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二、要抓住几个最主要的定理

定理 1（关于平行的定理）

1. 如果两个平行平面同时和第三个平面相交，那么它们的交线平行．

2. 如果一条直线平行于平面内的一条直线，那么这条直线和这个平面
平行．

3. 如果相交的两条直线都平行于一个平面，那么这两条相交直线所确
定的平面也平行于这个平面．

4. 过平面外一点唯一存在一个平面和已知平面平行．

5. 平行于同一平面的两个平面平行．

6. 平行于同一直线的两条直线互相平行．

定理 2（关于垂直的定理）
在空间 V 中和相异两点 P、P ′ 距离相等的点的集合是一个平面 π,它和
PP ′ 相交于 PP ′ 的中点 M , 而且 PP ′ 和 π 上的任何一条直线都垂直．

推论 1
设 ℓ∩ π = M , ℓ1、ℓ2 是 π 中两条相交直线，则 ℓ⊥π 的充要条件是 ℓ⊥ℓ1

且 ℓ⊥ℓ2.

推论 2
设 ℓ1⊥π, 则 ℓ2⊥π 的充要条件是 ℓ1 // ℓ2.

推论 3
设 ℓ⊥π1, 则 ℓ⊥π2 的充要条件是 π1 // π2.

推论 4
π⊥π′ 的充要条件是 π′ 含有 π 的一条垂线．

推论 5（三垂线定理）
设 PM⊥π 于 M , MQ, ℓ ⊂ π, ℓ⊥MQ, 则 PQ⊥ℓ.
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推论 6（三垂线定理的逆定理）
设 PM⊥π 于 M , MQ, ℓ ⊂ π, ℓ⊥PQ, 则 ℓ⊥MQ.

定义

空间 V 对给定平面 π 的对称是一个具有下列性质的映射 Rπ : V 7→ V ;
对于任何点 P ∈ V , 它的像是 Rπ(P ) = P ′, 线段 PP ′ 被平面 π 垂直平

分．

定理 3
上述定义的映射 Rπ 是一个保距映射，即对 V 中任给两点 P,Q, 总有
d(Rπ(P ), Rπ(Q)) = d(P,Q).

三、要注意立体几何解题思考方法的特点

解立体几何题主要思考方法是和平面几何取得联系，从而利用平面几何的

知识解决立体几何的问题．有的问题可归为一平面上的问题来解决，如定理：经

平面外一点唯一存在一个平面和已知平面平行的证明中，就把直线 a, b,m集中

到一个平面 π′ 上，从而用平面几何的知识加以解决．有的问题则需要一个以上

的辅助平面，如图 1.61 之例 2, 就利用了两个相交的辅助平面来解决的．作辅
助平面的方法取决于平面的确定条件：

1. 经过不共线三点确定一个平面．

2. 一条直线和直线外一点确定一个平面．

3. 两条相交直线确定一个平面．

4. 两条平行直线确定一个平面．

此外还可利用：

1. 过平面外一点作已知平面的平行平面．

2. 过平面上一条直线作已知平面的相交平面等．

在论证和解决立体几何的问题中如果是平行、相交问题，利用集合运算方

法有时也比较方便，但要注意正确运用集合运算的算律，有时还需要引入辅助

集合，如平行线传递性定理的证明，就利用了辅助集合 π1.
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另外在论证问题过程，如果直接证法不易解决就利用间接证法，如反证法

和同一法等，如图 1.34 的例 1, 就是利用同一法使直线 c = a′ = b′ 解决的．而

在平行平面的传递性中又用反证法．反证法和同一法常常是解数学问题的有利

工具．

四、要注意正确理解空间元素的关系和基本概念会正确地画出立体

图形

要正确地掌握画一个立体的投影图及直观图的方法，并在画图中灵活运用．

在画直线及平面关系的图形时，常常把直线与直线的关系，直线与平面的关系，

通过平面与平面的关系画出来．例如，“两条异面直线间的距离是 2m, 它们所
成的角是 60◦,在这两条异面直线上各有一点，距它们所在直线的公垂线的垂足
都是 10m, 求这两点间距离．”在解这个题画图时，可有不同画法，有的比较直
观，有立体感，有的则没有立体感．见图 1.79的 (1)、(2)、(3)，图 (1)显然没有
立体感；图 (2) 由于有平面 π1, 立体感较强了，但如何利用条件求解启发性不
强，图 (3)由于有了两个平面 π1 和 π2,并使 π1 和 π2 交线上两点 P、Q间的距

离为异面直线 ℓ1 和 ℓ2 的距离，这样 ℓ1 和 ℓ2 的夹角恰是二面角 π1 −PQ− π2

的平面角，这样不仅图形直观而且方便利用条件求解．

ℓ1

ℓ2

P

A

A′

Q

60◦

(1)

π1

(2)

ℓ1

P
A

A′
Q

ℓ2

60◦

Q P

A

A′

π2

ℓ1

ℓ2

π1

(3)

60◦

图 1.79
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复习题一

1. 下面各命题是否正确？正确的给以证明，错误的举出反例：

(1) 两条直线不平行则相交．

(2) 两个平面有三个公共点，则这两个平面重合．

(3) 直线 a // 直线 b, b ⊂ 平面 M , 则 a // M .

(4) 直线 a // 平面 M , 则 a 平行于平面 M 内的任意直线．

(5) 平面 M // 平面 N , 若直线 a ⊂ M , 则 a // N .

(6) 平面 M // 平面 N , 若直线 a ⊂ M 且直线 b ⊂ N , 则 a // b.

(7) 平行于同一直线的两条直线平行．

(8) 垂直于同一直线的两条直线平行．

(9) 垂直于同一平面的两条直线平行．

(10) 垂直于同一平面的两个平面平行．

(11) 垂直于同一直线的两个平面平行．

(12) 平行于同一平面的两条直线平行．

(13) 平行于同一平面的两个平面平行．

(14) 直线 a⊥ 直线 b, 直线 b⊥ 直线 c, 则 a⊥c.

(15) 直线 a // 直线 b, 直线 c⊥ 直线 a, 则 b⊥c.

(16) 直线 a // 平面 M , 直线 b⊥ 直线 a, 则 b⊥M .

(17) 直线 a // 平面 Q, 直线 b // 平面 Q, 若 a, b ⊂ M , 则 M // Q.

(18) 平面 Q∩ 平面 N = a, 直线 b ⊂ Q, b⊥a, 则 b ⊂ N .

(19) 过 A 点垂直于直线 a 的直线必在过 A 点垂直于 a 的平面内．

(20) 过点 A 平行于平面 a 的直线必在过点 A 平行平面 a 的平面内．

(21) 平面 π1⊥ 平面 π2, π1 ∩ π2 = a, 直线 b⊥a, 则 b ⊂ π1.

(22) 两个角的边分别平行，则这两个角相等．

(23) 直线 a⊥ 直线 b, 直线 a⊥ 直线 c, 若 b, c ⊂ 平面 π, 则 a⊥π.

(24) 过平面的一条斜线的斜线足，并且与这斜线的射影垂直的直线，则它
垂直于这斜线．

(25) 两条直线确定一个平面．
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(26) 如果四个点不共面，那么它们中的任何三点都不共线．

(27) 两条平行直线在同一平面上的射影互相平行．

(28) 如果直线 a // 直线 b, 直线 b 和直线 c 是异面直线，那么 a 和 c 是异

面直线．

2. 求证：两两相交但不过同一点的四条直线在同一平面内．

3. 三平面两两相交出三条直线，求证：这三条直线交于一点或互相平行．

4. 证明：分别过两异面直线中的一条直线，而与另一条平行的两个平面互相
平行．

5. 夹在两个平行平面间的两条线段 AB、CD 交于 P , 已知：AP = 18.9cm,
BP = 29.4cm, CD = 57.5cm, 求 CP 和 DP 的长．

6. 直角三角形 ABC 所在的平面 π 外一点 P 到直角顶 C 的距离为 24cm,
到两直角边距离都是 6

√
10cm, 求 P 点到平面 π 的距离．

7. 在直二面角的棱上有两点 A,B, AC, BD 各在这个二面角的一个面内，并

且都垂直于棱，设 AB = 8cm, AC = 6cm, BD = 24cm, 求 CD 的长．

8. 已知：共点的三条线段 OA, OB, OC 两点互相垂直，且 OA = a, OB = b,
OC = c, 求 O 点到平面 ABC 的距离．

9. 一条长 2a 的线段夹在互相垂直的两个平面之间，它和两个平面所成的角

都是 30◦, 求这条线段与这两个平面的交线所成的角．

10. 已知：AB 和平面 π 所成的角是 θ1, AC 在 π 内，AC 和 AB 在 π 内的

射影 AB′ 成角 θ2, 设 ∠BAC = θ, 求证：cos θ = cos θ1 · cos θ2.

11. 二面角 π1 − ℓ − π2 是 θ1, A ∈ ℓ, AC ⊂ π1, 且 AC 与 ℓ 的交角为 θ2, 设
AC 与 π2 所成的角为 θ.

求证：sin θ = sin θ1 · sin θ2.

提示：分 0 < θ1 <
π

2
, θ1 =

π

2
,
π

2
< θ1 < π 画图证明）

12. 已知：一个直角三角形的两直角边为 a, b, 把这个三角形沿斜边上的高折
成直二面角，求两直角边夹角的余弦．

13. 把长和宽各为 4 和 3 的长方形 ABCD 沿对角线 AC 折成直二面角，求

顶点 B 和 D 的距离．
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14. 在 120◦ 的二面角内有一点，它与两个面的距离分别为 2 和 3, 求这个点
到这个二面角棱的距离．

θ2

θ1
A

C

B

B′

第 10 题

15. 图为正方体

(a) 求作：平面 A′BD 和平面 DAB′ 的交线．

(b) 求证：平面 A′BD⊥ 平面 DAB′.

(c) 求证：AC ′⊥ 平面 A′BD.

(d) 求证：平面 A′BD 与平面 CD′B′ 平行．

(e) 求证：AC ′ 与平面 A′BD、平面 CB′D′ 的交点是 AC ′ 的三等分点．

(f) 求证：A′B 与 AC ′ 是异面直线．

(g) 求 A′B 与 AC ′ 所成的角及它们之间的距离．

AD

B′C ′

C

D′ A′

B

第 15 题

B

C

D

A

π

第 18 题

16. 如果直线 a 和直线 b 不平行，平面 π1⊥a, 平面 π2⊥b, 求证：π1 和 π2 必

相交，且交线垂直于直线 a, b.

17. 设 P 为 4ABC 所在平面 π 外一点，
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(a) 如果 P 点到 4ABC 各顶点距离相等，O 是 4ABC 的外心，求证：

OP⊥π.

(b) 如果 P 点到 4ABC 各边的距离相等，H 是 4ABC 的内心，求证：

PH⊥π.

18. 如图，已知：AB⊥CD, AC⊥BD. 求证：AD⊥BC.

19. 平面 π 过 4ABC 的重心 G, 求证：在平面 π 的同侧的两个顶点到平面

π 的距离的和等于另一个顶点到平面 π 的距离．

20. 已知线段 AB 在平面 π 内，线段 AC⊥π, 线段 BD⊥AB 且 BD 与 π 所

成的角为 30◦, 若 AB = a, AC = BD = b, 求：C 和 D 间的距离．

21. 直角三角形 ABC 的斜边 AB 在平面 α 内，两条直角边与 α 的夹角分

别是 θ1 和 θ2, 4ABC 所在平面与 α 所成的二面角是 θ, 求证：sin2 θ =

sin2 θ1 + sin2 θ2.

22. 平行四边形ABCD和它的对角线的交点O,在平面 π内的射影是A′B′C ′D′

及 O′, 求证：

OO′ =
1

2
(AA′ + CC ′) =

1

2
(BB′ +DD′)

23. 如果两个平面分别垂直于两条异面直线中的一条，求证：这两个平面的交
线就平行于这两条异面直线的公垂线．

24. 已知：二面角 α− AB − β 是直二面角，P ∈ AB, PX ⊂ β, PY ⊂ α, 并
且 ∠XPB = ∠Y PB = 45◦. 求：∠XPY 的大小．

X

Y

A

P

B
β

α

第 24 题
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第一节 柱、锥、台、球的定义及性质

本节将研究由点、直线、平面等元素构成的几何体，常见的几何体有柱、锥、

台、球．

一、柱

柱面是经常遇到的物体的表面形状．建筑物的棱柱、圆柱的侧面都是柱面，

这些侧面可以看作是由一条直线运动所产生的．

定义

一条直线 ℓ 在空间作平行于固定方向的运动，但总和任一固定的曲线 C

相交，所产生的曲面叫做柱面、移动的直线 ℓ 所在的每个位置叫做柱面

的母线，而在移动中始终和母线相交的曲线 C 叫做柱面的准线．

下面，我们考虑几种简单情况

1. 准线是一条直线，这时的柱面是一个平面（见图 2.1）．

2. 准线是一个平面多边形，这时的柱面叫做棱柱面（见图 2.2）．

3. 准线是一个圆，这时的柱面叫做圆柱面（图 2.3）．

以后我们只研究母线和该圆所在的平面垂直的圆柱面，这种圆柱面叫直圆

柱面．

定理

若平行平面与柱面的母线相交，则交线所成的图形全等．

93
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cℓ

图 2.1

ℓ

c

图 2.2

ℓ
c

图 2.3

证明：设平行平面 α1 和 α2 与柱面的母线相交，ℓ 是柱面上任一条母线．令

P1 = α1 ∩ ℓ, P2 = α2 ∩ ℓ, 我们称 P1 和 P2 是对应点．显然 P1 对应于 P2, P2

也对应于 P1, 并且不同位置的两点 P1、P ′
1 对应于不同位置的两点 P2、P ′

2(图
2.4).

图 2.4

于是在平行平面与柱面所截出的两条截线上的点与点之间建立了一一对应

关系．

设在两条截线上有任意三对对应点：A1 对应于 A2, B1 对应于 B2, C1 对

应于 C2, 因为 A1A2, B1B2, C1C2 都是夹在平行平面 α1 和 α2 之间柱面的母线

的一部分，故

A1A2
//
=B1B2

//
=C1C2

从而四边形 A1A2B2B1 和四边形 B1B2C2C1 都是平行四边形，它们的对边相

等，所以，A1B1 = A2B2, B1C1 = B2C2. 又因为 ∠A1B1C1 与 ∠A2B2C2 的两

边平行且同向，所以 ∠A1B1C1 = ∠A2B2C2．

这样，平行平面和柱面的母线相交，交出的图形总能重合，因此它们全等．
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定义

由封闭的柱面和两个与母线都相交的平行平面所围成的几何体叫做柱

体．

柱体的柱面夹在平行平面之间的部分叫做柱体的侧面，两个平行平面与

柱体的相交部分叫做柱体的底面．

现在，我们来研究几个特殊的柱体．

定义

如果一个柱体的侧面是棱柱面，那么这个柱体叫做棱柱．如果一个柱体

的侧面是圆柱面，那么这个柱体叫圆柱体．

显然，由这个定义可以得到以下推论：

1. 棱柱的两个底面是对应边互相平行的全等多边形．

全等多边形的顶点叫做柱棱的顶点．以全等多边形对应顶点为端点的线段

称为棱柱的侧棱，相邻两侧棱及其所夹的两底全等多边形的两条对应边所

组成的四边形称为棱柱的侧面．显然，

2. 棱柱的各侧面全是平行四边形．

3. 棱柱的各侧棱平行且相等．

定义

棱柱按底面是三角形，四边形……分别叫做三棱柱、四棱柱……

如果棱柱的侧棱垂直于底面，那么这个棱柱叫做直棱柱，否则叫做斜棱

柱．

如果棱柱是直棱柱，并且其底面是正多边形，那么这棱柱就叫做正棱柱．

在正棱柱中，各侧面都是全等的矩形．

定义

棱柱上不在同一个底面上也不在同一个侧面上的两个顶点所连结的线段

叫做棱柱的对角线；过不在同一个侧面的两条侧棱作一个平面，这平面

截棱柱所得的截面叫做棱柱的对角面．两底面之间的距离叫做棱柱的高．

图 2.5是五棱柱，五边形ABCDE和A′B′C ′D′E′是它的两个底面，ABB′A′、
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图 2.5

BCC ′B′ 等是它的侧面，AA′、BB′ 等是它的侧棱，HH ′ 的长是它的高．A′C

是它的一条对角线．

棱柱的表示法是写出两个底面各顶点的字母，中间用一条短横线隔开，如

图 2.5 的五棱柱就表示作棱柱 ABCDE-A′B′C ′D′E′. 也有用棱柱一条对角线
的两个端点表示棱柱的，如图 2.5 可表示作五棱柱 A′C.

定义

底面是平行四边形的四棱柱叫做平行六面体．其中侧棱和底面斜交的叫

斜平行六面体，侧棱和底垂直的叫直平行六面体．底面是矩形的直平行

六面体叫做长方体．交于一个顶点的三条棱的长相等的长方体叫做正方

体，也叫立方体．（图 2.6）

斜平行六面体 直平行六面体 长方体 正方体

图 2.6

定义

平行六面体中不含公共棱的两个面称为相对的面．
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定理

平行六面体相对的两个面全等，而它们所在的平面互相平行．

已知：图 2.7 平行六面体 ABCD − A1B1C1D1 中，四边形 ABB1A1 和

DCC1D1 是相对的两个面．

求证： ABB1A ∼= DCC1D1 且平面 A1B //平面D1C.

A

D

A1

D1

B

C

B1

C1

图 2.7
A

D

A′

D′

B

C

B′

C ′

图 2.8

证明：平行六面体的底面是平行四边形．

∴ AB
//
=DC

又 ∵ 它的侧棱平行且相等，

∴ AA1
//
=D1D

∴ 平面A1B//平面D1C, ∠A1AB = ∠D1DC

∴ ABB1A ∼= DCC1D1

同理，平面 A1D //平面B1C, A1ADD1
∼= B1BCC1.

推论

平行六面体的任何一对相对的面都可以作它的底面．

例 2.1 长方体的一条对角线的平方，等于通过同一顶点的三条棱的平方和．

已知：长方体 DB′ 中 DB′ 是一条对角线．（图 2.8）
求证：DB′2 = AB2 +AD2 +AA′2

证明：连结 DB

∵ AD⊥AB

∴ DB2 = AB2 +AD2

∵ B′B⊥平面AC, DB ⊂平面AC

∴ B′B⊥DB

∴ B′D2 = BB′2 +BD2
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∵ AA′ = BB′

∴ DB2 = AA′2 +BD2 = AA′2 +AB2 +AD2

定理

正棱柱两底中心的连线垂直于底面（请读者自证）

圆柱体的两个底面是相等的圆面，它们所在的平面平行．

定义

圆柱体两底面之间的距离叫做圆柱的高．

圆柱体的母线平行且相等，并且垂直于两个底面，母线的长等于圆柱的

高．

定义

空间图形 F 对给定直线 ℓ 为轴的轴对称是具有如下性质的映射 R1 :

F 7→ F , 对于任意点 P ∈ F , 有它的像 R1(P ) = P1 ∈ F , 并且线段 PP ′

被 ℓ 垂直平分．这时 ℓ 称为 F 的对称轴．P、P ′ 叫做关于 ℓ 的对称点．

圆柱两底圆心连线垂直于底面，并且是圆柱的对称轴（简称圆柱的轴）．

已知：如图 2.9 圆柱 ADÀ中，O、O′ 分别是两底上的圆心．

求证：

1. OO′ 是圆柱 AD 的对称轴．

2. OO′ 垂直两底．

D

C

A

B

π

O′

O

P

P ′

P0

图 2.9

证明：

À圆柱可用它的两个底面内不在同一条母线上的两个点的字母来表示．
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1. 设点 P 是圆柱 AD 的柱面上的任一点，过 P 作 PP0⊥OO′ 于 P0, 并
且 PP0 的延长线交圆柱面于另一点 P ′．因为 PP ′ ∩ OO′ = P0, 所以
PP ′、OO′ 确定一个平面 π, π 与圆柱面的交线为 AB (P ∈ AB) 和 CD

(P ′ ∈ CD), 与两底面的交线为 AC (O ∈ AC) 及 BD (O′ ∈ BD).

∵ 圆柱的两个底面平行．

∴ AC // BD 且 AC、BD 分别为两底面圆的直径．

∵ 圆柱的两底面是全等的圆面．

∴ AC = BD ABDC 是平行四边形．

又 ∵ AB 垂直两底面．

∴ ABDC 为矩形，∠CAB = ∠ACD = 90◦

∴ AO
//
=BO′, OC

//
=O′D

∴ ABO′O 和 O′ODC 是两个全等的矩形

∵ PP0⊥OO′ 于 P .

∴ PP0 = AO = OC = P0P
′

∴ PP ′ 被 OO′ 垂直平分．

如果点 P 取在圆柱的底面上，那么它的像 P ′ 也在该圆面上，同样可以证

明 PP ′ 被 OO′ 垂直平分．

∴ OO′ 是圆柱 AD 的对称轴．

2. 由 1 的证明可知，OO′ // AB, 而 AB 垂直于圆柱的两个底面，所以 OO′

垂直于两底面．

定义

通过圆柱的轴的截面称为圆柱的轴截面．

推论

1. 圆柱的轴截面是矩形．

2. 过圆柱对称轴的平面是圆柱的对称平面．

3. 平行于圆柱的轴的截面是矩形．

例 2.2 一圆柱用平行于圆柱的轴的平面去截它，截面周界是 30cm, 面积为
54cm2, 在底面上截得的一段弧为 120◦, 求底面半径和圆柱的高．
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B

B1

O′

O

A1

A

图 2.10

解：如图 2.10. 平行轴 OO′ 的截面是矩形 AA1B1B, 其边 AB 是 �O 的弦，所

对的圆心角是 120◦, 故在 4AOB 中，有

AB

sin 120◦
=

R

sin 30◦

其中 R 为 �O 的半径．

∴ AB =
√
3R

∵ 矩形的另一边 AA1 为圆柱的高，

∴ AA1 =
30

2
−R

√
3

又 ∵ 矩形的面积为 54cm2

∴ R
√
3
(
15−R

√
3
)
= 54 ⇒ R2 − 5

√
3R+ 18 = 0

解得：R1 = 3
√
3, R2 = 2

√
3，相应地圆柱高 h1 = 6, h2 = 9

答：圆柱底面半径为 3
√
3cm, 高为 6cm, 或者半径为 2

√
3cm, 高为 9cm.

练习

1. 柱面可视为准线沿母线方向连续平行移动时所占各位置的轨迹．用
这句话说明棱柱、圆柱．

2. 确定一个柱面需要几个条件？

3. 从四棱柱、五棱柱和 n 棱柱的某一个顶点出发，各能引几条对角

线？四棱柱、五棱柱和 n 棱柱各有几条对角线？

4. (a) 平行六面体是斜四棱柱，斜四棱柱是不是平行六面体？

(b) 长方体是直四棱柱，直四棱柱是不是长方体？

(c) 正方体是正四棱柱，正四棱柱是不是正方体？
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5. 有一个侧面是矩形的棱柱是不是直棱柱？有两个相对侧面是矩形
的 2n 棱柱呢？有两个相邻侧面是矩形的棱柱呢？

6. 求证：和棱柱各侧棱相交的两个平行截面是两个全等的多边形．

7. 求证：用平行于圆柱的底面的平面去截圆柱所得的截面是和底面相
等的圆面．

8. 一个圆柱体有多少个对称轴？有多少个对称平面？

9. 用第一种画法画正六棱柱的直观图，用第二种画法画圆柱的直观
图．

二、锥

在前面我们初步地讨论了柱（包括棱柱和圆柱）的定义及其某些性质．这

一节将研究锥（包括棱锥和圆锥）的定义及其性质，我们从锥面说起．

（一）锥面

定义

给定平面曲线 C 和 C 所在平面外一点 S, 设直线 ℓ 经过 S 点运动并且

总和 C 相交，则运动的直线 ℓ 所产生的曲面叫做锥面．S 点叫做锥面的

顶点，运动着的直线 ℓ 的每一位置叫作锥面的母线，而在运动中始终和

母线相交的曲线 C 叫做锥面的准线．

通常，我们只讨论通过顶点 S 总和准线 C 相交的射线运动时所产生的锥

面．

下面我们来考虑几种简单情况：

1. 准线是一条线段，这时锥面是一个平面区域，其边界是一个角．（图 2.11）

2. 准线是一个多边形，这时的锥面叫多面角．它是由从顶点出发通过多边形
的各个顶点作射线，这些射线以及每两条相邻射线间平面部分所组成的图

形．（图 2.12）

通过多边形顶点的母线叫作多面角的棱．锥面的顶点叫做多面角的顶点．

相邻两棱的平面部分叫做多面角的面，在每个面内由两条棱组成的角叫作

多面角的面角．
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3. 准线是个圆，如果圆面垂直于连接顶点和圆心的直线，那么锥面叫作直圆
锥面，简称圆锥面．（图 2.13）通过顶点和准线圆中心的直线是圆锥面的
轴．锥面的表示法可以用它的顶点字母 S 表示，记作锥面 S. 也可表示
成锥面 S−ABCDE 等其中 A,B,C,D,E 等分别是锥面上不同母线上的

点．

S

A B

图 2.11

A B

C

D
E

S

图 2.12

S

O

图 2.13

定理

不通过顶点 S 的两个平行平面与锥面相交，所得到的图形相似，其相似

比等于顶点到两平行平面的距离之比．

已知：锥面 S−ABC · · · ,平行平面 α1 与 α2 都不通过顶点 S 与锥面相交，

得到截面图形 F1（在 α1 上）与 F2（在 α2 上），又 SO1⊥α1 于 O1, SO2⊥α2

于 O2(图 2.14)

求证：截面图形 F1 ∽ F2, 其相似比 K =
SO1

SO2

证明：任引锥面 S − ABC · · · 的一条母线 SX, 由于 F1 和 F2 都是锥面的截

面，所以 SX 必与 F1 和 F2 分别交于 X1 和 X2 两点，这时，X2 可以看成 F1

上 X1 的对应点，X1 也可看成是 F2 上 X2 的对应点．

如果另外再取一条不同于 SX 的母线 SY , 同样可以得到 F1 和 F2 上的另

一对对应点 Y1 和 Y2, 显然 X1 6= Y1, X2 6= Y2, 否则 SX 与 SY 重合，这将与

它们是不同的母线相矛盾．因此，F1 和 F2 的点与点之间建立了一一对应关系．

又设 SX 和 SY 所确定的平面为 π, 则 π ∩ α1 = X1Y1, π ∩ α2 = X2Y2, 因
为 α1 // α2, 所以 X1Y1 // X2Y2. 因此：

X1Y1

X2Y2

=
SX1

SX2

(2.1)
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图 2.14

连结 X1O1, X2O2, 并令 SX 与 SO2 所确定的平面为 π′, 则 π′ ∩ α1 = X1O1,
π′ ∩ α2 = X2O2

∵ α1 // α2

∴ X1O1 // X2O2

SX1

SX2

=
SO1

SO2

(2.2)

由 (2.1), (2.2) 有：
X1Y1

X2Y2

=
SO1

SO2

= K （常数）

由相似图形的定义可知：

F1 ∽ F2, 并且相似比K =
SO1

SO2

（二）棱锥与圆锥

定义

如果一个锥面的准线是一条封闭曲线则称这个锥面为封闭锥面．如圆锥

面、多面角都是封闭锥面．

如果一个封闭锥面的所有线被一个平面所截，那么由这个截面和锥面所

围成的几何体叫做锥体．锥体平面部分叫作锥体的底面，顶点和底面的
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距离叫做锥体的高．

下面我们讨论几个特殊的锥体．

定义

如果一个多面角的所有的棱被一个平面所截，那么截面和多面角各面所

围成的几何体叫作棱锥．原多面角的顶点叫做棱锥的顶点，截面和多面

角相交的部分显然是多边形，它所围的平面部分叫做棱锥的底面，有公

共顶点的各个三角形的面叫做棱锥的侧面，两个相邻侧面的公共边叫做

棱锥的棱侧．

如果棱锥的底面是三角形、四边形……n 边形，那么棱锥就分别叫做三

棱锥，四棱锥，五棱锥……n 棱锥（见图 2.15）、棱锥的表示法可以用表
示顶点和底面顶点的几个字母来表示，例如棱锥 S −ACD.

如果棱锥的底面是正多边形，并且由棱锥顶点到它的底面的垂线经过这个

多边形的中心，那么这个棱锥就叫作正棱锥．

A B

S

C

(1)
A B

C
D

S

(2)

E

A B

C

S

D

(3)
图 2.15

图 2.16 是用第一种画法画出的正六棱锥的直观图．
正棱锥显然有如下的性质：

1. 正棱锥所有的侧棱都相等．

2. 正棱锥过顶点的所有面角都相等．

3. 正棱锥各个侧面是全等的等腰三角形．

因为全等的等腰三角形底边上的高都相等，所以正棱锥侧面的等腰三角形

底边上的高都叫作正棱锥的斜高．例如图 2.16(3) 中 4SBC 底边 BC 上

的高 SG 就是正棱锥 S −AD 的斜高．
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图 2.16

4. 正棱锥所有的斜高都相等．

5. 正棱锥的棱、高、及棱在底上的射影以及斜高、高和斜高在底面上的射影
分别组成一个直角三角形．

我们已经看到正棱锥的许多元素，如侧棱、底边（底面正多边形的边）、高、

斜高、侧棱和底面的夹角、侧面和底面所成的角、斜高和高所成的角等等．在

这些元素中只要给出其中两个元素（至少有一线段），就可以通过解直角三角

形和底面正多边形来求出其它元素．

例 2.3 已知棱锥底面是边长为 12 的三角形，它的各个侧面和底面成 45◦ 角，

1. 求证这个棱锥是正三棱锥；

2. 求这个三棱锥的高．

已知：在棱锥 S − ABC 中，AB = BC = CA = 12cm, 面 SAB、SBC、

SCA 都和底面 ABC 成 45◦ 角．

1. 求证：S −ABC 是正三棱锥；

2. 求三棱锥的高 SO.

解：设 SO 为三棱锥的高，过 O 点在底面内作 OD、OE、OF 分别垂直于

4ABC 的各边 AB、BC、CA, 连接 SD、SE、SF , 则 SD⊥BA, SE⊥BC,
SF⊥AC (三垂线定理）（见图 2.17), 即 ∠SDO, ∠SEO, ∠SFO 分别是棱锥各

个侧面和底面所成二面角的平面角．

∴ ∠SDO = ∠SEO = ∠SFO = 45◦

从而 4SOD ∼= 4SOE ∼= 4SOF，于是 OD = OE = OF．
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即：O 点是 4ABC 的内心，又因为正三角形的内心、外心、重心、垂心

重合，所以三棱锥 S −ABC 是正三棱锥．

又 OD =
1

3
CD =

1

3

√
CB2 −BD2 =

1

3
t 122 − 62 =

1

3
× 6

√
3 = 2

√
3

∵ 4SOD 是等腰直角三角形

∴ SO = OD = 2
√
3 (cm)

答：棱锥的高为 2
√
3cm.

A D B

O

E

C

F

S

图 2.17
DB

O

S

A C

h
ℓ

r

图 2.18

定义

如果用不经过圆锥面顶点而垂直于圆锥面的轴的一个平面去截圆锥面，

那么截面和圆锥面所围成的几何体叫做直圆锥，简称圆锥（图 2.18）．原
来圆锥面的顶点和轴分别叫做圆锥的顶点和轴，圆锥面母线夹在顶点和

截面之间的部分叫做圆锥的母线．圆锥面夹在顶点和截面之间的部分叫

作圆锥的侧面．圆锥可以用它的顶点以及它的底面上三个点的字母来表

示，如图 2.18 的圆锥可以记作圆锥 S −ABC, 也可以简记作圆锥 S.

圆锥也可以看成是以直角三角形的一条直角边所在直线为轴，直角三角形

旋转一周而成的几何体．例如以直角三角形 SOB 的一条直角边所在的直线为

轴，使 4SOB 旋转一周，OB、SB 旋转所成的面就围成了一个圆锥（图 2.18），
直角边 SO 叫做圆锥的高，直角边 OB 旋转而成的圆面叫做圆锥的底面，斜边

旋转而成的面叫做圆锥的侧面，在侧面各个位置的斜边叫做圆锥的母线．显然

圆锥的任一条母线 ℓ 和高 h, 以及这条母线 ℓ 在底面上的射影即底面半径 r 组

成一个直角三角形，根据勾股定理有：

ℓ2 = h2 + r2

圆锥有下面的一些性质：
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1. 圆锥的母线都经过顶点并且都相等．

2. 各母线和轴的夹角相等．

3. 垂直于圆锥的轴而且不经过圆锥顶点的平面去截圆锥面，所得的截面是圆
面．因此截面圆与底面圆相似．

4. 过轴的平面是圆锥的对称平面．

5. 过轴的所有截面是全等的等腰三角形．

例 2.4 求证：与圆锥底面圆相切的直线，和过切点所作的母线互相垂直．

已知：圆锥 V −ABC, 底面圆的切线 AT , 母线 V A （图 2.19）

T

V

C O

A

B

图 2.19

求证：AT⊥V A

证明：设 O 为圆锥底面的圆心，连接 V O、OA, 则 V O⊥ 平面 ABC.
∴ V A 在平面 ABC 上的射影是 OA.
∵ AT 是 �O 的切线，

∴ OA⊥AT

由三垂线定理，有 AT⊥V A.

练习

1. (a) 底面是正多边形的棱锥是正棱锥吗？

(b) 侧棱都相等的棱锥是正棱锥吗？

(c) 侧面和底面夹角都相等的棱锥是正棱锥吗？

2. (a) 棱锥的侧棱和底面所成的角都相等，则顶点在底面上的射影是
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什么？

(b) 棱锥的侧面和底面所成的二面角都相等，则顶点在底面上的射
影是什么？

3. 证明：六条棱长相等三棱锥是正三棱锥．

4. 试用两种画法分别画出底面边长为 6cm, 高为 15cm 的正六棱锥的
直观图，比例尺为

5. 用第二种画法画出底面半径是 2cm, 母线为 3cm 的圆锥的直观图．

6. 用第一种画法画出底面边长为 2cm, 高为 4cm 的正五棱的直观图．

7. 在正六棱锥 V −ABCDEF 中，底面多边形的边长为 a, 侧棱长为
2a, 求这棱锥的高 V O 及斜高 VM 的长．

8. 已知圆锥底面圆的半径为 3cm, 高为 4cm, 设 V A 是圆锥的一条母

线，O 点是底面中心，如果 OM⊥V A 于 M , 求 OM 的长．

三、台体

定义

平行于棱锥底面的平面与棱锥侧面相截，棱锥在底面和截面之间的部分

叫做棱台．原棱锥的底面和截面叫做棱台的下底面和上底面，其他各面

叫侧面，两相邻侧面的公共边叫做棱台的侧棱，两个底面之间的距离叫

做棱台的高．（图 2.20）

棱台可以用表示上、下底顶点的字母来表示，例如棱台 AC ′. 也可记作棱
台 ABCD −A′B′C ′D′(图 2.20(1)).
由三棱锥、四棱锥、五棱锥……截得的棱台分别叫做三棱台、四棱台、五

棱台……

定义

由正棱锥截得的棱台叫做正棱台．

正棱台有下面一些性质：

1. 正棱台的两个底面及平行于底面的截面是相似的正多边形．（图 2.21）
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A B

A′
D′

D C

C ′

B′

O

O′

(1) (2)
图 2.20

(1) (2)
图 2.21



110 第二章 柱、锥、台、球

2. 两底面中心连线垂直于底面（图 2.21(2)）．

3. 正棱台的各侧面是全等的等腰梯形，各等腰梯形的高相等，它叫做正棱台
的斜高．（图 2.21(2)）

4. 正棱台的各侧棱相等，并且延长后相交于一点．（图 2.21(1)）

5. 正棱台两底面中心连线、相应的两底面的边心距和斜高组成直角梯形；两
底中心连线、侧棱和两底面相应的半径组成一个直角梯形；同一个侧面

上的上底和下底中点的连线将这个侧面分成两个全等的直角梯形．（见图

2.21(2)）

解正棱台的问题一般总可化为解 5中提到的直角梯形及底面的正多边形的
问题．

例 2.5 设正三棱台的两个底面边长分别是 2cm 和 5cm, 侧棱长为 5cm, 求这
个棱台的高和斜高（图 2.22）．

A

A1

D1

C

C1

O

O1

B1

B

D

E
F

图 2.22

解：设两底面的中心分别为 O1 和 O, 连接 O1O, O1A1, OA. 取 A1B1 的中点

D1, AB 的中点 D, 连接 O1D1, OD, D1D. 则 O1O 是棱台的高，DD1 是棱台

的斜高；并知 O1A1AO 和 OO1D1D 是两个直角梯形．分别引 A1E⊥AO 于 E,
D1F⊥DO 于 F .
由于上、下两底的边长分别为 2cm 和 5cm.
因此：

O1A1 =

√
3

3
× 2 =

2

3

√
3, OA =

√
3

3
× 5 =

5

3

√
3
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因此：AE = OA−O1A1 =
5

3

√
3− 2

3

√
3 =

√
3

在直角 4AA1E 中，

A1E = A1A2 −AE2 =
»
52 − (

√
3)2 =

√
22 ≈ 4.69

∴ OO1 = A1E =
√
22 ≈ 4.69(cm)

又 ∵ O1D1 =

√
3

6
× 2 =

√
3

3
, OD =

√
3

6
× 5 =

5

6

√
3

∴ DF = OD −O1D1 =
5

6

√
3−

√
3

3
=

√
3

2
在直角 4DD1F 中

D1D =
√
DF 2 +D1F 2 =

√
DF 2 +O1O2

=

Ã(√
3

2

)2

+ (
√
22)2 =

1

2

√
91 ≈ 4.77(cm)

答：这棱台的高约等于 4.69cm, 斜高约等于 4.77cm.

定义

平行于圆锥底面的平面与圆锥相截，圆锥的底面和截面之间的部分叫做

圆台．原来圆锥的底面和截面分别叫做圆台的下底面和上底面，原来圆

锥的轴叫做圆台的轴，原来圆锥的母线夹在两底面之间的部分叫做圆台

的母线，原来圆锥的侧面夹在两底面之间的部分叫做圆台的侧面，两底

面之间的距离叫做圆台的高．（图 2.23）

圆台也可以看作是一个直角梯形绕着垂直于底边的一条腰所在的直线为

轴，旋转 360◦ 时，这个直角梯形的两底边及另一腰所形成的面围成的几何体．

直角梯形的上、下两底边旋转而成的圆面分别叫做圆台的上底面和下底面．直

角梯形垂直于底边的腰的长叫做圆台的高，而另一腰则称为圆台的母线．（图

2.24）
圆台的表示法是用它两底上而不在同一条母线上的两个点的字母来表示．

如图 2.23 的圆台可以记作圆台 AB1.
圆台有下面一些性质：

1. 圆台的两个底面是圆，它们所在的平面平行．

2. 圆台的轴经过两个底面的圆心，并且和底面垂直，连结两底圆心线段的长
等于高．
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A

A1

C

C1

O

O1

B1

B

S

图 2.23

O

O1

A

B

R1

R2

图 2.24

3. 圆台的母线都相等．

4. 圆台的各母线的延长线交于一点．

5. 经过圆台的轴的截面叫圆台的轴截面，它是一个等腰梯形．

6. 经过圆台的轴的平面是圆台的对称平面．

如果设圆台的上、下两底面的半径分别为 R1 和 R2, 母线长为 ℓ, 高为 h,
那么 ℓ2 = (R2 −R1)

2 + h2 (图 2.24)

例 2.6 已知一个圆台两底面面积分别是 1dm2 和 49dm2, 有一个截面和底面
平行，它的面积是 25dm2, 求这个截面和两个底面距离的比．

y

x

a

图 2.25

解：设从截得圆台的原来圆锥的顶点到圆台上底的距离是 a (a > 0), 从截面到
圆台上底面和下底面的距离分别是 x 和 y, 那么参看轴截面图 2.25, 由圆台的
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性质及相似形面积的比等于相似比的平方，就得到

(a+ x)2

a2
=

25

1
,

(a+ x+ y)2

a2
=

49

1

由此得正数解 x = 4a, y = 2a．因此，x : y = 4a : 2a = 2 : 1

答：截面和上、下两底面距离的比为 2:1.

练习

1. 如果两个相似三角形（不在同一平面内）的对应边互相平行，连结
它们的对应顶点而形成各面所围成的几何体是不是棱台．

2. 已知正棱台上、下两底面的边长分别是 a 和 b (a < b), 侧棱和底面
成 45◦ 角，求它的侧棱和斜高的长．

3. 圆台的两底面半径分别是 r1 和 r2 (r1 > r2), 母线与底面夹角是
60◦, 求它的高．

4. 圆台的母线长为 2a, 母线与轴的夹角为 30◦, 一个底面半径是另一
个底面半径的 2 倍，求两底面的半径．

5. 下图是正四棱台的二视图，（图中所标尺寸单位是 cm）试用两种画
法画出它的直观图，比例尺为 1/3.

12

15

24

第 5 题
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四、球

定义

在空间与定点距离相的点的集合称做球面．球面所包围的立体叫做球．定

点叫做球心，定点和球面上任一点所连线段叫做球的半径．连结球面上

任意两点的线段叫做球的弦，通过球心的弦叫做球的直径．

球面也可以看作半圆绕着它的直径旋转一周所成的图形．球可以看作是一

半圆面绕着它的直径旋转一周而形成的立体．原半圆面的半径是球的半径，原

半圆面的圆心是球心．

一个球可以用表示它球心的字母来表示，例如“球 O”．画半径是 R 的直

观图时，一般用第二种画法，先分别在 XOY、XOZ、Y OZ 三个平面的画出表

示半径是 R 的圆的三个椭圆，再在外面画一个圆和这三个椭圆相切（图 2.26），
通常用简便的画法如图 2.27.

Z

YX

O

图 2.26

O

图 2.27

球有下列一些性质：

1. 同球的半径（或直径）相等．

2. 球被平面所截得截面是一圆面．

证明：设平面 M 通过球心 O, 并设 A、B 为平面 M 和球面交线上任意两

点．（图 2.28(1)）在平面 M 内连接 OA, OB, 因 OA、OB 都是球 O 的半径，

所以 OA = OB. 这就是说，交线上任意两点，因为交线上一切点与 O 点等距

离，所以交线是平面 M 内以 O 点为圆心的一个圆，它的半径就等于球的半径，

因此球 O 与平面 M 的截面是以球心为圆心的圆面．

设平面M 不通过球心（图 2.28(2)），自球心 O作 OO1 垂直平面M 于 O1,
设 A、B 为平面M 与球 O 的交线上任意两点，连结 OA, OB,因为 OA = OB,
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O

M

A B

(1)

O

M

(2)

A B
O1

图 2.28

所以它们在平面 M 内的射影相等，即 AO1 = BO1, 因此平面 M 与球 O 的交

线是一个圆，它的圆心就是球心 O 到平面的垂线的垂足 O1. 如果用 R, r 分别

表示球的半径和截面圆的半径，d 表示由球心 O 到平面 M 的距离，那么，

r =
√
R2 − d2

因此，平面 M 和球 O 的截面是以 O1 为圆心，以
√
R2 − d2 为半径的圆面．

推论

1. 连结球心与截面圆的圆心的直线和截面垂直．

2. 与球心距离相等的截面的圆大小相等．

3. 与球心距离不等的截面，所截得的圆的大小不等，距离球心较近的
截面所截的圆较大．

4. 当 d = 0 时，这时截面过球心，所以 r = R, 也就是说，这时截面
的圆的半径最大，称这个圆为球的大圆，不过球心截面的圆称为球

的小圆．

5. 当 d = R 时，r = 0, 这时截面的圆退化为一个点，我们称和球面
只有一个公共点的乎面叫做球的切面，球的切面和球的公共点叫做

切点．和球只有一个公共点的直线叫做球的切线．显然在球的切面

上过切点的直线是球的切线．

定义

连结球面上 A、B 两点间大圆的劣孤叫做球面上 A、B 两点间的球面距

离．
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定理

如果球的半径通过球面的切面的切点，这个半径必垂直于球的切面．

O

α K ′K

图 2.29

证明：设平面 α 是球 O 的切面，K 点是切点，KO = R, (图 2.29) 如果 OK

不垂直平面 α, 作 OK ′⊥ 平面 α 于 K ′, 则 OK > OK ′, 即 R > OK ′, K ′ 点在

球面的内部，这样，平面 α 与球 O 必相交，这与 α 是球 O 的切面相矛盾，所

以 OK⊥α.

逆定理

垂直于球半径且过半径外瑞的平面必是球的切面．

证明：在平面 α 上另取任一点 K ′, 连结 OK ′, 因为 OK 是平面 α 的垂线，而

OK ′ 是平面 α 的斜线，所以 OK ′ > OK·因为 K ∈ α, 所以 K ′ 点在球面外，

也就是说，平面 α 上除 K 点外的任何点都不在球面上，即平面 α 与球面只有

一个公共点 K, 所以平面 α 是球 O 的切面．

把上面正、逆定理合成一个定理，即

定理

一个平面是一个球的切面的充要条件是这个平面经过这个球的一条半径

的外端而且和这条半径垂直．

综上所述，可知，如果球的半径为 R, 球心 O 到平面的距离为 d, 则平面
α 与球 O 有下列位置关系：

1. 如果 d < R, 那么平面 α 与球 O 相交，截面是个圆，它的半径 r =
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√
R2 − d2

2. 如果 d = R, 那么平面 α 与球 O 相切．

3. 如果 d > R, 那么平面 α 与球 O 没有公共点，这时称平面 α 与球 O 相

离．

例 2.7 设 A 地位于北纬 45◦, 由于地球自转，在一小时内 A 点转了多少路

程？（地球的半径大约为 6370 公里）

解：如图 2.30, 设点 O 是地球的球心，OA 是地球的半径，M 是北纬 45◦ 圈的

中心，AM 是北纬 45◦ 圈的半径，OM 是地球球心到北纬 45◦ 圈所在平面的

距离，那么在直角 4AMO 中，∠OAM = ∠AOB = 45◦

∴ AM = AO cos 45◦ ≈ 6370× 0.7071 ≈ 4504

因为地球自转一周的时间为 24 小时，所以地球自转一小时转过的角度为
2π

24
=

π

12
（弧度），于是，A 地在一小时内转过的路程即为北纬 45◦ 圈的

π

12
弧

度的弧长，即
π

12
× 4504 ≈ 3.1416

12
× 4504 ≈ 1179

答：A 地在一小时内转过的路程约为 1179 公里．

45◦

A

B

M

O

图 2.30

A B

O

50◦

图 2.31

例 2.8 已知球面上 A、B 两点的球面距离为 5πcm, 过这两点的半径的夹角
∠AOB 是 50 度，求这个球的半径．

解：如图 2.31, O 为球心，过半径 OA 和 OB 作平面，则这个平面所截的圆为

大圆，在这个圆上已知圆心角 ∠AOB = 50◦, AB = 5πcm. 设球的半径为 R,
则

5π =

(
50π

180

)
·R ⇒ R = 18

答：这个球的半径为 18cm.
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练习

1. 求证：经过球上同一个切点的所有切线的集合是球的切面．

2. 求证：两球相交的交线是一个圆．

3. 求证：一动点与两个定点的距离的平方和为一个常数，则动点的轨
迹是一个球．

4. 试证：球面任意三点 A、B、C 都不可能共线．

5. 首都北京位于北纬 40◦, 已知地球半径约为 6370公里，求首都所在
的纬度圈半径．（精确到 10 公里）

五、多面体和旋转体

定义

由几个多边形a围成的封闭的几何体叫多面体．围成多面体的各个多边形

叫做多面体的面，各相邻面的公共边叫多面体的棱，相交于同一顶点的

侧面组成一个多面角，各多面角的顶点叫做多面体的顶点．不在同一个

面内的两个顶点的连线叫做多面体的对角线．图 2.32的各图表示的都是
多面体．

a注：这里所说的多边形包括它内部的平面部分．

(1) (2) (3)
图 2.32

前面讲过的棱柱、棱锥、棱台都是多面体．
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定义

使平面内的曲线（也包括直线在内），围绕这个平面里的一条直线旋转

一周，回到原来位置这时所成的曲面叫旋转面，由旋转面围成的几何体

叫转旋体．前面讲过的圆柱、圆锥、圆台和球分别是由矩形、直角三角

形、直角梯形和半圆以一条直角边（或直径）所在直线为轴，旋转一周

而形成的旋转体（图 2.33）．

图 2.33

多面体的面至少有四个顶点，多面体依照它的面数分别称为四面体、五面

体、……n 面体等等．

多面体中最简单的是凸多面体，所谓凸多面体是指对它的每个面所在的平

面来说，该多面体的其余所有各面都在这个平面的同侧．前面讲过的棱柱、棱

锥、棱台都是凸多面体．像图 2.34 所画的多面体就不是凸多面体．

图 2.34

定义

如果一个凸多面体所有的面都是全等的正多边形，并且在通过每一顶的

棱数相同，那么这样的凸多面体就叫正多面体．
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定理

正多面体只有五种．

证明：设正多面体的各个面是正 n 边形，而且通过每一个顶点有 m 条棱，那

么以正多面体每一个顶点为顶点的多面角中有 m 个面角，由于每个面角是正

多边形的一个内角．所以，它等于
(n− 2)× 180◦

n
，那么 m 个面角之和为：

(n− 2)× 180◦

n
×m

因为正多面体是凸多面体，故

(n− 2)× 180◦

n
×m < 360◦

即：

(n− 2)m < 2n (2.3)

但因最小凸多面体为 4 面体，那么它的每个面必为三角形．所以，

n ≥ 3, m ≥ 3 (2.4)

为了求出满足 (2.3)、(2.4) 两式的正整数来，我们把 (2.3) 式变形为：

(m− 2)(n− 2) < 4

那么 (m− 2) 和 (n− 2) 只能取值于 3, 2, 1．因此，m,n 的值只限于下列五种．

m 3 3 3 4 5
n 3 4 5 3 3

这五种正多面体分别是正四面体、正六面体、正八面体、正十二面体和正 20面
体．（图 2.35 的 (I)—(V)）

练习

1. 试证：以正六面体各面中心为顶点，可成一个正八面体．

2. 试证：以正八面体各面中心为顶点，可成一个正六面体．

3. (a) 说出正四面体、正六面体、正八面体、正十二面体、正二十面
体各多少个顶点数，棱数和面数．

(b) 如果以 F 表示正多面体的面数，V 表示顶点数，以 E 表示棱
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图 2.35

数，那么你能发现 F、V 和 E 的关系式吗？

4. 正四面体是正三棱锥吗？正三棱锥是正四体吗？正六面体是立方体
吗？正方体是正六面体吗？

六、补充例题

例 2.9 已知正六棱柱的侧面为正方形，底面边长为 a, 求棱柱各对角面的面积
（图 2.36）．

解：连结 AC、AD、A1C1、A1D1. 在正六边形 ABCDEF 中，

∵ AB = BC = a, ∠ABC = 120◦

∴ AC =
√
a2 + a2 − 2a · a cos 120◦ =

√
3a

∵ ACC1A1 是正六棱柱的对角面，

∴ ACC1A1 是矩形．

∴ S矩形ACC1A1
= A1A ·AC = a ·

√
3a =

√
3a2

同理，ADD1A1 是矩形

∵ AD = 2a

∴ S矩形ADD1A1
= A1A ·AD = a · 2a = 2a2

例 2.10 正三棱锥 V −ABC 中的底面边长为 a,侧棱和底面的夹角为 α, D 为
侧棱 V A 上一点，截面 DBC 与底面 ABC 所成的角等于侧棱和高所成的角，

求此截面面积（图 2.37）．
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B C

B1 C1

D1

DA

A1

E1F1

EF

图 2.36

V

D

A
M

C

B

O

图 2.37

解：设 O 点为底面中心，则 V O⊥ 底面，取 BC 边的中点 M , 由于 O 是正三

角形 ABC 的中心，所以 O 点也是正 4ABC 的内心、重心和垂心．因此，A、

O、M 三点共线

∵ V O⊥ 底面于 O 点，

∴ AO 为棱 V A 在底面上的射影，

∴ ∠V AO = α，

∵ AM⊥BC 于 M．

∴ AV⊥BC （三垂线定理）

∴ BC⊥ 截面 AVM

又 ∵ 截面 V AM∩ 截面 BDC = DM ,
∴ DM⊥BC, ∠AMD 为二面角 D −BC −A 的平面角．

已知 ∠AMD = ∠AV O = 90◦ − α，又在 4ADM 中，∠ADM = (90◦ −
α) + α = 90◦

∴ 4ADM 是直角三角形，

∵ AM = a cos 30◦ =

√
3

2
a

∴ DM = AM sinα =

√
3

2
a sinα

∴ 截面 4BDC 的面积

S△BDC =
1

2
BC ·DM =

1

2
a ·

(√
3

2
a sinα

)
=

√
3

4
a2 sinα

答：截面 4BDC 的面积为

√
3

4
a2 sinα

例 2.11 正三棱锥 S −ABC 的底边长为 a, 侧棱长为 b.

1. 作一截面和 SC, AB 平行．
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2. 求证：此截面为矩形．

3. 如果截面是正方形，求此截面面积．

A B

DE

F G

S

C

图 2.38

解：

1. 截面作法分析：如图 2.38, 设截面平面为 α,

∵ α // AB

∴ α∩ 平面 ABC = ED // AB

又 ∵ 侧棱 SA、SB 分别过 A、B,

∴ α∩ 平面 SAB = FG // AB,

又 ∵ α // SC，点 E、F 既在 α 上，又在平面 SAC 上，

∴ α∩ 平面 SAC = EF // SC.

同理：α∩ 平面 BSC = GD // SC.

2. 截面的作法．由上面的分析可得如下作法：

(a) 在底边 BC 上任取一点 D, 过 D 在 4ABC 内作 DE // AB 交 AC

于 E, 在 4SAC 内，作 EF // SC, 交 SA 于 F ,

(b) 过 F 在 4SAB 内作 FG // AB, 交 SB 于 G,

(c) 连结 DG, 则四边形 DEFG 所围平面部分为所求截面．

3. 证明四边形 DEFG 是矩形．

∵ 由作法可知，DE // AB, GF // AB,

∴ DE // GF .

又 ∵ EF // SC
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∴ SC // α

∵ 平面 α 和平面 SBC 交线为 DG,

∴ SC // DG,

∴ 四边形 DEFG 为平行四边形．

又 ∵ 正棱锥的侧棱 SC 与对边 AB 垂直，（见上例所证 V A⊥BC）而

EF // SC, ED // AB,

∴ ∠FED 为二异面直线 SC 和 AB 所成的角，

∴ ∠FED = 90◦

∴ 四边形 DEFG 为矩形．

4. 如果 DEFG 为正方形，求它的面积．设正方形 DEFG 的边长为 x, 则
DE = DG = x

又 ∵ 棱锥底面是正三角形，

∴ 4CDE 也是正三角形，

∴ CD = DE = DG = x, BD = a− x,

在 4BSC 中，

∵ DG // SC,

∴ BC

BC
=

GD

SC
即

a− x

a
=

x

b
⇒ x =

ab

a+ b

所以正方形 DEFG 的面积

S正方形DEFG =

(
ab

a+ b

)2

答：正方形 DEFG 的面积为

(
ab

a+ b

)2

例 2.12 经过棱台（或圆台）高的中点，作平行底面的平面，截棱台（或圆台）

所得的截面叫作棱台（或圆台）的中截面，如果棱台（或圆台）的上下底的面

积分别为 S1, S2, 中截面的面积为 S0, 那么求证：
√
S0 =

1

2

(√
S1 +

√
S2

)
．（图

2.39(1)、(2)）
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B1

B2

B0

A1

A2

A0

C1

C2

C0

D1

D2

D0

E2

S

E1

E0

O1

O0

O2

(1) (2)

S1

r1

S2

r2

S0

r0

图 2.39

证明：延长棱台的各侧棱得到棱锥，设棱锥顶点 S 到上底面的距离为 a, 棱台
的高为 2h, (图 2.39(2))．设棱锥的高 SO2, 交棱台上、下两底面于 O1 和 O2 交

中截面于 O0, 连 B1O1、B0O0、B2O2，易知，B1O1 // B0O0 // B2O2，故有

S0

S1

=
(a+ h)2

a2
,

S2

S1

=
(a+ h)2

a2

即： √
S0√
S1

=
a+ h

a
= 1× h

a
,

√
S2√
S1

=
a+ 2h

a
= 1 +

2h

a

从两式中消去
h

a
，得

2
√
S0√
S1

−
√
S2√
S1

= 1

因此：
√
S0 =

1

2

(√
S1 +

√
S2

)
同理可以证明圆台的中截面面积也为上式．

例 2.13 如图 2.40, 球 O 和二面角 α−AB−β 的两个面 α、β 分别相切于 C、

D 两点，如 C,D 两点的距离为
√
3a, 并且 ∠DCO = 30◦, 求球 O 的半径及二

面角的大小．

解：因球 O 在平面 α 和 β 上的切点分别是 C、D, 过 OC、OD 作平面交 AB

于 E,
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∵ OC⊥α, OD⊥β

∴ OC⊥AB, OD⊥AB

∴ AB⊥ 平面 CED.
∴ AB⊥EC 于 E, AB⊥ED 于 E,
∴ ∠CED 是二面角 α−AB − β 的平面角

又在 4OCD 中，

∵ CD =
√
3a, ∠DCO = 30◦, OC = OD

因此

∠COD = 120◦ (2.5)

∴ CD

sin 120◦
=

OD

sin 30◦
⇒

√
3a√
3

2

=
OD
1

2
∴ OD = a

又：O,C,D,E 四点共面，由 (2.5), 有 ∠CED = 60◦,
∴ 二面角 α−AB − β 为 60◦.
答：球 O 的半径为 a, 二面角 α−AB − β 为 60◦.

A

B

O

D

C

E

β

α

图 2.40

A

B C
O1

D
O

图 2.41

例 2.14 球面通过多面体所有顶点的球叫做多面体的外接球．求棱长为 a的正

四面体外接球的半径．（图 2.41）

解：设球 O 为正四面体 ABCD 的外接球，所以，OA = OB = OC = OD, 这
样，A−BCD 和 O −BCD 都是正三棱锥．

设这两个正三棱锥的高分别为 AO1 和 OO2, 因为这两个正三棱锥的底面
是同一个正三角形 BCD, 所以 O1 和 O2 都是 4BCD 的中心，所以 O1 和 O2
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必重合，所以 A、O、O1 三点共线，连 BO1, 因为 BO1 =

√
3

3
a, 所以

AO1 =
»

AB2 −BO2
1 =

Ã
a2 −

(√
3

3
a

)2

=

√
6

3
a

∴ OO1 =

√
6

3
a−OA

设球 O 的半径为 R, 那么在直角三角形 BOO1 中，有

BO2 −BO2
1 = (AO1 −OA)2

即

R2 −

(√
3

3
a

)2

=

(√
6

3
a−R

)2

解得 R =

√
6

4
a

答：棱长为 a 的正四面体的外接球的半径为

√
6

4
a

习题 2.1

1. (a) 图示四棱柱、平行六面体、直平行六面体、长方体、正方体各集合之
间的关系．

(b) 图示多面体、凸多面体、棱柱、棱锥、棱台、平行六面体各集合之间
的关系．

2. 已知长方体的对角线与其共顶点的三条棱分别成角 α, β, γ，求证：

cos2 α+ cos2 β + cos2 γ = 1

3. 已知长方体的一条对角线与各个面所成的角分别是 α, β, γ，求证：

cos2 α+ cos2 β + cos2 γ = 2

4. 四棱柱的对角线如果交于一点，求证：此柱是平行六面体．

5. 底面是菱形的直棱柱对角线长分别是 9cm 和 15cm, 侧棱是 5cm, 求它的
底面边长．
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6. 在直平行六面体 ABCD − A1B1C1D1 中，若 AD = 1m, AB = 2m,
AA1 = 3m, ∠DAB = 60◦，求对角线 BD1 和 AC1 的长．

7. 圆柱有一个内接直三棱柱，直三棱柱的一个侧面经过连结圆柱两底中心的
轴，求证：直三棱柱的其他两侧面互相垂直．

8. 已知正六棱锥的底面边长是 4cm, 侧棱长是 8cm, 求它的侧面和底面所成
的角．

9. 四面体（三棱锥）的各顶点与其对面的重心的连线共有四条，试证这四条
直线交于一点．

10. 试证：平行六面体所有对角线交于一点，而且互相平分．

11. 求证：正三棱锥的侧棱与底面的对边垂直．

12. 如果棱锥的侧棱相等且侧面和底面成相等的角，求证：这个棱锥是正棱锥．

13. 如果一个正三棱锥在顶点处的三个面角都是直角，求它的侧棱与底面所成
的角．

14. 一个正三棱锥的底面边长为 a,侧棱和底面成 α角，求这棱锥的高和斜高．

15. 正三棱柱的棱长及底面边长都是 a, 过底面一边及其相对侧棱的中点作截
面，求此截面的面积．

16. 过长方体 ABCD−A1B1C1D1 的底面一条对角线 AC 作一个平面平行于

长方体的一条对角线 BD1, 如果长方体的底面是一个边长为 a 的正方形，

对角线 BD1 和底面所成的角为 α, 求这个截面的面积．

17. 圆锥的高为 20cm, 过圆锥的顶点与底面成 45◦ 角的平面，把圆锥底面圆

周截成 1:3 两部分，求截面的面积．

18. 在一个正棱锥中，求证：

(a) 各条侧棱与底面所成的角都相等．

(b) 各侧面和底面所成的二面角相等．

19. 已知正四棱锥的侧棱为 15, 侧棱与底面所成的角为 45◦，画出正四棱锥的

二视图与直观图．

20. 已知圆锥底面半径为 4cm, 母线与底面所成的角为 60◦, 求圆锥内接正四
棱锥的斜高．



第一节 柱、锥、台、球的定义及性质 129

21. 正六棱锥 S − ABCDEF 的侧棱为 4a, 底面正六边形边长为 a, 求过 SA

和 SC 的对角面的面积．

22. 正三棱台的上、下两底的边长分别为 2cm 和 6cm, 侧棱和底面成 60◦ 角，

求棱台的高和斜高．

23. 正四棱台的上下底的边长是 6cm 和 24cm, 斜高为 15cm, 求这棱台的高．

24. 圆台的高为 h, 母线和底面成 30◦ 角，求母线的长．

25. 正四棱台上、下两底边长分别为 a 和 b (a < b), 侧棱和底面成 45◦ 角，求

它的侧棱和斜高．

26. 圆台的高是两个底面的面积分别是 3πh2 和 12πh2, 求圆台的母线和底面
所成的角．

27. 台体上、下两底的面积各是 Q1 和 Q2,求证这台体的高和截得这台体的原
锥体高的比是

Q2 −
√
Q1 ·Q2

Q2

28. 台体的两底面积分别是 9cm2 和 25cm2, 求它的中截面的面积．

29. 求证：球的任意两个大圆互相平分．

30. 在半径是 13cm 的球面上，有 A,B,C 三点，AB = 6cm, BC = 8cm,
CA = 10cm, 求经过这三点的截面和球心的距离．

31. 在半径是 r 的球面上有两点 A、B, 半径 OA 和 OB 的夹角是 n◦(n◦ <

180◦), 求 AB 两点间的球面距离．

32. 在北纬 30◦ 圈上有甲、乙两地，它们的径度相差 120◦, 求这两地间纬度线
的长．

33. 一个球的两个切面所成的二面角（球在二面角内）是 120◦, 这两个切点的
球面距离是 12πcm, 求这个球的半径．

34. 一个圆锥的高为 8cm, 母线为 10cm, 求它的内切球的半径．

35. 两个底面半径分别为 r1 和 r2 圆台中有一个内切球，求这个内切球的半

径．

36. 已知两个球的半径分别是 3cm和 4cm,球心连线长为 5cm,求这两个球交
线圆的面积．



130 第二章 柱、锥、台、球

37. 试证：经过不在同一平面内的四个点的球面只有一个，并说明球面的作法．

38. 已知正多面体的棱长为 a, 那么

(a) 求它的相邻两个面所成的角；

(b) 两条不相交棱间的距离．

39. 求证：正八面体相对的两个平面（即没有公共顶点的面）互相平行．

40. 已知正八面体，作一个平面与相对的两个平面平行，并且和其余六个棱相
交于各棱中点，求证：此截面是正六边形．

41. 若正四棱台 ABCD−A1B1C1D1 的对角线 AC1 和 A1C 互相垂直，它们

的长都等于 2m, 求棱台的高和对角面的面积．

42. 已知圆锥的底面的面积 Q = 324πcm2, 平行于底面截面的面积 Q′ =

182
1

4
cm2, 截面与底面间的距离 OO′ 为 30cm, 求圆锥的顶角（母线间

最大夹角）．

43. 圆锥底面半径为 r, 高为 h, 在它里面作各侧面都是正方形的内接正三棱
柱，求这棱柱的每条棱的长．

44. 求正四面体内切球的半径．

45. 高和底面直径相等的圆柱叫等边圆柱，若一个等边圆柱的底面半径为 R,
上底圆周上的一个点与下底圆周上的某一个点的连线和底面所成的角等

于 α, 求这条连线和连结圆柱两底中心所成之轴间的距离，当 α 等于多少

度角时，距离最短？

46. 圆锥的高是 20cm, 底面半径是 25cm, 经过它的顶点作一截面，如果底面
的圆心截面的距离是 12cm, 求这截面的面积．

47. 已知正四棱台的上、下底面积分别是 Q1 和 Q2, 其侧面面积为 P , 求对角
面的面积．

48. 有四个等球 A、B、C、D 两两相切，其半径为 r, 把这四个球放到桌面
上，试求最上面的球心到桌面的距离．

49. 在四面体 ABCD 中，如果有两组对棱互相垂直，求证：第三组对棱必互

相垂直，而且三组对棱的平方和相等．



第二节 柱、锥、台、球的全面积和部分面积 131

50. 有一个相对的棱都互相垂直的四面体，从一个顶点向它的对面作垂线，求
证：这条垂线的垂足是对面三角形的垂心．

51. 设正四面体相对的一组棱 AC, BD 的中点分别是 P、Q, 那么

(a) 求 AC、PQ 所成的角．

(b) 在 PQ 的垂直平面内，如果作这个正四面体的正射影，将成怎样的

图形？

第二节 柱、锥、台、球的全面积和部分面积

一、棱柱和圆柱的侧面积和全面积

定义

如果平面和棱柱的所有侧棱都相交且垂直，这样所得的截面叫做棱柱的

直截面．（如图 2.42 的截面 FGLMN）

A

B

A1

B1

C

D

C1

D1
E1

E

N

F

G L

M

图 2.42

斜棱柱有时需要延长某些侧棱，以使和截棱柱的平面相交，得到直截面．

定理

棱柱的侧面积等于侧棱长和直截面周长的乘积．
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证明：如图 2.42, 设棱柱为 AC1, 它的直截面为 FGL · · ·N , 因为棱柱的各个侧
面都是平行四边形，它的侧棱和截面的各边都垂直，如果设 ℓ 是棱柱 AC1 的

侧棱长，S棱柱侧 表示棱柱的侧面积，则

S棱柱侧 = ℓ · FG+ ℓ ·GL+ · · ·+ ℓ ·NF

= ℓ(FG+GL+ · · ·+NF ) = ℓ · p

其中：p 是直截面周长．

棱柱的侧面积也可以从它的表面展开图得出，图 2.43 是斜棱柱与直棱柱
的侧面展开图．

直棱柱的侧面展开图是矩形，（图 2.43(2)）这个矩形的长为直棱柱底面周
长 p, 宽等于直棱柱的高 h.

斜棱柱的侧面展开图如图 2.43(1) 所示，将直线 FG · · ·F （即直截面周长
展开所在的直线）下方的部分图形向上平移，使 AB 与 A1B1, BC 与 B1C1，

EA 与 E1A1 分别重合，便拼得一个矩形．这个矩形的长为棱柱直截面的周长，

它的宽等于斜棱柱的侧棱，因此矩形的面积就是斜棱柱的面积．

A
B C D

E

A1

B1 C1
D1

E1

A

A1

F F
G L M N

(1)
B

B1

C

C1

D

D1

E

E1

A A

A1 A1

(2)
图 2.43

推论

1. 直棱柱的侧面积等于底面周长与高的积．

2. 如果设 n 为正棱柱底边边数，b 为底边长，h 为正棱柱的高，则

S正棱柱侧 = nbh

3. 如果 A 为棱柱底面面积，那么棱柱的全面积为它的侧面积与两底

面积的和，即

S棱柱全 = S棱柱侧 + 2A
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4. 如果 a, b, c 表长方体的三度，那么

S长方体全 = 2(ab+ bc+ ca)

5. 如果 a 表示正方体的棱长，那么

S正方体全 = 6a2

圆柱的侧面积，计算公式同样可由它的表面展开图得出．圆柱的侧面展开

图是一个矩形，（图 2.44）这个矩形的长是圆柱底面圆的周长，宽是圆柱侧面
的母线长（即高）．因此我们可以得到计算圆柱侧面积的下述定理

ℓ

R

2πR
ℓ

R

图 2.44

定理

如果圆柱底面半径是 R, 周长是 C, 侧面母线长是 ℓ, 那么它的侧面积计
算公式是：

S圆柱侧 = C · ℓ = 2πRℓ

推论

圆柱的全面积等于它的侧面积与两底面积的和，即

S圆柱全 = S圆柱侧 + 2S底

其中，S底 表示圆柱底面的面积．
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例 2.15 一正棱柱的对角线长是 9cm, 全面积是 144cm2, 求这棱柱底面的边长
和侧棱的长．（图 2.45）

解：设棱柱底面边长是 xcm, 侧棱长为 ycm, 根据已知条件，有®
2x2 + y2 = 9 (2.6)

4xy + 2x2 = 144 (2.7)

(2.6) + (2.7), 得
4x2 + 4xy + y2 = 152

即：(2x+ y)2 = 152 两边开方，得

2x+ y = 15

(2.7) 的两边除以 2, 有
2xy + x2 = 72 (2.8)

(2.6)− (2.8), 有
x2 − 2xy + y2 = 9

即 (x− y)2 = 9, 两边开方，得 x− y = ±3 2x+ y = 15

x− y = 3
,

 2x+ y = 15

x− y = −3

解得：  x = 6

y = 3
,

 x = 4

y = 7

答：棱柱底面边长为 6cm, 侧棱为 3cm, 或底面边长为 4cm, 侧棱为 7cm.

x

y

图 2.45
B

B1

C

C1

A

A1

D

图 2.46
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例 2.16 斜三棱柱 ABC −A1B1C1 的底面是边长为 a 的正三角形，侧棱的长

度为 b, 一条侧棱 AA1 和底面相邻两边 AB、AC 都成 45◦ 角，求这三棱柱的

侧面积（图 2.46）

解：作 BD⊥A1A 于 D（D 点也可能在 AA1 的延长线上）连结 DC.
∵ 4ABC 是正三角形，

∴ AB = AC = BC = a,
又 ∵ ∠A1AB = ∠A1AC = 45◦, AD = AD

∴ 4ADB ∼= 4ADC

∴ ∠ADC = ∠ADB = 90◦

∴ A1A⊥ 平面 BCD

∴ 4BCD 为棱柱的直截面．

∵ BD = DC =

√
2

2
a

∴ 4BCD 的周长 p = 2×
√
2

2
a+ a = (

√
2 + 1)a

∵ 棱柱的侧棱为 b,
∴ S斜棱柱侧 = p · b = (

√
2 + 1)ab

答：斜棱柱 ABC −A1B1C1 的侧面积为 (
√
2 + 1)ab.

问：

1. 当 a, b 有什么关系时，D 点与 A1 重合？D 点落在 AA1 的延长线上？

2. 思考本题是否还有别的解法．

例 2.17 圆柱的轴截面的对角线为 d, 它与底面所成的角为 β,

1. 求圆柱的侧面积，

2. β 为何值时，圆柱的侧面积最大，这个最大值是多少？

解：如图 2.47, 已知圆柱 AA1, B1A 是其轴截面的一条对角线．因为 B1A 与

圆柱底面所成的角为 β, 而 B1B 垂直底面，所以 ∠B1BA = 90◦, ∠B1AB = β,
由 AB1 = d,

∴ B1B = d sinβ 底面半径 OB =
1

2
d cosβ

∴ 底面圆周长 C = 2π · d
2

cosβ = πd cosβ

S圆柱侧 = C ·B1B = πd cosβ · d sinβ

= πd2 cosβ · sinβ =
1

2
πd2 sin 2β
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A

A1 B1

B

d

O

O1

β

图 2.47

又 ∵ | sin 2β| ≤ 1

∴ 当 sin 2β = 1 时，即 2β =
π

2
, β =

π

4
时，S圆柱侧 =

1

2
πd2 最大．

答：圆柱的侧面积为
1

2
πd2 sin 2β；当 β =

π

4
时，圆柱的侧面积最大，这

个最大值是
1

2
πd2．

练习

1. 一长方体的三度之比为 1:2:3, 其全面积为 88, 求三度之长．

2. 一直平行六面体的侧棱长为 9cm, 底面相邻两边的长分别是 7cm
和 11cm, 夹角是 45◦, 求此平行六面体的全面积．

3. 试证：两个等高圆柱侧面积的比等于它们半径的比．

4. (a) 通过等边圆柱两底中心的轴截面面积为 9, 求它的侧面积．

(b) 等边圆柱的全面积为 24π, 求它底面的半径．

5. 按照如图所示的两个视图，说明它们所表示的物体的形状，并画出
它们的直观图，分别求出它们的全面积（视图 (1)、(2)中所标尺寸
单位为 mm）．

二、棱锥和圆锥的侧面积和全面积

棱锥的侧面积等于它的各个侧面面积之和，棱锥的全面积等于它的侧面积

和底面积的和．

设正棱锥的底面边长为 a, 而它的斜高为 ℓ, 那么它的一个侧面的面积就等
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(1)

40

3
0

30

10
0

50

50

(2)
第 5 题

于
1

2
aℓ，而所有侧面面积的和：

S正棱锥侧 =
1

2
naℓ

设 p 是底面周长，则 p = na, 所以，

S正棱锥侧 =
1

2
pℓ

由此可得下面定理．

定理

如果正棱锥的底面周长是 p, 斜高是 ℓ, 那么它的侧面积计算公式是：

S正棱锥侧 =
1

2
pℓ

推论

正棱锥的全面积等于它的侧面积与底面积之和．

如果把圆锥侧面沿着它的一条母线展开在平面上，如图 2.48所示，圆锥侧
面的展开图是一个扇形，这个扇形的弧长等于圆锥的底面周长 C, 如果底面半
径为 R, 则 C = 2πR, 扇形的半径等于圆锥的母线 ℓ, 而这个扇形的面积就是圆
锥的侧面积．由此可得下面定理．
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ℓ

R

α
2

ℓ

θ

C = 2πR

R

图 2.48

定理

如果圆锥底面半径是 R, 周长是 C, 侧面母线长是 ℓ, 那么它的侧面积计
划公式是

S圆锥侧 =
1

2
Cℓ = πRℓ

推论 1
圆锥的全面积等于它的侧面积和底面积之和．即

S圆锥全 = πRℓ+ πR2 = πR(ℓ+R)

推论 2
如果设圆锥的展开面扇形的中心角为 θ, 圆锥的轴截面的顶角为 α, 那么

θ =
2πR

ℓ
= 2π

R

ℓ
(弧度)

或

θ = 360◦
R

ℓ
= 360◦ sin α

2

例 2.18 已知三棱锥 V − ABC 中，直角 4ABC 的两条直角边 AB = 6cm,
BC = 8cm, 高 V O = 12cm, 并且 O 点是 4ABC 的内心，求棱锥的全面积．

解：如图 2.49,过4ABC 的内心 O作 OD⊥AB于 D, OE⊥BC 于 E, OF⊥AC

于 F , 连结 V D、V E、V F .
∵ V O⊥ 底面 ABC,
∴ OD 是 V D 在底面 ABC 上的射影，由三垂线定理，有 V D⊥AB.
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同理，V E⊥BC, V F⊥AC

∵ OD = OE = OF =
S△ABC

1
2
(AB +BC +AC)

=
24

12
= 2

∴ V D = V E = V F = 2
√
37

∴ S△V AB =
1

2
AB · V D =

1

2
· 6 · 2

√
37 = 6

√
37

S△V BC =
1

2
BC · V E =

1

2
· 8 · 2

√
37 = 8

√
37

S△V AC =
1

2
AC · V F =

1

2
· 10 · 2

√
37 = 10

√
37

因此：

S三棱锥全 = S△ABC + S△V AB + S△V BC + S△V AC

= 24 + 6
√
37 + 8

√
37 + 10

√
37

= 24 + 24
√
37 ≈ 169.9(cm2)

答：这个三棱锥的全面积约为 169.9cm2.

A BD

O

V

F

C

E

图 2.49

H

R

x
r

图 2.50

例 2.19 已知一个圆锥的底面半径为 R, 高为 H, 在其中有一个高为 x 内接圆

柱．

1. 求圆柱的侧面积．

2. x 为何值时，圆柱的侧面积最大？

解：

1. 画圆锥及其内接圆柱的轴截面图（图 2.50）
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设内接圆柱的底面半径为 r, 圆锥的底面半径为 R. 那么内接圆柱的侧面
积

S圆柱侧 = 2πrx

又 ∵ r

R
=

H − x

H

∴ r = R− R

H
x

∴ S圆柱侧 = 2πRx− 2πR

H
x2

2. 因为 S圆柱侧 的表示式中，x2 的系数小于零，所以这个二次函数有最大值，

当这个二次函数达到最大值时，圆柱的侧面积最大．这时圆柱的高是

x = − 2πR

−2 · 2πR
H

=
H

2

答：当圆柱的高是已知高一半时，它的侧面积最大．

例 2.20 若圆锥的侧面积等于和它等高、等底的圆柱的侧面积时，求圆锥轴截

面顶角的度数．

r

ℓ

r

h

图 2.51

解：如图 2.51, 设圆锥、圆柱的高为 h, 底面半径为 r, 则

S圆柱侧 = 2πrh

S圆锥侧 = πrℓ = πr
√
h2 + r2

根据已知条件，

2πrh = πr
√
h2 + r2

h√
h2 + r2

=
1

2
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即：cos α
2
=

1

2
，0◦ < α < 180◦

∴ α

2
= 60◦, α = 120◦

答：轴截面顶角等于 120◦.

练习

1. 正四棱锥的底面边长是 a, 高是 2a, 计算它的全面积．

2. 一个正三棱锥的侧面都是直角三角形，底面边长是 a, 求它的全面
积．

3. 圆锥母线和底面夹角是 30◦, 求它的侧面展开图的圆心角．

4. 将半径为 r 的薄圆铁板沿它的三条半径截成全等的三个扇形，作

成三个圆锥筒，求圆锥筒的高（不计接头）．

5. 将一个半圆卷成圆锥的侧面，求这圆锥母线和高的夹角．

6. 求底面边长为 2a, 高为 2a 的正四棱锥的内切圆锥的侧面积．

7. 已知正三棱锥 V −ABC, 底面每边长为 a, 侧棱和底面所成的角为
45◦, 求它的全面积．

第 6 题

三、棱台和圆台的侧面积和全面积

棱台的每个侧面都是梯形，所有这些侧面面积之和就是棱台的侧面积，棱

台的全面积等于它的侧面积和两个底面积的和．

如果棱台是正棱台，那么它的每个侧面都是全等的等腰梯形，设它的上、下
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底边长分别是 a′ 和 a, 边数是 n, 斜高是 h′, 那么它的侧面积是

n · 1
2
(a′ + a)h′ =

1

2
(na+ na′)h′

由于 na′、na 分别是上、下底的周长，设 na′ = p′, na = p, 我们就得到下
面定理．

定理

如果正棱台的上、下底的周长分别为 p′ 和 p, 斜高是 h′, 那么它的侧面
积的计算公式是

S正棱台侧 =
1

2
(p+ p′)h′

显然，在正棱台的侧面积计算公式中，如果 p′ = p, 就得到正棱柱的计算
公式：

S正棱柱侧 = ph′

这里 h′ 为高．

如果 p′ = 0, 就得到正棱锥的侧面积计算公式：

S正棱锥侧 =
1

2
ph′

推论

正棱台的全面积等于它的侧面积和两个底面积的和．

圆台的侧面展开图以看成是两个圆锥侧面展开图的差，通常把这种图形叫

做扇环．如图 2.52 所示．
圆台的侧面展开图是一个大扇形去掉一个小扇形．大扇形的弧长是圆台下

底的圆周长 C1, 小扇形弧长是圆台上底圆周长 C, 设圆台的母线 AA1 = ℓ, 上、
下底半径分别是 R1 和 R, 于是

S圆台侧 = S扇形V AA′ − S扇形V A1A′
1
=

1

2
CV A− 1

2
C1V A1

于是问题归结为求 V A 和 V A1, 因为 C1 和 C 所张的圆心角是同一个角

θ, 则
C1

V A1

=
C

V A

即
V A− ℓ

V A
=

C1

C
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O1
R1

A1

O
R

A

A′
1

A′

V

ℓ

θ

C
1
=
2π

R
1

C
=
2π

R

图 2.52

因此：

V A =
Cℓ

C − C1

, V A− ℓ =
C1ℓ

C − C1

(2.9)

所以：

S圆台侧 =
1

2
· C2ℓ

C − C1

− 1

2
· C2

1ℓ

C − C1

=
1

2
· (C

2 − C2
1 )ℓ

C − C1

=
1

2
(C1 + C2)ℓ

(2.10)

∵ C = 2πR, C1 = 2πR1，代入 (2.10)
∴ S圆台侧 = π(R+R1)ℓ

由此，我们得到下面定理

定理

如果圆台的上、下底半径分别是 R1 和 R, 周长分别是 C1 和 C, 那么圆
台的侧面积计算公式是

S圆台侧 =
1

2
(C1 + C)ℓ = π(R1 +R)ℓ

推论

1. 圆台的全面积等于它的侧面积与上、下两个底面积的和

2. θ = 2π
R−R1

ℓ
(弧度) 或 θ = 360◦

R−R1

ℓ
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显然，在圆台的侧面积公式中，如果 C1 = C, 就得到圆柱侧面积公式：
S圆柱侧 = Cℓ; 如果 C1 = 0, 就得到圆锥的侧面积公式：S圆锥侧 =

1

2
Cℓ.

例 2.21 粉碎机的下料斗是正四棱台（图 2.53）. 它的两底边长分别是 80mm
和 440mm, 高是 200mm, 计算制造这样一个下料斗所需铁板面积．（保留两位
有效数字）

解：由于：

上底周长p′ = 4× 80 = 320(mm)

下底周长p = 4× 440 = 1760(mm)

斜高h′ =

√
2002 +

(
440− 80

2

)2

≈ 269(mm)

所以：

S正棱台侧 =
1

2
(p+ p′)h′ ≈ 1

2
(320 + 1760)× 269 ≈ 2.8× 105(mm2)

答：制造这样一个下料斗需要的铁板约为 2.8× 105mm2.

h′h

图 2.53

x

ℓ
3

1 (1)

x

ℓ

(2)

图 2.54

例 2.22 一个圆台的两个底的半径是 1 和 3, 侧面展开图是圆环的一部分，已
知全圆环的面积和这个圆台的全面积相等，求这圆台母线长，侧面积和全面积．

解：设图 2.54(1) 是圆台的轴截面，设 x 是截去的小圆锥的母线长，ℓ 为圆台

的母线，根据已知条件，有
x+ ℓ

x
=

3

1
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∴ x =
1

2
ℓ

又 ∵ π · 12 + π · 32 + πℓ(1 + 3) = π

[(
3ℓ

2

)2

−
(
1

2
ℓ

)2
]

即：ℓ2 − 2ℓ− 5 = 0

∴ ℓ =
2±

√
4 + 20

2
= 1 +

√
6 （由于 ℓ > 0, 故舍去负根）

因此：

S圆台侧 = πℓ(R+R1) = π(1 +
√
6)(1 + 3) = 4π(1 +

√
6)

S圆台全 = 4π(1 +
√
6) + π · 12 + π · 32 = 14π + 4π

√
6 = 2π(7 + 2

√
6)

答：圆台的母线长为 (1+
√
6),侧面积为 4π(1+

√
6),全面积为 2π(7+2

√
6).

练习

1. 正四棱台两底面边长分别为 8m 和 2m, 高是 4m, 求它的全面积．

2. 正三棱台的两底的边长分别为 6dm 和 12dm, 高为 1dm, 求它的侧
面积．

3. 一个正三棱台的上、下底面的边长分别是 a, b, 侧面与底面成 60◦

的二面角，求它的全面积．

4. 正四棱台的上、下两底面边长分别为 a, b, 其侧面面积等于两底面
积之和，求此棱台的高．

5. 一个圆台的高为 3cm, 一个底面半径是另一个底面半径的 2 倍，母
线和下底的夹角为 45◦, 求它的侧面积．

6. 一个圆台的全面积等于 572πcm2, 两底半径分别是 6cm 和 14cm,
求这圆台的高．

四、球面积和它的部分面积

前面我们求圆柱、圆锥，圆台的侧面积公式都是利用它们的展开图求出的，

由于球面不能展成平面图形，所以球的表面积计算公式无法用展开图求出，我

们得另想计算方法．古希腊的几何学家欧都克斯为我们提供了一个在数学上非

常有应用价值的逼近法来解决这个问题．
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逼近原理

设 α、α′ 是两个实数，假如它们同时被一个递增数列 {an} 和一个递减
数列 {bn} 所左右夹逼，而且 (bn − an) 在 n 增大时，可以任意小，即

a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an < · · · < α, α′ < · · · ≤ bn ≤ · · · ≤ b2 ≤ b1

且当 n 无限增大时，(bn − an) → 0, 则 α 必须等于 α′.

换句话说，上述左右夹逼数列唯一地确定了界于其间的那个实数 α.
为了求得球面积的部分面积计算公式，我们还需要下面的预备知识．

定义

如果平面内的一条折线，它所有的边都相等，并且相邻两边的夹角也都

相等，那么这个平面折线叫做正折线．

推论

正折线都有一个中心，它是到正折线各顶点距离都相等，并且到各边距

离相等的一个点．

引理 1
一条线段绕着和它在同一平面内并且至多有和它的一个端点相交的轴旋

转所生成的旋转面的面积（即圆柱、圆锥、圆台的侧面积）等于一个圆

柱的侧面积，这个圆柱的高等于这线段在轴上的射影，而它的底面半径

等于以母线为底边，两顶点在轴上的等腰三角形的高．

已知：如图 2.55 所示，线段 AB 与轴 XY 在同一平面内，MR 垂直平分

线段 AB 于 M , 且与 XY 轴交于 R, CD 是 AB 在 XY 上的射影，MO⊥XY

于 O, SAB 是线段 AB 旋转面的面积

求证：SAB = 2πMR · CD

X Y
D

B

D

B

D

BA

C

M

R (C)

A

M

OR

A

C

M

O

E

R

图 2.55
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证明：

1. 若线段 AB // XY , 则 CD = AB, MO 与 MR 重合，

∵ MR = BD, AB = CD

∴ S圆柱侧 = 2πBD ·AB = 2πMR · CD

2. 若线段 AB 的端点 A 在 XY 上，

∵ ∠BAD = ∠RMO, ∠MOR = ∠BDA = 90◦

∴ 4OMR ∽ 4DAB

∴ MR

AB
=

MO

AD
=

BD

2AD
, 2MR ·AD = AB ·BD

∴ S圆锥侧 = πBD ·AB = 2πMR · CD（A 点与 C 点重合）

3. 若线段 AB 不平行 XY 又不与 XY 相交，作 AE // XY 设与 BD 交于

E.

∵ ∠BAE = ∠RMO, ∠MOR = ∠AEB = 90◦

∴ 4AEB ∽ 4MOR

∴ AB ·MO = AE ·MR

∵ AE = CD

∴ AB ·MO = CD ·MR

∴ S圆台侧 = 2πMR · CD

本引理的结论可以看成是求圆柱、圆锥、圆台侧面积的一般公式．

引理 2
一条正折线，绕着轴（这个轴是一条在折线所在平面内的直线，它过折

线的中心并且不穿过折线）旋转所得的旋转体的侧面积等于一个圆柱的

侧面积，这个圆柱的底面半径等于折线的边心距，而高等于折线在旋转

轴上的射影．

已知：一条正折线 ABCDE (图 2.56) 绕着过折线中心 O 的轴 XY 旋转，

所得的旋转面面积如图 2.57 所示，设它为 S; 令 h = OM = ON = OP = OQ

表示折线的边心距；用 ab, bc, cd, de分别表示线段 AB、BC、. . . DE 在轴 XY

上的射影．

求证：S = 2πh(ae)
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Y

X

b

c

d

e

o

a
B

C

D

E

M

N

P

Q

A

图 2.56
Y

X

图 2.57

证明：当正折线 ABCDE 旋转时，它的每一条边，便分别画出一个圆锥、圆台

或者圆柱的侧面，根据圆柱、圆锥、圆台的求侧面积的一般公式，正折线的边

AB、BC、CD 和 DE 旋转所得的旋转面的面积分别等于 2πh(ab)、2πh(bc)、

2πh(cd) 和 2πh(de). 因此：

S = 2πh(ab+ bc+ cd+ de) = 2πh · (ae)

我们可以把球面积看作半圆弧绕着它的直径旋转所得的面积，因为这半圆

弧的内接正折线与外切正折线绕着直径旋转所得的面积是可求的（如前段所

述），故我们先用半圆弧的内接正折线和外切正折线来夹逼这圆弧，当边数 n

增多时，相应的内接正折线增大，愈来愈贴近半圆弧，而相应的外切正折线减

小，也愈来愈贴近半圆弧，这就是说，内接正折线绕直径旋转所得面积数列与

外切正折线绕直径旋转所得的面积数列，从左、右两方面愈来愈逼近球面积的

值，从而我们就可以得到球面积公式．

为了以后讨论方便起见，我们先考虑半圆弧的一部分绕着该半圆弧的直径

旋转所得的球的部分面积公式．

如图 2.58, 圆弧 AE 绕着和它不相交的直径旋转所得部分球面，如图 2.59
所示．这部分平面可以用两个平行平面截球面得到．我们把夹在平行平面之间

的球面部分叫做球带，两个平行截面间的距离叫做球带的高，记作 h.
作圆弧 AE 的内接正 n 边折线和外切正 n 边折线，a、e 两点是圆弧 AE

的两端在直径 KL 上的正射影．于是圆弧 AE 的内接正 n 边折线在直径 KL

上的射影是线段 ae, 它是一个与边数 n 无关的定值，即 ae = h.
设 hn 为 ÃE 的内接正 n 边折线的边心距．σn 为内接正 n 边折线绕直径

KL 旋转所得的面积．半径 R 是 ÃE 的外切正 n 边折线的边心距．线段 a′e′
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Oa′ b′ c′ d ea b c d′ e′

A′

B′

C ′
D′

E′

K L

A

B

C
D

E

H

H ′

图 2.58

h

E

A

图 2.59
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是外切正 n 边折线在直径 KL 上的正射影．Sn 为外切正 n 边折线绕直径 KL

旋转得到的面积．S球带 为圆弧 AE 绕直径 KL 旋转得到的球带面积．根据几

何直观，我们得到

1. 当边数 n 增加时，σn 递增，Sn 递减．

2. σn < S球带 < Sn，且由引理 2 可知：

σn < 2πhn(ae) = 2πhnh, Sn = 2πR(a′e′)

显然，hn 随着 n 增大而增大，而且趋近于 R, 换句话说，(R− hn) 可以任

意小，即 (R− hn) → 0.
现在我们要进一步说明 a′e′ 随 n 增大而减小，并且趋近于 ae = h（球带

高）．

换言之，a′e′ − h 可以任意小，即 (a′e′ − h) → 0. 因为，内接正折线与外
切正折线对于圆心是位似形，其相似比是

R

hn

，由此得

a′e′

ae
=

R

hn

> 1, a′e′ =
R

hn

· h

当 n 增大时，hn 增大并且趋近于 R, 于是 a′e′ 减小，并且愈来愈趋近

ae = h. 这样我们就得到：

σn = 2πhn · h < S球带 < 2πR(a′e′) = S

且当 n 增大时，hn → R, a′e′ → h.
最后，我们要说明，当 n 增大时，Sn − σn 可以小到任意小．

∵ Sn

σn

=
R(a′e′)

hn · h
=

R

hn

· a
′e′

h
=

R2

h2
n

,
Sn − σn

Sn

=
R2 − h2

n

R2

∴ Sn − σn = Sn
(R+ hn)(R− hn)

R2

又 ∵ Sn < S1, R+ hn < 2R

∴ Sn − σn <
2S1

R
(R− hn)

故：当 n 增大时，R− hn 可任意小，从而，Sn − σn 可以任意小．这就是

说 S球带 应定义为夹逼数列 {σn} 和 {Sn} 所确定的那个数．
另一方面，由 hn → R, a′e′ → h, 我们看出，恒有

σn = 2πhn · h < 2πR · h < 2πR(a′e′) = Sn

根据逼近原理知

S球带 = 2πR · h
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于是我们得到下面的定理．

定理

球带的面积等于截成它的球面上大圆周长与球带的高的积．即

S球带 = 2πR · h

如果截球的两个平行平面都成为球的切面，那么 ae = 直径 = 2R. 那么球
带就变成了整个球面，所以球面积 S球 = 2πR · 2R = 4πR2.
由此，我们得到下面定理．

定理

球面面积等于它的大圆面积的四倍，即

S球面 = 4πR2

如果截球的两个平行平面的一个成为切面，那么这时的球带所变成的球面

部分叫做球冠．截平面得到的圆叫做球冠的底面，垂直于截面的直径被截得的

一段叫做球冠的高，记作 h. 如图 2.60 所示．
球冠也可以看作是一段圆弧绕经过它的一个端点的直径旋转得到的球面部

分，这时，ae = h, 于是得到下面定理．

定理

球冠的面积等于截它的球面上大圆周长与球冠的高的积，即

S球冠 = 2πR · h

我们注意到球冠的面积公式与球带的面积公式相同．

例 2.23 一扇形的中心角为 90◦, 它的面积为 Q, 绕过圆弧中点的半径旋转，求
所得旋转面的面积.
已知：扇形 ADBO 面积 = Q, D 为 ÃB 的中点，∠AOB = 90◦

求：扇形 ADBO 绕半径 OD 旋转所得面积 S.

解：如图 2.61, 扇形的 BD 弧绕 OD 旋转得到球冠的面积，OB 边绕 OD 旋

转得到圆锥侧面积，故所求旋转面的面积

S = 2πRh+ πrR
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E

A

h

E

A

h

图 2.60

D

A C B

O

h
r

R

图 2.61

∵ 扇形面积Q =
πR2

4

∴ R =

…
4Q

π

∵ h = CD = OD −OC = R− R
√
2

2
=

R

2
(2−

√
2), r =

R
√
2

2
因此：

S = 2πR · R
2

(
2−

√
2
)
+ π

R
√
2

2
R = πR2

(
2−

√
2 +

√
2

2

)

S = 4Q

(
2−

√
2

2

)
= 4Q

(
4−

√
2
)
≈ 5.2Q

答：所求得旋转面的面积约为 5.2Q.

例 2.24 如将地球近似地当作一个球，求宇宙飞船距地面 4000公里高度时，能
看到球面部分的面积．

解：人在宇宙飞船中离地面 4000 公里高度时，能看到地球表面的图形是球冠．
过宇宙飞船 P 和球心 O 的连线作出地球的大圆（图 2.62）, 其中、PA、PB

是大圆的切线，PD 是飞船到地球面的距离，CD 为球冠的高．

在直角三角形 OAP 中，已知

OA = 6.37× 103, OP = 6370 + 4000 = 10370 ≈ 1.04× 104

在直角 4OAP 中，

∵ OA2 = OC ·OP
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O

A B

P

D

C

图 2.62

因此：

(6.37× 103)2 = OC · 1.04× 104

OC =
40.6× 106

1.04× 104
= 39× 102 = 3.9× 103

CD = OD −OC = 6370− 3900 = 2.47× 103

所以

球冠 ADB 的面积 = 2πR · CD = 2π × 6.37× 103 × 2.47× 103

= 315π × 105

≈ 9.9× 107（平方公里）

答：能看到地球部分的面积为 9.9× 107 平方公里．

练习

1. 一个球的半径如果扩大 10 倍，它的面积是否也扩大 10 倍？

2. 半径为 R 的半球，它的全面积是否等于 2πR2?

3. 如果球的大圆面积扩大 n 倍，球面积变化怎样？

4. 求证：如果圆锥的母线长等于底面的直径，那么它的全面积等于以
它的高为直径的球面的面积．

5. 一个球冠是球面积的三分之一，求球冠的高．

6. 球带的两个底面半径分别是 20cm和 24cm, 球的半径是 5cm, 求球
带的面积（注意：分两种情况考虑）．
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7. 已知：圆柱底面直径与高都等于球的直径，求证：

(a) 球的表面积等于圆柱的侧面积；

(b) 球的表面积等于圆柱全面积的 2

3
.

8. 要使从一点发出的光，能照到半径是 R的球面的
1

3
,光原应离球心

多远？

9. 计算地球表面积约是多少平方公里？

习题 2.2

1. 已知一个立方体的圆盖铁箱，它的对角线长是 4
√
3m, 制造这个铁箱需要

多少铁皮？

2. 正四棱柱的侧面积是 32cm2, 全面积 40cm2, 求它的高．

3. 求证：直三棱柱两个侧面面积的和，不大于第三个侧面的面积．

4. 一个长方体的三度成等差级数，高与底之比为 8:5, 求棱柱的高和底边．

5. 有一个圆柱形锅炉，它的直径是 1.0 米，高为 2.5 米，假如用钢板制造这
个锅炉，焊接地方需要等于圆柱全面积的 10% 的钢板，那么制造这个锅
炉需要多少钢板？

6. 正四面体的全面积为 36(
√
3 + 1)cm2, 求正四面体的高．

7. 圆柱的侧面积展开图是一个正方形，求这个圆柱侧面积和底面积的比．

8. 正三棱锥底面边长是 a, 侧面与底面所成的角是 60◦, 求它的全面积．

9. 一座仓库屋顶呈正四棱锥形，底面边长为 2.7m, 侧棱长 2.3m, 如果要在
屋顶上铺一层油毡，接缝处需要的油毡占屋顶面积的 5%, 问共需要多少
油毡？

10. 证明：一个棱锥所有的侧面与底面所成二的面角都等于 a, 那么

S侧 =
S底

cosα

11. 圆锥的高是 10cm, 侧面展开图是半圆，求圆锥的侧面积．
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12. 圆锥的轴截面是正三角形，求证：它的侧面积是底面积的 2 倍．

13. 经过高为 20cm 的圆锥的顶点与底面成 45◦ 角的二面角的平面把圆锥底

面周长截去
1

4
，求圆锥的全面积．

14. 已知一个正三棱台的侧棱 ℓ = 10.2cm, 底面边长分别是 a = 6.25cm, b =

11.2cm, 求它的侧面积．

15. 一圆台全面积为 572πm2，两底的半径分别是 6m 和 14m, 求高．

16. 已知一圆台的轴截面面积为 F , 母线和底面夹角为 30◦, 求圆台侧面积．

17. 正四棱台高为 12cm, 两底面边长的差为 10cm, 全面积为 512cm2, 求两底
面的边长．

18. 一直角梯形的上、下底与高的比为 1 : 2 :
√
3, 绕直角边旋转成一个圆台，

求这个圆台的上、下底面积和侧面积的比．

19. 在一个正四棱台内，有一个以它的上底为底面，下底的中心为顶点的棱锥，
如果棱台上、下底面边长分别为 3cm 和 4cm，棱锥与棱台的侧面积相等，
求棱台的高．

20. 若圆台的上、下底面半径分别是 r1、r2,它的侧面积等于两底面积之和，试
求圆台的母线长．

21. 若圆台的上、下底半径分别是 r1、r2,母线长为m,若 r1 : r2 : m = 2 : 1 : 3,
圆台的侧面积为 144πcm2, 求 r1, r2 和 m.

22. 旋转轴在正方形所在平面内且通过它的一个顶点，并和以此点为端点的对
角线垂直，求旋转面的面积．

23. 设圆台的上、下底面半径分别是 r′、r, 母线长是 ℓ, 圆台侧面积展开后所
得扇环的圆心角是 θ, 求证：

θ =
r − r′

ℓ
· 360◦

24. 已知球的大圆周长是 80cm, 求这个球的表面积．

25. 试证：一个球与它的外切圆柱的比等于 2:3.

26. 半径是 2cm 的球，被一平面截得的截面半径是 1cm, 求所截得的两个球
冠的面积．
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27. 如果把半圆分成相等的三条弧并以它的直径为轴旋转一周，试证中间球带
面积等于两旁球冠面之和．

28. 在球心的同一侧，有相距 9cm的平行截面，它们的面积分别为 49πcm2 和

400πcm2, 求球的表面积．

29. A是直径为 25cm的球面上的一点，已知这球的一个截面圆上的所有点到
A 点的距离都是 15cm, 求 A 点到这截面的距离．

30. 一个球的半径是 18cm, 经过球面上一点作一个平面，使它和经过这点的
半径成 45◦ 角，求这个平面截球所得截面的面积．

31. 我国第一颗人造地球卫星的远地点距地面 2384km, 在这时，约有多少平
方公里地面上的人能看到这颗卫星．

32. 有直径为 10cm 的球，以它的一条直径为轴，钻一个直径为 6cm 的圆孔，
求这个球的球面剩余部分的面积．

33. 在一个半径为 R 的球内作一个内接等边圆柱，求球面被这圆柱的两底面
截得的球冠和球带的面积．

34. 正四棱台外切于半径为 R 的球，侧面和大底面所成的二面角为 α, 求证：
这棱台的侧面积是

16R2

sin2 α
.

35. 一个正三棱柱外切一个球，并且内接于另一个球，试求这两个球的面积之
比．

36. 半径为 1 的球内切于圆锥，已知圆锥母线与底面的夹角是 2θ,

(a) 求证：圆锥的母线与底面半径之和是 2

tan θ(1− tan2 θ)

(b) 求证：圆锥的全面积是 2π

tan2 θ(1− tan θ)

(c) 当 θ 是什么值时，圆锥全面积最小．
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第三节 柱、锥、台、球的体积和祖暅原理

一、体积的概念和长方体体积

定义

表示空间几何体的内部大小的量叫做空间几何体的体积．

同度量长度、面积一样，要度量一个几何体的体积，先要选取一个体积单

位作为度量的标准，我们约定取长、宽、高均为一个单位长度的正方体作为体

积单位．度量几何体体积的大小，实际上就是求出这个几何体包含多少个体积

单位，也就是这个几何体所含单位体积的量数，这个量数是个正实数．它具有

下列基本性质：

性质 1
全等的几何体的体积是相等的．

性质 2
如果把几何体分成几个部分，它们都是较小的几何体，那么整个几何体

的体积等于各部分体积的和．

推论

若几何体 A 含于几何体 B 的内部，则 A 的体积 V (A) 小于 B 的体积

V (B), 即 V (A) < V (B).

证明：把 B 分成 A 和 C 两部分，根据基本性质 2, 有

V (B) = V (A) + V (C)

∵ V (C) > 0

∴ V (B) > V (A)

性质 3
夹在两个平行平面间的几何体，被平行于这两个平行平面的任何平面所

截，如果截得的两个截面面积总相等，那么这两个几何体的体积必相等．

例如像图 2.63 那样把一些薄全等圆片或长方形纸片叠积起来，如果挪动
它们的位置，可以推测出上述性质 3 的正确性．
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图 2.63

我国古数学家祖暅早在公元五世纪，便提出了性质 3, 他说：“缘幂势既同，
则积不容异”．并首先应用这个原理推得球体积的计算公式．因而我们把性质 3
叫做祖暅原理．在欧洲直到十七世纪才有意大利的卡发雷利提出这个事实．

定理

长方体的体积等于它的长、宽、高的积．即

V长方体 = abc

证明：

1. 当 a、b、c 都是整数时，每个棱被分成整数个单位线段 u, 过各分点作平
行于长方体侧面与底面的平面，我们恰好得到 abc个棱长为 1u的正方体，

它们恰好把长方体的内部充满，根据体积的基本性质 1 和 2, 长方体的体
积

V长方体 = abc(u)3

2. 当 a、b、c 都是分数时，将 a、b、c 通分，得到

a =
A

n
(u), b =

B

n
(u), c =

C

n
(u)

选取新的长度单位 u′ 等于原来长度单位的
1

n
，即：1u′ =

1

n
u. 在这种情

况下，取棱长为新的单位长度 1u′ 的正方体为新的体积单位．于是，根据

情形 1, 原来的体积单位 1(u)3 = n3(u′)3 或 1(u′)3 =
1

n3
(u)3.

在取新的长度单位 u′ 的情况下，长方体的长、宽、高分别等于 A(u′)、

B(u′)、C(u′), 这里 A、B、C 都是整数，根据情形 1, 所求长方体的体积
等于 A ·B · C(u′)3.

又 ∵ 1(u′)3 =
1

n3
(u)3.

∴ V长方体 = A ·B ·C(u′)3 = A ·B ·C 1

n3
(u)3 =

A

n
· B
n

· C
n
(u)3 = abc(u)3
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3. 当 a、b、c 为无理数时，（其中某个也可以是有理数）

要证明这个定理仍成立，我们要用逼近原理，每个无理数都能被有理数

逼近．例如
√
2 用普通开方法可以求到它的任何一位小数，比如，

√
2 =

1.414236 · · ·

我们可设：

a′1 = 1.4, a′2 = 1.41, a′3 = 1.414 · · · , a′n . . .

a′′1 = 1.5, a′′2 = 1.42, a′′3 = 1.415 · · · , a′′n . . .

使得 a′n <
√
2 < a′′n，且 a′′n − a′n =

1

10n
→ 0

这就是说
√
2 被数列 {a′n} 和 {a′′n} 左、右夹逼唯一确定．

一般地说，任何一个无理数也都可以用有限小数的无穷数列左、右夹逼．

即

a′1 ≤ a′2 ≤ · · · ≤ a′n ≤ · · · < a < · · · ≤ a′′n ≤ · · · ≤ a′′2 ≤ a′′1

当 a′′n − a′n =
1

10n
→ 0 唯一确定．

于是，若 a、b、c 都是无理数，我们有

a′n < a < a′′n, a′′n − a′n =
1

10n
→ 0

b′n < b < b′′n, b′′n − b′n =
1

10n
→ 0

c′n < c < c′′n, c′′n − c′n =
1

10n
→ 0

这里的 a′n, b
′
n, c

′
n; a′′n, b′′n, c′′n 都是有理数．

作辅助长方体如图 2.64所示，使 OA′ = a′n(u), OB′ = b′n(u), OC ′ = c′n(u)

和另一长方体，使 OA′′ = a′′n(u), OB′′ = b′′n(u), OC ′′ = c′′n(u).

∵ a′n, b
′
n, c

′
n; a

′′
n, b

′′
n, c

′′
n 都是有理数，对于辅助长方体体积，根据情形 2,

得到

V ′
n = a′nb

′
nc

′
n, V ′′

n = a′′nb
′′
nc

′′
n

再由体积的基本性质 2 的推论，得到

a′nb
′
nc

′
n = V ′

n < V < V ′′
n = a′′nb

′′
nc

′′
n

根据

a′′n − a′n =
1

10n
→ 0, b′′n − b′n =

1

10n
→ 0, c′′n − c′n =

1

10n
→ 0
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O A A′′A′

B′

C

C ′′

C ′

B

B′′

图 2.64

不难证明：a′′nb
′′
nc

′′
n − a′nb

′
nc

′
n 可以小到任意小．事实上，

a′′nb
′′
nc

′′
n − a′nb

′
nc

′
n = a′′nb

′′
nc

′′
n − a′nb

′′
nc

′′
n + a′nb

′′
nc

′′
n − a′nb

′′
nc

′
n + a′nb

′′
nc

′
n − a′nb

′
nc

′
n

= b′′nc
′′
n(a

′′
n − a′n) + a′nb

′′
n(c

′′
n − c′n) + a′nc

′
n(b

′′
n − b′n)

< b′′1c
′′
1

1

10n
+ a′′1b

′′
1

1

10n
+ a′′1c

′′
1

1

10n

设 b′′1c
′′
1、a′′1b

′′
1、a′′1c

′′
1 这三个数中最大者为 M , 于是

a′′nb
′′
nc

′′
n − a′nb

′
nc

′
n < 3M

(
1

10n

)
→ 0

这就是说，当 a、b、c 是无理数时，长方体的体积 V 是数列 V ′
n = a′nb

′
nc

′
n

和 V ′′
n = a′′nb

′′
nc

′′
n, n = 1, 2, 3, . . . 所夹逼得到的数．

但是另一方面由不等式

a′n < a < a′′n, b′n < b < b′′n, c′n < c < c′′n

得到 a′nb
′
nc

′
n < abc < a′′nb

′′
nc

′′
n，根据逼近原理知

V长方体 = abc(u)3

由 1、2、3 有
V长方体 = abc
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二、棱柱、圆柱的体积

有了祖暅原理和长方体体积公式．我们就可以求出柱体的体积，如图 2.65.
我们将棱柱、圆柱、长方体夹在两个平行平面之间，并假设它们的底面积都等

于 S, 因为它们的高就是两平行平面之间的距离 h, 如果用一个平行于原来的两
个平行平面的平面任意去截这三个柱体，所得的截面分别与各个柱体的底面全

等，因而这些截面面积都等于 S, 根据祖暅原理，棱柱、圆柱、长方体的体积都
相等．由于长方体的体积等于它的底面积乘高，因此，棱柱、圆柱的体积也都

等于其底面积与高的积，这就得到下面的定理．

定理

柱体（棱柱、圆柱）的体积等于它的底面积 S 和高 h 的积．

图 2.65

例 2.25 已知：如图 2.66, 斜棱柱 AD′ 的直截面 FI, 直棱柱 FI ′ 的底面为直

截面 FI, 它的侧棱 II ′ 等于斜棱柱的侧棱 DD′.
求证：V斜棱柱AD′ = V直棱柱FI′

证明：因为这两个棱柱的侧棱相等，所以从它们的侧棱各减去它们的重合部分，

剩下的侧棱长相等，即 AF = A′F ′, BG = B′G′.
∵ 棱柱的平行截面是全等形，

∴ 底面 FI 和底面 F ′I ′ 全等．

平移截头棱柱 AI, 使底面 AD 和底面 A′D′ 重合，这时的侧棱 FA、GB、

……等分别与 F ′A′、G′B′……等重合，于是，侧面 AG、BH ……等分别与侧

面 A′G′、B′H ′……等重合，所以，截头棱柱 AI 与截头棱柱 A′I ′ 重合．

∴ V截头棱柱AI + V截头棱柱FD′ = V截头棱柱FD′ + V截头棱柱A′I′

∴ V斜棱柱AD′ = V直棱柱FI′
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A

F

A′

F ′

G

G′

D

I

I ′

D′

H

H ′

B C

B′ C ′

E

J

J ′

E′

图 2.66
A B

C1D1

Q
A1 B1

C
PD

图 2.67

例 2.26 已知：如图 2.67, 斜三棱柱中一个侧面的面积为 S, 并且这侧面到它
相对侧棱间的距离为 a, 求这棱柱的体积．

解：设 ABD − A1B1D1 为斜三棱柱，其中一个侧面 AD1 的面积等于 S, 并
且与它相对的侧棱 BB1 的距离为 PQ = a. 过侧棱 BB1 及 DD1 分别作侧面

AD1 和侧面 AB1 的平行平面，这两个平面的交线为 CC1. 再延展斜三棱柱的
两个底面，那么 ABCD −A1B1C1D1 是一个平行六面体．（图 2.67）
设以侧面 AD1 为底面，PQ 即为这个平行六面体的高，所以 VAC1

= aS.
而三棱柱 ABD −A1B1D1 的体积为这个平行六面体的体积的一半，则

V三棱柱 =
aS

2

答：这个三棱柱的体积等于
1

2
aS.

例 2.27 已知：如图 2.68, 圆柱的高为 h, 它的侧面展开图的母线与对角线成
60◦ 角，求圆柱的体积．

A B

CD

h
60◦

图 2.68
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解：设圆柱侧面展开图矩形 ABCD 中 AD = h, ∠ADB = 60◦. 由直角三角形
ABD 得到 DB = 2AD = 2h, AB =

√
4h2 − h2 =

√
3h, 而 AB = 2πR

∴ 2πR = 3h ⇒ R =

√
3h

2π

因此：V圆柱 = πR2 ·AD = π
3h2

4π2
· h =

3h3

4π

答：圆柱体积是
3h3

4π
.

练习

1. 长方体相交于一个顶点的三个面的面积为 6cm2、12cm2 和 8cm2,
求它的体积．

2. 一个圆柱的侧面积为 S, 底面周长为 C, 求它的体积．

3. 一个正方体和一个圆柱等高，并且侧面积相等，试比较它们的体积
哪个大？大多少？

4. 正八棱柱的高是 h, 底面边长是 a, 　求它的体积．

5. 长方体三度的比为 3:7:8, 全面积为 808cm2, 求它的体积．

6. 圆柱侧面展开图是长为 20π, 宽为 10 的矩形，求此圆柱体的体积．

7. 长方体的对角线长为 10cm, 这条对角线与一个面的交角为 30◦, 与
另一个面的交角为 45◦, 求这长方体的体积．

8. (a) 圆柱侧面展开图是边长为 a 的正方形，求它的体积．

(b) 圆柱侧面展开图的对角线长为 ℓ, 它和母线所成的角为 α, 求
这圆柱的体积．

9. 画出下列视图所表示的几何体的直观图，并求出它的全面积与体
积．（视图中所标尺寸单位为 mm）

三、棱锥与圆锥的体积

如图 2.69 所示，设棱锥的高为 h, 我们用和底面平行的 (n − 1) 个平面把

高 n 等分，则锥体就被切成 n 片高为
h

n
的薄片，这些薄片的底面都是和侧棱

相交的相似三角形．以这些三角形为底面作 n 个各有一部分在棱锥 S − ABC

外部的三棱柱，设这些三棱柱的体积由顶点方向顺次为 V1, V2, V3, . . . , Vn. 另外
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(1) (2)
第 9 题

仍以平行于底面 4ABC 的相似三角形为底在棱锥的内部作 (n− 1) 个三棱柱，

设这些棱柱的积由顶点的方向顺次为 V ′
1 , V

′
2 , . . . , V

′
n−1.

图 2.69

因为等底等高的棱柱是等积的．所以

V1 = V ′
1 , V2 = V ′

2 , . . . , Vn−1 = V ′
n−1

因为 V < V1 + V2 + V3 + · · ·+ Vn, V > V ′
1 + V ′

2 + · · ·+ V ′
n−1，所以

V ′
1 + V ′

2 + · · ·+ V ′
n−1 < V < V1 + V2 + · · ·+ Vn

设 V ′
1 + V ′

2 + · · ·+ V ′
n−1 = (Vn−1)

′, V1 + V2 + · · ·+ Vn = (Vn)，则有

(Vn−1)
′ < V < (Vn)
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设 Vi 的下底面积为 bi, 4ABC 的边长为 b, 则

b1
b

=

(
1

n
h

)2

h2
=

1

n2

b2
b

=

(
2

n
h

)2

h2
=

22

n2

· · · · · ·

依此类推得到
bn−1

b
=

(n− 1)2

n2

因此有：

b1 =
b

n2
, b2 =

22b

n2
, . . . , bn−1 =

(n− 1)2b

n2

所以

(Vn−1)
′ =

bh

n3

[
02 + 12 + 22 + · · ·+ (n− 1)2

]
=

bh

n3
· 1
6
n(n− 1)(2n− 1)

=
bh

3

(
1− 1

n

)(
1− 1

2n

)

(Vn) =
bh

n3

[
12 + 22 + · · ·+ n2

]
=

bh

n3
· 1
6
n(n+ 1)(2n+ 1)

=
bh

3

(
1 +

1

n

)(
1 +

1

2n

)
所以：

(Vn−1)
′ =

bh

3

(
1− 1

n

)(
1− 1

2n

)
< V <

bh

3

(
1 +

1

n

)(
1 +

1

2n

)
= (Vn)

因为 V 和
bh

3
都是介于 (Vn−1)

′ 和 (Vn) 之间的两个常数，又由于当 n 无

限增大时，

[(Vn)− (Vn−1)
′] → 0

所以由逼近原理，得知两者必相等．

所以 V =
1

3
bh. 由此得到下面定理．
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定理

三棱锥的体积等于它的底面积和高的乘积的三分之一．即如果 S底 表示

三棱锥的底面积，h 表示高，则有

V三棱锥 =
1

3
S底h

推论

任何棱锥的体积都等于
1

3
底面积乘以高．即：

V棱锥 =
1

3
Sh

这里，S 表示棱锥底面积，h 是棱锥的高．

定理

等底等高的两个锥体的体积相等．

S

S1

S

S2

h h

h1 h2

α

图 2.70

证明：如图 2.70, 取任意两个锥体，设它们的底面都是 S, 高都是 h.
把这两个锥体放在同一平面 α 上，这时它们的顶点都在与平面 α 平行的

同一个平面内．用平行于 α 的任意截面去截它们，截面分别与底面相似，设截

面和顶点的距离分别是 h1 和 h2, 截面积分别是 S1 和 S2, 那么

∵ S1

S
=

h2
1

h2
,

S2

S
=

h2
2

h2
, h1 = h2

∴ S1

S
=

S2

S
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∴ S1 = S2

根据祖暅原理，这两个锥体体积相等．

推论

如果圆锥底面半径是 r, 高是 h, 那么它的体积计算公式是

V圆锥 =
1

3
πr2h

或

V圆锥 =
1

3
Sh

其中 S = πr2.

例 2.28 已知：棱锥底面是面积为 Q 的矩形，矩形对角线交角为 60◦, 棱锥侧
棱与底面交角为 45◦, 求这棱锥的体积．（图 2.71）

A B

O

S

D C

60◦45◦

图 2.71

解：设棱锥 S − ABCD 满足已知条件，并设棱锥底面矩形 ABCD 的对边

BC = AD = x. 依题意则有棱锥的高 SO = x, 底面对角线长为 2x, 那么底面
面积

Q = 2× 1

2
x2 sin 60◦ + 2× 1

2
x2 sin 120◦

解得：x =

 
Q√
3
，所以棱体的体积

V棱锥 =
1

3
Q ·
 

Q√
3
= 3−

5
4 ·Q

3
2

答：这个棱体的体积是 3−
5
4 ·Q

3
2 .
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例 2.29 一圆锥的侧面展开图的半径 ℓ = 18dm, 图心角 θ = 210◦, 求这圆锥的
体积．

解： ∵ 210◦ = 360◦ · R
ℓ
，其中 R 为圆锥底面的半径．

∴ R

ℓ
=

7

12
, R =

7

12
× 18 = 10.5

∴ h =
√
182 − 10.52 ≈ 14.6

V圆锥 ≈ 1

3
× 3.14× (10.5)2 × 14.6 ≈ 1686(dm3) ≈ 1.69(m3)

答：这个圆锥的体积约等于 1.69(m3).

练习

1. 在下列情况下，正棱锥的体积有什么变化？

(a) 高和底面的边长都增加为原来的 n 倍．

(b) 高增加原来的 n 倍，底面边长缩为原来的
1

n
.

2. 正三棱锥底边长为 a, 侧棱互相垂直，求它的体积．

3. 圆锥的底面半径为 r, 母线与底面成 α 角，求圆锥的体积．

4. 圆锥的高和母线的比为 4:5, 体积为 96πcm3, 求圆锥的全面积．

5. 将半径为 50cm, θ = 90◦ 的扇形，卷起来围成圆锥形的容器，可以

盛水多少公斤？（水的比重 d = 1 克/cm3, 精确到 1 公斤）

6. 圆锥的轴截面是顶角为 α 的等腰三角形，这个三角形的外接圆半

径为 R, 求圆锥的体积．

7. 证明：任何棱锥的体积都等于 1

3
的底面积乘以高．

四、棱台和圆台的体积

我们已知，棱台、圆台分别是棱锥和圆锥用平行于底面的平面截去一个锥

体得到的，因此，台体的体积可以用两个锥体的体积之差来计算．

设任意台体（棱台或圆台）的上、下底面的面积分别是 S1 和 S2, 高是 h

(图 2.72).
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S1

S2

h

x

h

x

S2

S1

α

图 2.72

设截得台体时去掉锥体的高是 x, 去掉的锥体和原来的锥体的体积分别是
V1 和 V2, 这时，

V1 =
1

3
S1x, V2 =

1

3
S2(x+ h)

所以台体的体积

V台体 = V2 − V1 =
1

3
S2(x+ h)− 1

3
S1x (2.11)

现在的问题是要求出 x. 因为台体的上、下底面相似，并且易知，它们的
面积之比等于顶点到平行底面的距离平方之比，所以

x2

(x+ h)2
=

S1

S2

,
x

x+ h
=

√
S1√
S2

, x
√
S2 = (x+ h)

√
S1

由此解得

x =
h
√
S1√

S2 −
√
S1

, x+ h =
h
√
S2√

S2 −
√
S1

代入 (2.11) 式得

V台体 =
1

3

[
hS2

√
S2√

S2 −
√
S1

− hS1

√
S1√

S2 −
√
S1

]

=
h

3

 S
3
2
2 − S

3
2
1√

S2 −
√
S1


=

1

3
h
(
S2 +

√
S2S1 + S1

)
由此，我们得到下面定理．
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定理

如果台体（棱台、圆台）的上，下底面面积分别是 S1 和 S2, 高是 h, 那
么台体的计算公式是

V台体 =
1

3
h
(
S1 +

√
S1S2 + S2

)

推论

如果圆台的上、下底面半径分别是 r1 和 r2, 那么它的体积

V圆台 =
1

3
πh(r21 + r1r2 + r22)

例 2.30 棱台的高为 20cm,体积为 1720cm3,两个底面对应边的比为 5:8,求两
底面面积．

解：设两底面面积为 S1 和 S2, 根据已经条件，则有

S1

S2

=
52

82
=

25

64

设 S1 = 25x(cm2), S2 = 64x(cm2)，由棱台的体积公式知

1720 =
1

3
× 20×

[
25x+ 64x+

√
25x · 64x

]
= 860x

∴ x = 2

∴ S1 = 50(cm2), S2 = 128(cm2)

答：棱台的上底面积为 50cm2, 下底面积为 128cm2.

例 2.31 一个圆环铁片，它的内半径为 45cm, 外半径是 75cm, 用它的 1

3
作圆

台形水桶的侧面，这个水桶容积是多少 cm3？

解：如图 2.73, ℓ = 45(cm), L = 75(cm)，圆环部分 ABCD 等于
1

3
圆环．以它

为侧面的水桶（圆台）的体积设为 V圆台，根据已知条件列出下列方程．
1

3
(2πℓ) = 2πr (2.12)

1

3
(2πL) = 2πR (2.13)

h =
»
(L− ℓ)2 − (R− r)2 (2.14)

由 (2.12)，得：1

3
(2π · 45) = 2πr ⇒ r = 15
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B

A D

C
r

R

ℓ
L

L− ℓ

R

r

h

图 2.73

由 (2.13)，得：1

3
(2π · 75) = 2πR ⇒ R = 25

由 (2.14)，得：

h =
»
(75− 45)2 − (25− 15)2 =

√
302 − 102 =

√
800

V圆台 =
1

3
πh(R2 +Rr + r2)

=
1

3
π
√
800(252 + 25× 15 + 152)

≈ 8167
√
2π(cm3)

答：水桶容积是 8167
√
2πcm3.

例 2.32 已知：正六边形 ABCDEF , 直线 MN 在正六边形所在的平面内，通

过 F 点而与 CF 垂直，正六边形 ABCDEF 绕着 MN 轴旋转，所得旋转体

的体积为 V旋转，求：V旋转．

解：如图 2.74, 延长 BA, DE 分别与 MN 交于 O 和 O′, 易知

V旋转 = 2V圆台 − 2V圆锥 = 2 (V圆台 − V圆锥)

= 2

(
1

3
π · FO · (FC2 + FC ·OB +OB2)− 1

3
π ·OA2 ·OF

)
=

2

3
π ·OF (FC2 +OB2 + FC ·OB −OA2)

(2.15)

设正六边形 ABCDEF 的一边长为 a, 则

FC = 2a, OA =
1

2
a, OB =

3

2
a, OF =

√
3

2
a
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O

F

O′

M

N

C

A B

DE

图 2.74

代入 (2.15) 式，因此：

V旋转 =
2

3
π

√
3

2
a

(
4a2 +

9

4
a3 + 3a2 − a2

4

)
= 3π

√
3a3

注意：一个多边形绕着在它面内且不通过多边形内部任何一点的轴旋转，所得

旋转体的体积等于由矩形、直角三角形、直角梯形绕着它们的一条直角边旋转

所形成的圆柱、圆锥、圆台的体积经过加法或减法某种确定的组合而算得的体

积．

练习

1. 如果用 S1 表示上底面积，S2 表示下底面积，试说明柱、锥、台体

的体积都可以用公式 V =
1

3
h
(
S1 + S2 +

√
S1S2

)
表示．

2. 已知上、下底面边长分别是 a、b, 高是 h, 求下列正棱台的全面积
和体积．

(a) 正四棱台 (b) 正六棱台

3. 圆台的高为 3, 一个底面半径是另一个底面半径的 2 倍，母线和下
底的夹角为 45◦, 求它的体积．

4. 圆台一个底面半径是另一个底面半径的 4倍，把它的高三等分，过
各分点作两个平行于底的平面，求这圆台被分成三部分体积的比．
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5. 一个正四棱台，斜高和两底面边长的比为 5:8:2, 体积为 1
3

4
m3, 求

它的全面积．

6. 圆台的体积是 234
√
3cm3, 侧面展开图是半圆环，它的大半径等于

小半径的 3 倍，求这个圆台的上底面半径．

7. 正六边形的边长为 a, 以它的一边所在的直线为轴旋转一周，求所
得旋转体的体积和表面积．

五、球和球缺的体积

为了求出球体积计算公式，我们把半径为 R 的半球装在底面半径和高都

等于 R 的圆柱内，使半球的大圆截面和圆柱的底面重合，圆柱的上底必与半球

相切．图 2.75 是圆柱和半球的轴截面，半圆与圆柱轴截面矩形 ABCD 相切于

CD 边上一点 E.

D

F

A

C

J

B

G I

E

H

K L

O

图 2.75

连结 OE、OC 和 OD, 则 4COD 是等腰直角三角形，∠COD = 90◦, 又
OE⊥CD, OE 也平分 ∠COD. 这样，我们又得到一个顶点在半球心 O, 底面
半径为 CE = R 的圆锥的截面 4COD.
用和半球底面大圆截面平行的任意一个平面去截半球，此截面与轴截面上

的圆柱、圆锥母线 AD、OD、OE、OC、BC 分别交于 F、G、H、I、J 各

点，而与球的大圆上的半圆弧交于 K、L 两点．

显然，OH = HG = 和圆锥底面平行的截面半径 r.
又，HK 为和半球底面平行的截面小圆的半径 r′, 连结 OK, 则 OK =

HF = R.
在直角三角形 OKH 中有

OK2 = OH2 +HK2
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即

HF 2 = HG2 +HK2, R2 = r2 + r′
2

∴ πR2 = πr2 + πr′2

这就是说，用任何一个平行于半球底面的平面去截圆柱和半球，总会截得

下面的关系：

圆柱的截面面积 =圆锥的截面面积+半球的截面面积

因此，根据祖暅原理得到

V圆柱 = V圆锥 + V半球

即：

πR2 ·R =
1

3
πR2 ·R+ V半球 ⇒ V半球 =

2

3
πR3

∴ V球 =
4

3
πR3

由此，我们得到下面的定理．

定理

如果球的半径是 R, 那么它的体积计算公式是

V球 =
4

3
πR3

定义

球冠和截得它的截面所围成的几何体叫做球缺，球冠的高叫做球缺的高，

截面叫做球缺的底面．球带和截得它的两个截面所围成的几何体叫做球

台，球带的高叫做球台的高，两个截面叫做球台的底面．

球缺体积公式可仿球的体积公式的求法推出．设球的半径是 R, 球缺的高
是 h, 图 2.76 所示，弓形 PEQ 为球缺的轴截面，SE 为球缺的高，故 SE = h.

梯形 MNCD 为圆台的轴截面，NS 为圆台上底面半径，CE 为圆台下底

面半径．

矩形 ABCD 为底面半径等于 R, 高等于 h 的圆柱的轴截面．

平行于球缺底面的任意平面截圆柱轴截面上的母线 AD 于 F 点，截球缺

轴截面上的母线 P̃E 于 K 点，截圆台的轴截面上的母线 MD 于 G 点．
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D

F

A

C

B

E

G

M N

O

K H

SP Q

图 2.76

在等腰直角 4OHG 中，

OH = HG =平行圆台底面的截面圆半径r

HK =平行球缺底面的截面圆半径r′

连结 OK, 则 HF = OK = 平行圆柱底面的截面圆半径 R.
在直角三角形 OKH 中，有

OK2 = OH2 +HK2

即：

HF 2 = HG2 +HK2, R2 = r2 + r′
2

∴ πR2 = πr2 + πr′2

这就是说，用任何一个平行于球缺底面的平面去截圆柱和球缺，总会截得

下面的关系：

圆柱截面面积 =圆台截面面积+球缺截面面积

因此，根据祖暅原理得到

V圆柱 = V圆台 + V球缺

V球缺 = V圆柱 − V圆台

= πRh2 − 1

3
πh[R2 +R(R− h) + (R− h)2]

= πRh2 − 1

3
πh3 =

1

3
πh2(3R− h)

由此我们得到下面的定理：
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定理

如果球的半径是 R, 球缺的高是 h, 那么球缺体积计算公式是：

V球缺 =
1

3
πh2(3R− h)

推论

若球缺底面半径是 r, 高是 h, 则球缺的体积是

V球缺 =
1

6
πh(3r2 + h2)

O
R

AH
h

图 2.77

证明：如图 2.77, 设截得球缺的球的半径是 R, 由直角三角形 OAH, 得到

r2 = R2 − (R− h)2 = 2hR− h2

∴ R =
r2

2h
+

h

2
将 R 代入球缺体积公式，则有

V球缺 = πh2

(
r2

2h
+

h

2
− h

3

)
=

1

6
πh(3r2 + h2)

球台的体积可以由计算两个球缺的差得到．

例 2.33 正三棱柱里有一个内切球（即球面和正棱柱的所有各面都相切）已知

正三棱柱的体积为 48
√
3cm3, 求内切球的体积，（图 2.78(1)）

解：设内切球的半径为 r, 则 2r 为正三棱柱的高．如果正三棱柱的底面正三角

形的一边长为 a, 那么正三棱柱的底面积：

S底 =
1

2
a2 sin 60◦ =

√
3

4
a2
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(1)

A D C

O

B

(2)
图 2.78

又，根据已知条件有 √
3

4
a2 · 2r = 48

√
3

因此：

r =
96

a2
(2.16)

因为球内切于正三棱柱，所以它们在正三棱柱一个底面上的正射影为图

2.78(2), 正 4ABC 是正三棱柱底面正三角形，其内切圆 O 为内切球之大圆，

设 �O 切 AC 于 D, 连 OD, OA, 在直角 4OAD 中，

∵ ∠OAD = 30◦

∴ r = OD =
1

2
OA =

√
3

6
a

∴ a =
6√
3
r = 2

√
3r

∴ a2 = 12r2 代入 (2.16) 式
∴ r = 2(cm)

∴ 内切球体积

V球 =
4

3
π × 23 =

32

3
π(cm3)

答：内切球的体积是
32

3
π(cm3).

例 2.34 钢铆钉钉头呈球缺形，钉身呈圆柱形，尺寸如图 2.79(单位 mm), 已
知钢的比重是 7.8g/cm3, 求铆钉的重量（精确到 0.1g）

解：钉头的体积是

V球缺 =
1

3
πh2(3R− h)

≈ 1

3
× 3.14× 62 × (3× 10− 6) ≈ 904(mm3)
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钉身的体积是

V圆柱 = πR2
1h1 ≈ 3.14× 52 × 20 ≈ 1570(mm3)

所以铆钉的重量是：

7.8× 904 + 1570

1000
≈ 19.3(g)

答：铆钉的重量约为 19.3 克．

6

20

ϕ10

R10

图 2.79

A D B

O

C

60◦

h

R

图 2.80

例 2.35 一扇形的半径为 R, 中心角是 60◦, 绕着它的一条边即扇形的半径旋
转，求旋转体的体积．

解：这个旋转体的图形如图 2.80 所示，它是由球冠和圆锥侧面所围成的几何
体．我们把它叫做球扇形，并把它看成是无数个顶点在球心，底面在球冠面上

的小锥体的组合，设每个小锥体的底面面积是 S1, S2, S3, . . ..
球扇形的底面面积是球冠面积 S球冠，那么

S球冠 = S1 + S2 + S3 + · · ·

球扇形的体积

V =
1

3
S1R+

1

3
S2R+

1

3
S3R+ · · ·

=
1

3
R(S1 + S2 + S3 + · · · ) = 1

3
RS球冠

∵ S球冠 = 2πRh

∴ V =
1

3
R(2πRh) =

2

3
πR2h

∵ h = R−OD, OD =
1

2
R

∴ h =
1

2
R
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∴ V =
2

3
πR2 · 1

2
R =

1

3
πR3

答：这个球扇形的体积是
1

3
πR3.

练习

1. 如果球的大圆面积增为原来的 10 倍，球的体积有什么变化？

2. 一种钢滚珠的半径是 10mm, 造 50 个这样的滚珠需要多少钢？（精
确到 100g, 设钢的比重为 7g/cm3）

3. 球缺的高是球的直径的 1/10，求它们体积的比．

4. 球缺的底面半径是球的半径的 1/2，体积是球的几分之几？

5. 球半径是 5cm 的球台，它的两个底面半径分径别是 3cm 和 4cm,
求这个球台的体积（有两种情形）．

6. 在一个直径为 50mm 的球的中央，以直径为轴钻一个底面圆的直
径为 30mm 的圆柱孔，计算球被钻孔后剩余下的部分体积．

习题 2.3

1. 一长方体的三度的比为 1:2:3, 对角线长是 2
√
14cm, 求它的体积．

2. 将正四棱柱的底面的边三等分，过三等分点用平行于侧棱的平面截去四个
三棱柱，得到一个八棱柱，这个八棱柱的体积是原四棱柱的体积的几分之

几？

3. 求证：底面是梯形直棱柱的体积等于两个平行侧面积的和与这两个侧面间
距离的积的一半．

4. 已知正六棱柱较长的一条对角线长是 13cm, 侧面积是 180cm2, 求这棱柱
的体积．

5. 一根圆木料，长 3.0m,直径 0.8m,距离圆木的轴 0.2m且平行轴锯去一片，
求剩余木料有多少立方米？

6. 每条棱都是 a 的正六棱柱，求它的内切圆锥的体积．

7. 从一个正方体中如图那样截去四个三棱锥后，得到一个正三棱锥A−BCD,
求它的体积和正方体的体积之比是多少？
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A

D

B

C

第 7 题

8. 三棱锥的三个侧面互相垂直，它们的面积分别是 6m2 4m2 和 3m2, 求它
的体积．

9. 在正三棱柱中有一个内切球，已知球的半径是 r, 求这个三棱柱的体积．

10. 在体积为 V 的棱柱内取一点 O, 以 O 为顶点作与棱柱同底的两个棱锥，

试求它们的体积的和．

11. 从一切薄铁片上，裁下一个半径为 24cm, 圆心角为 120◦ 的扇形，再围成

一个圆锥筒，求这个圆锥筒的容积（保留两位有效数字）．

12. 在一个大圆锥内，以它的底面为底面作一个小圆锥，大、小圆锥的高和母
线所夹的角分别为 α、β, 这两个圆锥的高之差为 h, 求大小圆锥的侧面所
夹部分的体积．

13. 若圆锥的侧面积是内接圆柱侧面积的四倍，圆锥的高 h = 2,母线长 ℓ = 3,
求圆柱的高和体积．

14. 有甲、乙两个容器，甲容器是圆柱形，高是 2dm, 底面半径是 1dm, 乙容
器是圆锥形（锥顶向下），高是 2dm. 底面半径是 2

√
3dm, 如果把甲容器

灌满水，然后将甲容器内水的一部分倒入乙容器，使得两个容器的水面同

样高，这时水面高是多少 dm（分米）？

15. 三棱锥的每条侧棱长都是 ℓ, 底面三边的长分别是 a、b、c, 求证：它的体
积

V =
1

12

»
16ℓ2s(s− a)(s− b)(s− c)− a2b2c2

其中 s =
1

2
(a+ b+ c)

16. 三棱锥 S −ABC 中，侧面 SCB⊥ 侧面 ABC, 又 SC = SB = 1, 在顶点
处的各面角等于 60◦, 求这个三棱锥的体积．
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17. 已知棱台两底面面积分别为 245cm2, 80cm2, 截得棱台的棱锥高是 35cm,
求这个棱台的体积．

18. 两底面边长分别为 15cm, 10cm 的正三棱台，它的侧面积等于两底面面积
的和，求这个三棱台的体积．

19. 圆台的高为 3, 一个底面半径是另一个底面半径的 2 倍，母线与下底面所
成的角为 45◦, 求它的体积．

20. 圆台的母线与底面夹角为 α, 又它的内切球半径为 R, 求证：圆台的体积

为
2

3
πR3 4− sin2 α

sin2 α
，侧面积为

4πR2

sin2 α
.

21. 已知棱台的体积为 76cm3, 高是 6cm, 一个底面面积为 18cm, 求这个棱台
的另一个底面面积．

22. 棱台的上、下底面的面积分别是 S1 和 S, 求证：这棱台的高和截得这棱
台的原棱锥高的比是

S −
√
SS1

S

23. 体积 52cm3 的圆台，一个底面面积 9 倍于另一个底面面积，求截成这圆
台的原来圆锥的体积．

24. 如果一个圆柱和一个圆锥的底面直径和高都与球的直径相等，求证：圆柱、
球、圆锥体积的比是 3:2:1.

25. 一个多面体的各面都与球相切，求证：多面体的体积等于它的表面积与球
的半径的积的 1/3.

26. 求高为 h, 母线为 ℓ 的外接球的体积．

27. 球缺的体积是 π2

3
cm3, 它的高是 1

2
cm, 求截得球缺的球的表面积和体积．

28. 一个木球浮于水中，在水面上球缺的高为 2cm, 底面半径为 8cm, 求这个
木球的重量．

29. 若某球的球冠面积恰等于另一个半球的球冠面积，求证：半球的体积大于
球缺的体积．

30. 已知扇形的圆心角为 30◦, 半径为 r, 以扇形的一边为轴旋转一周，求所得
旋转体的体积．
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31. 已知圆台的母线和下底面成 60◦ 角，半径为 3cm 的球内切于圆台，求圆
台的侧面积和球积．

32. 一个球台的两个底面的半径分别是 6cm和 4cm,高是 2cm,求这个球台的
体积．

33. 两个球的半径分别是 3cm 和 4cm, 另一个球的球面面积等于它们两个球
面面积的和，求这个球的半径．

34. 有半径都是 R 的四个球，每一个都和其他三个相切，求和这四个球同时

相切的球的体积和表面积（有两种情形）．

35. 一个倒圆锥容器（圆锥顶点向下）它的轴截面是正三角形，在这容器内注
入水，并且放入一个半径为 R 的球，水平面恰好和球面相切，试问将球

取出后，水平面的高是多少？

复习题二

1. 证明：三棱锥的对棱互相垂直．

2. 证明：正 n 棱柱每相邻两个侧面所成面二面角等于

(n− 2)× 180◦

n

3. 直平行六面体 ABCD−A1B1C1D1 中已知下底 ABCD 的边 AB 及 AD

上的高 BE 分别等于 26cm 和 24cm, 又 BE 分 AD 成 2:3, 六面体的高
AA1 等于 45cm, 求这个六面体的截 ADC1B1 的面积．

4. 证明：平行六面体的所有对角线交于一点并且互相平分．

5. 已知长方体 ABCD − A1B1C1D1, AA1C1C 是它的对角面，它的面积

SAA1C1C = M , 底面面积 SABCD = Q, 侧棱 AA1 = h, 求长方体的侧
面积．

6. 有一个圆柱，它的高是 12cm,底面半径为 5cm,设有一条线段长 13cm,它
的两端分别在上、下底面的圆周上，求这线段和轴的距离以及它们所成的

角．

7. 棱锥的底面是正方形，有相邻两个侧面垂直于底面．另外两个侧面与底面
成 45◦ 角，最长的侧棱长为 15cm, 求这棱锥的高．
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8. 过棱锥的各侧棱分别作垂直于底面的平面，求证这些平面相交于一直线．

9. 圆锥的母线长为 L, 它和底面所成的角为 θ, 求这个圆锥的内接正方体的
棱长．

10. 有一个圆锥如图，它的底面半径为 r, 母线长为 L, 在母线 SA 上有一点

B, AB = a, 求由 A 绕圆锥一周到 B 的最短距离是多少？

第 10 题

11. 已知一个四棱锥的底的顺次三个角的比等于 2:3:4; 又棱锥侧面与底面构
成的角皆相等，求底面各角的大小．

12. 如果四棱台的底面是平行四边形，那么四条对角线必交于一点．

13. 三条等线段两两垂直交于一点，并且被这点所平分．求证：这三条线段的
六个端点是一个正八面体的六个顶点．

14. 斜三棱柱的一个侧面的面积等于 S, 这个侧面与它所对的棱的距离等于 a,
求证：这个棱柱的体积是

1

2
Sa.

15. 棱锥的底面是边长分别为 20cm 和 36cm, 夹角为 30◦ 的平行四边形，棱

锥的高等于 12cm, 并且顶点在底面内的射影为底面对角线的交点，求这
棱锥的侧面积．

16. 圆台的母线长是 L, 母线和下底面所成的角是 θ, 轴截面的对角线垂直于
母线，求证：这个圆台的侧面积是 πL2 sin θ tan θ

17. 圆锥的顶角为 120◦, 有一过两母线且与轴截面等积的截面，求这截面和圆
锥的轴所成的角．
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18. 底面为直角三角形的直棱柱里有一个内切球，底面三角形斜边上的高为
h, 且这高和直角边之一成 α 角，求这棱柱的体积．

19. 正四棱台的上、下底面积分别是 Q1 和 Q2, 其侧面积为 P , 求对角面的面
积．

20. 圆锥的高是 20cm, 底面半径是 25cm, 经过它的顶点，作一截面，如果底
面的圆心到截面的距离是 12cm, 求这截面的面积．

21. 两个圆锥有公共高，且它们的顶点为公共高的两端，若第一个圆锥的母线
为 ℓ, 顶角为 2α, 第二个圆锥的顶角为 2β, 求这两个圆锥公共部分的体
积．（提示，两个圆锥的交线是一圆，圆的半径 r 满足 r(cotα+ cotβ) =
ℓ cosα）

22. 若球冠的顶点和底面圆上一点间的距离是 a, 求球冠的面积．

23. 在北纬 60◦ 圈上有甲、乙两地，它们的纬度圈上的弧长为
π

2
R（R 为地球

半径），求这两地间的球面距离．

24. 求地球热带的面积．（注：地球上从南纬 23 度半到北纬 23 度半之间的部
分球面为热带）

25. 在一个平行六面体中，一个顶点上的三条棱长分别是 a、b、c, 这三条棱
中每两条所成的角是 60◦. 求平行六面体的体积．

26. 一个棱锥的体积是 V , 把棱锥的高三等分，过两个分点的平行于底面的截
面将这个三棱锥分成三部分，求中间一部分的体积．

27. 三棱锥 S−ABC中，侧棱 SA、SB、SC的长分别是 a、b、c,又 ∠ASB = 60◦,
∠ASC = ∠BSC = 90◦, 求这个棱锥的体积．

28. 一个直角三角形的两条直角边为 15cm 和 20cm, 以斜边为轴旋转，求这
个旋转体的体积．

29. 一个扇形的半径是 10cm, 用一个半径 5cm 的同心弧在这扇形上截去一
个小扇形，若用剩下的一块做一个圆台的侧面，并且它的下底面的面积是

36πcm2. 求原扇形的圆心角和所成圆台的体积．

30. 一个球冠的面积是 40πm2, 高是 2m, 求含这面的球缺的体积．

31. 一个球的半径为 7cm, 用两个平行平面截去两个高为 3cm 的球缺，求剩
余部分（球台）的体积．
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32. 经过正四棱柱 AC ′ 的底面的一条对角线 AC 引一个平面平行于对角线

BD′, 交棱 DD′ 于 P , 如果这个正四棱柱底面的边长为 a, 对角线 BD′ 与

底面所成的角是 θ, 求截面 APC 的面积．

33. 侧棱都相等底面为矩形的棱锥，已知底面边长为 6cm 和 8cm, 棱锥的高
为 2cm, 求通过它的底的一条对角线，且平行于不与此对角线相交的一条
侧棱的截面的面积．

34. 圆柱的底面半径是 10cm, 高是 15cm, 平行于轴的截面在底面上截得的弦
等于底面半径，求圆柱被截去部分的体积．

35. 圆台母线长 17cm, 轴截面面积为 420cm2, 中截面面积为 196πcm2, 求这
圆台的体积．

36. 分别以直角三角形的斜边、两直角边所在直线为轴，旋转这个直角三角形
所得的三个旋转体的体积为 V、V1、V2. 求证：

1

V 2
=

1

V 2
1

+
1

V 2
2

37. 求图中阴影部分绕轴 ℓ 旋转一周所成旋转体的全面积和体积．

4

2

r

第 37 题 第 41 题

38. 正方体的棱长为 a, 过顶点将正方体截去四个三棱锥得到一个正四面体，
求这个正四面体的体积．

39. (a) 体积相等的正四面体、正六面体、正八面体的全面积哪一个最小？哪
一个最大？

(b) 正方体、等边圆柱、球这三个体积相同时，哪一个全面积最小？

40. 在母线长为 ℓ, 高在 ℓ 与 ℓ/2 之间的圆锥中，求侧面积最大的那个圆锥．
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41. 如图，将正方体的棱分为 4 等分，在 1/4 处，截去各棱角得到一个多面
体，正方体的体积减少了几分之几？

42. 已知一个四面体，它的四个面都是各边长为 a、b、c 所组成的四个全等三

角形，求此四面体的体积．

43. 若 M、N 分别为立方体 ABCD − A1B1C1D1 的面 A1C1 和 B1C 的中

心，求 DM 和 AN 的距离．

44. 正四棱锥 S −ABCD 中，底面的边长为 a, 侧棱长为 b,

(a) 求这棱锥的体积；

(b) 求这棱锥的侧面积；

(c) 画出过 AC 且平行于 SB 的截面，并求出这截面的周长及面积．

45. 已知正四棱锥的侧面与底面所夹的二面角为 α, 相邻两个侧面所夹的二面
角为 β, 求证：cosβ = − cos2 α.

第四节 附录 圆锥曲线

古希腊的几何学家不但对于圆、球、柱、锥进行研究，而且还对于其他的

多种曲线如椭圆、抛物线、双曲线等等的性质进行研究并且获得了杰出的成果，

这里只介绍他们所得结果的简要部分．关于椭圆、抛物线和双曲线的研究工作，

首推公元前四世纪的孟奈奇姆和前三世纪的阿波罗尼．

一、圆柱与椭圆

将一条直线绕着另一条和它平行的轴旋转一周就产生一个圆柱面，若用一

个垂直于轴的平面去截这个圆柱面，则所得的截痕是一个圆；如果截平面与轴

不垂直，则截痕是一个椭圆，那么如何描述它们的几何特性呢？

若从圆柱的上方放入一个和圆柱等半径的球，它总是与柱面相切，当小球

下降到斜截面相切于一点后，就受阻而不再下降了，同样也可把一个与圆柱等

半径的球由下方向上顶到和斜截面相切于一点的位置．如图 2.81所示．设上球
和斜截面相切于 F1 点，和柱面相切于圆 C1, 下球和斜截面相切于一点 F2, 和
柱面相切于圆 C2．

设 P 是椭圆截痕上任一点，则过 P 点与轴线平行的直线全在柱面上，设

它交圆 C1 和圆 C2 于 Q1 和 Q2 两点，则
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图 2.81 图 2.82

• PQ1 和 PF1 是 P 点到上球的两条切线，所以等长．

• PQ2 和 PF2 是 P 点到下球的两条切线，所以等长．

所以，PF1 + PF2 = PQ1 + PQ2 = Q1Q2

我们让 P 点在椭圆上变动，则 Q1Q2 的变化只是绕轴旋转，而其长度保持

不变的．这就是说，PF1 + PF2 = Q1Q2 = 常数．

F1、F2 椭圆焦点，这就发现了椭圆的特性：椭圆是平面上一个动点到两个

定点 F1 和 F2 的距离之和等于定长的轨迹，F1 和 F2 叫做椭圆的焦点．

二、圆锥与圆锥曲线

设 ℓ1、ℓ2 是相交于 O 点的两条直线，让 ℓ2 以 ℓ1 为旋转所得的曲面就是一

个圆锥面．再用不过 O 点的平面去截割圆锥面，所得的曲线叫圆锥曲线，如图

2.82 所示．设 ℓ1、ℓ2 的夹角为 α, 截平面和轴的交角为 β, 则不难发现 β > α

时，截痕为椭圆；β = α 时，截痕为抛物线；β < α 时，截痕分为上、下两支，

是双曲线．这三类曲线统称圆锥曲线（或圆锥截线）．这样就对上述这三种曲线

有了一种统一的产生办法和处理方式．
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三、圆锥曲线的性质

在一中前面我们用平面斜截圆柱面而得椭圆这一类型的曲线，并且利用上、

下切球和定点到球面的切线长相等来推导它的性质：PF1 + PF2 = 定长．

在二中我们改用平面来截割圆锥面来构造三种曲线，其中 β > α 时，我们

说所得曲线还是椭圆，这一点还得加以证明．现在我们把一中的证明略作修改，

证明如下：

我们依然可以作一个上切球，它和圆锥面相切于圆 C1, 和截割平面相切于
F1 点，也可以作一个下切球，它和圆锥面相切于圆 C2, 和截割平面相切于 F2

点（唯一不同之点是：在柱面的情形，上下切球大小相同，这里的上、下切球

一小，一大．如图 2.83）．

设 P 为截痕上任意一点，连结直线 OP , 交 C1、C2 于 Q1 和 Q2 两点，则

同样有

PQ1 = PF1, PQ2 = PF2

所以 PF1 + PF2 = Q1Q2.

再者，当 P 点在截痕上变动时，Q1Q2 的变化只在锥面上旋转，而长度不

变．这就证明了圆锥的这种截痕（β > α）满足一中所证的椭圆的性质，因此它

也是椭圆．

图 2.83 图 2.84
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（一）双曲线的性质

设 β < α, 则截割平面交圆锥于上、下两支，如图 2.84 所示，我们也可以
作上、下两个切球（这次它们分居于圆锥的上、下两部），它们和圆锥分别切于

圆 C1 和圆 C2, 和截平面相切于 F1 和 F2 点．

设 P 为截痕上的任一点，连结直线 OP , 分别交 C1、C2 于 Q1 和 Q2 点，

则同样地可以得出：

PF1 = PQ1, PF2 = PQ2

而 QQ2 的长度是与 P 点位置无关的一个常数，所以，Q1Q2 = PQ1 − PQ2 =

PF1 − PF2 = 常数．

这就证明了双曲线的性质：双曲线上的任一点和双曲线所在平面上两个定

点的距离之差等于一个常数．即

PF1 − PF2 =常数 或 PF2 − PF1 =常数

（二）抛物线的性质

设 β = α,则截割平面和圆锥交于开口的一支，这时我们只能作一个球，它
和圆锥相交于 C, 和截平面相切于 F 点．

再者，圆 C 所在的平面和截平面相交于一条直线叫作准线，如图 2.85 所
示．

设 P 是截痕上任一点，连结 PO 交圆 C 于 Q 点，再由 P 点向准线 p 作

垂线 PR. 由假设，我们可以将 PQ 旋转到和 PR 平行的位置 P ′Q′, 这样，就
不难看出：

• PF = PQ（切线长相等）

• PQ = P ′Q′（移形公理）

• PR = P ′Q′（平行平面间的平行线段相等）

所以 PF = PR = P 点到准线的距离．

总结上面的讨论得到抛物线的性质：抛物线上任意一点和抛物线所在平面

上的一定点和一定直线的距离相等．即：PF = PR．

定点叫作抛物线的焦点，定直线叫做它的准线．
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图 2.85



第三章 向量与向量运算

在常用的数量问题中，我们用数去表达各种量，如重量、长度、面积、体

积、密度等等；用加、减、乘、除运算的组合去表达各种量之间的关系（通称

代数通性）．在代数中，我们已掌握了数系的基本性质（即交换律、结合律和分

配律）．并熟知了代数学的基本精神在于有效地运用数系通性，对于各种类型

的代数问题谋求通解（即以通性求通解）．现在我们要着手把几何学的讨论也

推进到定量的层面，设法把空间结构有系统地代数化，数量化，这也就是本章

所要详加讨论的课题——向量与向量运算．为了便于同学们逐步地理解向量这

个基本概念，本章的前三节先对平面向量详加分析，然后再在第四节讨论空间

向量．

第一节 平面位移向量及其加法运算

一、位移向量

如图 3.1 所示，我们在 AB 的端点 B 处画上一个箭头表示线段 AB 具有

射线 AB 的方向，这种用箭头指明方向的线段叫做有向线段，记作
−−→
AB，读作

有向线段 AB，并称 A 为 −−→
AB 的始点，B 为

−−→
AB 的终点．AB 的长叫做

−−→
AB

的长，并记作 |
−−→
AB|．

−−→
AB 和

−−→
CD 同向且等长，那么我们称

−−→
AB 和

−−→
CD 相等，记作

−−→
AB =

−−→
CD

（图 3.2）．
已知方向 ON(图 3.3), 如果平面上的每一点都沿射线 ON 的方向移动相

同的距离，那么我们称这种平面上全体点的移动叫做平面上全体点的一个平移．

平面上全体点的一个平移通常用字母 T 来表示，不同的平移可分别用 T1, T2, . . .

来表示．如果 P 点通过平移 T 移动到 P1 点，则 P1 点叫做 P 点的象点，记

作 P1 = T (P ), 这时有向线段 −−→
PP1; 可写作

−−−−→
PT (P )．

为了给出一个平移，根据定义，只需给出平面上任一点和它的象点即可．设

191
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A

B

图 3.1
A

B

C

D

图 3.2

O

N

P

P1

图 3.3
P1

T (P1)

P2

T (P2)

图 3.4

P1 = T (P ), 则 P、P1 这两点就完全确定了平移 T 的方向和距离；对平面上

任一点 A, 我们都可作 −−→
AA1 =

−−→
PP1, 这样 A 的象点 A1 也就被

−−→
PP1 所唯一确

定，这也就是说，给定了一个平移 T , 如果 P1 = T (P ), 那么这个平移 T 完全

被
−−−−→
PT (P ) 所唯一确定，通常我们就用

−−−−→
PT (P ) 或

−−→
PP1 表示这个平移．

显然，平面上全体点的一个移动是一个平移的充要条件是：对平面上任意

两点 P1、P2，都有
−−−−−→
P1T (P1) =

−−−−−→
P2T (P2)

从以上讨论知，一个平移 T 只有两个要素：方向和距离，因此平面上的一

个平移 T , 可用那些同向且等长的任一条有向线段来表示．
几次连续平移的结果，叫做平移的合成．设 T1、T2 是两次连续平移，这两

次连续平移的合成通常记作 T2 ◦T1（第一次平移写在右边），类似地 T3 ◦T2 ◦T1,
表示 T1、T2、T3 三次连续平移的合成．

定理

平移的合成还是一个平移且平移的合成满足交换律．

证明：设 T1、T2 是两个平移，我们要证明的是：T2 ◦T1 也是一个平移，T2 ◦T1 =

T1 ◦ T2.
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设 P、Q 是平面上任意两点（图 3.5），P1 = T1(P )、P2 = T2(P1)、Q1 =

T1(Q)、Q2 = T2(Q1), 则 P2 = T2(T1(P )), Q2 = T2(T1(Q))

T1 T1

T2 T2

P2 Q2

P1 Q1

P Q

图 3.5

我们要证明 T2 ◦T1 是一个平移也就是要证明 PP2 与 QQ2 平行且等长．即

−−→
PP2 =

−−→
QQ2

由于 T1、T2 都是平移，则

−−→
PP1 =

−−→
QQ1,

−−−→
P1P2 =

−−−→
Q1Q2

连 P、P2, Q、Q2 由平行四边形基本定理（即一个四边形的一组对边平行且等

长，则另一组对边也平行且等长），容易证明：

−−→
PP2 =

−−→
QQ2

这就证明了 T2 ◦ T1 也是一个平移．

设点 P 是平面上任一点，P1 = T1(P ), P2 = T2(P1), 则 P2 = T2(T1(P )),
这就是说 T2 ◦ T1 把 P 点移动到 P2 点．

设 Q = T2(P ), 由平移定义可知
−−−→
P1P2 =

−−→
PQ

又由上述平行四边形基本定理可证

−−→
PP1 =

−−→
QP2

这就是说

P2 = T1(Q) = T1(T2(P ))

所以

T2 ◦ T1 = T1 ◦ T2



194 第三章 向量与向量运算

P T2 Q

T1

P1

T1

P2

T2
◦ T1

T2

图 3.6
T1

T2 5
√ 2

T2

T1

北

图 3.7

例 3.1 已知 T1 表示平移“向东 5 公里”，T2 表示平移“向北 5 公里”，求
T1 ◦ T2, T2 ◦ T1.

解： T1 ◦ T2 = T2 ◦ T1 都表示平移：“向东北 5
√
2 公里”（图 3.7）

例 3.2 已知：T1 :“向东 5公里”，T2 :“向西 10公里”，求 T1 ◦T2 和 T2 ◦T1.

解： T1 ◦ T2 = T2 ◦ T1 都表示平移：“向西 5 公里”（图 3.8）．

例 3.3 已知 T1 : “向东 3 公里”，T2 : “向西 3 公里”，求 T1 ◦ T2, T2 ◦ T1．

解： T1 ◦ T2 = T2 ◦ T1 都表示“原地不动”（图 3.9）．这种原地不动的“移动”，
可看作平移的特例，叫做零平移，零平移记作

−→
0 .

定义

平面上全体点的一个平移，叫做平面上的一个位移向量，简称向量．

T1

T1

北

T2

T2

图 3.8

T1

T2 T2

T1

图 3.9

如果我们用
−−→
AB, −−→

CD 表示平面上点的平移，我们就说向量
−−→
AB,

−−→
CD, . . .．

印刷时经常用粗体字 a、b、c 等表示一个向量．向量 a、b、c 在手写时常写作
a⃗、b⃗、c⃗．

如果向量 a⃗, 把 A 点移动到 B 点，C 点移动到 D 点，E 点移动到 F 点

（图 3.10），则
a⃗ =

−−→
AB =

−−→
CD =

−−→
EF = · · ·
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这些同向且等长的有向线段都表示同一个向量，也就是说它们中的任一个都可

用来表示向量 a⃗．

A

a⃗

B

C

a⃗

D

E

a⃗

F

a⃗

图 3.10

若 a⃗ =
−−→
AB, 则 −−→

AB 的长叫做 a⃗ 的长度，记作 |
−−→
AB| 或 |⃗a|. 射线 −−→

AB 的方

向叫做向量 a⃗ 的方向．零平移又叫做零向量，它的方向不确定．

如果
−−→
AB 与

−−→
CD 的方向相同，那么

−−→
AB, −−→CD 叫做同向向量，如果

−−−→
A1B1、

−−−→
C1D1 的方向相反，那么

−−−→
A1B1、

−−−→
C1D1 叫做反向向量（图 3.11）．方向相同或

相反的向量，叫做平行向量．

A

B

C

D

a⃗

A1

B1

D1

C1

b⃗

图 3.11

长度为 1 个单位的向量叫做单位向量，通常我们用单位向量表示平面上的
一个方向．

以后我们用到记号
−−→
AB 或 a⃗,它们表示的是一个有向线段还是一个向量，一

般我们都不另加说明，读者可根据实际问题加以区分．
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练习

1. 用有向线段表示以下平移：

(a) T1: 向东 5cm；

(b) T2: 向南偏西 30◦, 3cm;

(c) T3: 向北偏西 60◦, 50km.

2. 用有向线段表示以下两个平移的合成：

(a) T1: 向西 5 里，T2: 向南 3 里．

(b) T1: 向北 4 里，T2: 向西 8 里．

二、向量的加法与减法

向量 a⃗ 与 b⃗ 的合成就叫做 a⃗ 与 b⃗ 的和，记作 a⃗+ b⃗, 即

a⃗+ b⃗ = b⃗ ◦ a⃗

由上节定理可知，a⃗ 与 b⃗ 的和 a⃗ + b⃗ 也是一个向量．由于每个向量可由一

点和它的象点所唯一确定，所以可按下面方法作 a⃗+ b⃗.
在平面上，任取一点 A (图 3.12), 作 −−→

AB = a⃗, −−→BC = b⃗, 即 a⃗ 与 b⃗ 的合成

把 A 点移动到 C 点，因而
−→
AC = a⃗+ b⃗

a⃗
b⃗

A

a⃗

b⃗
C

a⃗+ b⃗

图 3.12

以上求和作图法叫做三角形求和法则．

由于平移的合成满足交换律，所以向量加法也满足交换律，即

a⃗+ b⃗ = b⃗+ a⃗
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读者不难从图 3.13 去验证，向量加法还满足结合律，即

(⃗a+ b⃗) + c⃗ = a⃗+ (⃗b+ c⃗)

a⃗
a⃗+

b⃗

(⃗a+ b⃗) + c⃗ = a⃗+ (⃗b+ c⃗)

b⃗

b⃗+
c⃗ c⃗

图 3.13

a⃗ x⃗ −a⃗

图 3.14

容易看出，a⃗+ 0⃗ = 0⃗ + a⃗ = a⃗.
如果向量 a⃗ 与 x⃗ 反向且等长，那么由求和作图法可知（图 3.14）

a⃗+ x⃗ = 0⃗

如果用 −a⃗ 表示 x⃗, 那么 −a⃗ 叫做 a⃗ 的逆向量或负向量，于是

a⃗+ (−a⃗) = 0⃗

如图 3.15 所示．

a⃗+ (−b⃗)

a⃗

a⃗

−b⃗

b⃗

图 3.15

a⃗+ b⃗ a⃗− b⃗

a⃗

b⃗

A B

CD

图 3.16

例 3.4 已知： ABCD, −−→AB = a⃗，
−−→
AD = b⃗（图 3.16）.

求证：
−→
AC = a⃗+ b⃗,

−−→
DB = a⃗− b⃗
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证明：因为
−→
AC =

−−→
AB +

−−→
BC,

−−→
BC =

−−→
AD，所以

−→
AC =

−−→
AB +

−−→
AD = a⃗+ b⃗

又因为
−−→
DB =

−−→
DC +

−−→
CB,

−−→
DC = a⃗,

−−→
CB = −b⃗

所以
−−→
DB = a⃗− b⃗

由例 3.4 可知，位于一个平行四边形的一条“对角线向量”等于相邻两个
“边向量”之和，而另一条“对角线向量”等于相邻两个“边向量”之差，由此，

我们还可得到求两个向量和与差的方法如下：

求和的平行四边形法则

已知 a⃗、b⃗, 任取一点 A, 作 −−→
AB = a⃗, −−→

AD = b⃗, 再以 −−→
AB、

−−→
AD 为边作

ABCD, 则对角线上的向量 −→
AC 就是 a⃗ 与 b⃗ 之和，即

a⃗+ b⃗ =
−−→
AB +

−−→
AD =

−→
AC

求 a⃗− b⃗ 的三角形法则

已知 a⃗、b⃗, 在平面上任取一点 A, 作 −−→
AB = a⃗, −−→AD = b⃗, 以减量 b⃗ 的终点

（D）为始点，被减量 a⃗ 的终点（B）为终点的向量
−−→
DB 就是 a⃗− b⃗, 即

a⃗− b⃗ =
−−→
AB −

−−→
AD =

−−→
DB

对于多个向量 a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n 的求和法则，可由三角形求和法则推广如下：

已知 a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n，在平面上任取一点 O, 作 −−→
OA1 = a⃗1, 然后在 A1 上引

−−−→
A1A2 = a⃗2, 再在 A2 上引

−−−→
A2A3 = a⃗3, 如此下去，我们由这 n 条向量构成一

条折线，由两个向量的求和法则，我们可推知，以第一条有向线段的始点为始

点，最后一条有向线段的终点为终点的有向线段所表示的向量就是这 n个向量

之和，在图 3.17 中，

a⃗1 + a⃗2 + a⃗3 + a⃗4 =
−−→
OA1 +

−−−→
A1A2 +

−−−→
A2A3 +

−−−→
A3A4 =

−−→
OA4

例 3.5 已知：a⃗ =“向东 10km”，b⃗ =“向西 5km”，c⃗ =“向北 10km”，d⃗ =

“向南 20km”，求：a⃗+ a⃗, a⃗+ b⃗, a⃗+ c⃗, c⃗+ d⃗.
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a⃗1

a⃗1 + a⃗2 + a⃗3 + a⃗4

a⃗2 a⃗3

a⃗4

图 3.17

北

a⃗ A

b⃗

B O a⃗ E

C

d⃗

D

H

F

G

c⃗

图 3.18

解：如图 3.18 所示，作 −→
OA = a⃗, −−→OB = b⃗, −−→OC = c⃗, −−→OD = d⃗，则：

−−→
OE = a⃗+ a⃗ =“向东 20km”
−−→
OF = a⃗+ b⃗ =“向东 5km”
−−→
OG = a⃗+ c⃗ =“向东北 10

√
2km”

−−→
OH = c⃗+ d⃗ =“向南 10km”

由例 3.5, 我们可以看出，两个方向相同的向量相加时，它们的和向量的方
向与已知两个向量的方向相同，其长度等于它们的长度之和，两个方向相反的

向量相加时，它们的和向量的方向与长度较长的那个向量方向相同，其长度等

于两个向量长度差的绝对值．

练习

1. 作出下列各组向量的和：

2. 求 a⃗− b⃗

3. 任给两个向量 a⃗、b⃗，用平行四边形法则求 a⃗+ b⃗.

4. 已知 4ABC, 求证：−−→
AB +

−−→
BC +

−→
CA = 0.

5. 如果三个向量 a⃗、⃗b、c⃗, 满足 a⃗+ b⃗+ c⃗ = 0, 问表示这三个向量的有向线段
能否构成三角形．
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b⃗

a⃗

a⃗

b⃗

a⃗

b⃗

b⃗a⃗ a⃗

b⃗

b⃗ a⃗

a⃗
b⃗

c⃗

A

a⃗

b⃗
B

(1)

B

b⃗

a⃗

A

(2)

b⃗

a⃗

(3)
a⃗ b⃗

(4)
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三、n 个 a⃗ 连加之和

定义

如果 n 是正整数，定义

a⃗+ a⃗+ a⃗+ · · ·+ a⃗︸ ︷︷ ︸
n 个

= na⃗

例如，a⃗+ a⃗+ a⃗+ a⃗ = 4a⃗.

例 3.6 如 n,m 为正整数，试证：

1. n (ma⃗) = (mn)⃗a

2. n
(
a⃗+ b⃗

)
= na⃗+ n⃗b（分配律）

证明：

1.

n (ma⃗) =

n个︷ ︸︸ ︷
ma⃗+ma⃗+ · · ·+ma⃗

= a⃗+ a⃗+ · · ·+ a⃗︸ ︷︷ ︸
m个

+ a⃗+ a⃗+ · · ·+ a⃗︸ ︷︷ ︸
m个

+ · · ·+ a⃗+ a⃗+ · · ·+ a⃗︸ ︷︷ ︸
m个︸ ︷︷ ︸

n个

= (nm)⃗a

2.

n
(
a⃗+ b⃗

)
=

n个︷ ︸︸ ︷(
a⃗+ b⃗

)
+
(
a⃗+ b⃗

)
+ · · ·+

(
a⃗+ b⃗

)
= a⃗+ a⃗+ · · ·+ a⃗︸ ︷︷ ︸

n个

+ b⃗+ b⃗+ · · ·+ b⃗︸ ︷︷ ︸
n个

= na⃗+ n⃗b

下面让我们来分析一下 n
(
a⃗+ b⃗

)
= na⃗ + n⃗b 的几何意义：取

−−→
AB = a⃗,

−−→
BC = b⃗ (图 3.19), 则 a⃗+ b⃗ =

−→
AC, 再取

−−→
AB′ = na⃗, 过 B′ 点作 BC 的平行线，

取 B′C ′ 和
−−→
DC 同向且其长是 |

−−→
BC| 的 n 倍，即

−−−→
B′C ′ = n⃗b, 由上述分配律有：

−−→
AC ′ =

−−→
AB′ +

−−−→
B′C ′ = na⃗+ n⃗b = n

(
a⃗+ b⃗

)
= n

−→
AC
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由此可知，A、C、C ′ 三点共线并且
−−→
AC ′ 的长度是

−→
AC 长度的 n 倍．这就证

明了相似三角形基本定理（即两个三角形中，如果有三个角对应相等，那么它

们的三边就对应成比例）．

反之，如果 4ABC ∽ 4AB′C ′ 且
AB′

AB
= n，则由相似三角形定理有

−−→
AB′ = n

−−→
AB,

−−−→
B′C ′ = n

−−→
BC,

−−→
AC ′ = n

−→
AC

−−→
AC ′ = n

−→
AC = n

(−−→
AB +

−−→
BC

)
−−→
AC ′ =

−−→
AB′ +

−−−→
B′C ′ = n

−−→
AB + n

−−→
BC

故得

n
(−−→
AB +

−−→
BC

)
= n

−−→
AB + n

−−→
BC

这就证明了上述分配律成立．

总结上面的分析，我们可以看到，运算律 n(⃗a + b⃗) == na⃗ + n⃗b 和相似比

为整数的相似三角形定理是同一几何事实的两种表达形式，它们在逻辑上具有

等价关系．我们还可以把 n(⃗a+ b⃗) == na⃗+ n⃗b 的代数证明和边长之比为 n 的

相似三角形定理的几何证明再加以分析比较．为清楚起见，我们取 n = 3 (图
3.19).

A B B′

C

C ′

a⃗

a⃗+ b⃗

a⃗

a⃗

b⃗

b⃗

图 3.19

A1

A2

An−1

A

B

图 3.20

证明： 代数证明

3
(
a⃗+ b⃗

)
=
(
a⃗+ b⃗

)
+
(
a⃗+ b⃗

)
+
(
a⃗+ b⃗

)
(用一次交换律)

= a⃗+ a⃗+ b⃗+ b⃗+ a⃗+ b⃗ (用两次交换律)

= a⃗+ a⃗+ a⃗+ b⃗+ b⃗+ b⃗ = 3a⃗+ 3⃗b

几何证明：主要是用平行分割把 4AB′C ′ 分割成 32 = 9 个和 4ABC 全

等的小三角形来证明相似三角形定理（参看第二册第三章）．
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比较上述代数证明和几何证明，可以看出，代数证明不需要作辅助线，比

较简单明了．有意思的是几何证明中出现了三个平行四边形，应用了三次平行

四边形定理，这正好与代数证明中应用了三次交换律相对应．

设
−−→
AB = a⃗（图 3.20），将 AB 等分为 n段：AA1, A1A2, A2A3, . . . , An−1B，

则有
−−→
AA1 =

−−−→
A1A2 =

−−−→
A2A3 = · · · =

−−−−→
An−1B

所以

n
−−→
AA1 =

−−→
AA1 +

−−−→
A1A2 +

−−−→
A2A3 + · · ·+

−−−−→
An−1B =

−−→
AB = a⃗

我们把上述
−−→
AA1 定义为

1

n
a⃗，再者，我们把

m

n
a⃗ 定义为

1

n
(ma⃗)，其性质为

n
(m
n
a⃗
)
= ma⃗

例 3.7 试证

1. m

n

(
p

q
a⃗

)
=

(
m

n

p

q

)
a⃗

2. n

m

(
a⃗+ b⃗

)
=

n

m
a⃗+

n

m
b⃗

证明：

1. 等式左边乘以 qn，由例 3.7 得

qn

[
m

n

(
p

q
a⃗

)]
= q

[
n
m

n

(
p

q
a⃗

)]
= (qm)

(
p

q
a⃗

)
= m

[
q

(
p

q
a⃗

)]
= (mpa⃗) = (mp)⃗a

再由上述有理数乘向量的定义即可得

m

n

(
p

q
a⃗

)
=

mp

nq
a⃗ =

(
m

n
· p
q

)
a⃗

2. 令 a⃗′ =
1

m
a⃗, b⃗′ = 1

m
b⃗，则由例 3.7 可得

n

m

(
a⃗+ b⃗

)
=

n

m

(
ma⃗′ +mb⃗′

)
=

n

m
m
(
a⃗′ + b⃗′

)
= n

(
a⃗′ + b⃗′

)
= n

(
1

m
a⃗+

1

m
b⃗

)
=

n

m
a⃗+

n

m
b⃗
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练习

1. 如何定义 (−1)⃗a, (−2)⃗a 和 (−n)⃗a，才能使得例 3.7 中的两式对任
何正负整数都能成立.

2. 如何定义
(
−1

2

)
a⃗,
(
−2

3

)
a⃗和

(
−m

n

)
a⃗才能使例 3.8中的两式对

任何正负分数都成立．

3. 比较本节例 3.7、例 3.8, 及上面练习 1、2 和初中第一册对于指数
法则的逐步推广．

习题 3.1

1. 已知 ABCD. −−→
AB = a⃗, −−→AD = b⃗, |⃗a| = 3，|⃗b| = 5, ∠BAD = 120◦，求

a⃗+ b⃗ 与 a⃗− b⃗ 之长.

2. 已知 −→
OA, −−→OB 且 |

−→
OA| = 4cm, |−−→OB| = 5cm, ∠AOB = 60◦, 求 −→

OA+
−−→
OB.

3. 在第 2 题中，让 −→
OA, −−→OB 的长不变，只有 ∠AOB 在变化，求

−→
OA+

−−→
OB

之长的最大值与最小值．

4. 如果不附加条件，任给一个向量 a⃗, 你能把它分解为多少对向量之和？如
果分解 a⃗为两个向量之和且使这两个向量分别与已知两个向量 b⃗、⃗c平行，

这种分解是唯一的吗？

第二节 相似与向量的倍积

一、向量的倍积与运算律

在初中，我们学习了相似这个基本概念，直观地说，相似就是放大或缩小，

把相似和位移向量相结合，就可引出下述向量倍积的定义．

定义

已知 a⃗ 和实数 λ, a⃗ 与实数 λ 的乘积 λa⃗ (或 a⃗λ) 是一个向量，它的长
是 |λ| |⃗a|, 它的方向，当 λ > 0 时与 a⃗ 同向，当 λ < 0 时与 a⃗ 反向（图

3.21）; 对于 0 乘 a⃗, 规定 0a⃗ = 0, λa⃗ 中的数量 λ 叫做 a⃗ 的系数，λa⃗ 叫

做 a⃗ 的倍积．
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1
2
a⃗

2a⃗

a⃗

3a⃗

−a⃗

−3a⃗

− 1
2
a⃗

图 3.21

定理

向量的倍积满足如下的运算律，对 λ, µ ∈ R,

1.（分配律）(λ+ µ)⃗a = λa⃗+ µa⃗

2.（结合律）λ (µa⃗) = (λµ)⃗a

3.（分配律）λ
(
a⃗+ b⃗

)
= λa⃗+ λ⃗b

A B B′

C

C ′

a⃗ λa⃗

b⃗

λ⃗b
a⃗+ b⃗

λ
(
a⃗+ b⃗

)

λ > 0

B

C

B′

C ′

A
a⃗

λa⃗

b⃗

λ⃗b

a⃗+ b⃗

λ
(
a⃗+ b⃗

)

λ < 0

图 3.22

证明： 1、2 两式读者可依倍积定义自己证明，证明现让我们应用相似形定理
来证明 3.

设
−−→
AB = a⃗, −−→BC = b⃗, 则 −→

AC = a⃗+ b⃗, 在直线 AB 上取 B′ 使
−−→
AB′ = λ

−−→
AB,

过 B′ 点作 BC 的平行线交直线 AC 于 C ′ 点（λ > 0, λ < 0 这两种情形如图

3.22 所示），不难由相似三角形定理得知：

AC ′

AC
=

B′C ′

BC
=

AB′

AB
= λ
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容易看出，当

1. λ > 0 时，
−−→
AC ′ 与

−→
AC 同向，

−−−→
B′C ′ 与

−−→
BC 同向；

2. λ < 0 时，
−−→
AC ′ 与

−→
AC 反向，

−−−→
B′C ′ 与

−−→
BC 反向.

所以
−−−→
B′C ′ = λ⃗b,

−−→
AC ′ = λ

−→
AC = λ

(
a⃗+ b⃗

)
又：

−−→
AC ′ =

−−→
AB′ +

−−−→
B′C ′ = λa⃗+ λ⃗b，故得：

λ
(
a⃗+ b⃗

)
= λa⃗+ λ⃗b

例 3.8 计算下列各式

1. (−2)× 1

2
a⃗

2. 2
(
a⃗+ b⃗

)
− 3

(
a⃗− b⃗

)
3. (λ+ µ)

(
a⃗+ b⃗

)
− (λ− µ)

(
a⃗− b⃗

)
解：

1. (−2)× 1

2
a⃗ =

[
(−2)× 1

2

]
a⃗ = −a⃗

2.

2
(
a⃗+ b⃗

)
− 3

(
a⃗− b⃗

)
= 2a⃗+ 2⃗b− 3a⃗+ 3⃗b = (2a⃗− 3a⃗) +

(
2⃗b+ 3⃗b

)
= −a⃗+ 5⃗b

3.

(λ+ µ)
(
a⃗+ b⃗

)
− (λ− µ)

(
a⃗− b⃗

)
= λ

(
a⃗+ b⃗

)
+ µ

(
a⃗+ b⃗

)
− (λ− µ)⃗a+ (λ− µ)⃗b

= λa⃗+ λ⃗b+ µa⃗+ µ⃗b− λa⃗+ µa⃗+ λ⃗b− µ⃗b

= 2µa⃗+ 2λ⃗b

例 3.9 a⃗、b⃗ 为已知向量，且
2

3
(4a⃗− 3c⃗) + 3

(
5c⃗− 4⃗b

)
= 0⃗，求 c⃗.
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解：原式可变形为：

8

3
a⃗− 2c⃗+ 15c⃗− 12⃗b = 0⃗

13c⃗ = 12⃗b− 8

3
a⃗

c⃗ =
12

13
b⃗− 8

39
a⃗

例 3.10 已知 AM 是 4ABC 的 BC 边上的中线，若
−−→
AB = a⃗, −→AC = b⃗，试用

a⃗, b⃗ 表示 −−→
AM . （图 3.23）

B M C

A

图 3.23

解：

−−→
AM =

−−→
AB +

−−→
BM =

−−→
AB +

1

2

−−→
BC

=
−−→
AB +

1

2

(−→
AC −

−−→
AB
)

= a⃗+
1

2

(⃗
b− a⃗

)
=

1

2

(
a⃗+ b⃗

)

练习

1. 化简下列各式：

(a) 4
(
2a⃗− 3⃗b

)
+ 5

(
3a⃗− 2⃗b

)
(b) 1

4

(
a⃗+ 2⃗b

)
− 1

6

(
5a⃗− 2⃗b

)
+

1

4
a⃗

(c) 3
(
3a⃗− 4⃗b+ c⃗

)
− 3

(
2a⃗+ b⃗− 3c⃗

)
2. 用几何作图方法证明 a⃗+ b⃗

2
+

a⃗− b⃗

2
= a⃗.

3. 求未知向量 x⃗
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(a) x⃗+ 2 (⃗a+ x⃗) = 0⃗

(b) 3a⃗+ 4
(⃗
b− x⃗

)
= 0⃗

(c) 2

(
x⃗− 1

3
a⃗

)
− 1

2

(⃗
b− 3x⃗+ c⃗

)
+ b⃗ = 0⃗

4. 如图，已知梯形 ABCD, AB // CD 且 AB = 2DC, M、N 分别

是 DC、AB 的中点，设
−−→
AB = a⃗, −−→AD = b⃗, 试用 a⃗, b⃗ 表示 −−→

DC,
−−→
BC, −−→MN .

5. 如图，已知 OADB 是以向量
−→
OA = a⃗, −−→

OB = b⃗ 为邻边的平

行四边形，又知
−−→
BM =

1

3

−−→
BC, −−→CN =

1

3

−−→
CD, 试用 a⃗, b⃗ 表示 −−→

OM ,
−−→
ON , −−→MN .

6. 已知 4ABC 的
−−→
BC = a⃗, −→CA = b⃗, −−→AB = c⃗, 三边 BC、CA、AB

的中点依次为 D、E、F , 试用 a⃗, b⃗, c⃗ 表示
−−→
AD +

−−→
BE +

−−→
CF .

CD M

A BN

b⃗

a⃗

第 4 题
a⃗

b⃗

AO

C

B D
M

N

第 5 题

二、平行向量与两个向量的线性关系

平行向量基本定理

如果向量 a⃗ 6= 0⃗, 则 b⃗ // a⃗ 的一个充要条件是存在一个唯一的实数 x, 使
b⃗ = xa⃗.

证明：

1. 必要性：如果 a⃗ // b⃗，a⃗ 6= 0⃗，可设
|⃗b|
|⃗a|

= µ，
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• 若 b⃗ 与 a⃗ 同向，则令 x = µ，可得：

b⃗ =
|⃗b|
|⃗a|

a⃗ = xa⃗

• 若 b⃗ 与 a⃗ 反向，则令 x = −µ，可得：

b⃗ = − |⃗b|
|⃗a|

a⃗ = xa⃗

唯一性，如果存在两个实数 x, x′ 使 b⃗ = xa⃗ = x′a⃗，则

(x− x′)⃗a = 0⃗

但 a⃗ 6= 0⃗，所以 x− x′ = 0 ⇒ x = x′

2. 充分性，如果存在一实数 x，使 b⃗ = xa⃗，根据向量倍积定义，则 a⃗ 与 b⃗ 方

向相同或方向相反，因此：

b⃗ // a⃗

推论

两个向量 a⃗, b⃗ 平行的充要条件是存在着两个不全为零的实数 x1, x2 使

x1a⃗1 + x2a⃗2 = 0⃗

证明：

1. 必要性：如果 b⃗ // a⃗, 对于 a⃗ = b⃗ = 0, 结论当然成立，假定 a⃗, b⃗ 中有一个

不是零向量，不妨设 a⃗ 6= 0, 由平行向量基本定理可知存在唯一的实数 x1,
使 b⃗ = x1a⃗, 取 x2 = −1, 则可写成

x1a⃗+ x2⃗b = 0⃗

其中至少 x2 6= 0

2. 充分性：如果 x1a⃗+ x2⃗b = 0⃗ 且 x1, x2 不全为零，不妨设 x2 6= 0, 于是可
解出

b⃗ = −x1

x2

a⃗

所以：a⃗ // b⃗．
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定义

已知两个向量 a⃗1, a⃗2, 如果存在着不全为零的两个实数 x1, x2, 使

x1a⃗1 + x2a⃗2 = 0⃗

那么我们称 a⃗1, a⃗2 线性相关．

由上面的推论可推知：两个向量线性相关的充要条件是它们互相平行．

定义

如果 a⃗1, a⃗2 都是非零向量，且方程

x1a⃗1 + x2a⃗2 = 0⃗

仅当 x1 = x2 = 0 时才成立，我们称向量 a⃗1 与 a⃗2 线性无关．

由上面的推论可推知：两个向量 a⃗1, a⃗2 线性无关的充要条件是它们不平行．

练习

1. 用单位向量 e⃗（即 |e⃗| = 1 个单位）表示如下向量

(a) a⃗ 与 e⃗ 的方向相同且它的长度是 7 个单位；

(b) b⃗ 与 e⃗ 的方向相反且它的长度是 5 个单位；

(c) c⃗ 与 e⃗ 的方向相反且它的长度是 1/2 个单位．

2. 问下列向量 a⃗ 与 b⃗ 的长度间和方向间有什么关系．

(a) a⃗ = −3⃗b

(b) a⃗ =
1

2
b⃗

(c) 2a⃗+ 3⃗b = 0⃗

(d) 3a⃗− 5⃗b = 0⃗

(e) a⃗ = 2e⃗, b⃗ = 4e⃗

(f) a⃗ =
1

2
e⃗, b⃗ = −4e⃗

3. 已知 a⃗+ b⃗ = 3e⃗, a⃗− b⃗ = 5e⃗, 问 a⃗ 与 b⃗ 是否平行？

4. 已知 a⃗1 = 3e⃗, a⃗2 = −2e⃗, 把 a⃗1、a⃗2 写成 x1a⃗1 + x2a⃗2 = 0⃗ 的形式．

问 a⃗ 与 b⃗ 是否线性相关？

5. 在什么条件下 a⃗+ b⃗ 与 a⃗− b⃗ 线性相关？
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6. 若 a⃗ 6= 0⃗, 试证明 xa⃗ = 0⃗ ⇔ x = 0

习题 3.2

1. 把下列两个线性相关的向量写成 xa⃗+ y⃗b = 0⃗ 的形式．

(a) a⃗ =
1

4
b⃗ (b) a⃗ = 2e⃗, b⃗ = −3e⃗ (c) a⃗ = −5e⃗, b⃗ = 3e⃗

2. 如果 a⃗ = −2⃗b, c⃗ = 3

5
a⃗− b⃗, 问 a⃗、b⃗、c⃗ 是否平行．

3. 解方程组中的 x⃗, y⃗  5x⃗+ 2y⃗ = a⃗

3x⃗− y⃗ = b⃗

4. 若 xa⃗+ y⃗b = 0⃗ 且 x+ y = 0, 问 a⃗ 及 b⃗ 是否线性相关？

5. 已知 |⃗a| = 3, b⃗ 与 a⃗ 反向且 |⃗b| = 5, 求 a⃗ 与 b⃗ 满足的向量关系式．

6. 设 A、B、C、D 是平面上任意四点，M、N 分别为 AD 与 BC 的中点，

求证：2
−−→
MN =

−−→
AB +

−−→
DC.

第三节 长度、角度与内积运算

一、向量的内积

已知两个非零向量 a⃗、b⃗ (图 3.24), 作 −→
OA = a⃗, −−→OB = b⃗, ∠AOB 就叫做 a⃗

与 b⃗ 之间的夹角，记作
¨
a⃗, b⃗
∂
,
¨
a⃗, b⃗
∂
也就是向量 a⃗ 与 b⃗ 之间的方向差.

我们规定 0 ≤
¨
a⃗, b⃗
∂
≤ π, 在这个规定下，两个向量的夹角就被唯一确定

了，并且
¨
a⃗, b⃗
∂
=
¨⃗
b, a⃗
∂
.

如果
¨⃗
b, a⃗
∂
=

π

2
, 那么称 a⃗ 与 b⃗ 互相垂直，并记作 a⃗⊥b⃗．由于零向量的方

向是不确定的，所以零向量与任一向量的夹角也是不确定的，为了以后讨论问

题方便，我们规定零向量与任一向量平行或垂直．

在平面几何中，一个重要的课题就是讨论三角形中的边角关系，其中最要

紧的是余弦定理，如在 4ABC 中，∠A、∠B、∠C 的对边长分别用 a、b、c 表

示，则

c2 = a2 + b2 − 2ab cos∠C
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a⃗

b⃗

O A

B

图 3.24
B C

A

a⃗

a⃗+ b⃗ b⃗

图 3.25

若设
−−→
BC = a⃗，

−→
CA = b⃗，则

−−→
BA = a⃗+ b⃗, |⃗a| = a, |⃗b| = b, |⃗a+ b⃗| = c,

¨
a⃗, b⃗
∂
= π − ∠C

上式换用向量的写法即可写为

|⃗a+ b⃗|2 = |⃗a|2 + |⃗b|2 + 2|⃗a| · |⃗b| cos
¨
a⃗, b⃗
∂

或

|⃗a| · |⃗b| cos
¨
a⃗, b⃗
∂
=

1

2

¶
|⃗a+ b⃗|2 − |⃗a|2 − |⃗b|2

©
|⃗a| · |⃗b| cos

¨
a⃗, b⃗
∂
是一个极为重要的量，这节我们要对它进行详细的讨论．下面，

我们先给它一个名称．

定义

|⃗a| · |⃗b| cos
¨
a⃗, b⃗
∂
叫做 a⃗ 与 b⃗ 的内积．

a⃗ 与 b⃗ 的内积通常记为 a⃗ · b⃗，于是

a⃗ · b⃗ = |⃗a| · |⃗b| cos
¨
a⃗, b⃗
∂

设
−−→
BC = a⃗，

−→
CA = b⃗（图 3.26），过 B 点作 BB1 垂直于直线 OA 于 B1

点，容易推知

OB1 = |⃗b| cos
¨
a⃗, b⃗
∂

|⃗b| cos
¨
a⃗, b⃗
∂
，叫做 b⃗ 在 a⃗ 方向上的正投影分量．当

¨
a⃗, b⃗
∂
是个锐角时，它

是个正值，当
¨
a⃗, b⃗
∂
=

π

2
时，它等于 0, 当

¨
a⃗, b⃗
∂
是个钝角时，它是个负值．由

此我们可知内积的几何意义是：a⃗ 与 b⃗ 的内积等于 a⃗ 的长度与 b⃗ 在 a⃗ 方向上

的正投影分量的乘积．

由向量内积的定义和它的几何意义，同学可自己推知内积有如下一些重要

性质
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O B1 A

B

b⃗

a⃗OB1 A

B

A

B

O(B1)

图 3.26

1. 如果 e⃗ 是单位向量，则

e⃗ · a⃗ = a⃗ · e⃗ = |⃗a| 〈⃗a, e⃗〉

= a⃗在e⃗方向上的正投影分量

2. a⃗⊥b⃗ ⇔ a⃗ · b⃗ = 0

3. a⃗ · a⃗ = |⃗a|2 或 |⃗a| =
√
a⃗ · a⃗

4. cos
¨
a⃗, b⃗
∂
=

a⃗ · b⃗
|⃗a| |⃗b|

=
a⃗ · b⃗

√
a⃗ · a⃗

√
b⃗ · b⃗

5. 对任意两个向量 a⃗, b⃗，有：

|⃗a · b⃗| ≤ |⃗a| |⃗b|

练习

1. 证明内积性质 1–5.

2. 已知 |⃗a| = 5, b⃗ 在 a⃗ 方向上的正投影分量是 3, 求 a⃗ · b⃗.

3. 已知 |⃗a| = 5, b⃗ 在 a⃗ 方向上的正投影分量是 −3, 求 a⃗ · b⃗.

4. 在 4ABC 中，|
−−→
AB| = 5, |−→AC| = 4, ∠BAC = 120◦, 求 −−→

AB ·
−→
AC.

5. 已知 a⃗ · b⃗ = 0, 能否推知 a⃗ = 0⃗ 或 b⃗ = 0⃗, 为什么？a⃗ = 0⃗ 或 b⃗ = 0⃗

是 a⃗ · b⃗ = 0 的什么条件？

6. 已知 a⃗、b⃗ 的长都等于
√
2, 它们的内积是 −1, 求

¨
a⃗, b⃗
∂

7. 已知：|⃗a| = |⃗b|,
¨
a⃗, b⃗
∂
= 30◦, a⃗ · b⃗ = 3, 求它们的长度．

8. 已知 −→
OA = a⃗, −−→OB = b⃗, a⃗ 在 b⃗ 方向上的正投影向量

−−→
OA1 = µ⃗b，求

证：a⃗ · b⃗ = µ|⃗b|2.
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二、内积运算律

内积运算满足下列运算律．

定理

设 a⃗、b⃗、c⃗ 为向量、λ 为实数，则

1.（交换律）a⃗ · b⃗ = b⃗ · a⃗

2.（与数的结合律）a⃗ ·
(
λ⃗b
)
= λ

(
a⃗ · b⃗

)
3.（分配律）a⃗ ·

(⃗
b+ c⃗

)
= a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗

证明：

1. 因为 a⃗ · b⃗ = |⃗a|
∣∣∣⃗b∣∣∣ cos

¨
a⃗, b⃗
∂
，b⃗ · a⃗ =

∣∣∣⃗b∣∣∣ |⃗a| cos
¨⃗
b, a⃗
∂

而 |⃗a|
∣∣∣⃗b∣∣∣ cos

¨
a⃗, b⃗
∂
=
∣∣∣⃗b∣∣∣ |⃗a| cos

¨⃗
b, a⃗
∂
，所以

a⃗ · b⃗ = b⃗ · a⃗

2. (a) 当 λ = 0 时，显然有 a⃗ · (λ⃗b) = λ(⃗a · b⃗)

(b) 当 λ > 0 时，⃗a · (λ⃗b) = |⃗a|
∣∣∣λ⃗b∣∣∣ cos

¨
a⃗, λ⃗b
∂
（图 3.27），但

∣∣∣λ⃗b∣∣∣ = λ
∣∣∣⃗b∣∣∣，

λ⃗b 与 b⃗ 同方向，
¨
a⃗, λ⃗b
∂
=
¨
a⃗, b⃗
∂
，所以

(c) 当 λ < 0时，⃗a ·(λ⃗b) = |⃗a|
∣∣∣λ⃗b∣∣∣ cos

¨
a⃗, λ⃗b
∂
（图 3.38），但

∣∣∣λ⃗b∣∣∣ = −λ
∣∣∣⃗b∣∣∣,¨

a⃗, λ⃗b
∂
= π −

¨
a⃗, b⃗
∂
所以

a⃗ · (λ⃗b) = (−λ)|⃗a|
∣∣∣⃗b∣∣∣ cos

(
π −
¨
a⃗, b⃗
∂)

= λ|⃗a|
∣∣∣⃗b∣∣∣ cos

¨
a⃗, b⃗
∂
= λ

(
a⃗ · b⃗

)

b⃗ λ⃗b

a⃗

图 3.27
b⃗λ⃗b

a⃗

图 3.28

3. 任取一点 O，作
−→
OA = a⃗, −−→OB = b⃗, −−→BC = c⃗（图 3.29），则

−−→
OC =

−−→
OB +

−−→
BC = b⃗+ c⃗
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A O B1 C1

C

B

b⃗

a⃗

c⃗

a⃗0

图 3.29

设 B1, C1 分别是 B、C 两点在直线 OA 上的正射影，a⃗0 为 a⃗ 方向上的

单位向量，则

OB1 = a⃗0 · b⃗, B1C1 = a⃗0 · c⃗, OC1 = a⃗0 ·
(⃗
b+ c⃗

)
但 OC1 = OB1 +B1C1，所以

a⃗0 ·
(⃗
b+ c⃗

)
= a⃗0 · b⃗+ a⃗0 · c⃗

两边同乘以 |⃗a|，则有

|⃗a|⃗a0 ·
(⃗
b+ c⃗

)
= |⃗a|

(
a⃗0 · b⃗

)
+ |⃗a| (⃗a0 · c⃗)

即

a⃗ ·
(⃗
b+ c⃗

)
= a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗

例 3.11 去括号
(
2a⃗− 3⃗b

)
·
(
c⃗+ 5d⃗

)
.

解： (
2a⃗− 3⃗b

)
·
(
c⃗+ 5d⃗

)
= 2a⃗ · c⃗+ 10a⃗ · d⃗− 3⃗b · c⃗− 15⃗b · d⃗

例 3.12 提取公因子向量 6a⃗ · b⃗+ 9⃗b · c⃗.

解：

6a⃗ · b⃗+ 9⃗b · c⃗ = 3⃗b · (2a⃗+ 3c⃗)

例 3.13 展开以下各式
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1.
(
a⃗+ b⃗

)
·
(
a⃗+ b⃗

)
2.
(
a⃗− b⃗

)
·
(
a⃗− b⃗

)
3.
(
a⃗+ b⃗

)
·
(
a⃗− b⃗

)
解：

1. (
a⃗+ b⃗

)
·
(
a⃗+ b⃗

)
= a⃗ · a⃗+ a⃗ · b⃗+ b⃗ · a⃗+ b⃗ · b⃗

= a⃗ · a⃗+ 2a⃗ · b⃗+ b⃗ · b⃗

= |⃗a|2 + 2a⃗ · b⃗+
∣∣∣⃗b∣∣∣2

2.
(
a⃗− b⃗

)
·
(
a⃗− b⃗

)
= |⃗a|2 − 2a⃗ · b⃗+

∣∣∣⃗b∣∣∣2
3.
(
a⃗+ b⃗

)
·
(
a⃗− b⃗

)
= |⃗a|2 −

∣∣∣⃗b∣∣∣2
例 3.14 已知 a⃗、b⃗, 求证：

a⃗ · b⃗ = 1

2

ß∣∣∣⃗a+ b⃗
∣∣∣2 − |⃗a|2 −

∣∣∣⃗b∣∣∣2™
证明：因为

∣∣∣⃗a+ b⃗
∣∣∣2 = (a⃗+ b⃗

)
·
(
a⃗+ b⃗

)
= |⃗a|2 + 2a⃗ · b⃗+

∣∣∣⃗b∣∣∣2 所以：
a⃗ · b⃗ = 1

2

ß∣∣∣⃗a+ b⃗
∣∣∣2 − |⃗a|2 −

∣∣∣⃗b∣∣∣2™
例 3.15 已知 a⃗、b⃗, 求证：∣∣∣⃗a+ b⃗

∣∣∣2 + ∣∣∣⃗a− b⃗
∣∣∣2 = 2

(
|⃗a|2 +

∣∣∣⃗b∣∣∣2)
证明： ∣∣∣⃗a+ b⃗

∣∣∣2 = |⃗a|2 + 2a⃗ · b⃗+
∣∣∣⃗b∣∣∣2 (3.1)∣∣∣⃗a− b⃗

∣∣∣2 = |⃗a|2 − 2a⃗ · b⃗+
∣∣∣⃗b∣∣∣2 (3.2)

(3.1) + (3.2), 则得∣∣∣⃗a+ b⃗
∣∣∣2 + ∣∣∣⃗a− b⃗

∣∣∣2 = |⃗a|2 + |⃗a|2 +
∣∣∣⃗b∣∣∣2 + ∣∣∣⃗b∣∣∣2 = 2

(
|⃗a|2 +

∣∣∣⃗b∣∣∣2)
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例 3.16 用余弦定理和广义勾股定理证明内积分配律，即对任给的 a⃗, b⃗, c⃗，有

a⃗ ·
(⃗
b+ c⃗

)
= a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗

证明：由余弦定理有

a⃗ ·
(⃗
b+ c⃗

)
=

1

2

ß∣∣∣⃗a+
(⃗
b+ c⃗

)∣∣∣2 − |⃗a|2 −
∣∣∣⃗b+ c⃗

∣∣∣2™
a⃗ · b⃗ = 1

2

ß∣∣∣⃗a+ b⃗
∣∣∣2 − |⃗a|2 −

∣∣∣⃗b∣∣∣2™
a⃗ · c⃗ = 1

2

¶
|⃗a+ c⃗|2 − |⃗a|2 − |⃗c|2

©
要证明 a⃗ ·

(⃗
b+ c⃗

)
− a⃗ · b⃗− a⃗ · c⃗ = 0，也就等价于要证明

1

2

ß∣∣∣⃗a+ b⃗+ c⃗
∣∣∣2 − ∣∣∣⃗a+ b⃗

∣∣∣2 − |⃗a+ c⃗|2 −
∣∣∣⃗b+ c⃗

∣∣∣2 + |⃗a|2 +
∣∣∣⃗b∣∣∣2 + |⃗c|2

™
= 0

根据广义勾股定理，设一平行四边形由 x⃗, y⃗ 张成，则有

|x⃗+ y⃗|2 + |x⃗− y⃗|2 − 2|x⃗|2 − 2|y⃗|2 = 0

将上面式中的 x⃗, y⃗ 代以适当的向量，即得下列各式∣∣∣(a⃗+ b⃗
)
+ c⃗
∣∣∣2 + ∣∣∣(a⃗+ b⃗

)
− c⃗
∣∣∣2 − 2

∣∣∣⃗a+ b⃗
∣∣∣2 − 2 |⃗c|2 = 0 (3.3)∣∣∣⃗a+

(⃗
b− c⃗

)∣∣∣2 + ∣∣∣⃗a−
(⃗
b− c⃗

)∣∣∣2 − 2 |⃗a|2 − 2
∣∣∣⃗b− c⃗

∣∣∣2 = 0 (3.4)∣∣∣(⃗a+ c⃗) + b⃗
∣∣∣2 + ∣∣∣(⃗a+ c⃗)− b⃗

∣∣∣2 − 2 |⃗a+ c⃗|2 − 2
∣∣∣⃗b∣∣∣2 = 0 (3.5)∣∣∣⃗b+ c⃗

∣∣∣2 + ∣∣∣⃗b− c⃗
∣∣∣2 − 2

∣∣∣⃗b∣∣∣2 − 2 |⃗c|2 = 0 (3.6)

(3.3)− (3.4) + (3.5)− 2× (3.6), 即得

2

ß∣∣∣⃗a+ b⃗+ c⃗
∣∣∣2 − ∣∣∣⃗a+ b⃗

∣∣∣2 − |⃗a+ c⃗|2 −
∣∣∣⃗b+ c⃗

∣∣∣2 + |⃗a|2 +
∣∣∣⃗b∣∣∣2 + |⃗c|2

™
= 0

本节我们用向量的投影性质证明了向量内积分配律，在例 3.14中，我们证
明了两向量内积的又一表达式（即余弦定理），例 3.15 中所证的向量恒等式，
它的几何意义正是广义勾股定理即，平行四边形两条对角线的平方和等于它的

四边的平方和，而在例 3.16中，我们又用余弦定理和广义勾股定理证明了内积
分配律．这就是说，向量的投影性质，余弦定理，广义勾股定理与向量内积分

配律之间在逻辑上都是等价的，因此，可以说，内积分配律是余弦定理、广义

勾股定理的代数形式．
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练习

1. 已知 a⃗ = 3⃗b− 7⃗b, 求 a⃗ · a⃗

2. 已知 e⃗1, e⃗2 是互相垂直的单位向量且 a⃗ = 2e⃗1+ e⃗2, b⃗ = 12e⃗1−4e⃗2

求：a⃗ · a⃗, b⃗ · b⃗, a⃗ · b⃗.

3. 如果 a⃗ · b⃗ = c⃗ · b⃗, 那么能否推出 a⃗ = c⃗, 为什么？

4. 给出 (⃗a + b⃗) · (⃗a − b⃗) 的一个几何解释，当 |⃗a| = |⃗b| 时，求此内积
的值并解释这个结果的几何意义．

习题 3.3

1. 已知 |⃗a| = 5, e⃗ 为单位向量，当 〈⃗a, e⃗〉 = 30◦, 45◦, 120◦ 时，分别求出 a

在 e⃗ 方向上的正投影分量，并绘图说明．

2. 当 a⃗ · b⃗ = ±1 时，a⃗ 与 b⃗ 各有什么关系？

3. 已知 4ABC, BC = 3, CA = 5, AB = 6, 求 −−→
AB ·

−→
AC （提示：使用例

3.14 得到的公式）．

4. 已知 |⃗a| = 3, c⃗ 在 b⃗ 方向上的正投影分量 a⃗1 =
1

2
b⃗, 求 a⃗ · b⃗.

5. 已知 4ABC, −−→AB = a⃗, −→AC = b⃗, 问当 a⃗ · b⃗ > 0, a⃗ · b⃗ < 0, a⃗ · b⃗ = 0 时，

4ABC 各是什么三角形？

6. 问向量 a⃗ 与 b⃗ 的和与差互相垂直，应该满足什么条件？

7. 设 |e⃗| = 1

(a) 如果 (⃗a+ e⃗) · (⃗a− e⃗) = 8, 求 |⃗a|

(b) 如果 a⃗ · e⃗ = 2, 求 |⃗a− e⃗|, |⃗a+ e⃗|

(c) 求向量 a⃗+ e⃗ 与 a⃗− e⃗ 夹角的余弦

8. 已知 a⃗、⃗b，满足 |⃗a| = 2|⃗b| = 4且它们的夹角是 60◦,求 a⃗ · b⃗, (⃗a+ b⃗) · (⃗a+ b⃗),
|⃗a+ b⃗|.

9. 已知 |⃗a| = 2, |⃗b| = 3 和 a⃗ · b⃗ = 4, 求 |⃗a− b⃗|.
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10. 已知 ABCD, 设 −−→
AB = a⃗,−−→AD = b⃗, 求证此平行四边形的面积 S2 =

(⃗a · a⃗)(⃗b · b⃗)− (⃗a · b⃗)2.

（提示：S2 = |⃗a|2 |⃗b|2 sin2
¨
a⃗ · b⃗
∂
）

第四节 空间向量及其运算

一、空间向量的加法，倍积与内积运算

如果空间点的全体都作同向等距的移动，那么这种移动叫做空间全体点的

一个平移．我们把空间全体点的一个平移叫做一个空间位移向量，简称向量．如

同平面情形一样，一个空间位移向量，可用空间中一条有向线段来表示．例如

“空间全体点都向东北方向移动 3cm”，我们可用图 3.30 中的相等的有向线段
−−→
AB 或

−−→
CD 来表示．相等的有向线段都表示同一个向量或相等的向量．

关于平面向量的长度，平行，夹角的定义，对空间向量也同样适用，空间

中的零向量表示空间中全体点到自身的一个移动．

已知向量 a⃗, 在空间任选一点 O, 作 −→
OA = a⃗, 如果直线 OA 平行于一个已

知平面 π, 我们就说这个向量 a⃗ 平行于 π, 记作 a⃗ // π（图 3.31）．

a⃗

a⃗

a⃗

a⃗

A

C

E

B

D

F

图 3.30
π

a⃗

a⃗

O
A

图 3.31

所有平行于同一平面的向量都可以用这个平面上的有向线段来表示．通常，

我们把所有平行于同一平面的向量叫做共面向量．同样平行于同一直线的向量

我们叫做共线向量．

对空间的任意两个向量，我们总可以用具有公共始点的有向线段来分别表

示，因此空间中任意两个向量都是共面的．这样，平面上两个向量的和、倍积

与内积运算的定义，对空间向量也完全适用．其运算律也完全适用．但对空间

向量，由于要涉及到三个不共面向量，因此，需要重新加以证明．从例 3.16 可
知，内积分配律可由广义勾股定理来证明；证明只涉及到向量的长度，当然对

空间向量也同样成立，同学不难从图 3.32 验证，加法结合律，对空间任意三个
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向量也同样成立．

B

A C

D

a⃗+ b⃗+ c⃗

a⃗ b⃗

a⃗+ b⃗

b⃗+ c⃗

c⃗

图 3.32
A B

GH

E

D C

F

b⃗

a⃗

c⃗

图 3.33

例 3.17 已知平行六面体 ABCD − EFGH(图 3.33), 如果 −−→
AB = a⃗, −−→AB = b⃗,

−−→
AB = c⃗, 试用 a⃗、b⃗、c⃗ 表示对角线向量

−→
AG.

解：
−→
AG =

−−→
AB +

−−→
BF +

−−→
FG =

−−→
AB +

−→
AE +

−−→
AD = a⃗+ b⃗+ c⃗

例 3.18 已知 4ABC 的三个顶点相对于空间任一点 O, 向量 −→
OA = a⃗, O⃗B =

b⃗, −−→OC = c⃗，设 G 为 4ABC 的重心（图 3.34），求证：−−→
OG =

1

3

(
a⃗+ b⃗+ c⃗

)

O

A C

M

B

G

a⃗ c⃗

b⃗

图 3.34

证明：
−−→
OG =

−→
OA+

−→
AG = a⃗+

−→
AG
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设 M 为 BC 的中点，则

−→
AG =

2

3

−−→
AM =

2

3

(−−→
AB +

−−→
BM

)
=

2

3

(
−−→
AB +

1

2

−−→
BC

)
=

2

3

[
−−→
OB −

−→
OA+

1

2

(−−→
OC −

−−→
OB

)]
=

1

3

(−−→
OB +

−−→
OC − 2

−→
OA
)

=
1

3
b⃗+

1

3
c⃗− 2

3
a⃗

所以
−−→
OG = a⃗+

1

3
b⃗+

1

3
c⃗− 2

3
a⃗ =

1

3

(
a⃗+ b⃗+ c⃗

)

练习

1. 如果把空间的一切单位向量用具有同一始点的有向线段来表示．那
么这些有向线段的终点构成什么图形．

2. 已知 a⃗、⃗b、⃗c且都不等于零，它们可能有 6个顺序求和，设一平行六
面体 ABCD − EFGH 的三个棱向量

−−→
AB = a⃗, −−→AB = b⃗, −→AE = c⃗,

验证它们的和都等于
−→
AG.

3. 已知四面体 A−BCD, 设 −−→
AB = a⃗, −−→BC = b⃗, −−→CB = c⃗, −−→DA = d⃗, E、

F 分别为 AC, BD 的中点，试用 a⃗、b⃗、c⃗、d⃗ 表示
−−→
EF .

A B

GH

E

D C

F

b⃗

a⃗

c⃗

第 2 题
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二、空间向量之间的线性关系

共面向量定理

如果 a⃗, b⃗ 线性无关，则 c⃗ 与 a⃗、b⃗ 共面的充要条件是存在唯一的一对实

数 x、y 使

c⃗ = xa⃗+ y⃗b

O A M

B

N C

a⃗

b⃗
c⃗

图 3.35

证明：

1. 必要性：任取一点 O(图 3.35), 作 −→
OA = a⃗, −−→OB = b⃗, −−→OC = c⃗, 则 O、A、

B 三点不共线且点 c ∈ 平面 (O、A、B), 在平面 (O、A、B) 上，我们过
C 点作 OB 的平行线交直线 OA 于 M 点，过 C 作 OA 的平行线交直线

OB 于 N 点，于是存在两个实数 x、y 使

−−→
OM = x

−→
OA = xa⃗

−−→
ON = y

−−→
OB = y⃗b

−−→
OC =

−−→
OM +

−−→
ON = x

−→
OA+ y

−−→
OB

即：c⃗ = xa⃗+ y⃗b

下面证唯一性．设 c⃗ = xa⃗+ y⃗b = x′a⃗+ y ′⃗b，则

(x− x′)⃗a+ (y − y′)⃗b = 0

那么，由 a⃗、b⃗ 线性无关可推知

x− x′ = 0, y − y′ = 0

即：x = x′, y = y′

2. 充分性：若 c⃗ = xa⃗ + y⃗b, 则由求和法则可知 c⃗ 与 xa⃗, y⃗b 共面，因而也和
a⃗、b⃗ 共面．
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上述三个向量共面的充要条件还可写成较为对称的形式．

推论

三个向量 a⃗、b⃗、c⃗ 共面的充要条件是存在三个不完全为零的实数 x、y、

z, 使
xa⃗+ y⃗b+ zc⃗ = 0⃗

证明：

1. 充分性，如果有三个不全为零的实数使 xa⃗+ y⃗b+zc⃗ = 0⃗，不妨假定 z 6= 0,
则有

c⃗ = −x

z
a⃗− y

z
b⃗

由共面向量定理与平行向量基本定理可证 c⃗ 与 a⃗、b⃗ 共面．

2. 必要性，如果 a⃗、⃗b、c⃗ 共面，且 a⃗ ∦ b⃗, 那么由共面向量定理可知，一定存
在唯一的一对实数 x、y, 使

c⃗ = xa⃗+ y⃗b

取 z = −1，则上式可写为

xa⃗+ y⃗b+ zc⃗ = 0⃗

x、y、z 中至少 z 6= 0.

如果 a⃗ // b⃗, 由平行向量基本定理的推论可知，一定存在两个不全为零的
有序实数 (x, y) 使

xa⃗+ y⃗b = 0

取 z = 0，上式就可写为

xa⃗+ y⃗b+ zc⃗ = 0⃗

定义

已知三个向量 a⃗1、a⃗2、⃗a3, 如果存在不全为零的三个实数 x1、x2、x3 使

方程

x1a⃗1 + x2a⃗2 + x3a⃗3 = 0⃗

成立，那么，我们说这三个向量是线性相关的．
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由共面向量定理及其推论可知，三个向量线性相关的充要条件是它们共面，

即

a⃗、b⃗、c⃗ 线性相关 ⇐⇒ a⃗、b⃗、c⃗ 共面

定义

设三个向量都不是零向量，如果方程

x1a⃗1 + x2a⃗2 + x3a⃗3 = 0⃗

仅当 x1 = x2 = x3 = 0 时才成立，那么我们称 a⃗1、a⃗2、a⃗3 这三个向量

线性无关．

由共面向量定理的推论可证，三个向量线性无关的充要条件是它们不共面．

对于三个向量，要么它们线性相关，要么线性无关，二者必具其一．

空间向量定理

如果向量 a⃗、⃗b、c⃗ 不共面．那么对空间任一向量 p⃗ 都存在着一个唯一的

有序数组 (x, y, z) 使

p⃗ = xa⃗+ y⃗b+ zc⃗

A′

B′O

P

C ′

b⃗

B

c⃗

C

a⃗

A

p⃗

图 3.36

证明：如图 3.36 所示，已知 a⃗、b⃗、c⃗ 不共面，则有

a⃗ 6= 0⃗, b⃗ 6= 0⃗, c⃗ 6= 0⃗

且它们彼此互不平行．以空间中任一点 O 为起点作
−→
OA = a⃗, −−→OB = b⃗, −−→OC = c⃗,
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−−→
OP = p⃗，过 P 点作三个平面依次平行于平面 (O、B、C)、(O、A、C)、(O、
A、B), 设与直线 OA, OB, OC 依次相交于 A′、B′、C ′ 三点，根据平行向量

定理，存在唯一的三个实数 x、y、z, 使
−−→
OA′ = x

−→
OA,

−−→
OB′ = y

−−→
OB,

−−→
OC ′ = z

−−→
OC

由于
−−→
OP =

−−→
OA′ +

−−→
OB′ +

−−→
OC ′，所以

−−→
OP = x

−→
OA+ y

−−→
OB + z

−−→
OC

即：p⃗ = xa⃗+ y⃗b+ zc⃗

下面证唯一性：设 p⃗ = xa⃗+ y⃗b+ zc⃗ = x′a⃗+ y ′⃗b+ z′c⃗ 则：

(x− x′)⃗a+ (y − y′)⃗b+ (z − z′)c⃗ = 0⃗

由 a⃗、b⃗、c⃗ 线性无关可推知

x = x′, y = y′, z = z′

定义

已知向量 a⃗1、a⃗2、a⃗3、a⃗4, 如果存在不全为零的实数 x1、x2、x3、x4 使

方程

x1a⃗1 + x2a⃗2 + x3a⃗3 + x4a⃗4 = 0⃗

那么我们说这四个向量线性相关．

定理

空间任意四个向量总是线性相关的．

证明：已知 a⃗1、a⃗2、a⃗3、a⃗4 是空间任意四个向量，如果

1. a⃗1、a⃗2、a⃗3、a⃗4 中有三个不共面，假设 a⃗1、a⃗2、a⃗3 不共面，由上述空间

向量定理可知，一定存在三个实数 x1, x2, x3 使

a⃗4 = x1a⃗1 + x2a⃗2 + x3a⃗3

取 x4 = −1, 则上式可写为

x1a⃗1 + x2a⃗2 + x3a⃗3 + x4a⃗4 = 0⃗

其中至少 x4 不为零，所以这四个向量线性相关．
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2. a⃗1、a⃗2、a⃗3、a⃗4 中有三个共面，设 a⃗1、a⃗2、a⃗3 共面，由共面向量定理的

推论可推知，存在三个不全为零的实数 x1, x2, x3 使

x1a⃗1 + x2a⃗2 + x3a⃗3 = 0⃗

取 x4 = 0, 上式就可写为

x1a⃗1 + x2a⃗2 + x3a⃗3 + x4a⃗4 = 0⃗

由于 x1, x2, x3, x4 中至少有一个不为零，所以 a⃗1、a⃗2、a⃗3、a⃗4 这四个向

量线性相关．

定义

已知 n 个向量 a⃗1, a⃗2, a⃗3, . . . , a⃗n 和 n 个实数 x1, x2, x3, . . . , xn, 向量

p⃗ = x1a⃗1 + x2a⃗2 + · · ·+ xna⃗n

叫做向量 a⃗1, a⃗2, a⃗3, . . . , a⃗n 的线性组合或向量 p⃗ 的线性表示．

例如：2a⃗, −3a⃗, −1

2
a⃗ 都是 a⃗ 的线性组合；2a⃗1 + 3a⃗2, −2a⃗1 + 7a⃗2 等都是

a⃗1 与 a⃗2 的线性组合；5a⃗1 + 4a⃗2 − 3a⃗3, 2a⃗1 −
1

2
a⃗2 +

√
2a⃗3 等都是 a⃗1、a⃗2、a⃗3

的线性组合．

由平行向量定理可知，如果 e⃗ 是空间中的一个非零向量，那么 e⃗ 的所有线

性组合 {xe⃗} 能生成与 e⃗ 平行的全体向量．

由共面向量定理可知，如果 e⃗1、⃗e2 是平面上两个线性无关的向量，那么 e⃗1、

e⃗2 的所有线性组合 {x1e⃗1 + x2e⃗2} 能生成这平面上的全体向量；这时 {e⃗1, e⃗2}
叫做此平面全体向量的一个基底，e⃗1、e⃗2 分别叫做基底向量．

由空间向量定理可知，如果 e⃗1、e⃗2、e⃗3 是空间三个线性无关的向量，那么

e⃗1、e⃗2、e⃗3 的所有线性组合 {x1e⃗1 + x2e⃗2 + x3e⃗3} 能生成所有的空间向量；这
时 {e⃗1, e⃗2, e⃗3} 叫做空间中的一个基底，e⃗1、e⃗2、e⃗3 都被叫做基底向量．

例 3.19 如果 e⃗1、⃗e2、⃗e3 不共面且 a⃗ = 2e⃗1− e⃗2, b⃗ = e⃗2+ e⃗3, c⃗ = 4e⃗1−5e⃗2−3e⃗3,
问 a⃗、b⃗、c⃗ 是否共面？

解：方程 xa⃗+ y⃗b+ zc⃗ = 0⃗，等价于方程

x(2e⃗1 − e⃗2) + y(e⃗2 + e⃗3) + 2(4e⃗1 − 5e⃗2 − 3e⃗3) = 0⃗

即：

(2x+ 4z)e⃗1 + (−x+ y − 5z)e⃗2 + (y − 3z)e⃗3 = 0⃗
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由于 e⃗1、e⃗2、e⃗3 不共面，即线性无关，所以，
2x+ 4z = 0

−x+ y − 5z = 0

y − 3z = 0

上面方程组的 ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 4

−1 1 −5

0 1 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0，因此方程组有一组非零解，所以 a⃗、b⃗、

c⃗ 线性相关，即共面．

例 3.20 给定一个基底 {e⃗1, e⃗2, e⃗3}且 a⃗ = 4e⃗1− e⃗2+3e⃗3, b⃗ = −12e⃗1+3e⃗2−9e⃗3,
问 a⃗ 与 b⃗ 是否平行．

解：因为
−12

4
=

3

−1
=

−9

3
= −3，所以：

b⃗ = −3a⃗, a⃗ // b⃗

练习

1. 已知 a⃗ = e⃗1 + e⃗2 − e⃗3, b⃗ = e⃗2 + e⃗2 + e⃗3, c⃗ = 3e⃗2 + e⃗2 − e⃗3, 其中 e⃗1、

e⃗2、e⃗3 不共面，问 a、b、c 是否共面？

2. 已知向量 a⃗, b⃗ 不共线，以及 ABCD, −−→AB = 3a⃗, −−→AD = 2⃗b, 求
ABCD 两对角线上的向量．

3. 已知 e⃗1, e⃗2, e⃗3 线性无关且 a⃗ = e⃗1 +2e⃗2, b = 2e⃗1 + e⃗2, c⃗ = e⃗1 − 3e⃗2,
求证：a⃗, b⃗, c⃗ 线性无关．

4. 已知 e⃗1, e⃗2 线性无关且 a⃗ = 3e⃗1 + 4e⃗2, b⃗ = αe⃗1 + βe⃗2, 若 a⃗, b⃗ 线性

相关，问 α, β 间有什么关系？

5. 已知 e⃗1, e⃗2 线性无关，若 a⃗ = a1e⃗1+a2e⃗2, b⃗ = b1e⃗1+ b2e⃗2, 如果 a⃗, b⃗

线性相关．证明：

a1b2 − a2b1 = 0 即

∣∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣ = 0

6. 给定一个基底 {e⃗1, e⃗2, e⃗3}, 问向量 a⃗、b⃗ 是否线性相关？
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(a) a⃗ = e⃗1 + 2e⃗2 − e⃗3, b⃗ = −4e⃗1 − 8e⃗2 + 4e⃗3

(b) a⃗ =
1

2
e⃗1 −

2

3
e⃗2 + 2e⃗3, b⃗ = −3

4
e⃗1 + e⃗2 − 3e⃗3

(c) a⃗ = e⃗1 + e⃗2, b⃗ = e⃗2 − e⃗3

7. 设由基本向量 −−→
AB = e⃗1 及

−−→
AD = e⃗2 张成一个平行四边形 ABCD.

点 B1 由向量
−−→
AB1 =

3

5
e⃗1 所确定，以顶点 D 为始点的向量 d⃗ =

5

4
e⃗1 −

1

3
e⃗2. 设此向量与 B1C 交于 S. 求

(a) B1S : SC

(b) 试用基向量 e⃗1, e⃗2 表示向量
−→
DS 及

−→
AS.

8. 已知−→
OA = a⃗, −−→OB = b⃗, −−→OC = c⃗且 a⃗, b⃗, c⃗线性无关，由

−→
OA,

−−→
OB,

−−→
OC

张成一四面体 O −ABC, 试证：

(a) 从点 C 到三角形 OAB 的重心 M 的向量

−−→
CM =

1

3

(
a⃗+ b⃗− 3c⃗

)
(b) 设 N 是 4ABC 的重心，ON 与 CM 相交于四面体的中心

S, 其比例为 3:1.

(c) 试证：−→
OS =

1

4

(
a⃗+ b⃗+ c⃗

)
9. 给定一个基底：{e⃗1, e⃗2, e⃗3} 且

a⃗ = 4e⃗1 + e⃗2, b⃗ = 3e⃗2, c⃗ = e⃗1 + e⃗2 +5e⃗3, d⃗ = 8e⃗1 +5e⃗2 +10e⃗3

若 d⃗ = xa⃗+ y⃗b+ zc⃗，求 x, y, z.

三、两个向量的外积

如图 3.37 所示，已知三个不共面的向量 a⃗, b⃗, c⃗，如果，我们右手的拇指顺

着 a⃗ 的方向，食指顺着 b⃗ 的方向，若 c⃗ 能顺着中指的指向，则把有这样顺序的

三个有序的向量组 a⃗, b⃗, c⃗ 称为构成右手系．如图 3.38 所示，如果我们左手的拇
指顺着 a⃗ 的方向、食指顺着 b⃗ 的方向，若 c⃗ 能顺着中指的指向，则把有这样

顺序的三个有序的向量组 a⃗, b⃗, c⃗ 称为构成左手系．显然，如果 a⃗, b⃗, c⃗ 构成右手

系，那么把 a⃗, b⃗, c⃗ 循环轮换所得到的向量组
(⃗
b, c⃗, a⃗

)
,
(
c⃗, a⃗, b⃗

)
也是右手系．如
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果 a⃗, b⃗, c⃗ 构成左手系，任意换两个向量的顺序，如 b⃗ 和 a⃗, 则
(⃗
b, a⃗, c⃗

)
构成左

手系．

a⃗

b⃗

c⃗

图 3.37

a⃗

b⃗

c⃗

图 3.38

已知向量 a⃗, b⃗，如果一个向量满足下面三个条件（图 3.39）

a⃗

b⃗c⃗

O A

B
C

图 3.39

1. |⃗c| = |⃗a|
∣∣∣⃗b∣∣∣ sin ¨a⃗, b⃗∂，这就是说 c⃗ 的长度在数量上等于以 a, b 为两相邻边

向量的平行四边形的面积；

2. 向量 c⃗ 同时垂直于 a⃗ 和 b⃗；

3. a⃗, b⃗, c⃗ 构成右手系．

那么，向量 c⃗ 就叫做 a⃗ 与 b⃗ 的外积，并且用记号 a⃗× b⃗ 来表示，于是

c⃗ = a⃗× b⃗

如果把 a⃗× b⃗ 的单位向量记为 e⃗, 则

a⃗× b⃗ =
(
|⃗a|
∣∣∣⃗b∣∣∣ sin ¨a⃗, b⃗∂) · e⃗

其中：e⃗ · a⃗ = 0, e⃗ · b⃗ = 0, a⃗, b⃗, e⃗ 构成右手系．
由上述定义，我们容易推知

a⃗× b⃗ = 0⃗ ⇐⇒ a⃗ // b⃗
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向量的外积运算最显著的特点之一是它不满足交换律，即

a⃗× b⃗ 6= b⃗× a⃗

由外积的定义，a⃗× b⃗ 与 b⃗× a⃗ 它们的长度相等而方向相反，这就是说

a⃗× b⃗ = −b⃗× a⃗ (3.7)

这种性质通常叫做外积的斜对称性．

向量的外积对数乘满足结合律，对向量加法满足分配律，即

(λa⃗)× b⃗ = a⃗×
(
λ⃗b
)
= λ

(
a⃗× b⃗

)
(3.8)(

a⃗+ b⃗
)
× c⃗ = a⃗× c⃗+ b⃗× c⃗ (3.9)

式 (3.8) 由外积的定义可直证明，把它留给同学作为练习．现在我们来证
明 (3.9).

π

C0

A1

B1

A

B

B2

O

A2

b⃗× c⃗0

a⃗× c⃗0

a⃗

b⃗

c⃗0

图 3.40

证明：设 c⃗0 是 c⃗ 的单位向量（即与 c⃗ 方向相同的单位向量），我们先证明(
a⃗+ b⃗

)
× c⃗0 = a⃗× c⃗0 + b⃗× c⃗0

如图 3.40 所示，作 −→
OA = a⃗, −−→OB = b⃗, −−→OC0 = c⃗0, 把

−→
OA 垂直投影到与

−−→
OC0 垂

直平面 π 上，得到向量
−−→
OA1, 再把

−−→
OA1 在平面 π 上沿顺时针方向旋转

π

2
的

角得到另一向量
−−→
OA2, 由于

|
−−→
OA2| = |

−−→
OA1| = |⃗a| sin 〈⃗a, c⃗0〉

又 a⃗, c⃗0 与
−−→
OA2 构成右手系，所以

−−→
OA2 = a⃗× c⃗0，依同样的方法可以作 b⃗× c⃗0,(

a⃗+ b⃗
)
× c⃗0，由于 a⃗, b⃗, a⃗+ b⃗ 是首尾相接的向量，那么它们在平面 π 上的垂直
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投影也同样是首尾相接的向量，再把这三个向量同时旋转
π

2
的角，所得到的三

个向量也必首尾相接，依向量和的定义就有(
a⃗+ b⃗

)
× c⃗0 = a⃗× c⃗0 + b⃗× c⃗0

上式两边分别乘上 |⃗c|, 就可得到(
a⃗+ b⃗

)
× c⃗ = a⃗× c⃗+ b⃗× c⃗

这就证明了向量的外积运算满足分配律．

例 3.21 求证：
(
a⃗− b⃗

)
×
(
a⃗+ b⃗

)
= 2

(
a⃗× b⃗

)
证明： (

a⃗− b⃗
)
×
(
a⃗+ b⃗

)
= a⃗× a⃗+ a⃗× b⃗− b⃗× a⃗+ b⃗× b⃗

= −b⃗× a⃗+ a⃗× b⃗

= a⃗× b⃗+ a⃗× b⃗ = 2
(
a⃗× b⃗

)
例 3.22 已知 OADB −CEFG 是由向量 a⃗, b⃗, c⃗ 张成的平行六面体（图 3.41），
求证这平行六面体的体积

V =
∣∣∣⃗a× b⃗ · c⃗

∣∣∣

O A

B

G F

C E

D

a⃗

b⃗

c⃗

e⃗

图 3.41

证明：设 e⃗ 为 a⃗× b⃗ 的单位向量，则

a⃗× b⃗ =
(
|⃗a|
∣∣∣⃗b∣∣∣ sin ¨a⃗, b⃗∂) e⃗ = OADB的面积× e⃗

a⃗× b⃗ · c⃗ = OADB的面积× (e⃗ · c⃗)

容易看出，
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• 当 〈e⃗ · c⃗〉 ≤ π

2
时（a⃗, b⃗, c⃗ 构成右手系或共面），e⃗ · c⃗ 是个非负数且 e⃗ · c⃗ 等

于这个平行六面体的底面 OADB 上的高 h；

• 当 〈e⃗ · c⃗〉 > π

2
时，e⃗ · c⃗ < 0, h = −e⃗ · c⃗.

综合上面两种情况我们有 h = |e⃗ · c⃗|, 所以，

V = OADB的面积× h =
∣∣∣|⃗a| ∣∣∣⃗b∣∣∣ sin ¨a⃗, b⃗∂ (e⃗ · c⃗)∣∣∣

=
∣∣∣⃗a× b⃗ · c⃗

∣∣∣
在例 3.22 中 a⃗× b⃗ · c⃗ 是一个数量，它的绝对值表示由 a⃗, b⃗, c⃗ 所张成的平行

六面体的体积，通常我们把 a⃗× b⃗ · c⃗ 叫做 a⃗, b⃗, c⃗ 的混合积并记作
(
a⃗, b⃗, c⃗

)
, 即(

a⃗, b⃗, c⃗
)
= a⃗× b⃗ · c⃗

由例 3.22我们还可看到如果 a⃗, b⃗, c⃗构成右手系，则
(
a⃗, b⃗, c⃗

)
> 0,如果 a⃗, b⃗, c⃗构

成左手系则
(
a⃗, b⃗, c⃗

)
< 0,当 a⃗, b⃗, c⃗共面时，

(
a⃗, b⃗, c⃗

)
= 0,反之，当

(
a⃗, b⃗, c⃗

)
> 0

时，a⃗, b⃗, c⃗ 一定构成右手系，
(
a⃗, b⃗, c⃗

)
< 0 时一定构成左手系，当

(
a⃗, b⃗, c⃗

)
= 0

时，a⃗, b⃗, c⃗ 一定共面．

最后，我们要指出，两个向量的外积不满足结合律，例如，设 e⃗1、e⃗2、e⃗3

是单位向量且它们互相垂直，并构成右手系，则

(e⃗1 × e⃗1)× e⃗2 = 0⃗

e⃗1 × (e⃗1 × e⃗2) = e⃗1 × e⃗3 = −e⃗2

所以：(e⃗1 × e⃗1)× e⃗2 6= e⃗1 × (e⃗1 × e⃗2)

练习

以下各题中 {e⃗1, e⃗2, e⃗3} 是一个基底且 e⃗1, e⃗2, e⃗3 是互相垂直的单位向量，

e⃗1, e⃗2, e⃗3 构成右手系．

1. 已知：a⃗ = 2e⃗1 + 3e⃗3, b⃗ = e⃗1 − e⃗2 求：

(a) a⃗× b⃗ (b) 2a⃗× 3⃗b

2. 已知：a⃗ = 2e⃗1 − 3e⃗2 + e⃗3, b⃗ = e⃗1 − e⃗2 + 3e⃗3, c⃗ = e⃗1 − 2e⃗2, 计算下
列各式：
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(a) a⃗× b⃗

(b) a⃗× b⃗ · c⃗

(c)
(
a⃗+ b⃗

)
×
(⃗
b+ c⃗

)
(d)

(
a⃗× b⃗

)
× c⃗

3. 如果 a⃗ 和 b⃗ 都与 c⃗ 垂直，那么(
a⃗× b⃗

)
× c⃗ = 0⃗

试证明之．

4. 如果向量 b⃗ 垂直于向量 c⃗, 而向量 a⃗ 平行于向量 c⃗, 那么(
a⃗× b⃗

)
× c⃗ = (⃗a · c⃗) b⃗

试证明之. （提示：说明等式两边的向量长度相等，方向相同）

5. 对任意的向量 a⃗ 和垂直于 c⃗ 的向量 b⃗, 有(
a⃗× b⃗

)
× c⃗ = (⃗a · c⃗) b⃗

试证明之．（提示：把向量 a⃗ 分解为与 c⃗ 平行和垂直的向量和）

6. 证明：对于任意三个向量 a⃗、b⃗、c⃗ 有(
a⃗× b⃗

)
× c⃗ = (⃗a · c⃗) b⃗−

(⃗
b · c⃗

)
a⃗

（提示：利用上面三题的结果）

7. 证明：对空间任意三个向量 a⃗、b⃗、c⃗，下面恒等式成立．(
a⃗× b⃗

)
× c⃗− a⃗×

(⃗
b× c⃗

)
=
(
a⃗ · b⃗

)
c⃗−

(⃗
b · c⃗

)
a⃗

习题 3.4

1. 说明下列各组空间向量，哪些组里的向量线性相关，那些组里的向量线性
无关．

(a) 0⃗, a⃗

(b) a⃗, b⃗ (⃗a ∦ b⃗)

(c) a⃗, b⃗ (⃗a // b⃗)

(d) a⃗, b⃗, c⃗ 共面
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(e) a⃗, b⃗, c⃗ (⃗a // b⃗)

(f) a⃗, b⃗, c⃗ 中每两个向量都不平行

(g) a⃗, b⃗, c⃗, d⃗ 中，每三个都不共面

(h) a⃗, b⃗, c⃗, d⃗ 中，a⃗, b⃗, c⃗ 共面

(i) a⃗, b⃗, c⃗, d⃗, e⃗ 不共面

2. 已知 {e⃗1, e⃗2, e⃗3} 构成右手系单位正交基底．计算：

(a) e⃗3 · (e⃗1 + e⃗2)

(b) (e⃗1 − 2e⃗2) · (e⃗2 + 3e⃗3)

(c) (4e⃗1 − e⃗2 + 3e⃗3)·(3e⃗1 + 2e⃗2 − e⃗3)

(d) 2e⃗2 × (3e⃗1 − 4e⃗3)

(e) (2e⃗1 − 4e⃗3)× (e⃗1 + 2e⃗2)

3. 求证：
(
a⃗+ b⃗

)
×
(⃗
b+ c⃗

)
× (c⃗+ a⃗) = 2a⃗× b⃗× c⃗

4. 已知：三个向量 a⃗, b⃗, c⃗满足条件 a⃗+ b⃗+ c⃗ = 0．求证：⃗a× b⃗ = b⃗× c⃗ = c⃗× a⃗.

5. 用向量外积运算证明三角形中的正弦定理，即

a

sinA
=

b

sinB
=

c

sinC

6. 求证：
∣∣∣⃗a× b⃗

∣∣∣2 = (⃗a · a⃗)
(⃗
b · b⃗
)
−
(
a⃗ · b⃗

)2
，说明这个恒等式的几何意义．

7. 已知 |⃗a| = 3, |⃗b| = 2，求：
(
a⃗× b⃗

)
·
(
a⃗× b⃗

)
+
(
a⃗ · b⃗

)2

复习题三

1. 如果 a⃗、b⃗ 满足下列各式，试问 a⃗ 和 b⃗ 之间有什么关系．

(a)
∣∣∣⃗a+ b⃗

∣∣∣ = ∣∣∣⃗a− b⃗
∣∣∣

(b) a⃗+ b⃗ = λ
(
a⃗− b⃗

)
(c) a⃗

|⃗a|
=

b⃗∣∣∣⃗b∣∣∣

(d)
∣∣∣⃗a+ b⃗

∣∣∣ = |⃗a|+
∣∣∣⃗b∣∣∣

(e)
∣∣∣⃗a+ b⃗

∣∣∣ = |⃗a| −
∣∣∣⃗b∣∣∣

(f)
∣∣∣⃗a− b⃗

∣∣∣ = |⃗a|+
∣∣∣⃗b∣∣∣

2. 已知 −→
OA = a⃗, −−→OB = b⃗ 且 a⃗、b⃗ 不共线，求

−→
OA 与

−−→
OB 夹角平分线上的

一个单位向量．
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3. 已知 a⃗ 6= 0⃗, b⃗ 6= 0⃗, 两个实数 α、β 满足方程；

α
a⃗

|⃗a|
+ β

b⃗

|⃗b|
= 0⃗

问 α、β 之间应具有什么关系．

4. 如果 a⃗, b⃗, c⃗ 是三个单位向量且 a⃗+ b⃗+ c⃗ = 0⃗. 试求 a⃗ · b⃗+ b⃗ · c⃗+ c⃗ · a⃗ 的值．

5. 已知 O 是正 n 边形 A1A2A3 · · ·An 的中心，求证

−−→
OA1 +

−−→
OA2 +

−−→
OA3 + · · ·+

−−→
OAn = 0⃗

6. 已知 4ABC, O 是空间一点，试证

−→
OA+

−−→
OB +

−−→
OC = 0⃗

的充要条件是：O 点是三角形的重心．

7. 在坐标系 oxy 平面上，已知图形 F 以坐标原点 0为对称中心，证明：始点
是公共的且终点是图形 F 的整数点的向量的和等于零的充要条件是：坐

标原点是向量的公共始点．

8. 如果 a⃗ = 4e⃗1 − e⃗2, b⃗ = e⃗1 + 2e⃗2, c⃗ = 2e⃗1 − 3e⃗2 且 {e⃗1, e⃗2} 为标准正交基
底，化简表示式

a⃗ · a⃗+ 3(⃗a · b⃗)− 2(⃗b · c⃗) + 1

9. 如果 |e⃗1| = 2
√
2, |e⃗2| = 3, 〈e⃗1, e⃗2〉 =

π

4
且 a⃗ = 5e⃗1 + 2e⃗2, b⃗ = e⃗1 − 3e⃗2, 试

计算以 a⃗, b⃗ 为边向量的平行四边形的两条对角线的长和面积．

10. 已知 a⃗ = αe⃗1 + 17e⃗2, b⃗ = 3e⃗1 − e⃗2, 问 α 为何值时 a⃗⊥b⃗.

11. 已知 OACB 且
−→
OA = a⃗, −−→OB = b⃗, 试用 a⃗, b⃗ 表示

−→
OA 边上的高向量

−−→
BD.
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O D A

B C

第 11 题



第四章 向量几何初步

在第三章，我们学习了向量运算与运算律，这一章我们要用向量代数的方

法来研究几何学，把对几何学的研究推进到有效能算的定量的水平．

第一节 平行与相似

一、直线的向量方程

A

B

P

O

图 4.1

给定空间任意两点 A、B(图 4.1), 由平行向量基本定理可知，对空间中一
点 P 与 A、B 两点共线的充要条件是存在一实数 t, 使

−→
AP = t

−−→
AB

对空间任一点 O, 这个条件还可写为
−−→
OP −

−→
OA = t

(−−→
OB −

−→
OA
)

−−→
OP = (1− t)

−→
OA+ t

−−→
OB (4.1)

这就是说，如果 P 点在直线 AB 上，则一定存在实数 t 使 (4.1) 式成立，反之，
任给一实数 t, 由等式 (4.1) 所确定的 P 点也一定在直线 AB 上，方程 (4.1) 通

237
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常叫做直线 AB 的向量方程．其中参数 t 的几何意义是，|t| = |
−→
AP | : |

−−→
AB|, 当

P 点在射线 AB 上，t ≥ 0. 当 P 在射线 AB 的反向延长线上，t < 0.
由直线 AB 的向量方程 (4.1) 可知，如果

−−→
OP = x

−→
OA+ y

−−→
OB

那么点 P 在直线 AB 上的充要条件是 x+ y = 1

例 4.1 已知 a⃗, b⃗是两个线性无关的向量，
−→
OA = αa⃗, −−→OB = βb⃗ (α 6= 0, β 6= 0)，

−−→
OC = xa⃗+ y⃗b（图 4.2），则 A、B、C 三点共线的充要条件是

x

α
+

y

β
= 1

O

B
βb⃗

C

A
αa⃗

a⃗

b⃗

图 4.2

证明：由直线的向量方程可知，点 C 在直线 AB 上的充要条件是存在实数 t使

−−→
OC = (1− t)

−→
OA+ t

−−→
OB

即
−−→
OC = (1− t)αa⃗+ tβb⃗

但已知
−−→
OC = xa⃗+ y⃗b 且 a⃗ ∦ b⃗，所以

x = (1− t)α, y = tβ

消去 t 则可得 A、B、C 三点共线的充要条件为

x

α
+

y

β
= 1

例 4.2 如图 4.3, 设 O、A、B 三点不共线，
−→
OA = a⃗, −−→OB = b⃗, −−→OA1 = α1a⃗,

−−→
OA2 = α2a⃗, −−→OB1 = β1⃗b,

−−→
OB2 = β2⃗b 且 α1、α2、β1、β2 都不为零，又设 A1B2

与 A2B1 交于 C 点，试以 a⃗、b⃗、α1、α2、β1、β2, 表示 c⃗ =
−−→
OC
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A A1 A2

B

B1

B2

C

O

图 4.3

解：设 c⃗ = xa⃗+ y⃗b, 因为 A1、C、B2 三点共线，A2、C、B1 三点共线，由例

4.1 有方程组 
x

α1

+
y

β2

= 1

x

α2

+
y

β1

= 1

由于 A1B2 与 A2B1 相交于 C 点，可知 α1β1 − α2β2 6= 0, 解这个方程组可得

x = α1α2
β2 − β1

α2β2 − α1β1

, y = β1β2
α2 − α1

α2β2 − α1β1

练习

1. 已知 a⃗、⃗b线性无关，
−→
OA = a⃗, −−→OB = b⃗, −−→AP1 =

1

3

−−→
AB, −−→AP2 =

1

2

−−→
AB,

−−→
AP3 =

3

2

−−→
AB, 试用向量 a⃗、b⃗ 表示

−−→
OP1,

−−→
OP2,

−−→
OP3.

2. 已知 a⃗、⃗b线性无关，
−→
OA = a⃗, −−→OB = b⃗, P 点满足 −→

AP = µ
−−→
PB (µ ∈

R), P 点叫做 AB 的定比分点．求证：

−−→
OP =

1

1 + µ
a⃗+

µ

1 + µ
b⃗

3. 已知 a⃗、b⃗ 线性无关，
−→
OA = a⃗, −−→

OB = b⃗，
−−→
AP1 =

1

2

−−→
P1B, −−→

AP2 =

−1

2

−−→
P2B, −−→AP3 = −3

2

−−→
P3B, 试用向量 a⃗、b⃗ 表示

−−→
OP1,

−−→
OP2,

−−→
OP3.

4. 已知 a⃗、⃗b 不平行且
−−→
OP1 = x1a⃗+ y1⃗b,

−−→
OP2 = x2a⃗+ y2⃗b, P 点在直

线 P1P2 上且以 k 为比值定比分割
−−−→
P1P2, 若

−−→
OP = xa⃗ + y⃗b, 试用

k、x1、x2、y1、y2 表示 x、y.
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5. 如果 −→
OA = a⃗, −−→OB = b⃗, −−→OC = c⃗, 那么，A、B、C 三点共线的充要

条件是存在三个不全为零的实数 α、β、γ 使

αa⃗+ βb⃗+ γc⃗ = 0 且 α+ β + γ = 0

（提示：应用直线的向量方程 (4.1)）

二、几何证明举例

在上一章我们已详细的分析了平行、相似与向量的加法、倍积运算之间的

密切关系，下面我们举例说明向量加法与倍积运算在几何证题中的应用．

例 4.3 证明三角形中位线定理．

已知：在 4ABC 中，D、E 分别是 AB、AC 的中点．

求证：DE // BC, 且 DE =
1

2
BC （图 4.4）

B C

D E

A

图 4.4

证明：因 D、E 分别是 AB、AC 的中点，所以

−−→
AD =

1

2

−−→
AB,

−→
AE =

1

2

−→
AC

−−→
DE =

−→
AE −

−−→
AD =

1

2

(−→
AC −

−−→
AB
)
=

1

2

−−→
BC

即：DE // BC, DE =
1

2
BC

由例 4.3 的证明，大致可以看出用向量运算证明几何题的主要步骤：

1. 选择基底向量 −−→
AB、

−→
AC, 把已知条件（D、E 是

−−→
AB、

−→
AC 的中点）写为

向量形式（
−−→
AD =

1

2

−−→
AB, −→AE =

1

2

−→
AC）

2. 进行向量运算，算出结果（−−→
DE =

1

2

−−→
BC）
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3. 把结果转化为几何结论．

对例 4.3 的进一步分析，我们还会看到，证明中应用了倍积分配律和向量
平行的条件，这正好与几何中应用平行四边形定理（或相似形定理）相对应．

例 4.4 已知五边形 ABCDE, M、N、P、Q 分别是 AB、CD、BC、DE 的

中点，K、L 是 MN 与 PQ 的中点，求证：KL =
1

4
AE 且 KL // AE(图 4.5).

证明：在平面上任选一点 O 作为基点，则

KL = OL−OK =
1

2

(
OP +OQ

)
− 1

2

(
OM +ON

)
=

1

2

[
1

2

(
OB +OC

)
+

1

2

(
OD +OE

)]
− 1

2

[
1

2

(
OA+OB

)
+

1

2

(
OC +OD

)]
=

1

4

(
OB +OC +OD +OE

)
− 1

4

(
OA+OB +OC +OD

)
=

1

4

(
OE −OA

)
=

1

4
AE

即：KL // AE 且 KL =
1

4
AE

在例 4.4 中，基点选为任一点 O, 这样对题中各点的位置向量表达就比较
对称，计算起来就较为方便．

A

B

M

K
P

E

Q

C N D

L

O

图 4.5
B D C

E
F

A

图 4.6

例 4.5 已知 4ABC, D 是 BC 上任一点，DE // CA, DF // BA,

求证：
ED

AC
+

FD

AB
= 1 (图 4.6).

证明：设
ED

AC
= x, FD

AB
= y，则：

−−→
ED = x

−→
AC,

−−→
FD = y

−−→
AB
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由求和法则可得

−−→
AD =

−→
AE +

−→
AF =

−−→
ED +

−−→
FD = x

−→
AC + y

−−→
AB

又因 D 在直线 BC 上，所以 x+ y = 1，即：

ED

AC
+

FD

AB
= 1

例 4.5 中的结论，实际上就是一点在直线上的一个必要条件，换用向量表
达式就一目了然了，应注意，题中若设 D 点是直线 BC 上任一点，结论同样

成立．

例 4.6 已知 ABCD, M 是 AB 的中点，DM 交对角线 AC 于 H 点，

求证：AH =
1

3
AC, MH =

1

3
MD (图 4.7).

证明：设
−−→
AH = x

−→
AC，

−−→
MH = y

−−→
MD，则

−−→
AH = X

−→
AC = x

(−−→
AB +

−−→
AD

)
= x

−−→
AB + x

−−→
AD

−−→
AH = (1− y)

−−→
AM + y

−−→
AD =

1

2
(1− y)

−−→
AB + y

−−→
AD

由于
−−→
AB、

−−→
AD 线性无关，所以有 2x+ y = 1

y = x

解方程组可得：x =
1

3
, y =

1

3
所以：

−−→
AH =

1

3

−→
AC,

−−→
MH =

1

3

−−→
MD

AH =
1

3
AC, MH =

1

3
MD

例 4.6 中，证明的关键是设未知数，根据已知条件，用基向量 −−→
AB, −−→AD 写

出
−−→
AH 的两个表达式，然后由基向量的线性无关性转化为方程组来求解．这和

在代数中设未知数列方程的解问题的方法相似．

例 4.7 已知 4ABC, 证明：三条中线 AD、BE、CF 相交于一点 G 且 AG =
2

3
AD, BG =

2

3
BE, CG =

2

3
CF （图 4.8）．
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A M B

CD

H

图 4.7
D CB

A

GF E

图 4.8

证明：设 AD,BE 相交于 G 点，
−→
AG = x

−−→
AD, −−→BG = y

−−→
BE，

−−→
AB = a, −→AC = b⃗，

则：
−→
AG = x

−−→
AD = x× 1

2
(⃗a+ b⃗) =

1

2
xa⃗+

1

2
x⃗b

又
−→
AG = (1− y)

−−→
AB + y

−→
AE = (1− y)⃗a+

1

2
y⃗b

由 a⃗, b⃗ 线性无关，得： 
1

2
x = 1− y

1

2
x =

1

2
y

解之得：x =
2

3
, y =

2

3
，所以

−→
AG =

2

3

−−→
AD,

−−→
BG =

2

3

−−→
BE

AG =
2

3
AD, BG =

2

3
BE

如果 BE,CF 相交于 G′ 点，那么同样可证，

BG′ =
2

3
BE, CG′ =

2

3
CF

于是 G 点与 G′ 点重合，题中结论得证．

例 4.8 已知三棱锥 S − ABC, K1、L1、M1 分别是侧棱 SA、SB、SC 的中

点，K2、L2、M2 分别是 BC、CA、AB 的中点，求证：K1K2, L1L2, M1M2

相交于一点，并在这点互相平分（图 4.9）．

证明：设
−→
SA = a⃗, −→SB = b⃗, −→SC = c⃗, O1 为 K1K2 的中点，则

−−→
SO1 =

1

2
(
−−→
SK1 +

−−→
SK2) =

1

2

[
1

2
a⃗+

1

2
(⃗b+ c⃗)

]
=

1

4

(
a⃗+ b⃗+ c⃗

)



244 第四章 向量几何初步

取 L1L2 的中点 O2, M1M2 的中点 O3, 同理可证
−−→
SO2 =

−−→
SO3 =

1

4

(
a⃗+ b⃗+ c⃗

)
因此三点 O1、O2、O3 必重合于一点 O 并在 O 点互相平分．

A

B

C
M2 K2

L2

M1K1

L1

S

O1

图 4.9

A′

B′

C ′

A

B

C O′

P

R

Q

图 4.10

例 4.9 试证 Desargues 定理：如图 4.10, 设 4ABC 与 4A′B′C ′ 的顶点连线

AA′、BB′、CC ′ 相交于一点 O, 则对应边 AB 与 A′B′、BC 与 B′C ′、CA 与

C ′A′ 的延长线分别相交于 P、Q、R,
试证 P、Q、R 共线．

证明：设
−→
OA = a⃗, −−→

OB = b⃗, −−→
OC = c⃗, 则存在 α, β, γ ∈ R，使

−−→
OA′ = αa⃗,

−−→
OB′ = βb⃗,

−−→
OC ′ = γc⃗

因 P 点既在 AB 上又在 A′B′ 上，所以存在 x, y ∈ R，使
−−→
OP = (1− x)⃗a+ x⃗b
−−→
OP = (1− y)αa⃗+ βy⃗b

由此可得

x =
β(α− 1)

α− β
, y =

α− 1

α− β

−−→
OP =

α(1− β)

α− β
a⃗+

β(α− 1)

α− β
b⃗ (4.2)

同理可求得

−−→
OQ =

β(1− γ)

β − γ
b⃗+

γ(β − 1)

β − γ
c⃗ (4.3)

−−→
OR =

γ(1− α)

γ − α
c⃗+

α(γ − 1)

γ − α
a⃗ (4.4)
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−→
PR =

−−→
OR−

−−→
OP =

α(α− 1)(γ − β)

(γ − α)(α− β)
a⃗+

β(1− α)

α− β
b⃗+

γ(1− α)

γ − α
c⃗

−−→
PQ =

−−→
OQ−

−−→
OP =

α(β − 1)

α− β
a⃗+

β(β − 1)(γ − α)

(α− β)(β − γ)
b⃗+

γ(β − 1)

β − γ
c⃗

容易验证 a⃗, b⃗, c⃗ 的系数成比例，所以
−→
PR 与

−−→
PQ 共线，即 P、Q、R 共线．

此题还可另证，设 x = (y−1)(α−β), y = (α−1)(β−γ), z = (β−1)(γ−α),
则可得：

x
−−→
OP + y

−−→
OQ+ z

−−→
OR = 0⃗

并且 x+ y + z = 0．

x、y、z 至少有一不为 0, 这便证明了 P、Q、R 三点共线．

练习

试用向量运算证明以下各题．

1. 试证平行四边形的对角线互相平分．

2. 设 4ABC 和 4A′B′C ′ 的对应顶点连线 AA′、BB′、CC ′ 相交于

一点 O. 试证若 AB // A′B′, BC // B′C ′, 则 AC // A′C ′.

3. 设 ℓ、ℓ′ 相交于 O 点，A,B,C ∈ ℓ, A′, B′, C ′ ∈ ℓ′. 试证如果
AB′ // A′B, BC ′ // B′C, 则有 AC ′ // A′C.

4. 证明梯形中位线定理．

5. 已知：4ABC 中，D 是 BC 的中点，过 D 任作一直线分别交 AC

于 E, 交 AB 的延长线于 F , 求证：AE : EC = AF : FB.

6. 已知：梯形 ABCD, AB // DC, AB = 2CD, AC、BD 相交于 E,
求证：CE =

1

3
AC.

7. 已知：梯形 ABCD 中，E、F 是上、下底 AD、BC 的中点，AC、

BD 相交于 G, 求证：E、G、F 三点共线．

习题 4.1

1. 已知：O 是一个定点，⃗a、⃗b是两个线性无关的向量，−−→OP1 = 2a⃗+ b⃗, −−→OP2 =

a⃗− b⃗, P 是直线 P1P2 上任意一点且
−−→
OP = xa⃗+ y⃗b, 求 x、y 满足的代数

关系式．
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A A′

C

C ′

B

B′

O

第 2 题

A′

B′

C ′

A B C
O ℓ

ℓ′

第 3 题

2. 已知：在4ABC 中，D、E 分别是 BC、AC 边上的点且 BD : DC = 1 : 2,
CE : EA = 1 : 1, AD 与 BE 相交于 O 点，设

−−→
AB = a⃗, −→

AC = 6,
−−→
CO = xa⃗+ y⃗b, 求 x、y.

3. 设 a⃗、⃗b 是两个线性无关的向量，
−−→
OD = ha⃗+ k⃗b 6= 0⃗. P 是直线 OD 上任

意一点，令
−−→
OP = xa⃗+ y⃗b, 求证：x、y 满足方程 kx− hy = 0.

4. 已知 D、E、F 分别是 4ABC 的边 AB、BC、AC 上的一点且
AD

AB
=

BE

BC
=

CF

CA

求证：所有这样的 4DEF 重心是一个定点．

5. 如图，已知平行六面体 OADB − CEFG, 求证：若对角线 AG 与平面

(O,D,E) 相交于 H, OH 与侧面 ADFE 相交于 K, 求证 AH =
1

3
AG，

OH =
2

3
OK

a⃗

b⃗

c⃗

O A

B D

K

C E

G F

H

第 5 题
P CB

A

R Q

第 6 题
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6. 在 4ABC 的三条边上各取一点 P、Q、R, 若 −→
AR = x

−−→
RB, −−→BP = y

−−→
PC,

−−→
CQ = z

−→
QA. 求证：AP、BQ、CR 共点的充要条件是 xyz = 1.

7. 在 4ABC 三边所在的直线上各取一点 P、Q、R, 使
−→
AR = x

−−→
RB,

−−→
BP = y

−−→
PC,

−−→
CQ = z

−→
QA

求证：P、Q、R 三点共线的充要条件是 xyz = −1.

P CB

A

R

Q

第 7 题

第二节 垂直与度量问题

这节我们举例说明，用内积运算处理度量问题的一般方法和技巧．

例 4.10 证明勾股定理（图 4.11）．

证明：在直角 4ABC 中，∠B = 90◦, 则
−→
AC =

−−→
AB +

−−→
BC

−→
AC ·

−→
AC =

(−−→
AB +

−−→
BC

)
·
(−−→
AB +

−−→
BC

)
=

−−→
AB ·

−−→
AB +

−−→
BC ·

−−→
BC

即：AC
2
= AB

2
+BC

2

例 4.11 证明余弦定理（图 4.12）．

证明：在 4ABC 中，

−→
AC =

−−→
AB +

−−→
BC

−→
AC ·

−→
AC =

(−−→
AB +

−−→
BC

)
·
(−−→
AB +

−−→
BC

)
=

−−→
AB ·

−−→
AB +

−−→
BC ·

−−→
BC + 2

−−→
AB ·

−−→
BC
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A B

C

图 4.11
A B

C

c

b a

图 4.12

即

|
−→
AC|2 = |

−−→
AB|2 + |

−−→
BC|2 − 2|

−−→
AB||

−−→
BC| cosB

b2 = c2 + a2 − 2ca cosB

同理可证：

c2 = a2 + b2 − 2ab cosC

a2 = b2 + c2 − 2bc cosA

由例 4.10、例 4.11 的证明过程可以看到，为了得到三角形的边角关系，只
要写出三角形中边向量所要满足的关系，然后作内积运算，向量关系就可转化

为数量关系．

例 4.12 证明射影定理与正弦定理．

证明：过 A 点引单位向量 e⃗1 //
−→
AC, e⃗2⊥e⃗1 (图 4.13)

−→
AC =

−−→
AB +

−−→
BC

−→
AC · e⃗1 =

−−→
AB · e⃗1 +

−−→
BC · e⃗1

|
−→
AC| = |

−−→
AB| cosA+ |

−−→
BC| cosC

(4.5)

即：b = c cosA+ a cosC 同理可证：

c = a cosB + b cosA, a = b cosC + c cosB

(4.5) 式两边分别对 e⃗2 取内积运算，则

−→
AC · e⃗2 =

−−→
AB · e⃗2 +

−−→
BC · e⃗2

0 = |
−−→
AB| cos(90◦ −A) + |

−−→
BC| cos(90◦ + C)
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即：0 = c sinA− a sinC ⇒ a

sinA
=

c

sinC

同理可证：
a

sinA
=

b

sinB
，所以

a

sinA
=

b

sinB
=

c

sinC

在例 4.12 的证明中，我们先写出三角形三个边向量所满足的向量关系式，
然后，分别对 e⃗1、⃗e2 两个互相垂直的单位向量取内积运算，这样就很容易地证

明了射影定理和正弦定理．适当选取单位向量，对题设条件所满足的向量关系

式进行内积运算是处理一些直线形边角关系的基本方法之一．

A C

B

b

c a

e⃗1

e⃗2

图 4.13

c b

aB P C

A

a⃗

图 4.14

例 4.13 利用内积运算证明角平分线定理．

证明：设 AP 为 4ABC 中内角 A 的平分线，则 ∠BAP = ∠PAC = α, 取单
位向量 e⃗⊥

−→
AP（图 4.14）

−−→
AB · e⃗ = |

−−→
AB| cos(90◦ − α) = |

−−→
AB| sinα

−→
AC · e⃗ = |

−→
AC| cos(90◦ + α) = −|

−→
AC| sinα

−−→
AB
−→
AC

=

−−→
AB · e⃗
−→
AC · e⃗

=
|(
−→
AP +

−−→
PB) · e⃗|

|(
−→
AP +

−−→
PC) · e⃗|

=
|
−−→
PB · e⃗|
−−→
PC · e⃗

=

−−→
PB
−−→
PC

例 4.14 在直角 4ABC 中，AD 是斜边 BC 上的高，作 DE⊥AB, DF⊥AC,
E、F 是垂足．

求证：
BE

CF
=

AB
3

AC
3

证明：设
EB

AB
= λ, FC

AC
= µ，则：

−−→
EB = λ

−−→
AB,

−−→
FC = µ

−→
AC,

−→
AE = (1− λ)

−−→
AB,

−→
AF = (1− µ)

−→
AC
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−−→
AD =

−→
AE +

−→
AF = (1− λ)

−−→
AB + (1− µ)

−→
AC

因为 D ∈ BC，则：

(1− λ) + (1− µ) = 1 ⇒ λ+ µ = 1

又 ∵ −−→
AD⊥

−−→
BC，因此：[

(1− λ)
−−→
AB + (1− µ)

−→
AC
]
·
(−→
AC −

−−→
AB
)
= 0

由此可得：

λ

µ
=

AB
2

AC
2

EB

FC
=

λAB

µAC
=

AB
3

AC
3

B CD

E

F

A

图 4.15
BA O

P

图 4.16

例 4.15 设一动点 P , 到两点 A、B 的距离的平方和等于常数 k, 求 P 点的轨

迹．

解：取 AB 的中点 O, 则
−→
PA =

−−→
PO +

−→
OA,

−−→
PB =

−−→
PO +

−−→
OB

PA
2
= PO

2
+OA

2
+ 2

−−→
PO ·

−→
OA

PB
2
= PO

2
+OB

2
+ 2

−−→
PO ·

−−→
OB

因为 PA
2
+ PB

2
= k,

−−→
PO ·

−→
OA = −

−−→
PO ·

−−→
OB

所以：

2
(
PO

2
+OA

2
)
= k, PO =

…
k

2
−OA

2

于是，P 点到O点的距离是一个常数．即 P 点的轨迹是以O为圆心，

…
k

2
−OA

2

为半径的圆．
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例 4.16 已知正方形 ABCD(图 4.17), P 为 BD 上任一点，PE⊥BC 于 E 点，

PF⊥CD 于 F 点，求证：AP = EF 且 AP⊥EF .

证明：设
−−→
BP = λ

−−→
BD, 正方形边长为 a, 则
−→
AP =

−−→
AB +

−−→
BP + (1− λ)

−−→
AB + λ

−−→
AD

−−→
EF =

−−→
EC +

−−→
CF = (1− λ)

−−→
BC + λ

−−→
CD

AP
2
= (1− λ)2a2 + λa2 + 2λ(1− λ)

−−→
AB

−−→
AD

= (1− λ)2a2 + λa2

EF
2
= (1− λ)2a2 + λa2

所以：AP = EF．因为

−→
AP ·

−−→
EF = λ(1− λ)

−−→
AB ·

−−→
CD + λ(1− λ)

−−→
AD ·

−−→
BC = 0

所以 AP⊥EF .

B E C

A D

P
F

图 4.17

c⃗ b⃗

a⃗

ma

B D C

A

图 4.18

例 4.17 已知 4ABC (图 4.18), BC = a, CA = b, AB = c, 求：

1. 三边上的中线 ma, mb, mc；

2. 三个角平分线 ta、tb、tc；

3. 三角形的面积 S.

解：

1. 如图：设 −−→
BC = a⃗, −→CA = b⃗, −−→AB = c⃗,则 BC 边上的中线

−−→
AD =

1

2
(−b⃗+ c⃗),

−−→
AD ·

−−→
AD =

1

4
(b2 + c2 − 2⃗b · c⃗)

|
−−→
AD|2 = 1

4
[b2 + c2 − (a2 − b2 − c2)] =

1

4
(2b2 + 2c2 − a2)
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因此

ma =
1

2

√
2b2 + 2c2 − a2

同理可得：

mb =
1

2

√
2a2 + 2c2 − b2, mc =

1

2

√
2a2 + 2b2 − c2

2. 因 t⃗a =
c

b+ c
b⃗+

b

b+ c
c⃗，则：

∣∣∣t⃗a∣∣∣2 = c2b2

(b+ c)2
+

b2c2

(b+ c)2
+ 2

bc

(b+ c)2
b⃗ · c⃗

=
bc

(b+ c)2
(
2bc+ b2 + c2 − a2

)
=

bc

(b+ c)2
[
(b+ c)2 − a2

]
=

bc

(b+ c)2
[(a+ b+ c)(b+ c− a)]

令 a+ b+ c = 2p, 则

t2a =
4bc

(b+ c)2
p(p− a)

ta =
2
√
bc

b+ c

»
p(p− a)

同理可得：

tb =
2
√
ac

a+ c

»
p(p− b), tc =

2
√
ab

a+ b

»
p(p− c)

3.

S2 =
1

4
b2c2 sin2 A =

1

4
b2c2

(
1− cos2 A

)
=

1

4
b2c2

1−( b⃗ · c⃗
bc

)2
 =

1

4
b2c2

[
1− (b2 + c2 − a2)

2

4b2c2

]

=
1

16

[
4b2c2 −

(
b2 + c2 − a2

)2]
=

1

16
(a+ b+ c)(a+ b− c)(a+ c− b)(b+ c− a)

= p(p− a)(p− b)(p− c)

S =
»

p(p− a)(p− b)(p− c)
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例 4.18 证明定理：如果一条直线 a 垂直于平面 π 上的两条相交直线 b、c, 那
么 a⊥π (图 4.19).

证明：在平面 π 上，任取一条直线 d, 在 a, b, c, d 上分别取向量 a⃗、⃗b、c⃗、d⃗. 由
于 b、c 相交，依共面向量定理，存在唯一的数偶 (x, y), 使

d⃗ = x⃗b+ yc⃗

a⃗ · d⃗ = a⃗ ·
(
x⃗b+ yc⃗

)
= xa⃗ · b⃗+ ya⃗ · c⃗ = 0

所以：a⃗⊥d⃗，即：a⊥d

这就是说 a 垂直于平面 π 上的任一条直线，所以 a⊥π.

b⃗ c⃗

d⃗

π

a⃗

图 4.19

O

F

G

E

A

B

CH

图 4.20

例 4.19 已知空间四边形 O−ABC, OA = OB, CA = CB．E、F、G、H 分

别为 OA、OB、CB、CA 的中点，求证四边形 EFGH 是矩形（图 4.20）．

证明：由于 E、F、G、H 分别是 OA 、OB、CB、CA 的中点，所以

−−→
EF =

1

2

−−→
AB,

−−→
HG =

1

2

−−→
AB

−−→
EF =

−−→
HG ⇒ EF = HG, EF // HG

∴ EFGH 是平行四边形．

因为
−−→
EF =

1

2

−−→
AB =

1

2
(
−−→
OB −

−→
OA),

−−→
EH =

1

2

−−→
OC，所以

−−→
EF ·

−−→
EH =

1

2
(
−−→
OB −

−→
OA) · 1

2

−−→
OC

=
1

4
(
−−→
OB ·

−−→
OC −

−→
OA ·

−−→
OC)

=
1

4

(
|
−−→
OB|2 + |

−−→
OC|2 − |

−−→
BC|2 − |

−→
OA|2 − |

−−→
OC|2 + |

−→
CA|2

)
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但已知
−→
OA =

−−→
OB,

−→
CA =

−−→
CB，所以

−−→
EF ·

−−→
EH = 0 ⇒ EF⊥EH

故得四边形 EFGH 是矩形．

由以上各例可看到在空间证明两线垂直，内积运算仍是非常有效的工具．

例 4.20 一定长线段 AB 的两个端点，沿互相垂直的两条异面直线 ℓ、m运动，

求它的中点的轨迹．

解：如图 4.21 设 MN 为 ℓ、m 的公垂线，AB = a, MN = b, O、P 分别为

MN、AB 的中点，则

−−→
OP =

1

2

(−→
OA+

−−→
OB

)
=

1

2

(−−→
OM +

−−→
MA+

−−→
ON +

−−→
NB

)
因为

−−→
OM = −

−−→
ON，所以

−−→
OP =

1

2
(
−−→
MA+

−−→
NB)

−−→
OP ·

−−→
MN =

1

2

(−−→
MA+

−−→
NB

)
·
−−→
MN = 0

因此：P 点一定在 MN 的垂直平分面上．

因为
−−→
OP ·

−−→
OP =

1

4
(|
−−→
MA|2 + |

−−→
NB|2)，连 AN , 易证，4AMN 与 4ABN

都是直角三角形．所以

−−→
OP ·

−−→
OP =

1

4

(
AN

2 −MN
2
+AB

2 −AN
2
)

=
1

4

(
AB

2 −MN
2
)
=

1

4
(a2 − b2)

即：|
−−→
OP |2 = 1

4
(a2 − b2)

由上式可知 P 点在以 O 为圆心，以
1

2

√
a2 − b2 为半径的圆上，因此 P 点

的轨迹是 MN 的垂直平分面上的一个圆：�
(
O,

1

2

√
a2 − b2

)
例 4.21 如图 4.22, 已知四面体 A−BCD, AB⊥CD, AC⊥BD.
求证：AD⊥BC.

证明： ∵ AB⊥CD, AC⊥BD

所以
−−→
AB ·

−−→
CD = 0,

−→
AC ·

−−→
BD = 0
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ℓ

mA

M
P

B

N
O

图 4.21

DB

C

A

图 4.22

(−−→
AD +

−−→
DB

)
·
−−→
CD = 0,

(−−→
AD +

−−→
DC

)
·
−−→
BD = 0

−−→
AD ·

−−→
CD =

−−→
BD ·

−−→
CD,

−−→
AD ·

−−→
BD =

−−→
BD ·

−−→
CD

−−→
AD ·

−−→
CD =

−−→
AD ·

−−→
BD

−−→
AD ·

(−−→
BD +

−−→
DC

)
= 0

−−→
AD ·

−−→
BC = 0

即：
−−→
AD⊥

−−→
BC, AD⊥BC

例 4.22 如图 4.23 在直二面角的棱上有两点 A、B, AC 和 BD 各在这个二面

角的一个面内，并且都垂直于棱 AB, 设 AB = 8, AC = 6, BD = 24, 求 CD

的长．

解：如图 4.23,

|
−−→
CD|2 =

−−→
CB ·

−−→
CD =

(−→
CA+

−−→
AB +

−−→
BD

)
·
(
V ecCA+

−−→
AB +

−−→
BD

)
因为 V ecAC、V ecAB、V ecBD 互相正交，所以

|
−−→
CD|2 = |

−→
CA|2 + |

−−→
AB|2 + |

−−→
BD|2 = 62 + 82 + 242 = 676

∴ CD =
√
676 = 26

例 4.23 已知正方体 ABCD −EFGH (图 4.24) 其棱长为 1. 求：AC 与 DG

的公垂线的垂足 P、Q 的位置和 AC 与 DG 间的距离．

解：设
−−→
AB = e⃗1,

−−→
AD = e⃗2,

−→
AE = e⃗3,

−→
AP = x

−→
AC, −−→DQ = y

−−→
DG

由于
−→
AC = e⃗1 + e⃗2,

−−→
DG = e⃗1 + e⃗3，所以

−→
AP = xe⃗1 + xe⃗2,

−→
AQ = ye⃗1 + ye⃗3
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A

C

D

B

图 4.23

e⃗1

e⃗3

e⃗2

B C

E H

G

Q

D

F

A

P

图 4.24

−→
AQ =

−−→
AD +

−−→
DQ = ye⃗1 + e⃗2 + ye⃗3

−−→
PQ =

−→
AQ−

−→
AP = (y − x)e⃗1 + (1− x)e⃗2 + ye⃗3

又因
−−→
PQ ⊥

−→
AC, −−→PQ ⊥

−−→
DG, 则 [(y − x)e⃗1 + (1− x)e⃗2 + ye⃗3] · (e⃗1 + e⃗2) = 0

[(y − x)e⃗1 + (1− x)e⃗2 + ye⃗3] · (e⃗1 + e⃗3) = 0

由此可得方程组  2x− y = 1

x− 2y = 0

解之得：x =
2

3
, y =

1

3

所以：
−→
AP =

2

3

−→
AC,

−−→
DQ =

1

3

−−→
DG

−−→
PQ =

1

3
(−e⃗1 + e⃗2 + e⃗3)

于是 P、Q 两点的位置可定，且 AC 与 DG 的距离就是 |
−−→
PQ|.

|
−−→
PQ| =

»−−→
PQ ·

−−→
PQ =

…
1

9
(1 + 1 + 1) =

√
3

3

习题 4.2

试用向量运算证明以下各题：
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1. 试证：点 P 在 AB 的垂直平分上的充要条件是 |
−→
PA| = |

−−→
PB|

2. 试证：对角线互相垂直的平行四边形是菱形．

3. 试证：平行四边形的对角线等长的充要条件是这个平行四边形是矩形．

4. 求证：直角三角形斜边上的中线等于斜边的一半．

5. 等腰三角形顶角的平分线是底边上的高．

6. 求证：四边形 ABCD 中，对角线互相垂直的充要条件是

AB
2
+ CD

2
= AD

2
+BC

2

7. 求证：平行四边形 ABCD 中的锐角 A 为 45◦ 的充要条件是

AC
2 ·BD

2
= AB

4
+AD

4

8. 已知 ℓ 是一条直线，A、B 为 ℓ 外同侧的两个定点，P ∈ ℓ,

求证：|
−→
AP |+ |

−−→
PB| 取极小值的充要条件是

a⃗ · n⃗
|⃗a|

=
b⃗ · n⃗
|⃗b|

（其中 n⃗⊥ℓ 且方向指向 A、B 所在的那一侧）并解释其几何意义．

9. 求证：长方体的对角线的平方等于长、宽、高的平方和．

10. 已知 AB在平面 π内，AC⊥π, BD⊥AB且与 π所成角为 30◦,若 AB = a,
AC = BD = b, 求 C 和 D 间的距离．

11. 线段 DE 同时垂直于矩形 ABCD 的两边 DA、DC. 设 AB = 12cm,
BC = 9cm, DE = 8cm, 求 B、E 两点间的距离．

12. 一点 P 在两个相交平面上的投影各为 A、B, 求证连线 AB 垂直于两个

平面的交线．

第三节 圆

一个以 O 点为圆心，R 为半径的圆是平面 π 上所有满足
−−→
OX ·

−−→
OX = R2

的点 X 的集合．即

�(O,R) =
¶
X : X ∈ π,

−−→
OX ·

−−→
OX = R2

©
在平面几何中，关于圆有下列几个基本定理：
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1. 圆周角定理；

2. 弦切角定理；

3. 圆幂定理．

当时，这三个定理是按 1、2、3 的顺序来证明的，现在我们用向量的运算
律，直接证明圆幂定理，并由此再推出弦切角定理与圆周角定理．

定理 1
如图 4.25 设平面上有 �(O,R) 及圆外一点 P , 过 P 点引圆割线交圆于

B、C 点，则有
−−→
PB ·

−−→
PC = |OP |2 −R2.

CX

P
O

B

T1

u⃗

图 4.25

证明：在
−−→
PC 上取单位向量 u⃗, 对 PC 上任意一点 X, 都存在实数 x, 使 −−→

PX =

xu⃗．这里 x 就是
−−→
PX 的长度．由向量加法，有

−−→
OX =

−−→
OP +

−−→
PX =

−−→
OP + xu⃗

因此：

−−→
OX ·

−−→
OX =

(−−→
OP + xu⃗

)2
=

−−→
OP ·

−−→
OP + 2

(−−→
OP · u⃗

)
x+ x2(u⃗ · u⃗)

= x2 + 2
(−−→
OP · u⃗

)
+ |

−−→
OP |2

当点 X 与点 B 或 C 重合时，
−−→
OX ·

−−→
OX = R2，这时有

x2 + 2
(−−→
OP · u⃗

)
x+

(
|
−−→
OP |2 −R2

)
= 0

这里 x 是
−−→
PB 或

−−→
PC 的长度，若令 |

−−→
PB| = β, |−−→PC| = γ，则由韦达定理得：

βγ = |
−−→
OP |2 −R2
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∵ −−→
PB 与

−−→
PC 同向

∴ −−→
PB ·

−−→
PC = βγ, 因此：

−−→
PB ·

−−→
PC = |

−−→
OP |2 −R2 = |PT1|2

分析：

1. 上面的证明对 P 为圆内一点也是适用的，不过这时设
−−→
PX = xu⃗, 实数 x

可正可负，|x| = |
−−→
PX|.

由于
−−→
PB 与

−−→
PC 反向，则

−−→
PB ·

−−→
PC 和 |OP |2 −R2 都是负值．

2. 在证明过程中，我们还得到

β + γ = −2
−−→
OP · u⃗

我们令 B、C、P ′、P 成调和点列，即此四点共线且满足

−−→
BP
−−→
PC

·
−−→
CP ′

−−→
P ′B

= −1

令
−−→
PP ′ = yu⃗，则有

−1 =

−−→
BP
−−→
PC

·
−−→
CP ′

−−→
P ′B

=
−β

γ
× y − γ

β − y

得：y =
2βγ

β + γ
，因此：

−−→
PP ′ ·

−−→
PO =

(
2βγ

β + γ
u⃗

)
·
(
−
−−→
OP
)

=
βγ

β + γ

(
−2

−−→
OP · u⃗

)
= βγ = |

−−→
OP |2 −R2

这就是说
−−→
PP ′ 在

−−→
PO 上的投影的长度等于常数

|
−−→
OP |2 −R2

|
−−→
OP |

由于
|
−−→
OP |2 −R2

|
−−→
OP |

=
|
−−→
PT1|2

|
−−→
OP |

= |
−−→
PT1| cos∠T1PO = |PQ|

其中 Q 是线段 T1T2 的中点（图 4.26）

∴ 过 P 点的任一割线与 T1T2 的交点 P ′ 与 B、C、P 成调和点列．
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P

T1

O

T2

Q

图 4.26
P TP ′

C

C ′

B

图 4.27

下面，我们由圆幂定理推导弦切角定理与圆周角定理．

如图 4.27 由圆幂定理，在 4PTB 与 4PCT 中，由于

−→
PT
−−→
PB

=

−−→
PC
−→
PT
，∠P

是公共角，

∴ 4PTB ∽ 4PCT

得 ∠PTB = ∠PCT，, 这就是弦切角定理．
同理 ∠P ′TB = ∠BC ′T，则 ∠BCT = ∠BC ′T , 这就是圆周角定理．

习题 4.3

1. 试证圆的相交弦定理．

2. 从圆 O 外一点 P 引圆的切线 PT1 和 PT2, T1、T2 为切点．再引圆 O

的割线 PQR, 交圆 O 于 Q、R, 交 T1T2 于 T , 设 |PQ| = a, |PR| = b,
|PT | = t, 求证：

1

a
+

1

b
=

2

t

复习题四

1. 在空间中，设有线性关系 λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + λ3a⃗3 + λ4a⃗4 + λ5a⃗5 = 0⃗，且

λ1λ2λ3λ4λ5 6= 0, 若

(a) a⃗1, a⃗2, a⃗3, a⃗4, a⃗5 都是非零向量；

(b) 有且只有 a⃗4 = a⃗5 = 0⃗；

(c) 有且只有三个零向量．

问在各种情况下，它们的几何意义分别是什么？
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2. 试作一给定有向线段 −−→
AB 的定比分点，其比值分别为：

1

2
, 2,−2,−1

2
．

3. 设 P、A、B 是共线的相异三点，
−→
AP = ρ

−−→
PB, 试用 ρ 去表达下列五个实

数 α、β、γ、δ、ε.
−−→
BP = α

−→
PA,

−→
PA = β

−−→
AB,

−−→
BA = γ

−→
AP

−−→
PB = δ

−−→
BA,

−−→
AB = ε

−−→
BP

4. 如图，ℓ1, ℓ2 交于 O 点，u⃗, v⃗ 是 ℓ1, ℓ2 方向的单位向量，设

−−→
OA1 = α1u⃗,

−−→
OB1 = β1u⃗,

−−→
OC1 = γ1u⃗

−−→
OA2 = α2v⃗,

−−→
OB2 = β2v⃗,

−−→
OC2 = γ2v⃗

试用 u⃗, v⃗ 的线性组合表示
−−→
OP、

−−→
OQ、

−−→
OR. 并证明 P、Q、R 三点共线．

A1

B1

C1

A2 B2 C2

O ℓ2

ℓ1

v⃗

u⃗

R

P
Q

第 4 题

5. 在 4ABC 的外面作正方形 ABEF 和 ACGH, 又设 D 为
−−→
BC 的中点，

求证：

(a) −→
AF ·

−−→
AH =

−−→
AB ·

−→
AC

(b) BH⊥CF 且 BH = CF

(c) AD⊥FH 且 AD =
1

2
FH

6. 已知四边形 ABCD 内接于圆且 AC⊥BD 于 E, F 是边 −−→
BC 的中点，求

证：EF⊥AD

7. 已知 O、M、H 三点分别是 4ABC 的外心，重心和垂心，求证：O、M、

H 三点共线且 OM =
1

2
MH.
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8. 求证：连结四面体的一个顶点和这个顶点所对的面的重心的四条线段交于
同一点，且这交点分线段的比例都是 3:1.

9. 求证平行六面体的四条对角线相交于一点．

10. 在四面体 ABCD 中，如果 AB⊥DC 且 AD⊥BC, 试证明：

|
−−→
AB|2 + |

−−→
DC|2 = |

−−→
AD|2 + |

−−→
BC|2 = |

−→
AC|2 + |

−−→
BD|2

11. 已知四面体 ABCD, G1, G2 分别是 4ABC 和 4ABD 的重心，M 是棱

CD 的中点，试确定过 G1、G2、M 三点的平面与棱 AB 的交点的位置．

12. 已知正方体 ABCD −A1B1C1D1 的棱长为 1, E、F 分别是棱 BC, CC1

的中点，求下列各异面直线的距离．

(a) AA1 与 BD1 (b) AC 与 BD1 (c) AC 与 EF
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第一节 向量的坐标运算

一、直角坐标系与向量的坐标

在初中，我们已学习了平面直角坐标系，其要点如下：选定一个长度单位，

建立两条具有公共原点且互相垂直的数轴（图 5.1），通常一条为水平的数轴，
称为横轴或 X 轴，它的正向是由左到右，另一条是和它垂直的轴称为纵轴或

Y 轴，它的正向是从下到上．X 轴、Y 轴总称为坐标轴、坐标轴的交点 O 称为

坐标系的原点，这样我们就说在平面上建立了直角坐标系 OXY , 这个平面就
叫做坐标平面，在坐标平面上任取一点 P , 过 P 引 X 轴、Y 轴的垂线，设垂

足分别是 M、N , 如果 M 在 X 轴上的坐标为 x, N 在 Y 轴上的坐标为 y, 那
么我们就说 P 点的坐标是 (x, y), 记作 P (x, y), x 称为横坐标，y 称为纵坐标．

X

Y

O

N P

M

图 5.1

X

Y

e⃗y

e⃗x

a⃗

α
β

O

图 5.2

在建立直角坐标系 OXY 的平面上（图 5.2），我们沿 X 轴与 Y 轴的正方

向分别取单位向量 e⃗x、e⃗y, 由共面向量定理可知，对坐标平面上任一向量 a⃗, 存

263
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在唯一的有序实数偶 (ax, ay) 使

a⃗ = axe⃗x + ay e⃗y (5.1)

(ax, ay) 就叫做 a⃗ 在直角坐标系 OXY 上的坐标，记作

a⃗ = (ax, ay) (5.2)

实质上 (5.2) 式是 (5.1) 式的缩写；其中 ax 叫做 a⃗ 在 X 轴上的坐标分量，ay

叫做 a⃗ 在 Y 轴上的坐标分量．

定理

在坐标平面上，如果 a⃗ = (ax, ay), 则

ax = e⃗x · a⃗ = |⃗a| cos〈e⃗x, a⃗〉

ay = e⃗y · a⃗ = |⃗a| cos〈e⃗y, a⃗〉
(5.3)

证明：已知 a⃗ = axe⃗x + ay e⃗y，则

e⃗x · a⃗ = e⃗x · (axe⃗x + ay e⃗y) = axe⃗x · e⃗x + ay e⃗x · e⃗y
e⃗y · a⃗ = e⃗y · (axe⃗x + ay e⃗y) = axe⃗y · e⃗x + ay e⃗y · e⃗y

由于 e⃗x, e⃗y 是单位向量，且 e⃗x⊥e⃗y, 所以，

e⃗x · e⃗x = e⃗y · e⃗y = 1, e⃗x · e⃗y = e⃗y · e⃗x = 0

于是得到

ax = e⃗x · a⃗ = |⃗a| cos〈e⃗x, a⃗〉

ay = e⃗y · a⃗ = |⃗a| cos〈e⃗y, a⃗〉

这个定理说的是，向量 a⃗ 在 X 轴和 Y 轴上的坐标分量分别是 a⃗ 在坐标

轴上的垂直投影量．

显然，o⃗ = (0, 0), e⃗x = (1, 0), e⃗y = (0, 1). 令 〈e⃗x, a⃗〉 = α, 〈e⃗y, a⃗〉 = β，α, β

一起决定了 a⃗ 的方向，α, β 叫做 a⃗ 的方向角，cosα, cosβ 叫做 a⃗ 的方向余弦，

上述定理表达了向量的长度、方向与它的坐标之间的关系，甚为重要，请同学

要把它牢牢记住．

如果在坐标平面上（图 5.3），以 O 为起点引
−→
OA = a⃗, 则 A 点的位置被 a⃗

所唯一确定，这时，我们称
−→
OA 为点 A 的位置向量．换句话说，A 点的位置



第一节 向量的坐标运算 265

向量也就是确定 A 点相对于原点位置的向量．设
−−→
OP = xe⃗x + ye⃗y，则

−−→
OP 的

坐标 (x, y) 也就是 P 点的坐标；反之，P 点的坐标 (x, y) 也就是位置向量
−−→
OP

的坐标．由此可见，给定了原点 O 和两个互相垂直的单位向量 e⃗x, e⃗y, 坐标系
也就完全确定了，因而，坐标系 OXY 也可用 [O : e⃗x, e⃗y] 来表示，e⃗x, e⃗y 叫做

坐标系的基向量．

X

Y

O

a⃗

A

e⃗x

e⃗y

图 5.3

X

Y

O

a⃗b⃗

c⃗

45◦

60◦

30◦

图 5.4

为了方便，在本书中我们约定，当点用大写字母标记时，它相对于原点的

位置向量用相应的小写字母来标记，例如 P 点的位置向量记为 p⃗, A 点的位置
向量记为 a⃗ 等等．

例 5.1 向量 a⃗、b⃗、c⃗ 的方向与绝对值如图 5.4 所示，求 a⃗、b⃗、c⃗ 的坐标．

解：设 a⃗ = (ax, ay), b⃗ = (bx, by), c⃗ = (cx, cy), 因此：

ax = e⃗x · a⃗ = |⃗a| cos 〈e⃗x, a⃗〉 = 2 cos 45◦ =
√
2

ay = |⃗a| cos 〈e⃗y, a⃗〉 = 2 cos 45◦ =
√
2

∴ a⃗ =
(√

2,
√
2
)

bx = |⃗b| cos
¨
e⃗x, b⃗
∂
= 3 cos(180◦ − 60◦) = −3 cos 60◦ = −3

2

by = |⃗b| cos
¨
e⃗y, b⃗
∂
= 3 cos(90◦ − 60◦) = 3 cos 30◦ =

3

2

√
3

∴ b⃗ =

(
−3

2
,
3

2

√
3

)
cx = |⃗c| cos 〈e⃗x, c⃗〉 = 4 cos 30◦ = 2

√
3

cy = |⃗c| cos 〈e⃗y, c⃗〉 = 4 cos(30◦ + 90◦) = −4 sin 30◦ = −2

∴ c⃗ =
(
2
√
3,−2

)
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练习

1. 求图中向量的坐标．

2. 已知 A(4, 2), B(−2, 5), C(−4,−3), D(4,−4). 试用基向量 e⃗x, e⃗y

表示它们相对于原点的位置向量．

3. 已知 −→
OA = (3,−1), −−→OB = (2, 3). 试写出 A、B 两点的坐标．

X

Y

O

a⃗1a⃗2

a⃗3
a⃗4

45◦
60◦

30◦ 45◦

第 1 题

X

Y

O

A

B

C
D

第 2 题

二、用向量坐标进行向量运算

已知向量 a⃗ = (ax, ay), b⃗ = (bx, by)，则

a⃗+ b⃗ = (axe⃗x + ay e⃗y) + (bxe⃗x + by e⃗y) = (ax + bx)e⃗x + (ay + by)e⃗y

即

a⃗+ b⃗ = (ax, ay) + (bx, by) = (ax + bx, ay + by)

同样可证：

a⃗− b⃗ = (ax, ay)− (bx, by) = (ax − bx, ay − by)

这就是说向量的和与差的坐标等于各向量相应坐标的和与差．

已知 a⃗ = (ax, ay) 和一实数 λ，则

λa = λ(axe⃗x + ay e⃗y) = λaxe⃗x + λay e⃗y

即：λa⃗ = λ(ax, ay) = (λax, λay).
这就是说向量倍积的坐标等于该向量相应的坐标与倍数的乘积．
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已知 a⃗ = (ax, ay), b⃗ = (bx, by), 则

a⃗ · b⃗ = (axe⃗x + ay e⃗y) · (bxe⃗x + by e⃗y)

= axbxe⃗x · e⃗x + axby e⃗y · e⃗x + aybxe⃗y e⃗x + ayby e⃗y · e⃗y

由于 e⃗x · e⃗x = e⃗y · e⃗y = 1, e⃗x · e⃗y = e⃗y · e⃗x = 0，所以

a⃗ · b⃗ = (ax, ay) · (bx, by) = axbx + ayby

这就是说两个向量内积的坐标等于两向量相应坐标的乘积的和．

例 5.2 已知 a⃗ = (5,−3), b⃗ = (3, 2).
求 a⃗+ b⃗, a⃗− b⃗, a⃗ · b⃗, 3a⃗+ 2⃗b.

解：

a⃗+ b⃗ = (5,−3) + (3, 2) = (8,−1)

a⃗− b⃗ = (5,−3)− (3, 2) = (2,−5)

a⃗ · b⃗ = (5,−3) · (3, 2) = 5× 3 + (−3)× 2 = 9

3a⃗+ 2⃗b = 3(5,−3) + 2(3, 2) = (15,−9) + (6, 4) = (21,−5)

例 5.3 已知 A(x1, y1), B(x2, y2). 求
−−→
AB 的坐标（图 5.5）.

X

Y

O

B(x2, y2)

A(x1, y1)

图 5.5

解：

−−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA = (x2, y2)− (x1, y1)

= (x2 − x1, y2 − y1)

由例 5.2 我们可得到如下运算法则：
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一个向量的坐标等于表示此向量的有向线段的终点的坐标减去起点的坐

标．

例 5.4 已知 A(3, 4), B(−2, 7). 求 −−→
AB, −−→BA; 它们的坐标之间有什么关系？

解：

−−→
AB = (−2− 3, 7− 4) = (−5, 3)
−−→
BA = (3− (−2), 4− 7) = (5,−3).

显然它们的相应的坐标分量是互为相反数．实际上

−−→
BA = (−1)

−−→
AB = (−1)(−5, 3) = (5,−3)

例 5.5 已知三个向量 a⃗、⃗b、⃗c，且 |⃗a| = |⃗b| = |⃗c| = r.
¨
a⃗, b⃗
∂
=
¨⃗
b, c⃗
∂
= 〈c⃗, a⃗〉 =

120◦ (图 5.6)，求证：a⃗+ b⃗+ c⃗ = 0⃗.

X

Y

O

a⃗

b⃗

c⃗

C

B

A

图 5.6

X

Y

O

B

C

D

A

图 5.7

证明：设
−→
OA = a⃗, −−→OB = b⃗, −−→OC = c⃗, 以 −→

OA 的方向作为 X 轴的正方向建立坐
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标系 [O : e⃗x, e⃗y] 则

−→
OA = (r, 0)

−−→
OB =

(
|⃗b| cos 120◦, |⃗b| cos 30◦

)
=

(
−r

2
,

√
3

2
r

)
−−→
OC = (|⃗c| cos 120◦, |⃗c| cos 150◦) =

(
−r

2
,−

√
3

2
r

)
−→
OA+

−−→
OB +

−−→
OC = (r, 0) +

(
−r

2
,

√
3

2
r

)
+

(
−r

2
,−

√
3

2
r

)

=

(
r − r

2
− r

2
, 0 +

√
3

2
−

√
3

2

)
= (0, 0)

∴ a⃗+ b⃗+ c⃗ = 0⃗.

例 5.6 已知 ABCD, A(0, 1)、B(4, 3)、C(2, 5)

求顶点 D 的坐标（图 5.7）.

解：

−−→
OD =

−→
OA+

−−→
AD =

−→
OA+

−−→
BC

=
−→
OA+

−−→
OC −

−−→
OB

= (0, 1) + (2, 5)− (4, 3) = (−2, 3)

所以 D 的坐标是 (−2, 3).

练习

1. 已知 a⃗ = (−5, 3), b⃗ = (7,−2). 求 a⃗+ b⃗, a⃗− b⃗, a⃗ · b⃗, 4a⃗− 7⃗b 的坐标．

2. 已知 a⃗ = (2,−1), b⃗ = (−1, 1). 求 a⃗+ b⃗, a⃗− b⃗ 的坐标，并画图验证．

3. 已知 a⃗ = (1, 2), b⃗ = (3, 1). 试以 O 为起点画有向线段，分别表示

a⃗+ b⃗, a⃗− b⃗, 2a⃗− 3⃗b.

4. 已知 a⃗ = (1, 2), b⃗ = (−2, 3). 求

(a) a⃗ · b⃗,

(b) (⃗a+ b⃗) · (⃗a+ b⃗),

(c) (⃗a+ b⃗) · (⃗a− b⃗),

(d) (⃗a− b⃗) · (⃗a− b⃗).

5. 已知 a⃗ = (
√
2,−1), b⃗ = (−

√
3, 3). 求
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(a) a⃗ · b⃗ (b) (4a⃗− b⃗) ·(4a⃗+ b⃗) (c) (⃗a− 2⃗b) · (⃗a− 2⃗b)

6. 已知 ABCD 的三个顶点 A(0, 0), B(3, 1), C(4, 3). 试求顶点 D

的坐标．

7. 已知 O 是正六边形 ABCDEF 的中心，用向量坐标运算证明：

−→
OA+

−−→
OB +

−−→
OC +

−−→
OD +

−−→
OE +

−−→
OF = 0⃗

三、垂直与平行向量的坐标关系

已知 a⃗、b⃗ (⃗b 6= 0⃗) 平行的充要条件是存在一个实数 λ 使等式

a⃗ = λ⃗b

成立．如果 a⃗ = (ax, ay), b⃗ = (bx, by), 那么上面的充要条件用坐标表示，可写
为：

(ax, ay) = (λbx, λby)

即：  ax = λbx

ay = λby

由上式消去 λ, 上述条件又可写为：∣∣∣∣∣ax ay

bx by

∣∣∣∣∣ = 0

或：ax : bx = ay : by.
上述结论可叙述为如下定理．

定理

两个向量平行的一个充分必要条件是它们相应的坐标分量成比例．

推论

如果 A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3) 是坐标平面上三个不同的点，那么

A、B、C 三点共线的－个充要条件是

x2 − x1

x3 − x1

=
y2 − y1
y3 − y1
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或者用三阶行列式写为 ∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

证明：因为

−−→
AB = (x2 − x1, y2 − y1),

−→
AC = (x3 − x1, y3 − y1)

由于 A、B、C 三点共线的充要条件是
−−→
AB //

−→
AC，所以，由上述定理便得到

x2 − x1

x3 − x1

=
y2 − y1
y3 − y1

即：

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 从行列式计算法则容易证明：

∣∣∣∣∣x2 − x1 x3 − x1

y2 − y1 y3 − y1

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

我们已知

a⃗⊥b⃗ ⇐⇒ a⃗ · b⃗ = 0

如果 a⃗ = (ax, ay)、b⃗ = (bx, by), 那么上述条件用坐标表示可写为

a⃗⊥b⃗ ⇐⇒ axbx + ayby = 0

这也可写为如下定理：

定理

两个向量垂直的充要条件是它们相应坐标的乘积的和等于零．

例 5.7 已知 a⃗ = (3, y), b⃗ = (6, 4) 且 a⃗ // b⃗. 求 y 值．

解：因为 a⃗ // b⃗，所以
6

3
=

4

y

解之得 y = 2.



272 第五章 向量的坐标运算 直线与圆

例 5.8 已知 A(1, 1), B(3, 5), C(−2,−5). 问：A、B、C 三点是否共线．

解：因为
−−→
AB = (2, 4), −→AC = (−3,−6), 且∣∣∣∣∣ 2 4

−3 −6

∣∣∣∣∣ = −12 + 12 = 0

所以 A、B、C 三点共线．

例 5.9 已知 a⃗ = (3, 2), b⃗ = (−6, 9). 求证 a⃗⊥b⃗.

解：因为

a⃗ · b⃗ = 3× (−6) + 2× 9 = −18 + 18 = 0

所以 a⃗⊥b⃗.

例 5.10 已知 A(1, 2), B(2, 3), C(−2, 5)．求证 4ABC 是直角三角形．

解：因为

−−→
AB = (2, 3)− (1, 2) = (1, 1)
−→
AC = (−2, 5)− (1, 2) = (−3, 3)

−−→
AB ·

−→
AC = 1× (−3) + 1× 3 = 0

所以
−−→
AB⊥

−→
AC, 即 4ABC 是直角三角形．

练习

1. 试问下列向量是否平行．

(a) a⃗ =

(
1

2
,
3

4

)
, b⃗ = (−2,−3)

(b) p⃗ = (0.5, 4), q⃗ = (−8, 64)

(c) c⃗ = (2, 3), d⃗ = (3, 4)

2. 已知 a⃗ =

(
3

5
,−5

)
, b⃗ = (3, y), 且 a⃗ // b⃗, 求 y.

3. 向量 a⃗ = (5, 7) 与 b⃗ = (10, 14) 是否共线．

4. 已知 a⃗ = (1, 3), b⃗ = (2, 5), 求证 a⃗, b⃗ 线性无关．

5. 已知 a⃗ = (−3, 2), b⃗ = (4, 6). 求证 a⃗⊥b⃗, 并作图验证．

6. 已知 A(7, 5), B(2, 3), C(6,−7). 求证 4ABC 是直角三角形．
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四、有向线段定比分点的坐标

已知点 P 按定比 µ 分割有向线段 P1P2(图 5.8). 即

−−→
P1P = µ

−−→
PP2

−−→
OP −

−−→
OP1 = µ

(−−→
OP2 −

−−→
OP
)

所以
−−→
OP =

1

1 + µ

−−→
OP1 +

µ

1 + µ

−−→
OP2

X

Y

O

P

P1

P2

图 5.8

如果
−−→
OP1 = (x1, y1)，

−−→
OP2 = (x2, y2),

−−→
OP = (x, y)，那么上式用坐标表示

即可写为

(x, y) =

(
x1 + µx2

1 + µ
,
y1 + µy2
1 + µ

)
即：

x =
x1 + µx2

1 + µ
, y =

y1 + µy2
1 + µ

这就是求有向线段定比分点的计算公式．

当 µ = 1 时，P 点是线段 P1P2 的中点．这时 P 点的坐标是

x =
x1 + x2

2
, y =

y1 + y2
2

这就是求线段中点的坐标的计算公式，通常叫做中点公式．

例 5.11 已知 A(1, 3), B(4,−2). 点 P 按定比
1

2
分割

−−→
AB, 求 P 点的坐标（图

5.9）.
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X

Y

O

A

B

P (2, 4
3
)

图 5.9

X

Y

O

A

B

P (3, 3)

图 5.10

解：因 µ =
1

2
, 由求定比分点坐标计算公式得：

x =
1 +

1

2
× 4

1 +
1

2

= 2, y =
3 +

1

2
× (−2)

1 +
1

2

=
4

3

所以 P

(
2,

4

3

)
.

例 5.12 已知 A(1, 1), B(2, 2), 点 P 按定比 −1

2
分割

−−→
BA, 求 P 点的坐标（图

5.10）.

解：因 µ = −1

2
, 由求定比分点坐标计算公式得：

x =

2 +

(
−1

2

)
× 1

1 +

(
−1

2

) = 3, y =

2 +

(
−1

2

)
× 1

1 +

(
−1

2

) = 3

所以 P (3, 3).
在使用定比分点公式时，请同学们注意有向线段的起点和终点，以避免出

错．

练习

1. 已知：

(a) A(3, 5), B(−3, 7)
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(b) A(4,−1), B(−5,−6)

(c) A(a+ b, c+ d), B(a− b, c− d)

试求
−−→
AB 的中点的坐标．

2. 已知 P (0, 2), Q(2,−1), 点 M 按定比
1

2
分割

−−→
PQ, 点 N 按定比 3

分割
−−→
QP , 求 M、N 两点的坐标．

3. 已知 M1(−1, 6), M2(4, 3), 求
−−−−→
M1M2 三等分点的坐标．

4. 已知 A1(x1, y1), A2(x2, y2), A3(x3, y3) 是 4A1A2A3 的三个顶点，

求 4A1A2A3 的重心的坐标．

5. 已知 A(1, 2), B(3, 4), |−→AP | = 2|
−−→
AB|，求 P 点的坐标．

6. 已知点 B(−4, 1) 到点 A(2,−2) 的距离是它到点 C(x, y) 的距离的

一半，求 C(x, y).

7. 已知 ABCD 的相邻两顶点 A(1, 1), B(3, 2) 和它的对角线交点

K(2, 3), 求其余两个顶点的坐标．

五、向量的长度公式

如果已知 a⃗ = (ax, ay), 则

|⃗a|2 = a⃗ · a⃗ = a2x + a2y

所以

|⃗a| =
»
a2x + a2y (5.4)

(5.4) 式就是求 a⃗ 的长度的计算公式．

如果已知两点 A(x1, y1), B(x2, y2) (图 5.11)，则
−−→
AB = (x2 − x1, y2 − y1)

|
−−→
AB| =

»
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 (5.5)

显然 A、B 两点间的距离就是 |
−−→
AB|，所以 (5.5) 式是求两点间的距离公式．它

可叙述如下：

两点间的距离等于两点相应坐标差的平方和的算术平方根．
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X

Y

O

ay

ax

a⃗

B

A

图 5.11

如果 a⃗0 是 a⃗ 的单位向量，a⃗ = (ax, ay), 那么，

a⃗0 =
1

|⃗a|
a⃗ =

1»
a2x + a2y

(ax, ay)

即

a⃗0 =

 ax»
a2x + a2y

,
ay»

a2x + a2y

 (5.6)

它是由已知向量的坐标，求它的单位向量的坐标的计算公式．

例 5.13 已知 A(3, 6), B(−2, 3). 求 A、B 间距离．

解：因
−−→
AB = (−5,−3), 所以

|
−−→
AB| =

»
(−5)2 + (−3)2 =

√
34

例 5.14 已知 a⃗ = (3, 4), 求 a⃗0 的坐标．

解：因为 |⃗a| =
√
32 + 42 = 5, 所以

a⃗0 =

(
3

5
,
4

5

)

例 5.15 已知 A(1, 2), B(3, 4), C(5, 0). 求证：4ABC 是等腰三角形．
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证明：

|
−−→
AB| =

»
(3− 1)2 + (4− 2)2 =

√
8

|
−→
AC| =

»
(5− 1)2 + (0− 2)2 =

√
20

|
−−→
BC| =

»
(5− 3)2 + (0− 4)2 =

√
20

由此得 |
−→
AC| = |

−−→
BC, 所以 4ABC 是等腰三角形．

练习

1. 已知 A(0, 0), B(3, 4), C(0, 5), 求 4ABC 各边的长．

2. 已知 A(3, 8), B(−11, 3), C(−8,−2). 求证 4ABC 是等腰三角形．

3. 已知 A(−1, 2), B(3, 5), C(1, 7), D(−3, 4), 求证 ABCD 是平行四

边形，且求其对角线的长度．

4. 已知 a⃗ = (1, 1), b⃗ = (−2, 5), 求 a⃗0, b⃗0.

5. 已知 |⃗a| = 5, 且 a⃗0 =

(
2√
13

,
3√
13

)
，求 a⃗ 的坐标．

6. 用坐标法证明：如果M 是4ABC 的 BC 边上的中点，求证：AB
2
+

A
2
= 2A

2
+ 2BM

2.

六、两向量的夹角计算公式

已知 a⃗ = (ax, ay), b⃗ = (bx, by), 则

cos
¨
a⃗, b⃗
∂
=

a⃗ · b⃗
|⃗a|
∣∣∣⃗b∣∣∣

但 a⃗ · b⃗ = axbx + ayby, |⃗a| =
»
a2x + a2y,

∣∣∣⃗b∣∣∣ =»b2x + b2y，所以

cos
¨
a⃗, b⃗
∂
=

axbx + ayby»
a2x + a2y

»
b2x + b2y

(5.7)

(5.7) 式是求两个向量夹角的余弦的计算公式．由两个向量夹角的余弦，我们就
可求出这两个向量的夹角．

设 〈e⃗x, a⃗〉 = α, 〈e⃗y, a⃗〉 = β，已知

ax = |⃗a| cosα, ay = |⃗a| cosβ
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则 
cosα =

ax
|⃗a|

=
ax»

a2x + a2y

cosβ =
ay
|⃗a|

=
ay»

a2x + a2y

(5.8)

但由 (5.6) 式知

a⃗0 =

 ax»
a2x + a2y

,
ay»

a2x + a2y


所以：a⃗0 = (cosα, cosβ). 这就是说 (cosα, cosβ) 就是 a⃗ 的单位向量的坐标．

容易验证 cosα, cosβ 之间满足关系

cos2 α+ cos2 β = 1 (5.9)

(5.8)、(5.9) 是两个重要的公式，它们把向量的坐标与向量的长度、方向联系起
来．

例 5.16 已知 A(
√
3, 1), B(0, 1), c

(√
3

2
,
1

2

)
, 求 −−→

AB 与
−→
AC 之间的夹角．

解：因为
−−→
AB = (−

√
3, 0), −→AC =

(
−
√
3

2
,
1

2

)
, 所以

cos
¨−−→
AB,

−→
AC
∂
=

−
√
3×

(
−
√
3

2

)
+ 0×

(
−1

2

)
√(√

3
)2

+ 02

Ã(
−
√
3

2

)2

+

(
−1

2

)2

=

√
3

2

因此， ¨−−→
AB,

−→
AC
∂
=

π

6

例 5.17 求向量 a⃗ = (2,−1) 的方向余弦和 a⃗0 的坐标．

解：因为 |⃗a| =
√
22 + (−1)2 =

√
5，所以

cosα =
2√
5
, cosβ =

−1√
5

a⃗0 = (cosα, cosβ) =
(

2√
5
,− 1√

5

)
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练习

1. 求下列 a⃗ 与 b⃗ 夹角的余弦．

(a) a⃗ = (1,−2), b⃗ = (5, 3)

(b) a⃗ = (−3, 4), b⃗ = (2,−1)

2. 求下列向量的单位向量的坐标．

(a) a⃗ = (2, 3)

(b) b⃗ = (5, 13)

(c) c⃗ = (2, 0)

(d) d⃗ = (1, 1)

3. 已知 −→
OA = (−1, 3), −−→OB = (0, 4), 求 −→

OA 在
−−→
OB 上的垂直投影分

量，
−−→
OB 在

−→
OA 上的垂直投影分量．

4. 已知 A(2,−1), B(1,−3), C(3,−4), 计算 4ABC 的三内角的余弦．

七、两向量方向差的正弦、正切公式

由于我们规定两个向量的夹角取值范围是 [0, π]，所以在坐标平面上知道

〈e⃗x, a⃗〉 和 〈e⃗y, a⃗〉 这两个角 a⃗ 的方向唯一确定了，其实在坐标平面上只需要知

道其中一个角就够了．

在坐标系 [O : e⃗x, e⃗y]中（图 5.12），已知非零向量 a⃗ = (ax, ay),作
−→
OA = a⃗,

这时射线 OA的方向被以 OX 为始边、OA为终边的旋转角 φ所唯一确定，于

是 a⃗ 的方向也被 φ 所唯一确定．φ 角通常叫做向量 a⃗ 的方向角．由三角学可

知，φ 有无穷多值，因此平面上同一个方向可以和无穷多个角相对应．如果约

定 φ 在 [0, 2π] 内取值，一个向量的方向角就被唯一确定了．

X

Y

O

A

a⃗

φ

图 5.12



280 第五章 向量的坐标运算 直线与圆

我们曾规定 〈e⃗x, a⃗〉 = α, 〈e⃗y, a⃗〉 = β 的取值范围是 [0, π]. 因此上述定义的
角 φ 和角 α 并不一致．但我们知道

cosα =
ax
|⃗a|

, cosβ =
ay
|⃗a|

由三角函数的定义，我们又知

cosφ =
ax
|⃗a|

, sinφ =
ay
|⃗a|

所以不论 φ 取何值，都有关系式

cosφ = cosα, sinφ = cosβ

因此一个向量的方向余弦，用它的方向角可表示为 cosφ, sinφ. 任给一单位向
量 e⃗, 若方向角为 φ, 则

e⃗ = (cosφ, sinφ)

在 (5.10) 式两边相除可得

tanφ =
ay
ax

X

Y

b⃗
a⃗

A

B

O

φ1

φ2

φ

图 5.13

已知 a⃗ = (ax, ay), b⃗ = (bx, by), 作
−→
OA = a⃗, −−→OB = b⃗ (图 5.13), 设 a⃗ 的方向

角为 φ1, b⃗ 的方向角为 φ2, 我们把 b⃗ 与 a⃗ 的方向差 φ 定义为 φ = φ2 − φ1，这

就是说 φ 是射线 OA 到射线 OB 之间的旋转角，也可说 φ 是 a⃗ 到 b⃗ 的旋转

角．容易证明，对任意两个向量 a⃗, b⃗, 有

cosφ = cos
¨
a⃗, b⃗
∂

由三角公式有

sinφ = sin(φ2 − φ1) = sinφ2 cosφ1 − cosφ2 sinφ1
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但

sinφ2 =
by

|⃗b|
, cosφ2 =

bx

|⃗b|
, sinφ1 =

ay
|⃗a|

, cosφ1 =
ax
|⃗a|

所以

sinφ =
axby − aybx

|⃗a|
∣∣∣⃗b∣∣∣ (5.10)

又知

cosφ = cos
¨
a⃗, b⃗
∂
=

axbx + ayby

|⃗a|
∣∣∣⃗b∣∣∣

两式相除又可得

tanφ =
axby − aybx
axbx + ayby

为了便于记忆，(5.10)、(5.11) 两式还可用行列式写出：

sinφ =

∣∣∣∣∣ax ay

bx by

∣∣∣∣∣
|⃗a|
∣∣∣⃗b∣∣∣ , tanφ =

∣∣∣∣∣ax ay

bx by

∣∣∣∣∣
a⃗ · b⃗

例 5.18 已知 a⃗ = (2,−2), 求 a⃗ 的方向角 φ.

解：因为 sinφ =
−2√

22 + (−2)2
= − 1√

2
，所以，φ = −45◦ 或 φ = −135◦, 又因

cosφ 的值为正（cosφ 与 a⃗ 的横坐标同号），所以 φ = −45◦.

例 5.19 已知 a⃗ = (
√
3, 0), b⃗ =

(√
3

2
,−1

2

)
, 求 a⃗ 与 b⃗ 的方向差 φ.

解：因为 |⃗a| =
√
3, |⃗b| =

Ã(√
3

2

)2

+

(
−1

2

)2

= 1 所以

cosφ =
axbx + ayby

|⃗a|
∣∣∣⃗b∣∣∣ =

√
3 ·

√
3

2
+ 0 ·

(
−1

2

)
√
3 · 1

=

√
3

2

于是 φ =
π

6
, 或 φ = −11

6
π. 又因为

sinφ =
axby − aybx

|⃗a|
∣∣∣⃗b∣∣∣ =

√
3×

(
−1

2

)
+ 0×

√
3

2√
3 · 1

= −1

2
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所以：φ = −11

6
π.

由例 5.19 可知，如果我们要求两向量的夹角，只用余弦公式就可以了，如
果要计算两向量的方向差，除用余弦公式外，还要用正弦公式或正切公式．

例 5.20 已知 a⃗ = (ax, ay), 求与 a⃗ 垂直的单位向量 n⃗0 的坐标．

解：设 n⃗0 = (cosφ, sinφ)，由于 n⃗0⊥a⃗, 所以

ax cosα+ ay sinα = 0

即：
cosα
−ay

=
sinα

ax
.

由此可见，向量 n⃗0 与向量 (−ay, ax) 平行．于是存在数 λ, 使

cosφ = λ(−ay), sinφ = λax

由于 sin2 φ+ cos2 φ = 1, 因此可求得

λ = ± 1»
a2x + a2y

= ± 1

|⃗a|

所以

cosφ = ± 1

|⃗a|
× (−ay) = ∓ ay

|⃗a|

sinφ = ±ax
|⃗a|

于是可得：

n⃗0 =

(
− ay
|⃗a|

,
ax
|⃗a|

)
或 n⃗0 =

(
ay
|⃗a|

, −ax
|⃗a|

)

求一个向量的垂直向量的坐标，是我们经常要碰到的问题，我们在例 5.20
的基础上，再作些说明：

由于 n⃗0⊥a⃗, 因此对任意实数 k

kn⃗0⊥a⃗

特别当 k = ±|⃗a| 时，向量 n⃗1 = (−ay, ax), n⃗2 = (ay,−ax) 都与 a⃗ 垂直，且与

a⃗ 的长度相等．例如 a⃗ = (3, 4), 则 n⃗1 = (−4, 3), n⃗2 = (4,−3) 都垂直于 a⃗ (图
5.14).
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令 φ1 是 n⃗1 与 a⃗ 的方向差，φ2 是 n⃗2 与 a⃗ 的方向差，则

sinφ1 =

∣∣∣∣∣ ax ay

−ay ax

∣∣∣∣∣
|⃗a| |⃗a|

=
a2x + a2y
|⃗a|2

= 1

sinφ2 =

∣∣∣∣∣ax ay

ay −ax

∣∣∣∣∣
|⃗a| |⃗a|

=
−(a2x + a2y)

|⃗a|2
= −1

所以向量 n⃗1 可看作向量 a⃗ 按逆时针方向旋转 90◦ 所生成的向量，n⃗2 可看作 a⃗

按顺时针方向旋转 90◦ 所生成的向量．

X

Y

O

n⃗1

n⃗2

a⃗

(−ay, ax)
(ax, ay)

(ay,−ax)

图 5.14

X

Y

O

A C

B

D

E

图 5.15

例 5.21 已知正方形 ABCD,有 A(−2, 1), C(1, 1). 求顶点 B 和 D的坐标（图

5.15）.

解：设对角线 AC 与 BD 相交于 E 点，则 E 点的坐标

xE =
1 + (−2)

2
= −1

2

yE =
1 + 1

2
= 1

−→
EA =

(
−2−

(
−1

2

)
, 1− 1

)
=

(
−1

1

2
, 0

)
由于

−−→
EB⊥

−→
EA, −−→ED⊥

−→
EA, 且 |

−−→
ED| = |

−−→
EB| = |

−→
EA|, 所以

−−→
EB =

(
0,−1

1

2

)
,

−−→
ED =

(
9, 1

1

2

)
−−→
OB =

−−→
OE +

−−→
EB =

(
−1

2
, 1

)
+

(
0,−1

1

2

)
=

(
−1

2
,−1

2

)
−−→
OD =

−−→
OE +

−−→
ED =

(
−1

2
, 1

)
+

(
0, 1

1

2

)
=

(
−1

2
, 2

1

2

)
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所以 B

(
−1

2
,−1

2

)
, D

(
−1

2
, 2

1

2

)

例 5.22 证明三角公式 cos(α− β) = cosα cosβ + sinα sinβ.

X

Y

E1

E2

O

βα

图 5.16

证明：在坐标平面上（图 5.16）, 设 −−→
OE1 = (cosα, sinα), −−→OE2 = (cosβ, sinβ),

则

cos(α− β) = cos
¨−−→
OE1,

−−→
OE2

∂
= cosα · cosβ + sinα · sinβ

练习

1. 已知 a⃗ = (−2, 2), 求 a⃗ 的方向角 φ.

2. 已知 R⃗ = (
√
3,−1), 求 R 的方向角 φ.

3. 已知 a⃗ = (−
√
3, 0), b⃗ =

(√
3

2
, 1

)
, 求 a⃗ 到 b⃗ 的旋转角．

4. 已知 a⃗ = (2, 3), 求与 a⃗ 垂直且与 a⃗ 等长的两个向量．

5. 用向量夹角公式求证 cos(90◦ − α) = sinα, cos(90◦ + α) = − sinα.

6. 已知 a⃗ = (−4, 3), 设 a⃗ 到 b⃗0 的旋转角为
π

2
, 求 b⃗0 的坐标．
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八、面积的计算公式

已知 ABCD 的两个邻边向量
−−→
AB = a⃗, −−→AD = b⃗ （图 5.17），a⃗ 到 b⃗ 的

旋转角为 φ, 则 ABCD 的面积

S = |⃗a|
∣∣∣⃗b∣∣∣ sinφ

X

Y

a⃗

b⃗

O

C

D

A

Bφ

图 5.17

若 a⃗ = (ax, ay), b⃗ = (bx, by)，则

S = |⃗a|
∣∣∣⃗b∣∣∣ sinφ = |⃗a|

∣∣∣⃗b∣∣∣ axby − aybx

|⃗a|
∣∣∣⃗b∣∣∣ = axby − aybx

或

S =

∣∣∣∣∣ax ay

bx by

∣∣∣∣∣ (5.11)

(5.11) 式是由平行四边形的两个邻边向量计算它的面积的公式．这个公式
不但给出了平行四边形面积的计算方法，而且给出了二阶行列式的一个几何意

义．

由 (5.11) 式计算面积时，可得正值，也可得负值，这是因为 φ 取的是旋转

角，当 φ > 0 时，S > 0；当 φ < 0, S < 0；φ = 0 时 S = 0. 为使得面积只取
正值，公式 (5.11) 可改写为

S = |axby − aybx| (5.12)

若已知 A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3), 则

−−→
AB = (x2 − x1, y2 − y1),

−→
AC = (x3 − x1, y3 − y1)
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由公式 (5.11) 容易求得 4ABC 的面积

S△ =
1

2

∣∣∣∣∣x2 − x1 y2 − y1

x3 − x1 y3 − y1

∣∣∣∣∣ (5.13)

或

S△ =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
若面积只取正号，则

S△ =
1

2

∣∣∣(x2 − x1)(y3 − y1)− (x3 − x1)(y2 − y1)
∣∣∣

例 5.23 已知 4ABC 的三个顶点的坐标分别为 A(3, 2), B(−5, 4), C(−6,−3),
求 4ABC 的面积.

解：因
−−→
AB = (−8, 2), −→AC = (−9,−5)，由 (5.13) 式得

S△ABC =
1

2

∣∣∣∣∣−8 2

−9 −5

∣∣∣∣∣ = 1

2
(40 + 18) = 29

练习

1. 已知

(a) a⃗ = (3,−4), b⃗ = (2,−7);

(b) a⃗ = (−5,−6), b⃗ = (4,−9).

求由 a⃗, b⃗ 作邻边向量张成的平行四边形的面积．

2. 已知 A(2, 3), B(−7, 5), C(3,−5), 求 4ABC 的面积．

3. 已知 A(−10,−8), B(9,−3), C(2, 11), 求 4ABC 的面积．

4. 说明
∣∣∣∣∣ax ay

bx by

∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣ x by

ax ay

∣∣∣∣∣ 的几何意义．
5. 说明

∣∣∣∣∣ ax ay

ax + bx ay + by

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ax ay

x by

∣∣∣∣∣ 的几何意义．
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习题 5.1

1. 在 X 轴上的点，它的纵坐标都等于什么？在 Y 轴上的点，它的横坐标都

等于什么？

2. 在坐标平面上，已知边长为 a的正方形 ABCD, A与原点重合，−−→AB, −−→AD
的方向分别与 X 轴和 Y 轴的正方向一致，求四个顶点的坐标．

3. 分别求点 (a, b) 关于 X 轴、Y 轴的对称点的坐标．

4. 已知 |
−→
OA| = 7、|

−−→
OB| = 6, 点 A 在第四象限，点 B 在第二象限，且¨−→

OA, e⃗x
∂
= 45◦,

¨−−→
OB, e⃗y

∂
= 30◦. 求 A 点、B 点的坐标．

5. ABCD 中的
−−→
AB = 8, −−→AD = 5, ∠A = 60◦，如果取 A 作原点，X 轴

正方向与
−−→
AB 同向，C 点所在的象限为第一象限，求它各顶点的坐标．

6. 已知

(a) A(−3, 4), B(2,−5); (b) A(2,−1), B(−4, 3)

求
−−→
AB 的坐标．

7. 已知 |⃗a| = 12, 〈e⃗x, a⃗〉 = 30◦, 〈e⃗y, a⃗〉 = 120◦, 求 a⃗ 的坐标．

8. 建立坐标系 [O : e⃗x, e⃗y], 画出下列各向量．

(a) e⃗x = (1, 0)

(b) e⃗y = (0, 1)

(c) a⃗ = (−1, 1)

(d) b⃗ = (0, 2)

(e) c⃗ = (−2, 0)

(f) d⃗ = (0,−2)

(g) f⃗ = (−1,−3)

9. 问平行于 X 轴的向量与平行于 Y 轴的向量的坐标各有什么特点．

10. 证明 A,B,C 三点共线．

(a) A(2, 1), B(0, 5), C(4,−3)

(b) A(−1, 0), B(1,−2), C(3,−4)

11. 已知 ABCD, AC, BD 相交于 P , 且 A(−1, 2), B(3, 0), P (0, 2), 求
B,C 两顶点的坐标．

12. 求证 m⃗ = (−2, 3), n⃗ = (2,−3) 与 a⃗ = (3, 2) 垂直并作图验证．
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13. 已知 a⃗ = (2,−1), b⃗ = (−1, 1), 求 a⃗+ b⃗, a⃗− b⃗, a⃗ · b⃗,
(
3a⃗− 2⃗b

)
·
(
a⃗+ 4⃗b

)
.

14. 已知 a⃗ = (1, 2), b⃗ = (3, 1). 在坐标平面上画出 a⃗+ b⃗, a⃗+2⃗b, a⃗+3⃗b, a⃗− 2⃗b,
a⃗− 3⃗b.

15. 已知 A(1, 3), B(2,−1), C(4, k), 问 k 为何值时，4ABC 是等腰三角形．

16. 已知 A(1, 1), B(2,−1). 如果 4ABC 是等边三角形，且 A,B,C 按逆时

针顺序排列，求顶点 C 的坐标．

17. 已知 |⃗a| = 2, b⃗ = (
√
3, 1), a⃗ 到 b⃗ 的旋转角为 60◦, 求 a⃗ 的坐标．

18. 已知 A(2, 3), B(−1, 0), C 点在 AB 的垂直平分线上，且和 AB 的距离是

AB 长的一半，求 C 点的坐标．

19. 已知正方形 ABCD, A(0,−1), B(−2, 1), A、B、C、D 四点

(a) 按顺时针顺序排列； (b) 按逆时针顺序排列．

求 C 点的坐标．

20. 已知正六边形 ABCDEF , A、B、C、D、E、F 成逆时针方向排列，A(1, 1),
B(−2, 3), 求顶点 C、D、E、F 的坐标．

21. 计算由下列各对向量张成的平行四边形的面积．

(a) a⃗ = (3,−2), b⃗ = (5, 1)

(b) a⃗ = (1, 2), b⃗ = (−1, 2)

(c) a⃗ = (−2, 3), b⃗ = (−3, 4)

第二节 直线方程

一个关于 x、y 的二元方程总可写为

F (x, y) = 0 (5.14)

的形式．例如 x+ y − 3 = 0, y − x2 = 0, x2 + 2xy − y2 − 3 = 0 等．设满足方

程 (5.14) 的所有实数偶 (x, y) 的集合用 A 表示，则 A 可描述为

A = {(x, y)|F (x, y) = 0}
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对 A中的每一个有序实数偶 (x, y), 在坐标平面上，唯一确定了一个点 P (x, y).
这样，A 中的所有元素就对应着平面上的一个点集 B. B 可描述为

B = {P (x, y)|F (x, y) = 0}

点集 B 叫做方程 F (x, y) = 0 的图象或轨迹，而 F (x, y) = 0 又叫做轨迹

方程．例如：方程 y − x = 0 的所有解集

{(x, y)|y − x = 0}

对应着坐标平面上点的轨迹

{P (x, y)|y − x = 0}

是第 1、第 3 象限的角平分线．方程 y − x2 = 0 的解集

{(x, y)|y − x2 = 0}

所对应的点轨迹

{P (x, y)|y − x2 = 0}

是坐标平面上一条抛物线．

如果我们要确定某个点集是某个二元方程 F (x, y) = 0 的轨迹，或方程

F (x, y) = 0 是某个点集的方程，显然必须证明以下两条．

1. (x, y) ∈ A ⇒ P (x, y) ∈ B

2. P (x, y) ∈ B ⇒ (x, y) ∈ A

第一条保证满足方程 F (x, y) = 0 的实数偶所对应的点一定在轨迹 B 上，第二

条保证在轨迹 B 上的点的坐标一定满足方程 F (x, y) = 0.
设 A = {P (x, y)|F (x, y) = 0}, B = {P (x, y)|G(x, y) = 0}. A,B 是两个轨

迹．由定义可知，求 A ∩B, 即求 A 与 B 的交集，与求联立方程F (x, y) = 0

G(x, y) = 0

的解集，在解析几何中是同一件事．

这一节我们首先研究直线方程．
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一、直线的各种方程

（一）点法向式

已知 P0(x0, y0), n⃗ = (a, b)，且 n⃗ 6= 0⃗ 过 P0 作直线 ℓ⊥n⃗. 求 ℓ 的方程（图

5.18）.

X

Y

ℓ

n⃗

O

P (x, y)

P0(x0, y0)

图 5.18

设 P (x, y) 是一个动点，则 P ∈ ℓ 的充要条件是

n⃗ ·
−−→
P0P = 0

也可写为

n⃗ · (
−−→
OP −

−−→
OP0) = 0

用坐标表示，上述向量方程变为

a(x− x0) + b(y − y0) = 0 (5.15)

或

ax+ by + c = 0

其中 c = −(ax0 + by0). (5.15) 式是通过点 P0(x0, y0) 且与已知向量 n⃗ 垂直的

直线方程，n⃗ 叫做直线 ℓ 的法向量．通常 (5.15) 式称为直线的点法向式方程．
特殊情况：当 n⃗ // e⃗x 时，a 6= 0, b = 0, 直线 ℓ 垂直于 X 轴（图 5.19）,

方程 (5.15) 变为
x− x0 = 0

即：x = x0

当 n⃗ // e⃗y 时，a = 0, b 6= 0, 直线 ℓ 垂直于 Y 轴（图 5.20），方程 (5.15)
变为

y = y0
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X

Y

e⃗x

n⃗
(x0, y0)

ℓ

O

图 5.19

X

Y

(x0, y0)
ℓ

e⃗y

n⃗

O

图 5.20

例如，通过 (2, 1) 且垂直于 X 轴的方程是 x = 2, 通过 (3, 4) 且垂直于 Y

轴的方程是 y = 4. 显然 X 轴的方程是 y = 0, Y 轴的方程是 x = 0.

例 5.24 求通过点 P0(3, 2), 且垂直于 n⃗(3,−4) 的直线方程式．

解：由点法向式方程有

3(x− 3) + (−4)(y − 2) = 0

整理得

3x− 4y − 1 = 0

例 5.25 已知 P1(−1, 2), P2(3, 4), P3(−2, 5). 求通过点 P1 且垂直于直线 P2P3

的直线方程．

解：因为
−−−→
P2P3 = (−5, 1), 所以通过点 P1(−1, 2) 且垂直于

−−−→
P2P3 的直线方程为

−5 · (x+ 1) + 1 · (y − 2) = 0

整理得

5x− y + 7 = 0

（二）点方向式

已知点 P0(x0, y0) 和 µ⃗ = (a, b), 且 a 6= 0, b⃗ 6= 0（即 µ⃗ 和两条坐标轴都不

平行），过 P0 作直线 ℓ // µ⃗, 求直线 ℓ 的方程（图 5.21）.
设 P (x, y) 是一动点，则 P ∈ ℓ 的充要条件是

−−→
P0P // µ⃗.
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X

Y

ℓ

u⃗

O

(x0, y0)

图 5.21

我们知道
−−→
P0P 与 µ⃗ 平行的充要条件是它们的坐标成比例，即

x− x0

a
=

y − y0
b

(5.16)

因此 (5.16) 式也是动点 P (x, y) 在直线 ℓ 上的充要条件．所以 (5.16) 式是直线
ℓ 的方程．通常我们把 (5.16) 叫做直线 ℓ 的点方向式方程，µ⃗ 叫做直线 ℓ 的方

向向量．

例 5.26 求通过点 P0(−2, 3) 且平行于 µ⃗ = (2, 3) 的直线 ℓ 的方程．

解：由点方向式方程可得 ℓ 的方程为

x− (−2)

2
=

y − 3

3

整理得

3x− 2y + 12 = 0

例 5.27 已知点 A(4, 6), B(−3, 2), C(4,−5), 求通过点 A 且平行于直线 BC

的直线方程．

解：因
−−→
BC = (4− (−3),−5− 2) = (7,−7), 所以所求直线方程为

x− 4

7
=

y − 6

−7

整理得

x+ y − 10 = 0
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（三）两点式

已知两个不同的点 P1(x1, y1), P2(x2, y2), 求直线 P1P2 的方程（图 5.22）.
因为

−−−→
P1P2 = (x2 − x1, y2 − y1)

−−−→
P1P2 取作所求直线的方向向量，据点方向式方程可得直线 P1P2 的方程为

x− x1

x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

(5.17)

(5.17) 式通常叫做直线方程的两点式．

例 5.28 求通过 P1(−4, 2), P2(1,−3) 的直线方程.

解：由于
−−−→
P1P2 = (1− (−4),−3− 2) = (5,−5), 所以直线 P1P2 的方程为

x− (−4)

5
=

y − 2

−5

整理得

x+ y + 2 = 0

X

Y

O

P1(x1, y1)

P2(x2, y2)

ℓ

图 5.22

X

Y

O

A(a, 0)

B(0, b)

ℓ

图 5.23

例 5.29 已知直线 ℓ 与 X 轴、Y 轴分别相交于点 A(a, 0)、点 B(0, b), 且假定
a 6= 0, b 6= 0, 求直线 ℓ 的方程（图 5.23）.

解：因
−−→
AB = (−a, b), 由两点式可得

x− a

−a
=

y − b

b

整理得
x

a
+

y

b
= 1 (5.18)
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由例 5.29 求得的方程 (5.18) 通常叫做直线的截距式，a 叫做 ℓ 在 X 轴上

的截距，b 叫做 ℓ 在 Y 轴上的截距．

练习

1. 求通过 P0(3,−2) 且垂直于 µ⃗ = (−4, 5) 的直线方程．

2. 已知 A(−5, 6), B(−1,−4), C(3, 2), 求 4ABC 的三条高线方程．

3. 已知 A(−3, 2), B(1,−4). 求 AB 的垂直平分线的方程．

4. 已知 |
−−→
OM | = 3, −−→OM 的方向角是 30◦, 直线 ℓ 垂直

−−→
OM 于 M 点，

试求 ℓ 的方程．

5. 求通过 P0(3,−5) 且平行于 µ⃗ = (1, 2) 的直线的方程．

6. 已知 4ABC, 且 A(3,−4), B(−6,−7), C(−4, 8). 分别过 A、B、C

三点作对边的平行线 a、b、c. 求这三条直线的方程．

7. 求通过 A(−3, 2), B(4,−7) 的直线方程.

8. 已知 P1(−1, 3), P2(3,−4), P3(−1,−2)，某点 A满足
−−→
P2A =

3

2

−−−→
P2P3.

求直线 P1A 的方程．

9. 直线 ℓ 与 X 轴相交于 (−1, 0), 与 Y 轴相交于 (0, 3). 求直线 ℓ 的

方程．

二、直线与二元一次方程

在上一小节中，我们看到直线方程都是二元一次方程．但反过来要问是否

每一个二元一次方程的图象都是直线呢？答案是肯定的．

定理

每个二元一次方程所确定的图象都是一条直线．

证明：任给一个二元一次方程 ax+by+c = 0,其中 a、b不同时为零，设 (x0, y0)

是方程的一个解，于是

ax0 + by0 + c = 0
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两式相减可得

a(x− x0) + b(y − y0) = 0

建立一个直角坐标系 [O : e⃗x, e⃗y], 取 P0(x0, y0) 和 n⃗ = (a, b), 显然上述方程就
是通过 P0 且垂直于 n⃗ 的直线方程．这就证明了每个二元一次方程都可确定一

条直线．

推论 1
已知直线 ℓ : ax+ by + c = 0, 以 x、y 系数为坐标的向量 (a, b) 是直线

ℓ 的法向量．

推论 2
方程

a1x+ b1y + c1 = 0 (5.19)

a2x+ b2y + c2 = 0 (5.20)

表示同一条直线的充要条件是存在一实数 λ，使

a2 = λa1, b2 = λb1, c2 = λc1

证明： 必要性：如果 (5.19)、(5.20) 两式表示同一条直线，则对直线上任一点
(x0, y0) 有

a1x0 + b1y0 + c1 = 0 (5.21)

a2x0 + b2y0 + c2 = 0 (5.22)

(5.19)− (5.21), (5.20)− (5.22) 得

a1(x− x0) + b1(y − y0) = 0

a2(x− x0) + b2(y − y0) = 0

由于 (a1, b1), (a2, b2) 都是同一条直线的法向量，所以它们平行，即存在一实数
λ 使

a2 = λa1, b2 = λb1 (5.23)

由 (5.21)、(5.22)、(5.23) 就可得到

c2 = λc1
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充分性：设存在一实数 λ, 使 a2 = λa1, b2 = λb1, c2 = λc1, 则

a2x+ b2y + c2 = λ(a1x+ b1y + c1) = 0

显然，(5.19)、(5.20) 两式表示的是同一条直线．
显然，当 t 6= 0 时，方程 ax+ by+ c = 0 与 t(ax+ by+ c) = 0 是同一条直

线的方程．这也就是说，同一直线的方程之间可以相差一个非零的常数因子．

在解析几何中，有时我们要讨论一条有向直线 ℓ : ax+ by+ c = 0. 通常我
们根据直线 ℓ 的法向量 (a, b) 来规定直线 ℓ 的方向．方法是这样：把法向量按

顺时针旋转 90◦ 后的方向作为直线 ℓ 的方向（图 5.24）.

X

Y

O

n⃗

ℓ

图 5.24

X

Y

O

ℓ
n⃗

4

3

2

图 5.25

例 5.30 已知直线 ℓ : 2x + 3y − 4 = 0 在坐标平面上，出直线 ℓ 和它的法向

量，并标出直线的方向．

解：如图 5.25 所示，n⃗ 是 ℓ 的法向量，箭头指出了直线 ℓ 的方向．

例 5.31 求通过点 P0(−2, 5) 且平行于 ℓ : 4x− 3y + 9 = 0 的直线方程．

解：由题意，可取 ℓ 的法向量 n⃗ = (4,−3) 作为所求直线的法向量，由点法向

式，可得所求的直线方程为

4(x+ 2) + (−3)(y − 5) = 0

整理得

4x− 3y + 23 = 0

例 5.32 求通过点 P0(3,−4) 且垂直于 ℓ : 3x+ 7y − 6 = 0 的直线方程．
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解：由题意，可取 ℓ 的法向量 n⃗ = (3, 7) 作为所求直线的方向向量，由点方向

式可得所求直线方程为
x− 3

3
=

y + 4

7

整理得

7x− 3y − 33 = 0

例 5.33 已知点 P (2, 1) 和直线 ℓ : 2x− 3y + 6 = 0，且 PM⊥ℓ 于 M 点，求

M 点的坐标（图 5.26）.

X

Y

O

ℓ

n⃗

M

P (2, 1)

图 5.26

解：由于 n⃗ = (2,−3) 是直线 ℓ 的一个法向量，所以 n⃗ //
−−→
PM，于是存在一实

数 t, 使
−−→
PM = tn⃗

此即
−−→
OM =

−−→
OP + tn⃗

设
−−→
OM = (x0, y0), 又知

−−→
OP = (2, 1), n⃗ = (2,−3), 于是有

(x0, y0) = (2, 1) + t(2,−3) = (2 + 2t, 1− 3t)

即

x0 = 2 + 2t, y0 = 1− 3t

由于 M0 ∈ ℓ, 所以代入 ℓ 的方程可得

2(2 + 2t)− 3(1− 3t) + 6 = 0
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解之得 t = − 7

13
. 所以可求得 M 的坐标是

x0 = 2 + 2

(
7

13

)
=

12

13
, y0 = 1− 3

(
− 7

13

)
=

34

13

即：M

(
12

13
,
34

13

)
练习

1. 求通过 P0(5,−2) 且平行于直线 3x− y + 1 = 0 的直线方程．

2. 求通过 P0(−2, 1) 且垂直于直线 3x− y + 1 = 0 的直线方程．

3. 求通过点 A(0, 2) 且平行于 ℓ : 4x− 3y + 12 = 0 的直线方程．

4. 在坐标平面上作出如下各直线，画出它们的法向量，并标出直线的
方向．

(a) ℓ1 : 2x+ y − 3 = 0

(b) ℓ2 : 3x− 4y + 5 = 0

(c) ℓ3 : −x+ y + 2 = 0

5. 求出直线 ℓ : 5x− 3y + 14 = 0 的所有单位法向量．

6. 已知 ℓ : 3x− 4y + 2 = 0. 求 ℓ 的法向量，使它的系数向量为单位

法向量且常数项为负数．

7. 已知点 P (3, 1), M 和直线 ℓ : x+ y − 2 = 0, 且 PM⊥ℓ 于 M 点，

求 M 点的坐标，并求 P 点到 ℓ 的距离．

8. 在练习 7 中，求 P 点关于 ℓ 的轴对称点 P ′ 的坐标．

三、直线的斜率

已知两个不同的点 P1(x1, y1), P2(x2, y2), 则直线 P1P2 的方程可写为：

x− x1

x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

这个方程又可改写为如下形式

y − y1 =
y2 − y1
x2 − x1

(x− x1)
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X

Y

O

x2 − x1

y2 − y1

α

αP1

P2

图 5.27

由相似形定理，我们容易证明，不论 P1、P2 在直线上的位置如何（图 5.27），
上面方程中

y2 − y1
x2 − x1

始终是个定值．容易看出，如果我们设 ℓ 向上的方向与 X

轴正向的夹角为 α （0 ≤ α ≤ π），则

y2 − y1
x2 − x1

= tanα

定值 tanα 叫做直线 ℓ 的斜率，α 叫做直线的倾角．令 tanα = k，则两点式方

程就可写为

y − y1 = k(x− x1)

上述方程叫做直线 ℓ 的点斜式．这个方程还可变形为

y = kx+m

其中 m = y1 − kx1. 令 x = 0, 则 y = m, 这就是说直线：y = kx+m 与 Y 轴

相交于点 (0,m). 因此，m 为直线在 Y 轴上的截距，上式通常称做直线的斜截

式．

已知直线 ℓ : ax+ by + c = 0, 令 (x1, y1), (x2, y2) 是 ℓ 上任意两个不同的

点，则

ax1 + by1 + c = 0 (5.24)

ax2 + by2 + c = 0 (5.25)

(5.24)− (5.25) 得：

a(x2 − x1) + b(y2 − y1) = 0

当 b 6= 0 可得
y2 − y1
x2 − x1

= −a

b

上式说明，由方程 ax + by + c = 0 解出 y, 则 x 的系数就是直线 ℓ 的斜

率 k, 常数项即为 ℓ 在 Y 轴上的截距．
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例 5.34 求直线 ℓ : 4x− 3y + 7 = 0 的斜率及在 Y 轴上的截距．

解：由已知方程解出 y, 得

y =
4

3
x+

7

3

所以 ℓ 的斜率是
4

3
，在 Y 轴上的截距是

7

3
.

例 5.35 已知直线上的一点 P1(2, 3), 且倾角 α =
π

3
, 求此直线的方程.

解：由于 k = tanα = tan π

3
=

√
3, 因此所求的直线方程为：

y − 3 =
√
3(x− 2)

练习

1. 求出下列方程所表示直线的斜率．

(a) 3x+ 4y − 12 = 0

(b) x+ y − 2 = 0

(c) 4x− 5y + 12 = 0

(d) x− y + 3 = 0

2. 求满足下列条件的方程．

(a) 通过点 A(1, 2) 且 k = 5

(b) 通过点 P (−1, 2) 且 k = 2

(c) 通过原点 O 且斜率为 h

(d) k = 3、Y 轴上的截距是 5

(e) k = 4、X 轴上的截距是 −3

(f) 已知 ℓ : x−
√
3y = 0, 过原点且 k 是直线 ℓ 的斜率的 2 倍．

3. 求下列各直线的方程．

(a) 通过点 P (3, 2), 且 α = 45◦

(b) 通过点 P (−1, 2), 且 α = 120◦

(c) 通过点 P (1,−1), 且 α = 0◦
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四、直线的法线式及其应用

已知直线 ℓ(图 5.28),从原点O作 ℓ的垂线，其垂足为M ,设 e⃗ = (cosα, sinα)

为
−−→
OM 的单位向量，再设原点 O 到 ℓ 的距离为 p, 则

−−→
OM = pe⃗ = (p cosα, p sinα)

X

Y

O

ℓ

e⃗
M

P

图 5.28

M 点的坐标为 (p cosα, p sinα). 因此，由直线方程的点法向式可得 ℓ 的方

程为

(x− p cosα) cosα+ (y − p sinα) sinα = 0

即

x cosα+ y sinα− p = 0

这就是与原点距离为 p 且垂直于向量 e⃗ = (cosα, sinα) 的直线方程．通常我们

把这种形式的方程叫做 ℓ 的法线式．一条直线的法线式是唯一确定的．这种方

程的主要特点是 x、y 的系数向量是单位法向量，且常数项的值为负数．

如果给定方程 ax+ by + c = 0, 我们可把它化为法线式

x cosα+ y sinα− p = 0

由于它们之间仅相差一个常数因子 λ, 即

cosα = λa, sinα = λb, −p = λc

所以

(λa)2 + (λb)2 = 1 ⇒ λ =
1

±
√
a2 + b2

这时方程可化为

a

±
√
a2 + b2

x+
b

±
√
a2 + b2

y +
c

±
√
a2 + b2

= 0
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由于法线式方程要求常数项一定是个负数，所以只要取根号前的符号使
c

±
√
a2 + b2

< 0 即可．因此，当 c > 0 时根号前负号；当 c < 0 时根号前

取正号．

在法线式方程中，当 p = 0 时，直线通过原点，这时一般式方程中 c = 0,
于是方程变为

ax+ by = 0

在这情形下，我们如何选取因子
1

±
√
a2 + b2

的符号呢？我们约定符号按如下规

则选取：

选取符号使直线的单位法向量

(
a

±
√
a2 + b2

,
b

±
√
a2 + b2

)
的方向总是指

向第 1、第 2 象限，其中 Y 轴的单位法向量取 e⃗x = (1, 0).

例 5.36 化以下直线方程为法线式．

1. 3x+ 4y − 7 = 0 2. 4x− 3y = 0

解：

1. 取 λ =
1√

32 + 42
=

1

5
, 则已知方程的法线式为

3

5
x+

4

5
y − 7

5
= 0

2. 取直线的单位法向量
(

4

±
√
32 + 42

,
−3

±
√
32 + 42

)
，使它的方向指向第 1、

第 2 象限，于是根号前需取负号．直线的法线式为

−4

5
x+

3

5
y = 0

下面我们来研究法线式左边二元一次多项式的几何意义．

已知直线 ℓ 的法线式为

x cosα+ y sinα− p = 0

当点 P (x, y) 在直线上，显然它的坐标满足 ℓ 的法线式方程．

当点 P (x, y) 不在直线 ℓ 上，我们来看多项式 x cosα+ y sinα− p 的几何

意义是什么．

作 ℓ 的法线 OM , M 为垂足（图 5.29），再过点 P 作 OM 的垂线，垂足

为点 N . 因为 −−→
OM 的单位向量 e⃗ = (cosα, sinα), −−→OP = (x, y), 所以

x cosα+ y sinα− p =
−−→
OP · e⃗− p

=
−−→
OP · e⃗−

−−→
OM · e⃗ =

−−→
MP · e⃗ = MN
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MN 可能取负值，但不论取正值还是取负值，它的绝对值是 P 点到直线 ℓ 的

距离．如果用 d 表示 P 到 ℓ 的距离，则

d = |x cosα+ y sinα− p|

这就是说，平面上任一点 P (x, y) 的坐标代入已知直线的法线式的左边的多项

式的绝对值就是 P 点到已知直线的距离．

X

Y

O

M
P

N

e⃗

图 5.29

X

Y

O

n⃗0 P

P ′

图 5.30

如果 x cosα+ y sinα− p 不取绝对值，则求出的值是个带符号的数

δ = x cosα+ y sinα− p

由图 5.29 容易看出，当 P 点与原点位于直线的异侧，则 δ > 0, 当 P 点

与原点位于 ℓ 的同侧，则 δ < 0. 若 ℓ 通过原点（图 5.30），则 p = 0．这时

δ =
−−→
OP · n⃗0，n⃗0 为直线法线式的系数向量，于是 P 点在法线式方程的系数向

量所指向的那一侧 δ 为正；反之 δ 为负．

如果已知直线 ℓ : ax+ by + c = 0. 那么它的法线式为
ax+ by + c

±
√
a2 + b2

= 0

根号前符号的选取按上述规定．所以 P 点到 ℓ 的距离

d =

∣∣∣∣ax+ by + c

±
√
a2 + b2

∣∣∣∣ = |ax+ by + c|√
a2 + b2

例 5.37 求点 P (4, 3) 到直线 ℓ : 4x+ 3y + 10 = 0 的距离．

解：直线 ℓ 的法线式为
4x+ 3y + 10

−
√
32 + 42

= 0

即为

−4

5
x− 3

5
y − 2 = 0
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所以

d =

∣∣∣∣−4

5
× 4 +

(
−3

5

)
× 3− 2

∣∣∣∣ = 7

例 5.38 求点 P (3, 1) 到直线 ℓ : x− y + 3 = 0 的距离．

解：

d =
|ax+ by + c|√

a2 + b2
=

|3− 1 + 3|√
12 + (−1)2

=
5
√
2

2

练习

1. 求下列各点到给出的直线的距离 d.

(a) P (−2, 3), ℓ : 8x+ 15y − 24 = 0

(b) P (−1, 7), ℓ : 6x− 8y + 5 = 0

(c) P (2, 3), ℓ : −3x+ 7y − 1 = 0

2. 求下列各点到给出直线 ℓ 的距离，并判断 P 点与原点 O 是在 ℓ 的

同侧还是不同侧．

(a) P (3, 2), ℓ : x− y + 2 = 0

(b) P (−1, 4), ℓ : x− y + 2 = 0

3. 已知动点 P (x, y) 到直线 5x + 2y + 17 = 0 的距离是 3, 求动点 P

的轨迹方程．

4. 求证两条平行线 ax+ by + c1 = 0, ax+ by + c2 = 0 的距离是

d =
|c1 − c2|√
a2 + b2

并求 4x− 3y − 1 = 0 到 4x− 3y + 5 = 0 的距离．

五、两条直线的位置关系

如果已知两条直线

ℓ1 : a1x+ b1y + c1 = 0

ℓ2 : a2x+ b2y + c2 = 0
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那么 n⃗1 = (a1, b1), n⃗2 = (a2, b2) 分别是 ℓ1, ℓ2 的法向量．
我们由

ℓ1 // ℓ2 ⇐⇒ n⃗1 // n⃗2

ℓ1⊥ℓ2 ⇐⇒ n⃗1⊥n⃗2

就可得

ℓ1 // ℓ2 ⇐⇒ a1
a2

=
b1
b2

ℓ1⊥ℓ2 ⇐⇒ a1a2 + b1b2 = 0

如果两条直线的方程给出的是斜截式，即

ℓ1 : y = k1x+ b1

ℓ2 : y = k2x+ b2

那么我们由上面垂直与平行的充要条件就可得到：

ℓ1 // ℓ2 ⇐⇒ k1 = k2

ℓ1⊥ℓ2 ⇐⇒ k1 · k2 = −1

下面我们来讨论如何求两条直线的交点和交角．

求 ℓ1、ℓ2 的交点问题就是求二元一次方程组 a1x+ b1y + c1 = 0

a2x+ b2y + c2 = 0

的解的问题．

给定两条直线（图 5.31）：

ℓ1 : a1x+ b1y + c1 = 0

ℓ2 : a2x+ b2y + c2 = 0

从 ℓ1 旋转到 ℓ2 所经过的绝对值不超过 π 的角有两个，如图 5.31 所示的 θ1、

θ2. 故
θ1 − θ2 = ±π, tan θ1 = tan(θ2 ± π) = tan θ2

如果取 ℓ1 的法向量 n⃗1 = (a1, b1), ℓ2 的法向量 n⃗2 = (a2, b2), 则从 n⃗1 方向

转到 n⃗2 方向的绝对值小于 π 的角 θ 等于 θ1 或 θ2, 因此有

tan θ1 = tan θ2 = tan θ
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X

Y

O

ℓ1

ℓ2
n⃗2

n⃗1

θ2

θ1
θ1

图 5.31

但

tan θ =
a1b2 − a2b1
a1a2 + b1b2

所以

tan θ1 = tan θ2 =
a1b2 − a2b1
a1a2 + b1b2

上式就是从 ℓ1 到 ℓ2 的旋转角的正切的计算公式．从旋转角的正切我们就

可算出两条直线旋转角，通常我们把两条直线的旋转角中绝对值较小的那个角

叫做这两条直线的夹角．

如果给出的两条直线为斜截式．即

ℓ1 : y = k1x+ b1

ℓ2 : y = k2x+ b2

我们取 ℓ1 的法向量为 n⃗1 = (k1,−1), ℓ2 的法向量 n⃗2 = (k2,−1), 那么由上述求
旋转角的正切的计算公式就变为

tan θ =
k2 − k1

1 + k1 · k2
, (1 + k1k2 6= 0)

例 5.39 求 ℓ1 : 2x− y − 3 = 0 到 ℓ2 : 3x+ y − 2 = 0 的旋转角．

解：由于

tan θ =

∣∣∣∣∣2 −1

3 1

∣∣∣∣∣
2× 3 + (−1)× 1

=
5

5
= 1

所以：θ =
π

4
或 −3

4
π.
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例 5.40 已知直线 ℓ1 : y = −3x+ 2, ℓ2 : y = 2x− 3, 求 ℓ1 到 ℓ2 的旋转角 θ.

解：由于

tan θ =
k2 − k1
1 + k1k2

=
2− (−3)

1 + 2× (−3)
=

5

−5
= −1

所以：θ =
3

4
π 或 −π

4
.

练习

1. 求证 ℓ1 : x− y+2 = 0 与 ℓ2 : 3x− 3y+7 = 0 平行，并作图验证．

2. 方程 2x+ y + k = 0, 当 k 取各种不同的数值时，它们所表示的直

线有什么关系，并作出 k = 0, 1, 2 的三条直线．

3. 求证方程 y = 3x+ b, 当 b 取各种不同的值时，它们所表示的直线

互相平行，作出 k = 0, 1, 2 的直线．

4. 求证直线 ℓ1 : x− 5y+1 = 0 与直线 ℓ2 : 5x+ y− 8 = 0 互相垂直．

5. 求出直线 a1x+ b1y + c1 = 0 与
x− x0

a2
=

y − y0
b2

垂直的条件．

6. 下面直线中，哪两条互相垂直？

(a) 2x− 3y = 0, 2x+ 3y = 0

(b) 3x+ 2y = 0, 3x− 2y = 0

7. 求直线 ℓ1 : x− y + 2 = 0 与 ℓ2 : x+ y − 4 = 0 的交点坐标，并绘

图验证．

8. 求直线 ℓ1 : y = 2x+ 6 与直线 ℓ2 : y =
1

3
x− 4 的旋转角．

9. 求直线 ℓ1 : 2x− 3y+1 = 0 与直线 ℓ2 : 6x− 4y− 7 = 0 之间的夹

角．

10. 求通过原点且与直线 y =
1

2
x 夹角为 45◦ 的直线方程．

11. 求两条直线 ℓ1 : x+ y − 2 = 0 与 ℓ2 : 7x− y + 4 = 0 的夹角．
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六、直线束

定理

一条直线通过两条相交直线 a1x+ b1y+ c1 = 0, a2x+ b2y+ c2 = 0 的交

点的充要条件是存在两个不全为零的常数 λ1、λ2 使这条直线方程为

λ1(a1x+ b1y + c1) + λ2(a2x+ b2y + c2) = 0 (5.26)

证明： 充分性：设 (x0, y0) 是已知两条直线的交点．则

a1x0 + b1y0 + c1 = 0, a2x0 + b2y0 + c2 = 0

显然 (x0, y0)满足方程 (5.26),这就是说，方程 (5.26)表示的直线通过点 (x0, y0).
必要性：如果一条直线通过点 (x0, y0), 又通过另一点 (x1, y1) 只要取

λ1 = −(a2x1 + b2y1 + c2), λ2 = a1x1 + b1y1 + c1

这条直线方程就可写为

−(a2x1 + b2y1 + c2)(a1x+ b1y + c1) + (a1x1 + b1y1 + c1)(a2x+ b2y + c2) = 0

因 (x0, y0), (x1, y1) 两点不可能同时是两条已知直线的交点．所以 λ1 和 λ2 不

能同时为零．

X

Y

O

图 5.32

例 5.41 求通过直线 3x− 2y − 6 = 0 与 x+ y − 5 = 0 的交点与点 (1, 2) 的直

线方程．
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解：通过已知两条直线的交点的直线束方程可写为

λ1(3x− 2y − 6) + λ2(x+ y − 5) = 0

这条直线又通过点 (1, 2), 所以

λ1(3× 1− 2× 2− 6) + λ2(1 + 2− 5) = 0

由此得

λ1 = −7

2
λ2

所以，所求的直线方程为

7

2
λ2(3x− 2y − 6) + λ2(x+ y − 5) = 0

化简，得

19x− 16y + 32 = 0

例 5.42 求经过 3x+2y−3 = 0与 2x−y+5 = 0的交点且与直线 x+y−3 = 0

垂直的直线方程．

解：经过已知两条直线交点的直线束方程可写为

λ1(3x+ 2y − 3) + λ2(2x− y + 5) = 0

即

(3λ1 + 2λ2)x+ (2λ1 − λ2)y − 3λ1 + 5λ2 = 0

由于所求直线与直线 x+ y − 3 = 0 垂直，所以

1 · (3λ1 + 2λ2) + 1 · (2λ1 − λ2) = 0

由此得

λ2 = −5λ1

因此所求直线方程为

λ1(3x+ 2y − 3)− 5λ1(2x− y + 5) = 0

整理得

x− y + 4 = 0
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练习

1. 求经过 x+ y − 7 = 0, x− y − 5 = 0 的交点和点 P (5, 3) 的直线方

程．

2. 求经过 2x − 3y + 2 = 0, 3x − 4y − 2 = 0 的交点，且平行于

5x− 2y + 3 = 0 的直线方程．

3. 求经过 5x−3y+7 = 0, 3x−2y−5 = 0的交点，且与 4x−3y+2 = 0

垂直的直线方程．

4. 三条直线 ℓ1 : a1x + b1y + c1 = 0, ℓ2 : a2x + b2y + c2 = 0,
ℓ3 : a3x+ b3y + c3 = 0 共点的充分必要条件是∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

七、二元一次不等式表示的区域

我们知道，含有两个未知数，并且未知数的次数都是一次的不等式叫做二

元一次不等式．它的一般形式为

ax+ by + c > 0 或 ax+ by + c < 0 (5.27)

例如 3x+ y − 1 > 0, y > 2x− 3 等都是二元一次不等式．

使不等式 (5.27) 成立的未知数的值，叫做不等式的解．以不等式的解为坐
标的所有点构成的集合叫做不等式表示的区域．

下面我们来研究，如何根据二元一次不等式画出它所表示的区域．

直线 ax+ by+ c = 0 把坐标平面分为两个半平面（不包括这条直线本身），

我们把法向量 n⃗ = (a, b) 的方向所指向的那一侧叫做正半平面，简称正侧；另

一侧叫做 负半平面，简称负侧（图 5.33）.
如果 P0(x0, y0) 是直线 ax + by + c = 0 上一点，则 ax0 + by0 + c = 0,

c = −(ax0 + by0), 于是

ax+ by + c = ax+ by − (ax0 + by0) = a(x− x0) + b(y − y0) = n⃗ ·
−−→
P0P

若 P (x, y) 位于正半平面，则 n⃗ 与
−−→
P0P 的夹角为锐角，即 n⃗ ·

−−→
P0P > 0. 这时

ax + by + c > 0; 若 P (x, y) 位于负半平面，则 n⃗ 与
−−→
P0P 的夹角为钝角，即

n⃗ ·
−−→
P0P < 0. 这时 ax+ by + c < 0（图 5.33）.
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X

Y

O

n⃗

P0

(+)

(−)

P

图 5.33

根据上面分析，我们要画出 ax+ by + c < 0 或 ax+ by + c > 0 所表示的

区域，只要先画出直线 ℓ : ax+ by + c = 0, 然后就可确定 ax+ by + c > 0 表

示的区域是哪个半平面，ax+ by + c < 0 表示的区域便是另一个半平面．

例 5.43 画出不等式 2x− y + 1 > 0 表示的区域．

解：在坐标平面上，画直线 2x − y + 1 = 0（图 5.34），这时直线的法向量
n⃗ = (2,−1), 由于 n⃗ 指向的那一侧为正半平面，不等式 2x− y + 1 > 0 表示的

区域是正半平面，如图 5.34 阴影所示．
由于二元一次式 ax+by+c在直线 ax+by+c = 0同一侧的半平面内完全

同号，所以在决定二元一次不等式所表示的区域时，只需取直线 ax+by+c = 0

一侧的某一个点，将它的坐标代入已知的不等式，如果不等式成立，那么这一

点所在的半平面就是不等式表示的区域，如果不等式不成立，那么直线的另一

侧就是不等式表示的区域，显然，对不等式 ax+ by+ c > 0 或 ax+ by+ c < 0,
当 c 6= 0 时，取原点 O(0, 0) 去确定它们所表示的区域最为方便．

X

Y

O

1
− 1

2

n⃗

图 5.34

X

Y

O

2 2
3

−8

图 5.35
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例 5.44 画出不等式 x− 3y + 8 < 0 表示的区域．

解：将 (0, 0)代入已知不等式，得 8 > 0,原不等式不成立，所以不等式 x−3y+8 <

0 表示的区域是直线 x− 3y+8 = 0 不包含原点的那个半平面，如图 5.35 阴影
所示．

例 5.45 画出二元一次不等式组

 3x+ 4y − 2 < 0

2x+ y + 2 > 0
表示的区域．

解：作直线 ℓ1 : 3x+4y− 2 = 0, ℓ2 : 2x+ y+2 = 0. 分别用阴影线画出不等式
3x+ 4y − 2 < 0 和 2x+ y + 2 > 0 所表示的区域，则已知不等式组所表示的区

域是上面两个区域的交集，如图 5.36 所示双阴影区域（不包括这两条直线）．

X

Y

ℓ1

ℓ2

O

图 5.36

练习

1. 画出下列二元一次不等式表示的区域．

(a) 8x+ 4y + 1 > 0

(b) 3x− 2y + 5 < 0

(c) 2x− 6y + 1 ≥ 0

(d) 4x+ y − 4 ≤ 0

(e) y − x > 0

(f) 2y − x < 0
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2. 画出下列二元一次不等式组表示的区域．

(a)

 x− y > 0

2x− < 0

(b)

 x+ y − 1 < 0

x− y + 2 > 0

(c)

 2x+ 3y > 12

x− 2y < 4

(d)

 2x− 6y − 4 > 0

y <
x

3
+

2

3

3. 画出下列三元一次不等式组表示的区域．

(a)


x+ y + 5 > 0

2x− y + 4 > 0

2x+ y + 4 > 0

(b)


x+ y + 5 < 0

2x− y + 4 < 0

2x+ y + 4 > 0

习题 5.2

1. 已知 A(5, 3), B(7,−1), C(−1, 5), 求 4ABC 各边所在直线的方程及三条

中线所在直线的方程．

2. 求经过 (−3, 4) 点，并且在两轴上的截距和等于 12 的直线方程．

3. 已知直线的倾角是 60◦, 并且到原点的距离等于 3, 求直线的方程．

4. 已知直线的斜率是 −3, 且到原点的距离等于 10, 求直线的方程．

5. 求下列直线与点的距离

(a) 6x− 8y − 5 = 0, (2,−10)

(b) y =
√
3x+ 7, (0, 5)

(c) 7x = 0, (−2,−1)

(d) y = 0, (−1, 3)

6. 用解析法证明等边三角形经一边上的一点到其它两边的距离和等于这个
边上的高．

7. 正方形的一个顶点在原点，它的一边倾角为 α, 边长等于 a, 求这个正方
形的各边的直线方程．
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X

Y

α
O

第 7 题

8. 一动点 P 到已知三角形三边的距离分别是 P1、P2 、P3, 如果对常数 a、

b、c, 使 aP1 + bP2 + cP3 = 0

证明：P 点的轨迹是直线．

9. 证明由直线 x = 0, y = m1x+ b1 和 y = m2x+ b2 所围成的三角形面积是
(b2 − b1)

2

|m2 −m1|
(m2 6= m1)

10. 已知 A(1, 3), B(4, 10), C(−4, 8), D(−2, 0). 若一动点 P (x, y) 使 4PAB

的面积等于 4PCD 的面积．求证 P 点的轨迹是直线 15x − y + 18 = 0

或 x+ 5y + 14 = 0.

11. 已知 A(a, 0), B(0, b), 通过 AB 的中点且垂直于 AB 的直线在 X 轴、Y

轴上的截距分别是 p、q. 求证 ap+ bq = 0.

第三节 圆

一、圆的方程

已知定点 C(a, b), 定长 r, 我们来求以 C 为圆心，r 为半径的圆的方程（图

5.37）.
设 P (x, y) 是一动点，由圆的定义可知，点 P 在圆上当且仅当 |CP | = r

或
−−→
CP ·

−−→
CP = r2．用坐标表示，可写为

(x− a)2 + (y − b)2 = r2 (5.28)

这就是说，以 C 为圆心，r 为半径的圆上的任一点 P , 它的坐标都满足方程
(5.28); 反过来，一个点的坐标如果满足方程 (5.28), 那么它必在以 C 为圆心 r
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为半径的圆上，方程 (5.28) 叫做以 C 为圆心，r 为半径的圆的方程，如果圆心

在原点（图 3.38），那么圆的方程为

x2 + y2 = r2 (5.29)

X

Y

O

C

P

图 5.37

X

Y

O

P

图 5.38

把 (5.28) 展开得

x2 + y2 − 2ax− 2by + a2 + b2 − r2 = 0

由此可见，任一圆的方程都可写为下面的形式

x2 + y2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0. (5.30)

由于 λ(x2 + y2 +2Dx+2Ey+F ) = 0 和 (5.30) 表示了同一个圆，于是圆的方
程是一般二次方程

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0

的一种特殊形式，它具有两个特点：

1. x2 与 y2 项的系数相同且不等于 0;

2. 不含 xy 项．

现在要问，是否任一个形如方程 (5.30) 的图象都是一个圆呢？
将 (5.30) 左边配方，得

(x+D)2 + (y + E)2 = D2 + E2 − F (5.31)

1. 当 D2 + E2 − F > 0 时，方程 (5.31) 表示以 (−D,−E) 为圆心，以
√
D2 + E2 − F 为半径的圆；
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2. 当 D2 + E2 − F = 0 时，方程 (5.31) 的图象只有一个点 (−D,−E);

3. 当 D2 + E2 − F < 0 时，没有实数偶 (x, y) 满足方程 (5.31), 因此方程
(5.31) 没有图象．

为统一叙述，我们常把情况 2 的轨迹叫做点圆，情况 3 的轨迹叫做虚圆．
归纳以上讨论，我们有

定理

二元二次方程 Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0 表示圆（包括

点圆虚圆）的充要条件是

A = C 6= 0, B = 0

例 5.46 已知 C(3, 4), 求以 C 为圆心，半径等于 5 的圆的方程．

解：设 P (x, y) 在以 C 为圆心，半径等于 5 的圆上，则以 C 为圆心，半径等

于 5 的圆的方程为
(x− 3)2 + (y − 4)2 = 52

即

x2 + y2 − 6x− 8y = 0

例 5.47 求圆 x2 + y2 − 6x+ 2y + 6 = 0 的圆心和半径．

解：将原方程配方得

(x− 3)2 + (y + 1)2 = 4

所以所求圆的圆心的坐标是 (3,−1), 半径是 2.

例 5.48 已知 A(9,−3), B(3,−1), 求以 AB 为直径圆的方程（图 5.39）.

解： 方法一：设 AB 的中点为 C, 则 C 点的坐标

x =
9 + 3

2
= 6, y =

−3− 1

2
= −2

依题意 C(6,−2) 为所求圆的圆心，由距离公式得

r2 = (9− 6)2 + (−3 + 2)2 = 10
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X

Y

O

A

P

B
C

图 5.39

因此，所求圆的方程为

(x− 6)2 + (y + 2)2 = 10

或

x2 + y2 − 12x+ 4y + 30 = 0

方法二：设 P (x, y) 为所求圆上任一点，依平面几何定理可知，P 点在以

AB 为直径的圆上的充要条件是 ∠APB =
π

2
, 或 −→

AP ·
−−→
BP = 0. 用坐标表达，

则为

(x− 9)(x− 3) + (y + 3)(y + 1) = 0

展开整理得

x2 + y2 − 12x+ 4y + 30 = 0

这就是所求圆的方程，

例 5.49 已知 A(2, 2), B(5, 3), C(3,−1), 求通过 A、B、C 三点圆的方程．

解： 方法一：设所求圆的方程为

x2 + y2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0

因为 A、B、C 三点都在圆上，所以它们的坐标都满足方程，故得
4D + 4E + F + 8 = 0

10D + 6E + F + 34 = 0

6D − 2E + F + 10 = 0
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解这个方程组，得

D = −4, E = −1, F = 12

于是所求圆的方程为

x2 + y2 − 8x− 2y + 12 = 0

方法二：分别求 AB, AC 垂直平分线方程，得 3x+ y = 13

x− 3y = 1

联立求解，得 x = 4, y = 1. 于是 C(4, 1) 就是所求圆的圆心，半径的平方为

r2 = (5− 4)2 + (3− 1)2 = 5

因此，所求圆的方程为

(x− 4)2 + (y − 1)2 = 5

或

x2 + y2 − 8x− 2y + 12 = 0

例 5.50 求与 X 轴相交于 A(1, 0), B(5, 0) 两点且半径为
√
5 的圆的方程．

解：设所求圆的方程为

x2 + y2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0

因 A、B 两点在圆上，所以 A、B 的坐标满足所设方程．即 1 + 2D + F = 0

25 + 10D + F = 0

解之得：D = −3, F = 5. 但因为

r2 = D2 + E2 − F

所以：

5 = (−3)2 + E2 − 5

即：E = ±1，因此所求圆的方程有两个

x2 + y2 − 6x+ 2y + 5 = 0
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或

x2 + y2 − 6x− 2y + 5 = 0

例 5.51 求到两定点 A 和 B 的距离之比等于常数 k (k 6= 1) 的点的轨迹．

X

Y

P

A B

图 5.40

解：建立坐标系，取 A 为坐标原点，取射线 AB 为 X 轴的正半轴，设点 B 的

坐标是 (a, 0), 点 P (x, y) 是一动点，依题意可知点 P (x, y) 是轨迹上的点的充

分必要条件是 √
x2 + y2√

(x− a)2 + y2
= k

或
x2 + y2

(x− a)2 + y2
= k2

经过变形、配方，这方程可化为(
x− ak2

k2 − 1

)2

+ y2 =

(
ak

k2 − 1

)2

因此，所求轨迹是一个圆心在

(
ak2

k2 − 1
, 0

)
, 半径为 ak

|k2 − 1|
的圆．

例 5.52 求通过圆 C1 : x2 + y2 − 4x− 1 = 0 和圆 C2 : x2 + y2 − 8x+ 11 = 0

的交点和点 (−2, 2) 的圆的方程．

解：类似于用直线束的解题方法，我们考虑圆族

λ1(x
2 + y2 − 4x− 1) + λ2(x

2 + y2 − 8x+ 11) = 0 (5.32)

当 λ1, λ2 不同时为零，方程 (5.32) 表示的圆都通过两圆 C1, C2 的两个交点，

如果方程 (5.32)是所求圆的方程，那么点 (−2, 2) 的坐标应满足方程 (5.32), 由
此，我们可定 λ1 : λ2, 把 x = −2, y = 2 代入 (5.32) 得

λ1[(−2)2 + 22 − 4(−2)− 1] + λ2[(−2)2 + 22 − 8(−2) + 11] = 0
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由此，得

λ1 = −3

7
λ2

所以，所求圆的方程为

−7λ2(x
2 + y2 − 4x− 1) + 3λ2(x

2 + y2 − 8x+ 11) = 0

消去 λ2, 整理最后得所求圆的方程为

x2 + y2 − x− 10 = 0

练习

1. 由下列给定的圆心 C 和半径 r, 求圆的方程．

(a) C(0, 1), r = 1

(b) C(2, 7), r = 5

(c) C(−6, 4), r = 10

(d) C(−3,−5), r = 7

2. 已知下面一些圆的圆心在原点，且通过给定的点，求这些圆的方程．

(a) (4, 1)

(b) (−4, 3)

(c) (−3, 5)

(d) (a− b, a+ b)

(e) (
√
2, 2

√
3)

3. 已知 A(−2, 4), B(8,−2). 求以 AB 为直径的圆的方程．

4. 已知 A(x1, y1), B(x2, y2). 求证以 AB 为直径的圈的方程可写为

(x− x1)(x− x2) + (y − y1)(y − y2) = 0

5. 求以 C(3, 5) 为圆心，且通过点 A(1,−3) 的圆的方程．

6. 已知 A(4,−5), B(−1, 2), C(11, 0). 求证 A、B、C 三点决定一圆，

并写出这圆的方程．

7. 求过 A(5, 2)、B(−3, 0) 两点，圆心在 Y 轴上的圆的方程，并画出

图形．

8. 求通过点 (0, 1) 和点 (0, 3), 且半径等于 2 的圆的方程．
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9. 试判定下列方程表示圆、还是点圆、虚圆，若是圆，则求出圆心坐
标和半径．

(a) x2 + y2 = 0

(b) x2 + y2 − 100 = 0

(c) (x− a)2 + (y − b)2 = 0

(d) x2 + y2 − 8x− 9 = 0

(e) x2 + y2 − 2x+ 4y + 50 = 0

10. 证明通过两定点 A(−2, 4), B(6, 8)的圆的圆心都位于直线 2x+y =

10 上．

11. 求原点到圆 x2 + y2 + 6x− 8y − 11 = 0 的最大和最小距离．

12. 求与两定点 O(0, 0)、A(3, 0) 的距离比为
1

2
的点的轨迹的方程，并

画出方程的图象．

13. 求通过两圆 x2 + y2 − 8x− 2y + 7 = 0、x2 + y2 − 6x− 4y + 9 = 0

的两个交点和原点的圆的方程．

二、圆的切线方程

已知直线 ℓ 与圆：(x− a)2 + (y − b)2 = r2 相切于点 P0(x0, y0), 我们来求
切线 ℓ 的方程（图 5.41）.

X

Y

C

O

ℓ

P0

P

图 5.41
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设 P (x, y) 是一动点，则 P (x, y) 在切线 ℓ 上的充要条件是

−−→
CP0 ·

−−→
P0P = 0

用坐标表示，即为

(x0 − a)(x− x0) + (y0 − b)(y − y0) = 0 (5.33)

方程 (5.33) 就是所求切线 ℓ 的方程．特别当圆心在坐标原点，切线方程变为

x0(x− x0) + y0(y − y0) = 0

x0x+ y0y = r2 (5.34)

例 5.53 已知圆：x2 + y2 = 10, 求与该圆相切于点 A(1, 3) 的切线方程．

解：由圆的切线 (5.34), 得所求切线方程为

x+ 3y = 10

例 5.54 已知圆：x2 + y2 + 6x− 4y − 13 = 0, 求与该圆相切于点 A(2, 3) 的切

线方程．

解：已知圆的方程可化为

(x+ 3)2 + (y − 2)2 = 26

所以圆心 C(−3, 2), −→CA = (5, 1). 由圆的切线方程，可得所求切线为

5 · (x− 2) + 1 · (y − 3) = 0

整理得

5x+ y = 13

例 5.55 求证直线 ℓ : y = kx + b, 与已知圆 x2 + y2 = r2 相切的充要条件是

r = ± b√
1 + k2
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证明：把 y = kx+ b 代入 x2 + y2 = r2, 得

(kx+ b)2 + x2 = r2

展开整理得

(1 + k2)x2 + 2kbx+ b2 − r2 = 0

由圆的切线定义可知：已知直线与圆相切的充要条件是上面方程有重根，即它

的判别式

∆ =
»
(2kb)2 − 4(1 + k2)(b2 − r2) = 0

化简就可得到直线 ℓ 与已知圆相切的条件是

b2 = r2(1 + k2) ⇒ r = ± b√
1 + k2

在例 5.55的条件中，右边正好是圆心到直线 ℓ的距离，所以上述条件的几

何意义是：直线和圆相切的充要条件是圆心到直线的距离等于半径，这是我们

在平面几何中已熟知的结论，这里用解析方法再次得到证明，当然我们也可由

这个几何定理直接证明例 5.55.

例 5.56 已知 P0(x0, y0) 是已知圆 x2 + y2 = r2 外任一点，PT , PV 与此已知

圆相切于 T (x1, y1), V (x2, y2) 两点，求直线 TV 的方程．

解：在点 T (x1, y1), V (x2, y2) 处的切线方程分别为

x1x+ y1y = r2 (5.35)

x2x+ y2y = r2 (5.36)

因为切线 (5.35), (5.36) 都通过 A 点，所以

x1x0 + y1y0 = r2 (5.37)

x2x0 + y2y0 = r2 (5.38)

由 (5.37), (5.38) 可看出，点 T (x1, y1), V (x2, y2) 都满足方程

x0x+ y0y = r2 (5.39)

由于两点定一直线，所以方程 (5.39) 就是直线 TV 的方程．

在例 5.56 中，方程 (5.39) 和圆的切线方程形状相同，当已知 P0(x0, y0) 在

圆上，(5.39) 式就是圆的切线方程．
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练习

1. 写出过下列圆上已知点的切线方程．

(a) A(1, 2), x2 + y2 = 5

(b) B(12,−5), x2 + y2 = 169

(c) C(10, 10), (x− 2)2 + (y − 4)2 = 100

(d) D(2,−2), x2 + y2 + 8x− 16y − 56 = 0

(e) E(−4,−3), x2 + y2 + 12x− 8y − 1 = 0

(f) O(0, 0), x2 + y2 − 9x+ 11y = 0

2. 已知定点 C(a, b),动点 P (x, y). 证明圆 −−→
CP ·

−−→
CP = r2,在 P0(x0, y0)

处的切线方程为
−−→
CP ·

−−→
CP0 = r2 或 (x−a)(x0−a)+(y−b)(y0−b) =

r2.

3. 求证圆 x2 + y2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0 在其上 (x0, y0) 点处的切线

方程是

x0x+ y0y +D(x+ x0) + E(y + y0) + F = 0

4. 求证下列已知直线与已知圆相切，并求出切点的坐标．

(a) x− y = 4, x2 + y2 = 8

(b) 5x+ 12y = 13, x2 + y2 = 1

(c) 8x− 15y = 289, x2 + y2 = 289

(d) ax+ by = a2 + b2, x2 + y2 = a2 + b2

5. 求证圆 x2+y2+2Dx+2Ey = 0在原点的切线方程是 Dx+Ey = 0.

6. 从点 A(5,−4) 到圆：x2 + y2 +10x+7 = 0 引切线 AP , P 为切点，
求 AP 的长和点 P 的坐标．

7. 求证圆 x2 + y2 + 2Dx + 2Ey + F = 0 与 X 轴相切的充要条件是

D2 = F , 并求与 Y 轴相切的一个充要条件．

8. 已知圆 (x− 2)2 + (y − 2)2 = r2 与 Y 轴相交在 A、B 两点，如果

圆在 A、B 两点处的切线互相垂直，那么 r = 2
√
2.
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习题 5.3

1. 求通过点 (0, 0)、(a, 0)、(0, a) 的圆的方程．

2. 求下列每个圆的圆心和半径．

(a) (x− a)(x− b) + (y − c)(y − d) = 0

(b) (x+ y + a)2 + (x− y − a)2 = 8a2

3. 已知 A(2,−1), B(2, 3), C(4,−1), 求 4ABC 的外接圆的圆心和半径．

4. 证明通过 A(a, c), B(b, c) 和 C(b, d) 的圆的方程是 (x − a)(x − b) + (y −
c)(y − d) = 0.

5. P 是圆心在 A(a, b) 且通过原点的圆上的一动点，求证 4OAP 重心的轨

迹方程是

3(x2 + y2)− 4ax− 4by + a2 + b2 = 0

6. 证明 A(6, 3)、B(5, 4)、C(1,−2) 和 D(6,−1) 四点共圆．

7. 一动点到原点的距离的平方是它到定直线 x = 1 距离的 4 倍，求证这动
点的轨迹是点圆 (2, 0) 或圆 (x+ 2)2 + y2 = 8.

8. 已知三角形由直线 x = 2, y = 4 和 4x+ 3y = 32 围成，求这三角形内切

圆的方程．

9. 已知 A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3), 一动点 P (x, y) 使 AP
2
+ BP

2
+

CP
2
= 常数，证明 P 点的轨迹是一个圆且它的圆心是 4ABC 的重心．

10. 已知 A(2a, 0), C(0, 2a), AC是正方形OABC 的对角线，一动点 P (x, y)到

这正方形四边距离的平方和等于 12a2, 证明 P 点的轨迹是圆心在 (a, a),
半径是 2a 的圆．

11. 已知 A(3, 7), B(−1, 5), 动点 P (x, y) 使 AP
2
+ BP

2
= 82, 证明 P 点的

轨迹是半径等于 6 的圆．

12. 已知 A(3, 7), B(1,−1), 动点 P 使 AP = 3BP . 证明 P 点的轨迹是一个

圆且这圆在 Y 轴上截出的弦长等于 6.

13. 已知 OC 是圆 x2 + y2 − 2ax = 0 的一条弦，直线 OC 的斜率是 m, 求证
以 OC 作直径圆的方程是

(1 +m2)(x2 + y2)− 2a(x+my) = 0
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14. 如果 a, b是常数，θ是一动角，求证两直线 x cos θ+y sin θ = a与 x cos θ−
y sin θ = b 的交点的轨迹是一个圆圆心在原点．半径等于

√
a2 + b2.

15. 已知一圆与 Y 轴相切于 A(0,−3) 且半径 r = 2, 求此圆的方程．

16. 已知一圆与两坐标轴相切且通过 A(2, 9), 求它的方程．

17. 已知一圆与 X 轴相切于 (5, 0) 且在 Y 轴上截出的弦长是 10, 求此圆的方
程．

18. 求圆：x2 + y2 = 25 与平行线系 x+ 5y + λ = 0, (λ ∈ R) 相交所截弦中
点的轨迹．

19. 求二圆 x2 − 12x+ y2 − 10y + 52 = 0, x2 + 18x+ y2 + 20y + 60 = 0 的圆

心距及原点到连心线的距离．

20. 在直线系 y − 7 + λ(x+ 1) = 0 中，求与圆 x2 + y2 = 2 相切之直线．

21. 求通过点 (5,−2) 且与已知直线 3x− y − 1 = 0 相切于点 (1, 2) 的圆的方

程．

复习题五

1. 一个正六边形边长是 a, 中心在坐标原点，两个顶点在 X 轴上，求各顶点

的坐标．

2. 以原点为起点的三个力 F⃗1 = (9, 7), F⃗2 = (−6, 4), F⃗3 = (1, 2); 求它们的
合力坐标和方向．

3. 已知一个三角形三边中点的坐标分别是 (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3), 求三个
顶点的坐标．

4. 已知 A(−1, 3), B(4, 1), 直线 AB 与 X 轴，Y 轴分别相交于 C、D 两点，

求 C、D 两点分割 AB 的比值．

5. 已知 P (x, y), A(x1, y1), B(x2, y2) 且

x = x1 + t(x2 − xy), y = y1 + t(y2 − y1)

求证：P 点按定比 µ =
t

1− t
分割

−−→
AB.
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6. 已知直线 ℓ : ax+ by + c = 0 及 P1(x1, y1), P2(x2, y2) 两点，求证直线 ℓ

与直线 P1P2 的交点把
−−−→
P1P2 按定比 −ax1 + by1 + c

ax2 + by2 + c
分割．

7. 用坐标法证明：直角三角形斜边的中点到三顶点的距离相等．

8. 用坐标法证明勾股定理的逆定理．

9. 已知：四边形一组对边的平方和等于另一组对边的平方和，用坐标法证明：
两条对角线互相垂直．

10. 已知 G 是 4P1P2P3 的重心，用坐标法证明：

SGP2P3
=

1

3
SP1P2P3

11. 已知 A(1, 2)、B(8, 4)、C(4, 10), 求一点使 4PAB、4PBC、4PCA 的

面积相等，并解释这个结果的几何意义．

12. 一条直线经过点 P (1,−1), 它的倾角等于直线 y = x 倾角的 3 倍，求这条
直线的方程．

13. 已知 A(−3, 2), B(−2,−2), C(4, 0). 求：

(a) 4ABC BC 边上的中线方程；

(b) AC 边上的高线方程，并求出这条高的长．

14. 一条直线经过 (2, 4) 并且和直线 x + y − 4 = 0 的夹角是 π/4，求这条直

线的方程．

15. 一条光线从 P0(6, 4) 射出和 X 轴正向交成锐角 α, 遇到 X 轴反射，已知

tanα = 2, 求入射光线和反射光线所在的直线方程．

16. 从原点向直线 3x− 2y + 7 = 0 作垂线，求垂线段的长和垂足的坐标．

17. 在直线 2x− 3y = 0 上求一点，使这点和原点之间的距离等于这点到直线

2x+ 3y − 2 = 0 之间的距离．

18. 已知点 P (3, 2), 直线 ℓ : y = 4x+ 3, 求 P 点到直线 ℓ 的距离，垂线足的

坐标，点 P 关于 ℓ 的轴对称点的坐标．

19. 已知直线 ax+by+c = 0和点 P0(x0, y0),求 P0 点关于直线 ax+by+c = 0

的轴对称点的坐标．
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20. 已知 ℓ1 : 3x − 4y − 17 = 0, ℓ2 : y = 4, ℓ3 : 12x + 5y − 12 = 0, 求证点
(−4,−1) 是 ℓ1, ℓ2, ℓ3 两两相交所构成三角形的内心．

21. 求直线 3x− 4y + 6 = 0 与 12x− 5y − 9 = 0 交角平分线的方程．

22. 证明通过点 (a, b) 的直线方程可写为

λ1(x− a) + λ2(y − b) = 0

23. 设 P1(x1, y1) 及 P2(x2, y2) 为两定点，过 P1 作直线交 Y 轴于 B 点，过

P2 作直线与过 P1 之直线垂直，交 X 轴于点 A, 求 AB 中点的轨迹．

24. 求下列各圆的方程．

(a) 过 O(0, 0), A(−5, 0), B(0, 3);

(b) 中心在 C(−3, 4) 与 3x+ 8y − 6 = 0 相切；

(c) 过 A(4, 3), (−2, 5), 圆心在 2x− 3y = 0 上；

(d) 过 A(5,−2) 与直线 3x− y − 1 = 0 相切于点 (1, 2);

(e) 通过 O(0, 0), 圆心在 x = 2 上且与直线 x+ y − 8 = 0 相切．

25. 求两圆 x2 + y2 − x+ 2y = 0, x2 + y2 + 2x− y = 9 的交点的坐标．

26. 求两圆 x2 + y2 + ax+ by = 0, x2 + y2 + bx− ay = 0 的交点的坐标．

27. 求两圆 x2 + y2 = 10, x2 + y2 − 10x− 10y + 30 = 0 公共弦所在直线的方

程．

28. 已知圆 x2 + y2 − 4x− 5 = 0 和点 A(5, 4), 求圆心在 A 点且与已知圆外切

的圆的方程．

29. 已知二圆 x2 + y2 − 6x+ 8y = 0, x2 + y2 + 2x− 12y + 1 = 0, 求通过二圆
圆心的直线方程．

30. 求两圆 (x− a1)
2 + (y − b1)

2 = r21, (x− a2)
2 + (y − b2)

2 = r22 正交（即在

两圆公共点处的切线互相垂直）的条件是

(a1 − a2)
2 + (b1 − b2)

2 = r21 + r22

31. 一条 AB = 2a 的两个端点 A 和 B 分别在 X 轴和 Y 轴上滑动，求 AB

中点 M 的轨迹．
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32. 已知 A(2, 2), 4OAC 是等边三角形，且 O、A、C 构成反时针排列，求

点 C 的坐标．

33. 已知 A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3), 求证 4ABC 的重心到三顶点的距离

平方和为最小．

34. 已知 A(−5, 4), 过点 A 作条直线使它与两坐标轴相交所成的三角形的面

积等于 5 个平方单位，求证这条直线的方程是 8x+ 5y + 20 = 0 或 2x+

5y − 10 = 0.

35. 已知点 A(a, b) 在第 1 象限，过点 A 求一条直线使与坐标轴交成的三角

形面积最小，并求出最小面积的值．

36. 如果

(a) D = 0

(b) E = 0

(c) F = 0

(d) D = 0, E = 0

(e) D = 0, F = 0

(f) E = 0, F = 0

那么圆 x2 + y2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0 对坐标系的位置有什么特征．

37. 已知 P0(x0, y0)是圆：x
2+ y2+2Dx+2Ey+F = 0外任意一点，若自 P0

向圆引切线 P0T , T 为切点，求证：P0T
2
= x2

0 + y20 + 2Dx0 + 2Ey0 + F .

38. 为了使圆 x2 + y2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0

(a) 不与 X 轴相交；

(b) 和 X 轴交于两点；

(c) 和 X 相切，

问它的方程中的系数分别应该满足怎样的条件？

39. 求圆心在点 (4, 0) 并与直线 3x− 4y + 1 = 0 相切的圆的方程．

40. 已知 �C 的圆心 C 在直线 x− y− 4 = 0 上，并经过两圆 C1 : x2 + y2 −
4x− 3 = 0 和 C2 : x2 + y2 − 4y − 3 = 0 的交点，求 �C 的方程．

41. 一动点到已知正方形的各顶点的距离平方和是一个常数，求这动点的轨迹
方程，并说明轨迹是什么图形．
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42. 已知点 Q(4, 0), 点 P (x, y) 是圆：x2 + y2 = 4 上一动点，求 PQ 中点的

轨迹方程．

43. 当 λ 为何值时，直线 λx− y − λ− 1 = 0 与圆 x2 + y2 − 4x− 2y + 1 = 0

相交，相切或相离．



第六章 圆锥曲线

远在古希腊时代，人们就开始研究一个平面和一个正瞬锥的截线的性质，

并且获得了丰硕的成果，这些截线分别有椭圆、抛物线和双曲线，并统称为圆

锥曲线，在第二章附录里，我们已用球面切线长相等原理证明了它们分别具有

如下几何特征．

椭圆有两个焦点 F1, F2, 对椭圆上任一点 P 有

PF1 + PF2 =常数

双曲线有两个焦点 F1, F2, 对双曲线上任一点 P 有

PF1 − PF2 =常数

抛物线有一个焦点，对抛物线上任一点 P 到焦点 F 与到一定直线 ℓ 的距

离 d 相等，即

PF : d = 1

这一章，我们将要根据上述圆锥曲线的几何特性来定义椭圆、双曲线和抛

物线，建立它们在平面直角坐标系中的标准方程，并利用标准方程进一步研究

圆锥曲线其它的几何特性．

第一节 圆锥曲线的标准方程及其性质

一、椭圆的标准方程和形状

定义

平面内与两定点的距离之和等于常数（这常数必须大于两定点间的距离）

的点的轨迹叫做椭圆．这两定点叫做椭圆的焦点．两焦点间的距离叫做

焦距．

331
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下面，我们根据椭圆的定义来建立椭圆的方程．

设 F1、F2 是椭圆的两个焦点，取射线 F1F2 作为 X 轴的正半轴，F1F2 的

垂直平分线作为 Y 轴（图 6.1）．设焦距 F1F2 = 2c (c > 0)，则

F1(−c, 0), F2(c, 0)

X

Y

F1 F2

P

O

图 6.1

设 P (x, y)是椭圆上的任一点，它到 F1、F2的距离之和等于常数 2a (a > 0),
则

PF1 + PF2 = 2a

由求两点的距离公式得»
(x+ c)2 + y2 +

»
(x− c)2 + y2 = 2a

去根号，整理得

(a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2) (6.1)

因 PF1 + PF2 > F1F2, 所以 a > c, a2 − c2 > 0, 设 a2 − c2 = b2 (b > 0), 代入
(6.1) 式得

b2x2 + a2y2 = a2b2

两边同除 a2b2 得

x2

a2
+

y2

b2
= 1 (6.2)

这就是说，椭圆上任一点的坐标都满足方程 (6.2); 反过来，设 P (x1, y1) 的坐

标满足方程 (6.2), 则
x2
1

a2
+

y21
b2

= 1

y21 = b2
(
1− x2

1

a2

)
= (a2 − c2)

(
1− x2

1

a2

)
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于是

PF1 =
»

(x1 + c)2 + y21

=

 
(x1 + c)2 + (a2 − c2)

(
1− x2

1

a2

)
=

 
a2 + 2cx1 +

c2

a2
x2
1

=
∣∣∣a+

c

a
x1

∣∣∣
由

x2
1

a2
+

y21
b2

= 1，可推知
x2
1

a2
≤ 1，|x1| ≤ a．

又因 c < a，所以
c

a
< 1，

∣∣∣ c
a
x1

∣∣∣ < a ，a+
c

a
x1 > 0，因此：

PF1 = a+
c

a
x1 (6.3)

同理可证，

PF2 = a− c

a
x1

所以：PF1 + PF2 = 2a

这就是说，坐标满足方程 (6.2) 的点 P 也一定在椭圆上，由以上证明，所

以方程 (6.2) 是所求的椭圆方程，并把方程 (6.2) 叫做椭圆的标准方程．
下面，用椭圆的标准方程来研究椭圆的几何形状．

首先，由于方程 (6.2)中只含有 x, y 的平方，故把一个坐标变号，对于方程

没有影响，这就表明：如果 M(x, y) 在椭圆上，那么，M1(x,−y), M2(−x,−y),
M3(−x, y) 各点也都在椭圆上，所以椭圆既是以 X 轴或 Y 轴为对称轴的轴对

称图形，又是以坐标原点为对称中心的中心对称图形，对称中心又叫做椭圆的

中心．

其次，由方程 (6.2) 得

x2

a2
≤ 1,

y2

b2
≤ 1

−a ≤ x ≤ a, −b ≤ y ≤ b

这两个不等式表明椭圆全部包含在如图 6.2 所示的长方形内．
最后，我们来讨论椭圆在第 I 象限内的性态．由 (6.2) 得

y = ± b

a

√
a2 − x2

在第 I 象限，椭圆方程可写为

y =
b

a

√
a2 − x2, 0 ≤ x ≤ a
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当 x = 0 时，y = b, 当 x 递增时，y 递减，当 x = a 时，y = 0, 因此椭圆在第 I
象限内的轨迹大致是 B2A2 这部分曲线，由对称性可画出整个椭圆的图象（图

6.2）．

X

Y

OA1 A2

B2

B1

图 6.2

当 y = 0, x = ±a, 点 A1(−a, 0), A2(+a, 0) 是 X 轴上距 Y 轴最远的两个

点，当 x = 0, y = ±b, 点 B1(0,−b), B2(0,+b) 是 Y 轴上距 X 轴距离最远的

两个点，这四点，A1、A2、B1、B2 叫做椭圆的顶点．A1A2, B1B2 分别叫做椭

圆的长和轴短轴．A1A2 = 2a, B1B2 = 2b, a 和 b 分别叫做椭圆的长半轴长和

短半轴长．长轴和短轴的交点叫做椭圆的中心．

如果 a = b, 那么方程 (6.2) 化为

x2 + y2 = a2

这时椭圆成为圆，c =
√
a2 − b2 = 0, 即椭圆的两个焦点重合于圆心，因此可以

说圆是椭圆的特殊情形．

由以上讨论可以看出，椭圆的形状依赖于 a 和 b, 数量 c =
√
a2 − b2 可表

示出椭圆离开圆的偏差．由 c2 = a2 − b2 可得

c

a
=

√
1−

(
b

a

)2

,
b

a
=

…
1−

( c
a

)2
比值

e =
c

a
=

√
a2 − b2

a

叫做椭圆的离心率，用它可同样来表出椭圆的形状．由 c < a, 可知 e < 1, 当
离心率愈来愈大时，也就是愈来愈接近 1 时，1− e2 就越小，椭圆的形状就愈

扁平；反之，就愈接近于圆，当 e = 0 时，a = b 椭圆就成为圆了．
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如果椭圆的中心在原点，焦点在 Y 轴上，那么长轴也－定在 Y 轴上，这

时两个焦点 F1, F2 的坐标分别是 (0,−c), (0, c) (图 6.3), 求得圆的标准方程是

x2

b2
+

y2

a2
= 1 a ≥ b > 0 (6.4)

把方程 (6.2) 的变量 x 和 y 互换就可得到方程 (6.6).

X

Y

F1

F2

O

B(0, a)

A(b, 0)

图 6.3

例 6.1 已知椭圆的长轴长是 10, 焦距是 8, 求椭圆的标准方程．

解：由已知条件得 2a = 10, 2c = 8，所以：

a = 5, c = 4, b2 = a2 − c2 = 52 − 42 = 9

因此所求椭圆的标准方程为
x2

25
+

y2

9
= 1

例 6.2 求椭圆 4x2 + 9y2 = 36 的长轴、短轴长、离心率、焦点和顶点的坐标，

并用描点法画出它的图形．

解：已知方程可化为
x2

9
+

y2

4
= 1

这是长轴在 X 轴上，中心在坐标原点的椭圆标准方程．因此 a = 3, b = 2, c =
√
32 − 22 =

√
5, 顶点 A′(−3, 0), A(3, 0), B′(0,−2), B(0, 2). 焦点 F1(−

√
5, 0),

F2(
√
5, 0). 离心率 e =

c

a
=

√
5

3
．
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在第 I 象限已知椭圆方程可写为

y =
2

3

√
9− x2, 0 ≤ x ≤ 3

算出一些满足所求椭圆方程的点的坐标 (x, y):

x 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
y 2 1.97 1.89 1.73 1.49 1.11 0

描点画出椭圆在第 I 象限的图象，然后根据椭圆的对称性就可画出整个椭圆的
图象（图 6.4）．

X

Y

OA′ A

B

B′

图 6.4

X

Y

F2F1

O A2A1

图 6.5

例 6.3 我国第一颗人造地球卫星的运行轨道是以地球中心为一焦点的椭圆，卫

星的近地点与地球表面距离为 439 公里；远地点与地球表面距离为 2384 公里，
已知地球半径约为 6371 公里，试求卫星轨道的近似方程及其离心率．

解：设地球中心 F2 在 X 轴上（图 6.5），所求方程为
x2

a2
+

y2

b2
= 1

依题意

A1F2 = a+ c = 6371 + 2284 = 8755

A2F2 = a− c = 6371 + 439 = 6810

由以上两式联立求解得

a = 7782.5, c = 972.5, b =
√
a2 − c2 = 7721.5

所以，所求卫星轨道的近似方程为

x2

(7782.5)2
+

y2

(7721.5)2
= 1
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其离心率 e =
c

a
≈ 0.125

练习

1. 已知椭圆的长轴长是 6, 短轴长是 2, 焦点在 X 轴上，求这椭圆的

标准方程并画出这椭圆的草图．

2. 在第 1 题中，若焦点在 Y 轴，椭圆的标准方程为何？

3. 已知椭圆的一个焦点是 F1(−3, 0) 与 X 轴一个交点 A(4, 0), 求此
椭圆的方程．

4. 求以下椭圆的长轴长，短轴长、焦点的坐标及其离心率．

(a) x2

100
+

y2

36
= 1

(b) 25x2 + 9y2 = 100

(c) x2

16
+

y2

64
= 1

(d) 49x2 + 9y2 = 2500

5. 已知椭圆中心在原点，一焦点是 F (3, 0), 椭圆与 X 轴相交于 A、

A′ 两点，AF = 2, A′F = 8, 求此椭圆的方程．

6. 已知地球的轨道是一个椭圆，太阳在它的一个焦点上，长轴长约 30
亿公里，离心率 e = 1/60, 求地球的轨道方程，地球的轨道中心与
太阳的距离，以及近日点，远日点到太阳的距离．

7. 试求平分圆 x2 + y2 = 25 上各点的纵坐标，而横坐标不变的点的

轨迹方程．

8. 试求把圆 x2 + y2 = 100 上各纵坐标分为 2:3, 而横坐标不变的点的
轨迹方程．

9. 一动点与直线 x = 8 的距离是它与点 (2, 0) 的距离的 2 倍，求这
动点的轨迹方程．

10. 一定长为 a的线段，两端在互相垂直的二直线上移动，试求此线段

上任意一点的轨迹方程．

11. 设一三角形的一边的两个端点为 (0, 6), (0,−6)，其它两边斜率的

乘积是 −4

9
，试求另一顶点的轨迹．
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12. 已知 A > 0, B > 0, 且 A < B, 试求椭圆 Ax2 + By2 = C 的焦点

坐标．

13. 试证：椭圆的短半轴长是其中一焦点到长轴两顶点距离的比例中
项．

14. 在椭圆 x2

45
+

y2

20
= 1 上求一点，使它与两焦点连线互相垂直．

二、双曲线的标准方程和形状

定义

平面内到两定点距离的差的绝对值等于常数（常数小于两定点间的距离）

的轨迹叫做双曲线．这两个定点叫做双曲线的焦点，两个焦点间的距离

叫做焦距．

根据双曲线的定义，我们来求它的方程：

X

Y

F1 F2

P

O

图 6.6

设 F1、F2 是双曲线的两个焦点，取射线 F1F2 的方向作为 X 轴的正方向，

F1F2 的垂直平分线作为 Y 轴（图 6.6）．若 F1F2 = 2c, 则两焦点的坐标分别为
F1(−c, 0), F2(c, 0).
再设 P (x, y) 是双曲线上任一点，则由双曲线的定义有

|PF1 − PF2| = 2a

因 PF1 =
√
(x+ c)2 + y2, PF2 =

√
(x− c)2 + y2, 代入上式，得方程»

(x+ c)2 + y2 −
»

(x− c)2 + y2 = ±2a

去根号，整理得

(a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2)
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这个式子和上节得到的椭圆方程 (6.1) 在外形上完全一样，这里，由双曲线的
定义 2c > 2a, 即

c > a

所以 a2 − c2 < 0, 故设 a2 − c2 = −b2 (b > 0), 代入 (6.1) 式得

−b2x2 + a2y2 = −a2b2

两边同除 −a2b2 得

x2

a2
− y2

b2
= 1 (6.5)

由上述推导过程说明，凡在双曲线上的点，它的坐标一定满足方程 (6.5);
反过来，设 P1(x1, y1) 的坐标满足方程 (6.5), 则

x2
1

a2
− y21

b2
= 1

P1F1 =
»
(x1 + c)2 + y21

但

y21 = b2
(
x2
1

a2
− 1

)
= (c2 − a2)

(
x2
1

a2
− 1

)
代入上式，化简可得

P1F1 =
∣∣∣ c
a
x1 + a

∣∣∣ (6.6)

同理可求

P1F2 =
∣∣∣ c
a
x1 − a

∣∣∣ (6.7)

因为 c > a, |x| ≥ a, 所以
∣∣∣ c
a
x1

∣∣∣ > a，
c

a
x1 + a 及

c

a
x1 − a 与

c

a
x1 同号．

当 x1 > 0 时

P1F1 =
c

a
x1 + a, P1F2 =

c

a
x1 − a

因此，

P1F1 − P1F2 = 2a

当 x1 < 0 时，

P1F1 = −
( c
a
x1 + a

)
, P1F2 = −

( c
a
x1 − a

)
因此，

P1F1 − P1F2 = −2a
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这就证明了，凡坐标适合方程 (6.5) 的点都在双曲线上，由以上证明，所
以方程 (6.5) 是所求的双曲线的方程，并且我们把方程 (6.5) 叫做双曲线的标
准方程，它所表示的双曲线的焦点在 X 轴上，焦点是 F1(−c, 0)、F2(c, 0)．这

里 c2 = a2 + b2.
如果取 F1、F2 的连线作为 Y 轴，取 F1F2 的垂直平分线作为 X 轴，在这

一坐标系中，仿上面的方法可得双曲线的方程为

y2

a2
− x2

b2
= 1 (6.8)

只要将方程 (6.5) 中的 x 与 y 对调就可得到方程 (6.8), 这一方程也叫做双曲
线的标准方程，它表示双曲线的焦点在 Y 轴上，焦点是 F1(0,−c), F2(0, c),
c2 = a2 + b2.
下面我们用双曲线的标准方程研究它的几何形状．

首先，与椭圆方程一样，方程 (6.5) 中只含有 x、y 的平方，故把其中一

个坐标变号，对于方程没有影响，这就表明，如果点 M(x, y) 在双曲线上，那

么 M1(x,−y)、M2(−x,−y)、M3(−x, y) 等也都在双曲线上，所以，双曲线是

以 X 轴或 Y 轴为对称轴的轴对称图形，又是以坐标原点为对称中心的中心对

称图形，对称中心又叫做双曲线的中心，其次，由方程 (6.5) 得

x2

a2
≥ 1, x2 ≥ a2

则 x ≥ a 或 x ≤ −a．这说明双曲线在两条直线 x = a, x = −a 所夹平面区域

的外侧，最后我们讨论双曲线在第 I象限内的性态，在第 I象限，方程 (6.5)可
写为

y =
b

a

√
x2 − a2 (x ≥ a)

当 x = a 时，y = 0, 当 x 由 a 递增且趋向 ∞, y 也由 0 递增趋向，方程
的轨迹趋向无穷远（图 6.7），但由于

y =
b

a

√
x2 − a2 =

b

a
x

…
1−

(a
x

)2
<

b

a
x

即
b

a
x− b

a

√
x2 − a2 > 0

所以，当 x 由 a 趋向 ∞ 时，相应的 y 值愈来愈接近
b

a
x, 而又不会大于 b

a
x，

这说明，双曲线在第 I象限的部分永远在射线 y =
b

a
x (x ≥ 0)的下方并且逐渐
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X

Y

OA1 A2

B2

B1

图 6.7

接近于射线 y =
b

a
x (x ≥ 0). 由对称性，可推知双曲线在其它象限的性态（图

6.7）．
直线 y =

b

a
x 和 y = − b

a
x 叫做双曲线的渐近线．

令 y = 0, x = ±a, 点 A1(−a, 0), A2(a, 0) 叫做双曲线的顶点，A1A2 叫做

双曲线的实轴，它的长等于 2a, a 叫做双曲线的实半轴长．
令 x = 0, y = ±b

√
−1, 这说明双曲线和 Y 轴没有交点．在 Y 轴上作

B1(0,−b), B2(0, b), B1B2 叫做双曲线的虚轴，它的长等于 2b, b 叫做双曲线虚
半轴长（图 6 .7）．实轴和虚轴等长的双曲线叫做等轴双曲线．
以已知双曲线的虚轴为实轴，实轴为虚轴所得到的双曲线叫做原双曲线的

共轭双曲线．由这个定义可知，双曲线
x2

a2
− y2

b2
= 1 与

x2

a2
− y2

b2
= −1 是互为

共轭双曲线（图 6.8）．
作为练习，请同学证明：双曲线和它的共轭双曲线有相词的渐近线．

X

Y

O

图 6.8
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和定义椭圆的离心率 e 一样，对于双曲线，比值

e =
c

a
=

√
a2 + b2

a
=

√
1 +

(
b

a

)2

也叫做双曲线的离心率，因为 c > a, 所以双曲线的离心率 e > 1, 容易看出，b

a

越大，e 越大；反之，e 越大，
b

a
也越大，渐近线 y = ± b

a
x 的斜率的绝对值也

越大，这时双曲线的开口增大越快．

例 6.4 设双曲线两焦点间的距离等于 8,顶点间的距离等于 6,实轴在 X 轴上，

求双曲线的标准方程，离心率，渐近线方程并画草图．

解：依题意 2c = 8, 2a = 6, 所以 c = 4, a = 3,

b2 = c2 − a2 = 16− 9 = 7, b =
√
7

所求双曲线方程为
x2

9
− y2

7
= 1

离心率 e =
c

a
=

4

3
，渐近线方程为

y =

√
7

3
x, y = −

√
7

3
x

作图：如图 6.9 所示

1. 在 X 轴上作 A1(−3, 0), A2(3, 0), 在 Y 轴上作 B1(0,−
√
7)、B2(0,

√
7),

过 A1、A2、B1、B2 作矩形 ABCD, 直线 OA, OB 为双曲线的渐近线．

2. 算出一些满足所求双曲线方程的点的坐标：

x ±4 ±5 ±6 ±7

y ±2.3 ±3.5 ±4.6 ±5.6

描点连线，使曲线与渐近线逐渐接近，就可得到双曲线的草图．

例 6.5 证明：双曲线上任一点到两条渐近线的距离的乘积等于常数
a2b2

a2 + b2

证明：已知双曲线
x2

a2
− y2

b2
= 1，它的两条渐近线方程为

ℓ1 : bx+ ay = 0, ℓ2 : bx− ay = 0
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X

Y

O

AB

C D

B2

B1

A2A1F1 F2

图 6.9

设 P (x1, y1) 为双曲线上任一点，P 到 ℓ1 的距离记为 d1，P 到 ℓ2 的距离记为

d2，则：

d1 =
|bx1 + ay1|√

a2 + b2
, d2 =

|bx1 − ay1|√
a2 + b2

d1 · d2 =
|bx1 + ay1|√

a2 + b2
· |bx1 − ay1|√

a2 + b2
=

|b2x2
1 − a2y21 |
a2 + b2

但

|b2x2
1 − a2y21 | = a2b2

所以

d1 · d2 =
a2b2

a2 + b2

练习

1. 求适合下列条件的双曲线的标准方程．

(a) 实轴长为 12, 虚轴长为 2
√
13, 焦点在 X 轴上；

(b) 实轴长为 5, 虚轴长为 3, 焦点在 Y 轴上；

(c) 焦距是 10, 两顶点间的距离是 8; 实轴在 X 轴上；

(d) 实轴长等于 4, 且经过点 A(2, 4), 实轴在 X 轴上；

(e) 实轴长等于 4, 且经过点 A(2, 4), 实轴在 Y 轴上．
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2. 求下列双曲线的实轴和虚轴长，顶点和焦点的坐标，离心率和渐近
线方程．

(a) x2 − y2 = 1

(b) x2

5
− y2

9
= 1

(c) 4x2 − y2 = 16

(d) x2 − y2 = −1

(e) x2

25
− y2 = −1

3. 画出双曲线 x2

16
− y2

9
= 1 的草图．

4. 等轴双曲线的一个焦点 F1(−4, 0), 求它的标准方程．

5. 证明：

(a) 双曲线和它的共轭双曲线有共同的渐近线；

(b) 双曲线和它的共轭双曲线的四个焦点在同一个圆上．

6. 已知双曲线 x2

9
− y2

16
= 1, 求出它的共领双曲线方程并求共轭双曲

线的焦点的坐标，渐近线方程和离心率．

三、抛物线的标准方程和形状

定义

平面内与一定点和一条定直线的距离相等的点的轨迹叫做抛物线．定点

叫做抛物线的焦点，定直线叫做抛物线的准线．

下面，我们根据抛物线的定义来建立抛物线的方程．

设焦点为 F , 准线为 ℓ (图 6.10)，过 F 点作 ℓ的垂线与 ℓ相交于 D 点，取

射线 DF 的方向作为 X 轴的正方向，以 DF 的垂直平分线为 Y 轴，设 F 到

ℓ 的距离为 p, 即 DF = p, 则

F
(p
2
, 0
)
, D

(
−p

2
, 0
)

准线 ℓ 的方程为

x = −p

2

设 P (x, y) 是抛物线上任一点，它到焦点 F 的距离等于它到 ℓ 的距离．即…(
x− p

2

)2
+ y2 =

∣∣∣x+
p

2

∣∣∣
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X

Y

D

ℓ

P (x, y)

FO

图 6.10

将上式两边平方，并化简得

y2 = 2px (p > 0) (6.9)

这就是说，凡是在抛物线上的点，它的坐标都适合这一方程；反过来，设 P (x1, y1)

的坐标满足方程 (6.9), 则 y21 = 2px1. 点 P (x1, y1) 与焦点 F 的距离

PF =

…(
x1 −

p

2

)2
+ y21 =

…(
x1 −

p

2

)2
+ 2px1

=

…(
x1 +

p

2

)2
=
∣∣∣x1 +

p

2

∣∣∣
这就是点 P 到准线的距离，这就证明了，凡坐标适合方程 (6.9) 的点，都在抛
物线上．

由以上证明，所以方程 (6.9) 是所求的抛物线方程，并把方程 (6.9) 叫做
抛物线的标准方程．它表示的抛物线的焦点 F 在 X 轴的正半轴上且坐标是(p
2
, 0
)
准线方程是 x = −p

2
．

如果抛物线的焦点和准线分别取

F
(
−p

2
, 0
)
, x =

p

2
(图 6.11)

F
(
0,

p

2

)
, y = −p

2
(图 6.12)

F
(
−p

2
, 0
)
, y =

p

2
(图 6.13)

可分别类似地得到抛物线标准方程为

y2 = −2px, x2 = 2py, x2 = −2py

下面我们用抛物线的标准方程来研究抛物线的形状．
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X

Y

F O

图 6.11

X

Y

F

O

图 6.12

X

Y

FO

图 6.13

首先，在方程 (6.9) 中，含有 y 的平方，故把 −y 代替 y 对方程没有影响，

这表明曲线是以 X 轴为对称轴的轴对称形．我们把这条轴叫做抛物线的轴．轴

和抛物线的交点叫做抛物线的顶点．

其次，由方程 (6.9) 可知 x ≥ 0, 当 x 增大时，y 的绝对值也跟着增大，因

此抛物线在 Y 轴的右方，向上、向下无限伸展．设 P (x, y) 是抛物线上任一点，

直线 OP 的倾角为 α, 则

tanα =
y

x
=

y2

xy
=

2px

xy
=

2p

y

其中 p 是常数，当 y 无限增大时，
2p

y
无限接近于零，这说明，抛物线上动点

P (x, y) 无限远离原点时，P (x, y) 点到 X 轴的距离无限增大，而
−−→
OP 的方向

与 X 轴正向之间的方向差却趋于零，这是抛物线与双曲线的重要区别之一．

例 6.6 已知抛物线的焦点 F (2, 0), 求它的标准方程．

解：因为焦点 F (2, 0) 在 X 轴上，
p

2
= 2, p = 4, 所以抛物线标准方程是

y2 = 8x

例 6.7 已知抛物线的标准方程是 y2 = −4x, 求它的焦点坐标和准线方程．

解：因为 p = −2, 所以焦点的坐标是 (−1, 0), 准线方程是 x = 1.

练习

1. 根据下列抛物线方程，求出焦点的坐标，准线方程，并画出草图．
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(a) y2 = 10x

(b) y2 = −10x

(c) x2 = 12y

(d) y2 = −8x

2. 证明：抛物线 y2 = 2px 纵坐标中点的轨迹方程，是 y2 =
p

2
x

3. 由下列已知条件，求抛物线的标准方程．

(a) 焦点与顶点的距离等于 3;

(b) 焦点 F 的坐标是 (5, 0);

(c) X 轴是对称轴，抛物线通过原点和点 (1,−4);

(d) Y 轴是对称轴，焦点在 (0, 2);

(e) Y 轴是对称轴，通过原点和点 (6,−2).

4. 在抛物线 y2 = 8x 上，求到原点距离等于 20 的点的坐标．

5. 已知抛物线焦点 F (2, 1), 准线方程是 x+ y+1 = 0，由抛物线的定

义，求它的方程．

四、椭圆与双曲线的准线

由抛物线的定义可知，抛物线上任一点到一定点（焦点）的距离与它到一

条定直线（准线）的距离之比等于常数 1, 这一节，我们将证明对椭圆和双曲线
也存在着这样的定直线，使椭圆和双曲线上任一点到焦点的距离与到定直线的

距离之比等于一常数，并且这个常数正好等于它们的离心率 e．

设 P (x1, y1) 是椭圆
x2

a2
+

y2

b2
= 1 上任一点，我们在前面曾得到公式

PF1 = a+
c

a
x1 (6.10)

PF2 = a− c

a
x1 (6.11)

把 (6.10) 式右边变形可得

PF1 =
c

a

(
x1 +

a2

c

)
= e

(
x1 +

a2

c

)

即：
PF1

d1
= e，其中 d1 = x1 +

a2

c
．同样 (6.11) 式也可化为 PF2

d2
= e，其中

d2 = −x1 +
a2

c
．
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由计算点 P (x1, y1) 分别到直线 ℓ1 : x +
a2

c
= 0 和 ℓ2 : x − a2

c
= 0 的距

离可知，d1, d2 正好分别是 P (x1, y1) 到 ℓ1 与 ℓ2 的距离，这说明椭圆上任一点

P (x1, y1) 到焦点 F1(−c, 0)(F2(c, 0)) 的距离与它到定直线 ℓ1 (ℓ2) 的距离的比
是一个常数（等于离心率 e），两条直线

ℓ1 : x = −a2

c
, ℓ2 : x =

a2

c

分别叫做椭圆的左准线和右准线（图 6.14）．

X

Y

O

ℓ2ℓ1

F1 F2

P

d1 d2

图 6.14

反过来，我们也可证明：与定点 F1(−c, 0) (F2(c, 0)) 的距离和定直线 ℓ1 :

x = −a2

c
(ℓ2 : x =

a2

c
) 的距离的比等于常数 e (0 < e < 1) 的点必在椭圆

x2

a2
+

y2

b2
= 1 上．

X

Y

F1 F2

P

O

ℓ2ℓ1

图 6.15

类比上述对椭圆的分析，同样也可证明，双曲线
x2

a2
− y2

b2
= 1 也有两条准



第一节 圆锥曲线的标准方程及其性质 349

线（图 6.15）：左准线 ℓ1 : x = −a2

c
；左准线 ℓ2 : x =

a2

c
．并且具有如下特征

性质．

双曲线
x2

a2
− y2

b2
= 1 上任一点 P (x1, y1) 到焦点 F1(−c, 0) (F2(c, 0)) 的距

离和到定直线 ℓ1 (ℓ2) 的距离的比是一个常数（等于离心率 e）；反之也对．

总结以上讨论和抛物线的定义，我们可给圆锥曲线一个统一的定义如下：

圆锥曲线是与一定点的距离和定直线的距离的比等于常数 e 的点的轨迹，

当 0 < e < 1 时是椭圆；e > 1 时是双曲线；e = 1 时是抛物线，定点叫做圆锥

曲线的焦点，定直线叫做圆锥曲线的准线．椭圆和双曲线有两个焦点和两条准

线，抛物线只有一个焦点和一条准线．

例 6.8 求椭圆 x+ 4y2 = 100 的准线方程．

解：已知椭圆的标准方程为
x2

100
+

y2

25
= 1，因此：

a = 10, b = 5, c =
√
c2 − b2 = 5

√
3

所以已知椭圆的准线方程为

ℓ1 : x = −a2

c
= −20

√
3

3
, ℓ2 : x =

20
√
3

3

例 6.9 求双曲线 x2 − y2 = 1 的准线方程．

解：在已知双曲线方程中，a = 1, b = 1, 因此，

c =
√
a2 + b2 =

√
2

所以已知双曲线的准线方程为

ℓ1 : x = −a2

c
= −

√
2

2
, ℓ2 : x =

√
2

2

练习

1. 求椭圆 3x2 + 4y2 = 36 的焦点的坐标和准线方程并画出草图．

2. 求双曲线 2x2 − 3y2 = 6 的焦点的坐标和准线方程并画出草图．

3. 求下列每个椭圆或双曲线的准线方程
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(a) 16x2 + 25y2 = 400

(b) x2 + 2y2 = 4

(c) x2 − 5y2 = 10

(d) 4x2 − 3y2 = 36

五、圆锥曲线的切线

我们知道，与圆只有一个公共点的直线叫做圆的切线，但这个定义不能推

广为一般曲线的切线的定义，如图 6.16 所示，直线 ℓ1 虽然与曲线只有一个公

共点，但它不是曲线的“切线”，直线 ℓ2 虽与曲线有两个公共点，但它与曲线

“相切”．

图 6.16 图 6.17

下面我们来阐述一般曲线的切线的定义，并由这个定义推导圆锥曲线的切

线方程．

定义

设 P1 为曲线上一点，过 P1 引割线 P1P2 交曲线于另一点 P2, 当 P2 沿

曲线无限趋近于点 P1 时，割线 P1P2 的极限位置 P1T 叫做曲线在 P1

点的切线（图 6.17）．

已知椭圆
x2

a2
+

y2

b2
= 1，设 P1(x1, y1) 是椭圆上一定点，P2(x2, y2) 是椭圆

上任一点，则椭圆的割线 P1P2 的方程为

y − y1 =
y2 − y1
x2 − x1

(x− x1) =
y22 − y21

(x2 − x1)(y2 + y1)
(x− x1) (6.12)

由于点 P1(x1, y1), P2(x2, y2) 都在已给的椭圆上，所以

y21 = b2
(
1− x2

1

a2

)
, y22 = b2

(
1− x2

2

a2

)
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两式相减得

y22 − y21 =
b2

a2
(x2

2 − x2
1)

代入 (6.12) 化简即可得

y − y1 =
b2

a2
· x2 + x1

y2 + y1
(x− x1)

当 P2 与 P1 重合时，即 x2 = x1, y2 = y1, 上式变为

y − y1 =
b2

a2
· x1

y1
(x− x1)

或
x1x

a2
+

y1y

b2
=

x2
1

a2
+

y21
b2

即：
x1x

a2
+

y1y

b2
= 1 (6.13)

(6.13) 式就是椭圆 x2

a2
+

y2

b2
= 1 在点 P1(x1, y1) 的切线方程．

同理可证，双曲线
x2

a2
− y2

b2
= 1 在点 P1(x1, y1) 处的切线方程为

x1x

a2
− y1y

b2
= 1 (6.14)

抛物线 y2 = 2px 在点 P1(x1, y1) 处的切线方程为

y1y = p(x+ x1) (6.15)

经过切点 P1(x1, y1) 与切线垂直的直线叫做曲线在点 P1 的法线．

根据法线的定义可知，法线的方向向量可取切线的法向量，因此可得椭圆、

双曲线、抛物线的在 P1(x1, y1) 点的法线方程分别为

x− x1

b2x1

=
y − y1
a2y1

(6.16)

x− x1

b2x1

=
y − y1
−a2y1

(6.17)

x− x1

p
=

y − y1
−y1

(6.18)

例 6.10 求椭圆：2x2 + 3y2 = 35 在其上一点 P (2, 3) 的切线方程．



352 第六章 圆锥曲线

解：已知椭圆化为标准方程为

x2

35

2

+
y2

35

3

= 1

所以，已知椭圆在点 P (2, 3) 的切线方程为

2x
35

2

+
3y
35

3

= 1

整理得：4x+ 9y = 35

例 6.11 设双曲线
x2

a2
− y2

b2
= 1 在其上任一点 P0(x0, y0) 的切线与双曲线的两

条渐近线分别相交于 A、B 两点（图 6.18），求证 4OAB 的面积等于常数 ab.

解：已知双曲线在 P0(x0, y0) 的切线方程为

x0x

a2
− y0y

b2
= 1

将它分别与渐近线方程 y = − b

a
x, y =

b

a
x 联立求解，就可分别得到

A

(
a2b

bx0 + ay0
,

−ab2

bx0 + ay0

)
, B

(
a2b

bx0 − ay0
,

ab2

bx0 − ay0

)
所以

S△OAB =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
a2b

bx0 + ay0

−ab2

bx0 + ay0
a2b

bx0 − ay0

ab2

bx0 − ay0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

2

(
a3b3

b2x2
0 − a2y20

+
a3b3

b2x2
0 − a2y20

)
=

a3b3

b2x2
0 − a2y20

=
a3b3

a2b2
= ab

例 6.12 设 F 是抛物线 y2 = 2px 的焦点，M 是抛物线上任一点，MT 是抛

物线在点 M 的切线，MN 是法线并与 X 轴相交于 N 点，直线 ME 平行 X

轴（图 6.19),
求证：∠FMN = ∠NME.

解：设 M(x1, y1), 则由在 M 点的切线方程可得在 M 点的法线方程为

y − y1 = −y1
p
(x− x1)
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X

Y

O

P0

B

A

图 6.18

X

Y

OT

E

F N

M

图 6.19

令 y = 0，得 N(x1 + p, 0), 所以

FN = x1 + p− p

2
= x1 +

p

2

又由抛物线的定义可知，MF 等于 M 点到准线 x = −p

2
的距离，即

FM = x1 +
p

2

所以 FN = FM, ∠FMN = ∠FNM , 但 ∠FNM = ∠NME，所以

∠FMN = ∠NME

例 6.12 所证结论告诉我们，如果一族平行光线照射到抛物线上，经抛物
线反射都通过焦点，抛物线这种光学性质有许多用途，例如太阳能灶的聚光镜，

把太阳光线（看作平行）集中到焦点上，在焦点产生高温，探照灯把放在焦点

处光源发出的光线经镜面反射后成为平行光线等．

我们同样可以证明，椭圆和双曲线具有如下性质．

• 椭圆的法线平分切点与两个焦点连线所成的角（图 6.20）．

• 双曲线的法线平分切点与两个焦点连线所成角的邻补角（图 6.21）．

我们把证明留给同学．作为练习．

上述性质说明，椭圆和双曲线具有类似于抛物线的光学性质，由椭圆一个

焦点射出的光线照射到椭圆上，经过反射后都通过另一焦点（图 6.22），在双
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X

Y

OF1 F2

M

图 6.20

X

Y

F1 F2

M

O

图 6.21

曲线一个焦点发出的光线，照射到双曲线上，经过反射，会使光线散开，如同

光线从另一个焦点发出来的光线一样（图 6.23）．

F1 F2

图 6.22

X

Y

F2F1 O

图 6.23

练习

1. 证明本小节的双曲线的切线方程 (6.14)．

2. 证明本小节的抛物线的切线方程 (6.15)．

3. 已知如下各曲线上一点的坐标，求在这点的切线和法线方程．

(a) x2

225
+

y2

25
= 1, (9, 4)

(b) 2x2 + 3y2 = 14, (1,−2)

(c) 4x2 − y2 = 15, (2,−1)

(d) y2 = 3x, (12, 6)
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4. 求抛物线 y2 = 4x 在点 (36, 12) 的切线在 X 轴上的截距．

5. 已知椭圆 x2

a2
+
y2

b2
= 1在 P1(x1, y1)的切线与过两顶点 A1, A2 且垂

直于X 轴的两条直线分别相交于 C、D两点，求证：A1C ·A2D = b2.

6. 求证：双曲线两条渐近线之间的切线段被切点等分．

六、圆锥曲线的直径

定义

通过椭圆（双曲线）中心的直线，叫做椭圆（双曲线）的直径，与抛物

线的轴平行的直线叫做抛物线的直径．

如果一条直线与圆锥曲线相交于两点，那么交点间的线段叫做圆锥曲线

的弦（图 6.24）．

X

Y

O

(1)

X

Y

O

(2)

X

Y

O

(3)

X

Y

O

(4)
图 6.24



356 第六章 圆锥曲线

定理

圆锥曲线的平行弦的中点在直径上．

我们以椭圆为例加以证明，关于双曲线和抛物线的情况留给同学作为练习．

已知椭圆
x2

a2
+

y2

b2
= 1, 求证它的一族平行弦的中点在它的一条直径上（图

6.24(1)）．
证明：如果平行弦垂直于对称轴，那么，由椭圆的对称性，定理显然成立．我

们来证明一般情况．设平行弦所在的平行线系方程为 y = kx + c, k 6= 0．代

入已知椭圆方程整理得

(b2 + a2k2)x2 + 2a2kcx+ a2(c2 − b2) = 0

设这个二次方程的两个根为 x1, x2, 则：

x1 + x2 = − 2a2kc

b2 + a2k2

因此平行弦中点的横坐标

x =
x1 + x2

2
= − a2kc

b2 + a2k2

代入直线系方程得中点的纵坐标

y = − b2c

b2 + a2k2

于是
y

x
= − b2

a2k

所以平行弦中点的坐标都在直线 y = − b2

a2k
x 上，这条直线通过椭圆中心，因

此它是椭圆的直径．

已知椭圆
x2

a2
+

y2

b2
= 1 的一族平行弦平行于直径 y = kx，则直径 y =

k′x,

(
k′ = − b2

a2k

)
叫做 y = kx 的共轭直径．

上述定理也就是说，与一条直径平行的弦的中点都在它的共轭直径上．显

然直径的共轭性是相互的（图 6.25）．

例 6.13 P0(x0, y0) 是椭圆
x2

a2
+

y2

b2
= 1 与它的一条直径 y = kx 的交点，求

证椭圆在 P0(x0, y0) 的切线平行于这条直径的共轭直径（图 6.26）．
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X

Y

O

图 6.25

X

Y

O

P0

图 6.26

证明：椭圆在 (x0, y0) 点的切线方程是
x0x

a2
+

y0y

b2
= 1，它的斜率 k′ = −x0b

2

a2y0
，

但 (x0, y0) 在已知直径上，所以

y0
x0

= k, k′ = − b2

a2k

又已知直径 y = kx 的共轭直径是 y = − b2

a2k
x，所以切线与共轭直径平行．

练习

1. 对双曲线和抛物线情况证明本节定理．

2. 已知椭圆 3x2 + 4y2 = 12, 求倾角为 135◦ 的椭圆平行弦中点所在

的直线方程．

3. 已知双曲线 2x2 − y2 = 6, 它的一族平行弦的倾角是 30◦, 求这族平
行弦中点所在的直线方程．

4. 在练习 2、3 中写出与弦平行的直径和它的共轭直径的方程．

5. 已知抛物线 y2 = 6x 的一族平行弦的斜率是 1/2, 求平分这族平行
弦的直径方程．

6. 设 P0(x0, y0) 是双曲线
x2

a2
− y2

b2
= 1 与它的一条直径 y = kx 的交

点，求证：双曲线在 P0(x0, y0)的切线平行于这条直径的共轭直径．

习题 6.1

1. 在椭圆 24x2 + 30y2 = 720 上，求与短轴相距为 5 的点的坐标．
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2. 一椭圆以坐标轴为对称轴，坐标原点为对称中心且经过点 M(
√
3,−2),

N(−2
√
3, 1), 求此椭圆的方程．

3. 点 P (x1, y1) 和点 Q(x2, y2) 分别位于椭圆的内部和外部，求证

x2
1

a2
+

y21
b2

< 1,
x2
2

a2
+

y22
b2

> 1

4. 已知一椭圆的准线方程是 x = ±8, 短轴长等于 8, 求此椭圆的方程．

5. 已知椭圆 36x2 + 100y2 = 3600, 在它上面求一点使这点到右焦点的距离
是这点到左焦点距离的 4 倍．

6. 已知椭圆中心在原点，它的一个焦点是 F2(3, 0), 求其上一点 M(4, 2.4)到

准线的距离．

7. 求下列各双曲线标准方程．

(a) 两焦点间的距离是 8, 两准线间的距离是 6;

(b) 已知两条准线方程是 x = ±3
√
2, 两条渐近线的夹角是直角．

(c) 已知渐近线方程是 y = ±2x, 两个焦点距中心的距离是 5.

(d) 已知渐近线方程是 y = ±5

3
x, 且双曲线通过点 N(6, 9).

8. 根据下列已知条件，求双曲线 x2

a2
− y2

b2
= 1 的渐近线方程．

(a) 离心率 e = 2;

(b) 两焦点间的距离是二准线间距离的 2 倍．

9. 根据下列已知条件，求双曲线 x2

a2
− y2

b2
= 1 的离心率．

(a) 两渐近线之间的夹角是 60◦;

(b) 两渐近线之间的夹角是 90◦.

10. 已知等轴双曲线 x2 − y2 = 8, 求一抛物线方程使它与已知双曲线有公共
焦点且通过点 M(−5, 3).

11. 通过点 A(2,−5) 引直线平行于双曲线 x2 − 4y2 = 4 的渐近线，求此直线

的方程．

12. 通过点 A(3,−1) 作双曲线
x2

4
− y2 = 1 的弦且被 A 点平分，求此弦的方

程．
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13. 求下列抛物线方程，已知

(a) 顶点在 (0, 0), 焦点在 (2, 0);

(b) 顶点在 (0, 0), 准线是 2x+ 5 = 0;

(c) 顶点在 (0, 0), 准线是 2y − 1 = 0;

(d) 顶点在 (0, 0), 焦点在 (0,−3/5).

14. 一条抛物线顶点在原点，它的轴是 X 轴并且它通过点 M(−1, 1), 求它的
方程．

15. 求椭圆 x2

6
+

y2

3
= 1 的内接正方形每边所在直线的方程．

16. 求直线 Ax+By + C = 0 与椭圆
x2

a2
+

y2

b2
= 1 相切的条件．

17. 已知椭圆 x2

25
− y2

9
= 1 的两个焦点到它的某条切线的距离之比是 9, 求此

切线方程．

18. 求双曲线 x2

8
− y2

9
= 1 在下列各点的切线，(2

√
2, 0), (−4, 3).

19. 一条双曲线在点 M(4, 2) 与直线 x− y − 2 = 0 相切．求此双曲线的方程．

20. 求直线：Ax+By + C = 0 与双曲线
x2

a2
− y2

b2
= 1 相切的条件．

21. 已知抛物线 y2 = 12x, 根据下列各条件，求它的切线方程．

(a) 切点的横坐标 x = 3;

(b) 平行于直线 3x− y + 5 = 0;

(c) 垂直于直线 2x+ y − 7 = 0;

(d) 与直线 4x− 2y + 9 = 0 交成 π/4 角．

22. 求直线 y = kx+ b 与抛物线 y2 = 2px 相切的条件．

23. 直线 x+ y = 1 与椭圆相交于 C 和 D 两点，求弦 CD 的中点的坐标．

24. 已知椭圆 x2

a2
+

y2

b2
= 1, 在其上一点 P 的切线和法线分别与 X 轴相交于

T 点和 G 点，过焦点 F1、F2 和原点分别作切线的垂线，设垂足分别为

V、U、K, 过 P 点作 X 轴的垂线，设垂足为 N , 求证：

(a) ON ·OT = a2
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(b) PG ·OK = b2

(c) OG = e2 ·ON

(d) F1V · F2U = b2

第二节 坐标变换

一、坐标轴的平移

不改变坐标轴的方向和长度单位，只变换原点的位置，这种坐标系的变换

叫做坐标轴的平移，简称移轴．

给定一坐标系 OXY , 平移坐标轴得到新坐标系 O′X ′Y ′, 下面我们来确定
平面上任意一点 P 的新坐标 (x′, y′) 与原坐标 (x, y) 之间的关系（图 6.27）．

X

X ′

Y Y ′

O

O′

P

图 6.27

设 O′ 在坐标系 OXY 中的坐标为 (h, k), 则在坐标系 OXY 中

−−→
OO′ = (h, k),

−−→
OP = (x, y),

−−→
O′P = (x′, y′)

因为
−−→
OP =

−−→
OO′ +

−−→
O′P，所以

(x, y) = (h, k) + (x′, y′)

即：

x = x′ + h, y = y′ + k (6.19)

或

x′ = x− h, y′ = y − k (6.20)

公式 (6.19), (6.20) 叫做平移公式或移轴公式．
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例 6.14 给定一坐标系 OXY , 平移坐标轴，原点移到 O′(3, 2), 求 A(5, 6) 的

新坐标．

解：把 A、O′ 点的坐标代入平移公式 (6.20), 得

x′ = 5− 3 = 2, y′ = 6− 2 = 4

即点 A 在新坐标系 O′X ′Y ′ 中的坐标为 (2, 4).

例 6.15 平移坐标轴，化简圆的方程 x2 + y2 + 2x− 6y + 6 = 0

解：把已知圆的方程配方得

(x+ 1)2 + (y − 3)2 = 4 (6.21)

设它上面任一点的新坐标为 (x′, y′), 平移坐标轴使

x′ = x+ 1, y′ = y − 3

即：x = x′ − 1, y = y′ + 3，代入 (6.21)，得到新方程为 (图 6.28)

x′2 + y′
2
= 4

X

Y

X ′

Y ′

O

O′

图 6.28

从例 6.15 可以看出，适当地变换坐标系，可以使曲线的方程简化．由于曲
线的几何性质与我们选取的坐标系无关．所以，我们研究曲线时，总是想法选

择能使曲线方程最为简单的坐标系，以便于我们研究曲线的性质．
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练习

1. 平移坐标轴，使原点移至 O′(−2, .3), 求下列各点的新坐标，并画
图．

A(1, 2), B(0,−2), C(−3,−2), D(−3,−5)

2. 平移坐标轴，化简下列圆的方程，并画图．

(a) (x− 1)2 + (y − 2)2 = 1

(b) (x+ 2)2 + (y − 5)2 = 9

(c) x2 + y2 + 2x− 6y + 1 = 0

3. 平移坐标轴，使原点移至 O′(2,−1), 求曲线 y2 + 2y − 4x + 9 = 0

在新坐标系的方程．

4. 已知直线 ℓ : 2x+3y−5 = 0, 平移坐标轴，使原点移至 O′
(
5

2
, 0

)
,

求 ℓ 在新坐标系中的方程．

5. 平移坐标轴，化简下列曲线方程，并画出曲线的草图．

(a) (x− 3)2

25
+

(y + 3)2

9
= 1

(b) (x+ 1)2 − (y − 1)2 = 1

(c) y = 4(x+ 3)2 − 1

二、坐标轴的旋转

不改变坐标轴的原点和长度单位，只是坐标轴绕原点转一角度，这种坐标

系的变换叫做坐标轴的旋转，简称转轴．

给定一坐标系，坐标轴绕原点 O转 θ角，得到一新坐标系 OX ′Y ′(图 6.29).
下面我们来确定平面上任一点 P 的新坐标 (x′, y′)与原坐标 (x, y)之间的关系．

设 e⃗x, e⃗y 和 e⃗x′ , e⃗y′ 分别是两个坐标系中的基向量，则

−−→
OP = xe⃗x + ye⃗y = x′e⃗x′ + y′e⃗y′

e⃗x′ = cos θe⃗x + sin θe⃗y

e⃗y′ = cos
(π
2
+ θ
)
e⃗x + sin

(π
2
+ θ
)
e⃗y = − sin θe⃗x + cos θe⃗y
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X

Y

X ′

Y ′ P

O

θ

θ

图 6.29

代入上式，得

xe⃗x + ye⃗y = (x′ cos θ − y′ sin θ)e⃗x + (x′ sin θ + y′ cos θ)e⃗y

所以：  x = x′ cos θ − y′ sin θ

y = x′ sin θ + y′ cos θ
(6.22)

由 (6.22) 解出 x′, y′ 得 x′ = x cos θ + y sin θ

y′ = −x sin θ + y cos θ
(6.23)

(6.22) 式是用新坐标来表示原坐标的公式，(6.23) 式是用原坐标来表示新
坐标的公式，它们统称为旋转公式或转轴公式．

例 6.16 把坐标轴旋转
π

3
，求点 P (−2, 3) 在新坐标系中的坐标．

解：把已知量代入旋转公式 (6.23), 得

x′ = (−2) · cos π
3
+ 3 · sin π

3
=

3
√
3− 2

2
,

y′ = −(−2) · sin π

3
+ 3 · cos π

3
=

2
√
3 + 3

2

所以，P 点的新坐标是

(
3
√
3− 2

2
,
2
√
3 + 3

2

)

例 6.17 把坐标轴旋转
π

4
，求曲线 xy = 1 在新坐标系中的方程．
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解： θ =
π

4
，代入旋转公式 (6.22), 得

x = x′ cos π
4
− y′ sin π

4
=

√
2

2
(x′ − y′)

y = x′ sin π

4
+ y′ cos π

4
=

√
2

2
(x′ + y′)

代入 xy = 1, 得
1

2
(x′ − y′)(x′ + y′) = 1

即：
x′2(√
2
)2 − y′2(√

2
)2 = 1

这就是曲线在新坐标系中的方程，容易看出，它是一条等轴双曲线（图 6.30）．

X

Y

X ′Y ′

O

图 6.30

练习

1. 写出旋转角 θ 为下列各值时的旋转公式 (6.22) 和 (6.23):

(a) θ = 30◦

(b) θ = −30◦

(c) θ = 120◦

(d) θ = 90◦

(e) θ = −90◦

(f) θ = 180◦

2. 已知 A(2, 0), B(3, 1), C(−2, 4). 设旋转角 θ =
π

4
, 求它们在新坐标

系中的坐标．

3. 设旋转角 θ = 45◦, 写出下列曲线在新坐标系中的方程：
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(a) x+ y = 0

(b) x2 + y2 = 4

(c) 3x2 − 10xy + 3y2 + 8 = 0

三、一般的坐标变换公式

设 OXY , O′X ′Y ′ 是两个坐标系（图 6.31），O′ 在坐标系 OXY 中的坐标

是 (h, k), 容易看出，把坐标系 OXY 作移轴变换，把原点 O 移到 O′(h, k) 得

到坐标系 O′XY 然后再绕 O′ 旋转 θ 角就可得到坐标系 O′X ′Y ′, 这就说，上
述的一般的坐标变换是平移与旋转的合成．下面我们来确定，平面上任意一点

P 的新坐标 (x′, y′) 与原坐标 (x, y) 之间的关系．

X ′′

Y ′′

X ′

Y ′

X

Y

O′

O

θ

图 6.31

设 OXY 经过移轴后得到的坐标系为 O′XY （图 6.31），则由平移公式，
得  x = x′′ + h

y = y′′ + k
(6.24)

再由旋转公式，得  x′′ = x′ cos θ − y′ sin θ

y′′ = x′ sin θ + y′ cos θ
(6.25)
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把 (6.25) 代入 (6.24)，得 x = x′ cos θ − y′ sin θ + h

y = x′ sin θ + y′ cos θ + k
(6.26)

由 (6.26) 式解出 x′, y′ 又可得 x′ = (x− h) cos θ + (y − k) sin θ

y′ = −(x− h) sin θ + (y − k) cos θ
(6.27)

(6.26), (6.27) 两个公式就是一般的坐标变换公式．公式 (6.26) 是通过新坐标来
表示原坐标，公式 (6.27) 是通过原坐标来表示新坐标．

例 6.18 已知直线 x + y − 2 = 0, 平移坐标轴，使原点移到 O′(1, 1), 再旋转(
−π

4

)
角，求直线 ℓ 在新坐标系 O′X ′Y ′ 中的方程（图 6.32）．

X ′′

Y ′′

Y ′ℓ
X ′

X

Y

O′

O

图 6.32

解：把已知量代入变换公式 (6.27), 得

x = x′ cos
(
−π

4

)
− y′ sin

(
−π

4

)
+ 1 =

√
2

2
(x′ + y′) + 1

y = x′ sin
(
−π

4

)
+ y′ cos

(
−π

4

)
+ 1 =

√
2

2
(−x′ + y′) + 1

代入方程 x+ y = 2 得：

y′ = 0

这就是直线 ℓ 在新坐标系中的方程．
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例 6.19 讨论线性分式函数 y =
2x+ 1

x− 1
的图象．

解：原式可化为 xy − 2x − y − 1 = 0, 为了求得这个方程的图象，我们希望选
择一个新坐标系，使图象在新坐标系中有较简单的方程．我们考虑移轴变换，

x = x′ + h, y = y′ + k

代入原方程，得

x′y′ + (k − 2)x′ + (h− 1)y′ + hk − 2h− k − 1 = 0

如果取 h = 1, k = 2, 上述方程变为

x′y′ = 3

这就是图象在新坐标系 O′X ′Y ′ 中的方程，由例 6.17可知它是以新坐标系的坐
标轴为渐近线的等轴双曲线（图 6.33）．

X ′

X

Y ′Y

O′

O

图 6.33

练习

1. 写出下列平移坐标轴，使原点移到 (h, k), 再旋转 θ 角的一般坐标

变换公式：

(a) (h, k) = (1, 1), θ =
π

4
(b) (h, k) = (−5,−3), θ = 120◦

(c) (h, k) = (0, 3), θ = −π

2

2. 给定坐标系 OXY , 移轴使原点移到 O′(2, 1), 再旋转 π

4
角，写出



368 第六章 圆锥曲线

曲线在新坐标系中的方程：

(a) 2x− y − 3 = 0

(b) x2 + 6xy + y2 − 10x− 14y + 9 = 0

3. 讨论线性分式函数 y =
x+ 1

x− 1
的图象．

4. 取两条互相垂直的直线 x + 2y + 1 = 0, 2x − y − 3 = 0, 作新坐标
轴，写出坐标变换公式．

习题 6.2

1. 给定坐标系 OXY , 已知 P (2, 1), 移轴将原点分别移到下列各点，求 P 点

的新坐标．

(a) (0, 3) (b) (3, 4) (c) (−2,−6)

2. 一定点 P 在坐系 OXY 与 O′X ′Y ′ 中的坐标分别是 (2, 5), (−4, 3) 且两

坐标系的坐标轴方向相同，试求每一坐标系的原点相对于另一坐标系中的

坐标．

3. 利用配方因式分解证明下列各方程都表示一对直线，并作平移变换，化简
这些方程：

(a) x2 − y2 − 4x+ 6y − 5 = 0

(b) 4x2 − 9y2 + 8x+ 18y − 5 = 0

(c) 4x2 − 16y2 − 12x+ 9 = 0

4. 转轴到怎样的角度后，才可使点 (2, 0) 的两个坐标分量相等．

5. 利用移变换消去方程 xy − x− y = 1 中的一次项．

6. 证明：方程 x2 + y2 = r2 不因旋转坐标轴而变形．

7. 取两条互相垂直的直线

ax+ by + c1 = 0, −bx+ ay + c2 = 0

作新坐标系的坐标轴，建立新旧坐标系的变换公式．
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8. 取直线 x+ y = 0, x− y = 0, 分别为新坐标系的 X ′ 轴和 Y ′ 轴，求在新

坐标系下曲线 x2 − y2 = a2 的方程．

第三节 一般二元二次方程的讨论

一、在坐标变换下二元二次方程系数的变换

一般二元二次方程可写为如下形式

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0 (6.28)

方程的系数 A、B、C 中至少有一个不等于零，系数中析出因子 2, 是为了以后
演算的方便．凡坐标满足方程 (6.28) 的点的轨迹叫做二次曲线．
对方程 (6.28), 我们进行平移和旋转变换，令

x = x′ cos θ − y′ sin θ + h

y = x′ sin θ + y′ cos θ + k

代入 (6.28) 式，展开合并同类项，就得到同一个二次曲线在 O′X ′Y ′ 坐标系中

的方程为

A′x′2 + 2B′x′y′ + C ′y′
2
+ 2D′x′ + 2E′y′ + F ′ = 0 (6.29)

其中

A′ = A cos2 θ + 2B sin θ cos θ + C sin2 θ

2B′ = −2A sin θ cos θ + 2B(cos2 θ − sin2 θ) + 2C sin θ cos θ

= 2B cos 2θ − (A− C) sin 2θ

C ′ = A sin2 θ − 2B cos θ sin θ + C cos2 θ

D′ = 2Ah cos θ + 2B(k cos θ + h sin θ) + 2Ck sin θ

+ 2D cos θ + 2E sin θ

E′ = −2Ah sin θ + 2B(h cos θ − k sin θ) + 2Ck cos θ

− 2D sin θ + 2E cos θ

F ′ = Ah2 + 2Bhk + Ck2 + 2Dh+ 2Ek + F

(6.30)

上述关系式 (6.30), 骤看起来是有些繁琐的，但稍加分析我们不难看出以
下几点：

1. 一般二元二次方程，经坐标变换后，仍是二元二次方程，这就是说，上述
二次曲线的定义与坐标系的选取无关．
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2. 在 (6.30) 中，令 h = k = 0, 也就是坐标系只作旋转变换，这时二次项系
数和一次项系数一般都发生改变，而常数项不变．新方程 (6.29) 中的二
次项系数 A′, B′, C ′ 只与原方程 (6.28)中二次项系数和转角 θ 有关，而与

原方程中的一次项系数和常数无关；新方程 (6.29) 中一次项系数只与原
方程 (6.28) 中一次项系数及转角有关，而与二次项系数和常数无关．

3. 在 (6.30) 中，令 θ = 0, 也就是坐标系只作平移变换，这时二次项系数不
变，即

A = A′, B = B′, C = C ′

而一次项系数和常数项一般都要改变，且

D′ = 2Ah+ 2Bk + 2D

E′ = 2Bh+ 2Ck + 2E
(6.31)

最后让我们来证明，在一般坐标变换下，新方程 (6.29) 与原方程 (6.28) 的
系数有如下关系：

1. A+ C = A′ + C ′

2. B2 −AC = B′2 −A′C ′

证明：

1.

A′ + C ′ = A cos2 θ + 2B sin θ cos θ + C sin2 θ +A sin2 θ

− 2B sin θ cos θ + C cos2 θ

= A(cos2 θ + sin2 θ) + C(sin2 θ + cos2 θ)

= A+ C

2.

A′ − C ′ = (A− C) cos 2θ + 2B sin 2θ

(2B′)2 + (A′ − C ′)2 = (2B)2 + (A− C)2

即

B′2 −A′C ′ =
1

4

[
(2B)2 + (A− C)2 − (A′ + C ′)2

]
=

1

4

[
(2B)2 + (A− C)2 − (A+ C)2

]
= B2 −AC
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由以上证明可知，A+ C 和 B2 − AC 都是二元二次方程在一般坐标变换

下不变的量．

练习

1. 对方程 (6.28) 作旋转变换，如果使方程 (6.29) 中 B′ = 0, 求证：
(A′ − C ′)2 = (A− C)2 + 4B2.

2. 对方程 (6.28) 作平移变换，如果使方程 (6.29) 中，消去各一次项，
求证：

F =

−

∣∣∣∣∣∣∣∣
A B D

B C E

D E F

∣∣∣∣∣∣∣∣
B2 −AC

二、一般二元二次方程的化简

这节，我们来研究，如何选取适当的坐标系，使二次曲线的方程有较简单

的形式．

（一）用平移变换消去二元二次方程中各一次项

由 (6.31)式可知，对一般二元二次方程，若要在新坐标系中消去各一次项，
只要作平移变换选取 (h, k) 使Ah+Bk +D = 0

Bh+ Ck + E = 0

在 B2−AC 6= 0时，此方程组有唯一一组解 (h, k),我们将坐标原点移到 (h, k),
就可使二次曲线在新坐标系中的方程中 D′ = E′ = 0. 在 B2 − AC = 0 时，若

A : B = B : C = D : E, 方程组有无穷多解，若 A : B = B : C 6= D : E, 方
程组无解，在后一种情况出现时，我们可先用下面 (二)中介绍的方法去化简方
程．

例 6.20 平移坐标轴，化简方程 2x2 + 3y2 − 8x+ 6y − 7 = 0 并画出新坐标系

和方程的曲线．

解：令 x = x′ + h, y = y′ + k, 代入已知方程，得

2(x′ + h)2 + 3(y′ + k)2 − 8(x′ + h) + 6(y′ + k)− 7 = 0
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就是，

2x′2 + 3y′
2
+ (4h− 8)x′ + (6k + 6)y′ + 2h2 + 3k2 − 8h+ 6k − 7 = 0

令 4h− 8 = 0, 6k + 6 = 0，解得 h = 2, k = −1, 代入方程 (6.28)，得

2x′2 + 3y′
2
= 18 ⇒ x′2

9
+

y′2

6
= 1

这是椭圆的标准方程，对原坐标系来说，它的中心在 O′(2,−1), 它的长轴和短
轴分别在直线 y = −1, x = 2 上，它的长轴长是 6, 短轴长是 2

√
6. 新坐标和曲

线如图 6.34 所示．

X ′

X

Y ′Y

O′

O

图 6.34

X ′

X

Y ′ Y

O′

O

图 6.35

例 6.21 平移坐标轴，化简方程 3x2 − 4y2 + 6x+ 24y − 57 = 0 并画出新坐标

系和方程的曲线．

解：把已知方程按 x, y 配方，得

3(x+ 1)2 − 4(y − 3)2 = 24

令 x′ = x+ 1, y′ = y − 3，代入上面方程，得：

3x′2 − 4y′
2
= 24 ⇒ x′2

8
− y′2

6
= 1

这是双曲线的标准方程，新坐标系和曲线如图 6.35 所示．

（二）用旋转变换，消去 (6.28) 中的 xy 项

由关系式 (6.30), 对一般二元二次方程，若要在新坐标系中使得方程不含
x′y′ 项，只要选取 θ 角，使

2B = 2Bcos2θ − (A− C) sin θ = 0
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即

cot 2θ =
A− C

2B
,

(
0 < θ <

π

2

)
把坐标轴旋转由上式所决定的 θ 角，就可使二次曲线在新坐标系中的方程不含

x′y′ 项．

例 6.22 利用坐标轴旋转化简二次方程 8x2 + 4xy + 5y2 − 36 = 0 并画出它的

图形．

解：

cot 2θ =
A− C

2B
=

8− 5

4
=

3

4

由于 cos 2θ 与 cot 2θ 同号，所以

cos 2θ =

3

4 
1 +

(
3

4

)2
=

3

5

sin θ =

Ã
1− 3

5
2

=
1√
5

cos θ =

Ã
1 +

3

5
2

=
2√
5

因此，可令旋转变换为

x =
2√
5
x′ − 1√

5
y′, y =

1√
5
x′ +

2√
5
y′

代入原方程化简，得

9x′2 + 4y′
2
= 36

这是一个椭圆，长轴在 Y ′ 轴上．

根据 sin θ =
1√
5
，得旋转角 θ ≈ 26◦34′, 它的图形如图 6.36 所示．

练习

1. 平移坐标轴，化简下列各二次方程

(a) x2 + y2 − 2x+ 2y + 3 = 0

(b) 9x2 + 4y2 − 36x+ 16y + 16 = 0

(c) 2x2 − 4y2 + 4x+ 4y − 1 = 0
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X ′

X

Y ′
Y

O

θ

图 6.36

(d) xy − 6x− 8y + 20 = 0

2. 旋转坐标轴，化简下列各二次方程

(a) x2 + 12xy + 9y2 − 16 = 0

(b) x2 − 2xy + y2 + 2x− 4y + 3 = 0

3. 化简下列各二次方程

(a) 5x2 + 6xy + 5y2 − 4x+ 4y − 4 = 0

(b) 9x2 + 4xy + 6y2 + 12x+ 36y + 44 = 0

三、一般二元二次方程的讨论

由前节可知，一些二元二次方程，经一般坐标变换后可化为圆锥曲线的标

准方程，这节我们对二元二次方程作一般性的讨论，看看如何根据二次曲线的

方程来判断它的形状和位置．

给定二次曲线

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0 (6.32)

我们总可通过转轴，选取适当的坐标系 OX ′Y ′, 使二次曲线的方程在这个新系
中不含 x′y′ 项，由于转轴后方程 (6.32) 中的常数项不变，新方程可写为

A′x′2 + C ′y′
2
+ 2D′x′ + 2E′y′ + F = 0 (6.33)
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下面分两种情况讨论：

1. A′、C ′ 都不等于零（即 A′C ′ 6= 0）．再作平移变换，消去一次项，由于移

轴后方程 (6.33) 中的二次项系数不变，所以新方程可写为

A′x′′2 + C ′y′′
2
+ F ′ = 0 (6.34)

我们再分两种情况：

(a) A′、C ′ 同号（即 A′C ′ > 0）．当 F ′ 6= 0, 且 A′、C ′ 与 F ′ 异号时，方

程的图象是椭圆；当 F ′ 6= 0 且 A′、C ′ 与 F ′ 同号时，显然没有点的

坐标满足方程 (6.34), 因此，方程的图象不存在；当 F ′ = 0, 且 A′、

C ′ 同号时，显然方程的图象只有一点．

(b) A′、C ′ 异号（即 A′C ′ < 0）．当 F ′ 6= 0 时，方程 (6.32) 的轨迹是双
曲线；当 F ′ = 0 时，方程 (6.34) 可分解为(

x′′ +

…
−C ′

A′ y
′′

)
·

(
x′′ −

…
−C ′

A′ y
′′

)
= 0

因此，方程的轨迹是两条相交直线．

2. A′、C ′ 中有一个为零（即 A′C ′ = 0）．设 A′ = 0, 则方程 (6.33) 变为

C ′y′
2
+ 2D′x′ + 2E′y′ + F = 0 (6.35)

作平移变换：令 x′′ = x′, y = y′ +
E′

C ′，方程 (6.35) 在新坐标系中的方程
可写为

C ′y′′
2
+ 2D′x′′ + F ′ = 0 (6.36)

我们再分两种情况：

(a) D′ 6= 0, 这时方程的图象是抛物线．

(b) D′ = 0, 当 F ′ 6= 0 且 C ′ 与 F ′ 异号，方程 (6.36) 变为

y′′ ±
…
−F ′

C ′ = 0

这时方程的图象两条平行直线；当 F ′ 6= 0 且 C ′ 与 F ′ 同号，显然没

有点的坐标满足方程，这时方程 (6.32) 没有轨迹，当 F ′ = 0 时，方

程 (6.36) 化为 y′′ = 0，这时方程 (6.32) 表示两条重合的直线．
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由以上讨论可知，一般二次曲线或者是圆锥曲线（椭圆、双曲线、抛物线），

或者是两条直线（包括重合情况），或者是一个点，或者不存在．

一般我们把情况 1 中的类型 (a) 叫做椭圆型方程，类型 (b) 叫做双曲线型
方程；情况 2 中的类型叫做 抛物线型方程．由于在方程 (6.33) 中 B′ = 0, 所以

B2 −AC = B′2 −A′C ′ = −A′C ′

这样，上面情况 1 中的类型 (a) 的条件，A′、C ′ 同号相当于 B2 − AC < 0;
A′、C ′ 异号相当于 B2 −AC > 0；情况 2 中的条件 A′C ′ 中有一个为零相当于

B2 −AC = 0. 因此，我们可不作坐标变换，直接根据 B2 −AC 来判别二次曲

线的类型．B2 −AC 叫做一般二元二次方程的判别式．

由判别式判别二次曲线的类型，我们归纳为下表．

方程 Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0

判别式 类型 一般情形 特殊情形（退化二次曲线）

B2 − 4C < 0 椭圆型 椭圆 一点或没有图象

B2 − 4C > 0 双曲线型 双曲线 两条相交直线

B2 −AC = 0 抛物线型 抛物线 两条平行或重合直线或没有图象

例 6.23 试判别下列方程的类型

1. x2 − 3xy + 2y2 − x− 5y + 3 = 0

2. 9x2 − 6xy + y2 − 4 = 0

3. 3x2 − 2xy + y2 − 5x− 2y + 34 = 0

解：

1. B2 −AC =

(
3

2

)2

− 1× 2 =
9

4
− 1 > 0 因此方程是双曲线型．

2. B2 −AC = (−3)
2 − 9× 1 = 0 因此方程是抛物线型．

3. B2 −AC = (−1)
2 − 3× 1 = −2 < 0 因此方程是椭圆型．

例 6.24 判别方程 3x2 + 12xy + 12y2 + 10x+ 10y − 3 = 0 的类型，并画出它

的图形．
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解： B2 −AC = (6)
2 − 3× 12 = 0，因此方程是抛物线型．作旋转变换

cot 2θ =
3− 12

12
= −3

4
, cos 2θ =

−3

4 
1 +

(
3

4

)2
= −3

5

sin θ =
2√
5
, cos θ =

1√
5
, θ ≈ 63◦26′

旋转公式是

x =
1√
5
(x′ − 2y′), y =

1√
5
(2x′ + y′)

代入原方程，化简得

15x′2 + 6
√
5x′ − 2

√
5y′ − 3 = 0

对 x′ 配方，方程可写为

15

(
x′ +

1√
5

)2

= 2
√
5

(
y′ +

3√
5

)
作平移变换，令 x′′ = x′ +

1√
5

, y′′ = y′ +
3√
5
，最后方程变为

15x′′2 = 2
√
5y′′

这是一条抛物线（图 6.37），在 OX ′Y ′ 坐标系中，它的顶点是 O′
(
− 1√

5
,− 3√

5

)
，由旋转公式容易求得，在原坐标系 OXY 中，它的顶点是 O′(1,−1). x′′ 轴

是直线 2x− y − 3 = 0, y′′ 轴是直线 x+ 2y + 1 = 0.

练习

1. 试判别下列方程的类型

(a) 16x2 − 24xy + 9y2 − 38x− 34y + 71 = 0

(b) x2 − 5xy + 13y2 − 3x+ 21y = 0

(c) 8x2 + 8xy − 7y2 + 36y + 36 = 0

(d) 4x2 + 9y2 − 16x− 18y − 11 = 0

(e) 2x2 + 5xy − 3y2 + 3x+ 16y − 5 = 0

2. 判别下列方程的类型，并画出它们的图形

(a) 5x2 − 6xy + 5y2 − 4x− 4y − 4 = 0
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X ′′

X ′

Y ′′

Y ′

Y

X

O′

O

图 6.37

(b) 7x2 − 8xy + y2 + 14x− 8y − 2 = 0

(c) x2 − 2xy + y2 + 3x− y − 4 = 0

(d) 3x2 − xy + 5y2 − 6x+ y + 3 = 0

(e) 4x2 + 12xy + 9y2 + 2x+ 3y + 2 = 0

习题 6.3

1. 化简下列方程，求对称轴方程，并画出方程的图象．

(a) 11x2 + 6xy + 3y2 − 12x+ 2y − 12 = 0

(b) 7x2 − 8xy + y2 + 14x− 8y + 16 = 0

(c) 8x2 + 8xy + 2y2 − 6x− 3y − 5 = 0

(d) x2 − 2xy − 6x+ 4y + 4 = 0

2. 证明二元二次方程表示等轴双曲线或两条互相垂直的直线的充要条件是
A+ C = 0.

3. 证明抛物线 y = ax2 + bx+ c (a 6= 0) 的对称轴平行于原坐标轴．
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4. 方程 2x2 + λxy+4y2 − 7x+ λ2y+3 = 0 中，λ 取什么值时，方程是：椭

圆型；双曲线型；抛物线型．

5. 设一二次曲线过点 (2, 3), (4, 2), (−1,−3), 且以 (0, 1) 为对称中心，求这

曲线方程．

复习题六

1. 已知椭圆的两个焦点分别是 F1(2, 4)、F2(8, 4) 并经点 A(5, 0), 求此椭圆
方程．

2. 两条直线 3x± 4y = 0 都是适合下列各条件的双曲线的渐近线，求各双曲

线方程．

(a) 焦点在点 (0, 10);

(b) 焦点在点 (5, 0);

(c) 经过点 (7, 2).

3. 求适合下列条件的抛物线的方程式．

(a) 顶点在点 (2, 4), 焦点在点 (3, 4);

(b) 经过 (0, 1), (2, 3), (5,−1) 三点且它的轴平行于 Y 轴；

(c) 顶点在原点，准线是 x = 3.

4. 已知椭圆 x2

a2
+

y2

b2
= 1，直线 OP 与 OQ 互相垂直并与椭圆分别相交于

P、Q 两点，求证：
1

OP
2 +

1

OQ
2 =

1

a2
+

1

b2

5. 已知 P (x1, y1) 和 Q(x2, y2) 是椭圆 b2x2 + a2y2 = a2b2 上任意两点，又知

点 L(ex1
, 0), 点 M(ex2

, 0); 求证：PM = QL.

6. 已知双曲线 x2

a2
− y2

b2
= 1，求证：通过点 M(h, k) 且被 M 点平分的弦的

方程是
hx

a2
− ky

b2
=

h2

a2
− k2

b2

7. 证明方程
x2

9 + λ
+

y2

5 + λ
= 1
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当 λ > −5 时，表示椭圆，当 −9 < λ < −5 时，表示双曲线，并证明所

有这些椭圆和双曲线具有公共的焦点 (±2, 0).

8. 已知方程
x2

a2 + λ
+

y2

b2 + λ
= 1, a > b > 0

问 λ 为何值时，表示椭圆；表示双曲线．并证明所有这些椭圆和双曲线有

公共焦点．

9. 已知双曲线的轴是坐标轴，且通过点 (1, 4) 和点 (−2, 7), 求这双曲线的方
程．

10. 证明由方程 4x2 − 5y2 = c（c 为非零常数）所确定的双曲线具有公共的渐

近线．

11. 设 α 是双曲线
x2

a2
− y2

b2
= 1 的两条渐近线的夹角，证明 cosα = 2e−2− 1.

12. 已知双曲线 x2

a2
− y2

b2
= 1, 如果与双曲线在 P 点的切线与两条渐近线分别

相交于 E、F , 求证：

(a) P 点是 EF 的中点；

(b) OE ·OF = a2 + b2.

13. 双曲线 x2 − y2 = a2 在 P 点的法线与坐标轴相交于 C、D 两点，求证：

P 点是通过 O、C、D 三点圆的中心．

14. 已知双曲线 x2

a2
− y2

b2
= 1 在 P 点的法线分别与 X 轴，Y 轴相交于 C、D

两点，求证 CD 中点的轨迹是

4(a2x2 − b2y2) = (a2 + b2)2

15. 求证椭圆只有一个内接正方形和一个外切正方形．

16. 证明通过点 M(a, b) 的椭圆 b2x2 + a2y2 = a2b2 的弦的中点的轨迹是

x2

a2
+

y2

b2
=

x

a
+

y

b

17. 从椭圆外一点 P (x1, y1) 引椭圆的两条切线，求证：通过两个切点的直线

方程为
xx1

a2
+

yy1
b2

= 1
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18. 证明：在过椭圆焦点弦的两个端点处的切线相交在椭圆的准线上．

19. 求抛物线 y2 = 8ax 和 x2 = ay 在公共点切线之间的交角．

20. 求椭圆 x2

6
+

y2

3
= 1 的外切正方形的边长．

21. 已知椭圆的轴平行于坐标轴且与 X 轴相切于点 (7, 0), 与 Y 轴相切于点

(0, 4). 求这椭圆的方程．

22. 在抛物线 x2 = ay (a > 0) 上求一点 N , 使它到 M(0, ka) （k > 0 且为定

值）的距离最小；又当 a 变化时，求 N 点的轨迹．

23. 求抛物线 4x2 + 4x + 3y − 2 = 0 的顶点和焦点的坐标及其对称轴和准线

方程．

24. 证明：任何一个以椭圆 x2

a2
+

y2

b2
= 1 的互为共轭直径的端点为顶点的平

行四边形的面积都等于常数 2ab.

25. 证明：外切椭圆的矩形，其对角线之长等于定量，

26. 试证明在抛物线上三点 P1、P2、P3 各引切线，这三条切线所围成的三角

形面积等于 4P1P2P3 面积的一半．

27. 判定下列二次曲线的类型，并把它们化为标准方程．

(a) 8x2 + 4xy + 5y2 + 8x− 16y − 16 = 0

(b) x2 − 4xy − 2y2 + 10x+ 4y = 0

(c) 4x2 − 4xy + y2 + 4x− 2y = 0
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第一节 极坐标系与曲线的极坐标方程

一、极坐标的概念

如果知道了一点相对于一定点的距离和方向，那么这个点的位置就被唯一

确定了．这就是说，我们可用角度和距离来确定平面上点的位置．这节，我们

研究如何利用角度和距离来建立坐标系．

在平面内取一个定点 O, 叫做极点，引射线 OA, 叫做极轴，再选定一个长
度单位和角度的正向（通常取逆时针方向）．对于平面上任一点 P , 但 P 不是

极点，用 r 表示 OP 的长度，θ 表示从 OA 转到 OP 的角度．这时 r 叫做 P

点的 极径，θ 叫做 P 点的极角．有序实数对 (r, θ) 就叫做 P 点的极坐标，并

记作 P (r, θ). 这样建立的坐标系叫做极坐标系（图 7.1）．
在极坐标系中，r = 0, 不论 θ 是什么角，(0, θ) 都表示极点，除去极点，显

然，不同的点对应不同的极坐标；反过来任取一对实数 (r, θ), 其中 0 < r < ∞,
0 ≤ 0θ < 2π,我们能够且只能够在平面上找到一点 P ,使它的坐标恰好是 (r, θ).
由此可见，平面上除了极点外的所有点和实数对集合：

{(r, θ)|0 < r < ∞, 0 ≤ θ < 2π}

可建立一一对应关系．

有时为了研究问题的需要，我们往往取消上述对 r, θ 的限制，规定 r 和 θ

可取任何实数值．如果已知任意有序实数对 (r, θ), 那么，我们可按下面的方法，
在极坐标系中作出它的对应点．

以极轴 OA 为始边，作有向角 ∠AOM = θ, 如果 r > 0, 在射线 OM 上

作 OP = r, 如果 r < 0, 在射线 OM 的反向延长线上作 OP = |r|. 这样，对
任一对有序实数 (r, θ)，我们总可以在平面上确定一点 P ; 反过来，对平面上
任一点 P , 都可对应无限多有序实数对组成的极坐标，如果已知 P (r, θ), 那么
(r, θ + 2kπ), 当 k 为任意整数时，都可表示 P 点的极坐标．

382
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O A

r

P

θ

图 7.1

O
A

M

P (r, θ)

P ′(−r, θ)

图 7.2

例 7.1 在极坐标系中，作出下列各点

B
(
4,

π

6

)
, C(2, 0), D

(
4,

5

6
π

)
, E

(
4,

3

2
π

)
F
(
−4,

π

6

)
, G

(
3,−π

3

)
, H

(
1,

π

2

)
解：如图 7.3 所示．

A

G

O

C

H

E

D B

F

图 7.3

练习

1. 在极坐标系中，描出下各点．

L
(
3,

π

3

)
, M(3, 0), N

(
1,

π

2

)
, P

(
−3,

π

4

)
Q
(
3,−π

4

)
, R

(
−2,−2

3
π

)
, S

(
1,

3

4
π

)
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2. 在极坐标系中，描出下列各点和它们关于原点和极轴的对称点．

P1

(
2,

π

3

)
, P2

(
−3,

π

2

)
, P3

(
5

4
,
π

4

)
3. 已知一等边三角形边长为 a, 它的中心与极点重合，一个顶点在极
轴上，求三个顶点的极坐标．

4. 已知一正方形边长是 2a, 它的中心在极点，它的一边与极轴垂直．
求它的四个顶点的极坐标．

二、极坐标和直角坐标的关系

X

Y

O

r

P

y

x
θ

图 7.4

在平面上建立一直角坐标系 OXY 和一极坐标系，使极点和坐标原点 O重

合，极轴 OA 与 X 轴的正半轴重合．设平面上任一点 P 在 OXY 中的坐标为

(x, y), 在极坐标系中的坐标为 (r, θ). 若 P 点的极坐标为已知，且 r > 0, 则由
三角学可知，P 点的直角坐标可由变换公式

x = r cos θ, y = r sin θ (7.1)

求得．若 r = 0, 公式 (7.1) 显然成立，若 r < 0, 则因 (r, θ) 和 (−r, θ+ π) 表示

同一点，故可用 (−r, θ + π) 代替 (r, θ) 来求 (x, y), 于是

x = −r cos(θ + π) = −r(− cos θ) = r cos θ

y = −r sin(θ + π) = (−r)(− sin θ) = r sin θ

因此，当 r < 0 时，点的直角坐标仍可由公式 (7.1) 求得．
反过来，如果 P 点的直角坐标为已知，我们可由公式

r2 = x2 + y2, tan θ =
y

x
(x 6= 0) (7.2)
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求得该点的极坐标，由上一小节可知，点 P 的极坐标可对应无穷多对数值，其中

任一对数值都可作为点 P 的极坐标．在一般情况下，我们只求 r ≥ 0, 0 ≤ 0 < 2π

的一对数值就可以了．

例 7.2 把点 P 的极坐标
(
3,

π

3

)
化为直角坐标．

解：由于

x = 3 · cos π
3
= 3 · 1

2
=

3

2

y = 3 · sin π

3
= 3 ·

√
3

2
=

3
√
3

2

因此：点 P 的直角坐标是

(
3

2
,
3
√
3

2

)

例 7.3 把点 M(−1,−1) 化为极坐标．

解：

r =
»
(−1)2 + (−1)2 =

√
2

tan θ =
−1

−1
= 1

由于点 M 在第三象限．因此，取 θ =
5π

4

∴ 点 M 的极坐标为

(√
2,

5

4
π

)

练习

1. 试求下列各点的直角坐标．

M
(
−4,−π

4

)
, N

(
−4,−5

4
π

)
, P (−3, 8π)

Q(7, 0◦), R
(
5,−π

2

)
, S

(
−2,−2

3
π

)
2. 试求下列各点的极坐标．

B(1,−1), C
(
3,
√
3
)
, D(−1, 1)
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三、点的轨迹的极坐标方程

我们已知，可用一对有序实数 (r, θ) 来确定平面上一点的位置，因此，平

面上点的轨迹有时可用含有 r, θ 两个变量的方程来表示，这个方程叫做点的轨

迹的极坐标方程或简称极方程．

例 7.4 求通过极点 O 且与极轴成定角 α 的直线的极坐标方程（图 7.5）．

解：设点 P (r, θ) 为已知直线上的任一点，则点 P 满足极方程

θ = α (7.3)

反之，对任一实数 r, 以 (r, α) 为极坐标的点也一定满足方程 (7.3). 因此方程
(7.3) 就是所求的直线的极方程．

O
A

P

α

图 7.5

O
A

a

图 7.6

例 7.5 求圆心在极点 O, 半径为 a 的圆的极坐标方程（图 7.6）．

解：因为对任一点 P (r, θ), 当且仅当

r = a (7.4)

时，P 点才在已知圆上，所以 (7.4) 式就是所求圆的极方程．

例 7.6 试求以 C(a, 0) 为圆心，以 a 为半径的圆的极坐标方程（图 7.7）．

AO

P

BC

图 7.7
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解：由已知条件，圆心在极轴上，圆经过极点 O. 设圆和极轴的另一个交点是
B. 得知 P (r, θ) 在已知圆上的充要条件是 ∠OPB = π/2, 即

|
−−→
OP | = |

−−→
OB| cos θ

r = 2a cos θ (7.5)

因此 (7.5) 式就是所求圆的极方程．
如果某动点的轨迹在直角坐标系中的方程为已知，那么，利用变换公式

x = r cos θ, y = r sin θ

可求得该动点轨迹的极坐标方程；反之，若一动点的轨迹的极方程为已知，我

们也可用上节变换公式 (7.2), 把它化为在直角坐标系中的方程．

例 7.7 设一圆的方程为

x2 + y2 − 8y = 0

如果以原直角坐标系的原点为极点，X 轴的正半轴为极轴，求这圆的极方程．

解：将 x = r cos θ, y = r sin θ, 代入已知圆的方程，得

r2 − 8r sin θ = 0

即 r = 8 sin θ．这就是已知圆的极坐标方程．

例 7.8 已知直线的极方程为 r sin θ = 2, 把它化为直角坐标方程．

解：将 r =
√
x2 + y2, sin θ =

y

r
代入已知直线的极方程，得√

x2 + y2 · y√
x2 + y2

= 2

即 y = 2. 这就是已知直线的直角坐标方程．
我们可根据极方程用描点法近似地作出这个极方程的图象，下面举例说明．

例 7.9 描出方程 r = aθ (a > 0) 的图象．

解：与直角坐标系中的作图步骤一样，先给出 θ 一系列的允许值，算出 r 的对

应值，由此得到一对应值表．然后再根据对应值表描点作图（图 7.8）．

θ 0 π

4

π

2

3π

4
π

5π

4

3π

2

7π

4
2π · · ·

r 0 0.78a 1.57a 2.36a 3.14a 3.93a 4.71a 5.50a 6.28a · · ·

方程 r = aθ, (a > 0) 的图象，叫做阿基米德螺线．
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A

图 7.8

练习

1. 求通过极点 O 且与极轴 OA 成 π/6 角的直线的极方程．

2. 求以 C(3, π/3) 为圆心，半径等于 2 的圆的极方程．

3. 求通过点 P (r, θ) 且与原点距离等于 d 的直线的极方程．

4. 求 M(r1, θ1), N(r2, θ2) 两点间的距离．

5. 把下列直角坐标方程化为极方程．

(a) x = 6

(b) y = 2x

(c) x2 + y2 − 9 = 0

(d) x2 + y2 − 4x+ 8 = 0

(e) xy = 4

(f) x2 − y2 = 1

(g) y2 = 4x

(h) (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2)

6. 把下列极坐标方程，化为直角坐标方程．

(a) r = 3

(b) θ =
π

4

(c) r = 3 cos θ

(d) r = 5 tan θ

(e) r2 cos 2θ = 16

(f) r =
6

1 + 2 cos θ

7. 画出心脏线 r = a(1 + cos θ) 的图象．

8. 画出双纽线 p2 = a2 cos 2θ 的图象．
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四、圆锥曲线的极坐标方程

在第六章中，我们给圆锥曲线下了一个统一的定义，现在我们根据这个定

义来求圆锥曲线统一的极方程．

已知圆锥曲线的焦点 F 和准线 ℓ, 过 F 作 ℓ 的垂线，设垂足为 D. 以 F

为极点，
−−→
DF 的方向作为极轴的方向建立极坐标系（图 7.9）．设 P (r, θ) 是曲

线上任一点，作 PF , 再作 PQ⊥ℓ, PM 垂直极轴，垂足分别为 Q,M . 设 F 到

准线 ℓ 的距离 FD = p, 则由圆锥曲线的定义，得

PF

PQ
= e

即：r = e · PQ

∵ PQ = DF + r cos θ = p+ r cos θ

∴ r = e(p+ r cos θ)

解出 r，得：

r =
ep

1− e cos θ (7.6)

这就是圆锥曲线的极方程．当 0 < e < 1 时，方程 (7.6) 表示椭圆，定点 F

是它的左焦点，定直线 ℓ 是它的左准线；当 e = 1 时，方程 (7.6) 表示开口向
右的抛物线；当 e > 1 时，方程 (7.6) 表示双曲线，定点 F 是它的右焦点，定

直线 ℓ 是它的右准线（图 7.10）．

A

ℓ

M

P
Q

F

r

θ
D

图 7.9
ℓ

e < 1

e = 1

e > 1

图 7.10
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练习

1. 求证圆锥曲线 r =
ep

1− e cos θ，当 0 < e ≤ 1 时的直角坐标方程是

(1− e2)x2 + y2 − 2e2px− e2p2 = 0

当 e > 1 时，直角坐标方程是
√
x2 + y2 = e(x+ p).

2. 一颗慧星的轨道是抛物线，太阳位于这条抛物线的焦点上，已知这
颗慧星在距太阳为 1.6× 108 公里时，它的极径和轨道轴成 60◦ 角．

求这颗慧星的轨道的极方程，并且求出它的近日点与太阳的距离．

3. 说明下列方程的图形是什么，并且画出草图．

(a) r =
5

1− cos θ

(b) r =
5

3− 4 cos θ

(c) r =
1

2− cos θ

(d) r =
4

1 + cos θ

习题 7.1

1. 作出下列极方程的图象，并说明它们各是什么曲线．

(a) r = 1

(b) θ =
π

3

(c) r cos θ = 2

(d) r sin θ = 1

(e) r = 6 cos θ

(f) r = 10 sin θ

2. 求满足下列条件的各图形的极方程．

(a) 经过点 P
(
2,

π

4

)
, 垂直于极轴的直线；

(b) 经过点 Q
(
3,

π

3

)
, 平行于极轴的直线；

(c) 圆心在极点，半径等于 a 的圆；

(d) 圆心在点 B
(
a,

π

2

)
半径等于 3 的圆；

(e) 圆心在 C(a, π), 半径等于 a 的圆；

(f) 经过点 P (a, 0) 和极轴相交成 α 角的直线．

3. 从极点作圆 r = 2a cos θ 的各弦，求各弦中点的轨迹的极坐标方程．
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4. 从极点 O 作直线和直线 r cos θ = 4 相交于 M 点，在 OM 上取一点 P ,
使 OM ·OP = 12, 求 P 点轨迹的极坐标方程．

5. 求适合于下列条件的轨迹的极坐标方程，并且画出轨迹的草图．

(a) 点的极径和极角成正比例；

(b) 点的极径和极角成反比例．

6. 把下列各直角坐标方程化为极方程．

(a) y2 = 12x

(b) x2 + y2 = 4y

(c) x2 − 2xy + y2 = x− 4

(d) y2 = 4(1− x)

(e) y2 = 2px

(f) x2

a2
+

y2

b2
= 1

(g) x2

a2
− y2

b2
= 1

7. 判别下列各极方程表示什么曲线．

(a) r2 =
400

25 sin2 θ + 16 cos2 θ

(b) r2 =
4

cos2 θ − sin2 θ

(c) r2 =
6

2 cos2 θ + 3 sin2 θ

(d) r2 =
1

cos2 θ − 2 sin2 θ

(e) r2 =
4 cos θ
sin2 θ

(f) r2 =
4 sin θ

cos2 θ

8. 把下列极坐标方程化成直角坐标方程．

(a) r = 64 sin 2θ (b) r + 6 cot θ · cos θ = 0

第二节 参数方程

一、参数方程的概念

在直角坐标系 OXY 中，已知直线 ℓ 过点 P0(x0, y0) 且平行于已知向量

a⃗ = (a1, a2) (图 7.11). 如果 P (x, y) 是 ℓ 上一动点，那么 ℓ 的向量方程为

−−→
OP =

−−→
OP0 + t⃗a

换成坐标形式，即为  x = x0 + a1t

y = y0 + a2t
(7.7)
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X

Y

O

ℓ

a⃗

P

P0

图 7.11

这就是说，直线 ℓ 上的点可以和实数 t 建立一一对应关系．

一般来说，在取定的坐标系中，如果曲线上任一点的坐标 x, y 都是某个变

数 t 的函数时，

x = f(t), y = φ(t) (7.8)

并且对于 t的每一允许值，由方程 (7.8)所确定的点 P (x, y)都在这条曲线上．那

么方程 (7.8)就叫做这条曲线的参数方程．例如，方程 (7.7)就是通过 P0(x0, y0)

且平行于已知向量 a⃗ 的直线的参数方程．

上面我们用参数来表示直角坐标系中点的坐标 x, y, 同样我们也可用参数
来表示在极坐标系中，点的极坐标 r, θ. 即

r = f(t), θ = φ(t)

相对于参数方程来说，直接给出点的坐标间的关系的曲线方程，叫做曲线

的普通方程．如我们学过的直角坐标方程和极方程．

二、曲线的参数方程

除上节建立的直线参数方程外，现在我们来建立几种常见的曲线的参数方

程．

（一）圆的参数方程

以原点为圆心，R 为半径的圆，可以看作是一个质点作等速圆周运动的轨

迹（图 7.12）．设质点的运动的角速度为 ω, 从圆周与 X 轴的正半轴的交点 A

的位置开始按逆时针方向运动，经过时间 t 后，质点到达圆周上一点 P (x, y)
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的位置．由于 ∠AOP = ωt，所以 x = R cosωt

y = R sinωt
(7.9)

在方程 (7.9) 中，对应 t 的每一个值，圆周上就有一点 P (x, y) 与它对应．当 t

的值从 0 逐渐增加到 2π/ω 时，P 点就从 A 点开始按逆时针方向描出一个圆，

所以 (7.9) 式就是表示以原点为中心，R 为半径的圆的参数方程．如果直接取

∠AOP = θ 作为参数，那么圆的参数方程是 x = R cos θ

y = R sin θ

X

Y

O

R

P

A

图 7.12

X

Y

O

P

M

Q

N

图 7.13

（二）椭圆的参数方程

设 P (x, y) 是椭圆
x2

a2
+

y2

b2
= 1 上任一点，以 O 为圆心，分别以 a, b 为半

径作两个辅助圆（图 7.13）．过 P 点作直线 PQ 垂直于 X 轴，垂足为 Q 点，

并交大辅助圆于 M 点，作 OM．

设 ∠MOXφ，则 x = OQ = a cosφ．把上式代入椭圆方程，得 y = b sinφ，

因此：  x = a cosφ

y = b sinφ
(7.10)

就是椭圆的一个参数方程，其中 φ 叫做离心角．
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（三）双曲线的参数方程

由三角公式

sec2 φ− tan2 φ = 1

我们可得双曲线
x2

a2
− y2

b2
= 1 的一个参数方程为

 x = a secφ

y = b tanφ
(7.11)

（四）抛物线 y2 = 2px 的参数方程

如果令 y = 2pt，则 x = 2pt2，所以 x = 2pt2

y = 2pt
(7.12)

可作为抛物线 y2 = 2px 的一个参数方程．

（五）旋轮线的参数方程

一个半径是 a 的车轮，沿一条直线轨道滚动，轮周上一点 P 的轨迹叫做

旋轮线（图 7.14）．

图 7.14

下面我们来建立旋轮线的参数方程．

取 P 点落在轨道上的个一位置作为原点．轨道所在直线作为 X 轴，当车

轮从开始起转过了 φ 角，设这时 P 点的坐标是 (x, y), 车轮的圆心在 B 点，与

轨道相切于 A 点，于是 ÃP 的长等于 OA 的长，我们引入参数 φ（弧度）．（叫

做滚动角）来表示 x 和 y.
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作 PD⊥OX 于 D 点，PC⊥BA 于 C 点，则

x = OD = OA−DA = ÃP − PC = aφ− a sinφ = a(φ− sinφ)

y = DP = AC = AB −BC = a− a cosφ = a(1− cosφ)

因此，P 点的轨迹的参数方程是 x = a(φ− sinφ)

y = a(1− cosφ)
(7.13)

(7.13) 式就是旋轮线的一个参数方程．

（六）圆的渐开线参数方程

把一条没有伸缩性的绳子绕在一个固定的圆盘的侧面上，拉开绳子的一端

并拉直，使绳子和圆周始终相切，然后逐渐展开．绳子端点的轨迹叫做圆的渐

开线（图 7.15）．这个圆叫做渐开线的基圆．

图 7.15

下面我们来建立渐开线的参数方程．

设定圆的圆心为 O, 半径为 a, 开始时绳子的外端在 A 点，O 为极点，以

射线 OA 为极轴建立极坐标系，设 B 是渐开线上任一点，(r, θ) 是它的极坐标，

其中 θ 的单位是弧度．OA = a, ∠BOC = α, 则 r =
a

cosα，BC = a tanα. 根
据题设应有

BC = ÃC = a(α+ θ)

解出 θ, 得

θ =
BC

a
− α = tanα− α
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因此，渐开线的极坐标的参数方程为 r =
a

cosα
θ = tanα− α

(7.14)

以 OA 为 X 轴的正半轴，建立直角坐标系．取 ∠AOC = φ 作为参数，由

于 φ = α+ θ, 应用公式 (7.14) 式的第二式可得

φ = tanα

设 B 点在 OXY 中的坐标为 (x, y), 则

x = r cos θ = a(cosφ+ φ sinφ)

y = r sin θ = a(sinφ− φ cosφ)
(7.15)

这是渐开线在直角坐标系中的参数方程．

由以上几种常见曲线的参数方程的推导可知，通常建立曲线的参数方程有

两种方法：一种是像 (一)那样，把曲线看作动点的轨迹，选取时间参数 t, 使得
曲线上的点的动坐标 x, y 分别用 t的函数来表示，另一种是像 (二)、(三)那样，
从已知曲线的直角坐标方程引入适当的参数，从而求得曲线的参数方程．最后，

我们指出，一条曲线的参数方程不是唯一的．

以后我们将会看到，利用参数方程研究曲线的形状和性质比普通方程更加

方便．

例 7.10 画出参数方程

 x = t2

y = t3
所表示的曲线．

解：列表

t · · · −3 −2 0 1 2 3 · · ·
x · · · 9 4 0 1 4 9 · · ·
y · · · −27 −8 0 1 8 27 · · ·

用表中的数对 (x, y) 描点作图，就可得到方程的曲线（图 7.16）．这条曲线
叫做半立方抛物线．

练习

1. 写出下列直线的参数方程．

(a) 过 P (2, 3) 且平行于已知向量 a⃗ = (1, 4) 的直线
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X

Y

2

2

4

4

6

6
−2

−4

−6

图 7.16

(b) 过 P1(3, 4), P2(4,−3) 两点的直线

(c) y = kx

(d) y = kx+ b

2. 一质点沿方向 S⃗ =
(

cos π
6
, sin π

6

)
, 从点 P0(1, 2), 以 3m/s 的速率

运动，写出运动轨迹的参数方程．

3. 已知一条直线上两点 M1(x1, y1), M2(x2, y2), 以分点 M(x, y) 分

M1M2 所成的比 λ 为参数．写出这条直线的参数方程．

4. 已知抛物线 x = 2pt2, y = 2pt, 写出通过对应于参数 t1, t2 两点的

弦的方程．

5. 作下列参数方程的图形．

(a) x = t, y = 3t

(b) x = 3 sin θ, y = 4 cos θ

(c) x = 4t2, y = 2t

三、参数方程和普通方程的互化

设曲线的参数是  x = f(t)

y = φ(t)
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如果我们能从这个方程消去参数 t, 那么我们就可求出当线的普通方程．

例 7.11 把参数方程

 x = 5 cos t+ 2

y = 2 sin t− 3
化为普通方程．

解：由已知参数方程可得

x− 2

5
= cos t, y + 3

2
= sin t

两式两边平方后相加，得

(x− 2)2

25
+

(y + 3)2

4
= 1

这就是已知曲线的普通方程．

例 7.12 把参数方程 ®
x = at2 (7.16)

y = a2t3 (7.17)

化为普通方程．

解： (7.16) 式两边立方，(7.17) 式两边平方，得

x3 = a3t6 (7.18)

y2 = a4t6 (7.19)

由 (7.18), (7.19) 两式可得
y2 = ax3

例 7.13 化直线的点斜式方程 y − y0 = k(x− x0) 为参数方程．

解：直线的点斜式方程可变为

kx− y + y0 − kx0 = 0

因此直线具有方向向量为 S⃗ = (1, k), 所以，直线方程的参数方程可写为 x = x0 + t

y = y0 + kt



第二节 参数方程 399

练习

1. 把下列曲线的参数方程化为普通方程．

(a)

 x = 3 + 2t

y = 2− 3t

(b)

 x = 2 + 3 cos θ

y = 4− 3 sin θ

(c)

 x = t

y = 4t2

(d)

 x = cos2 t

y = sin t

2. 把下列普通方程化为参数方程．

(a) x− 2

4
=

x+ 5

3
(b) y = 4x

(c) (x− h)2

a2
+

(y − k)2

b2
= 1

(d) (x− h)2

a2
− (y − k)2

b2
= 1

(e) y = 6x2

(f) y2 = 8x

习题 7.2

1. 已知直线 ℓ 通过点 P0(x0, y0) 并且与已知单位向量 e⃗ = (cosα, sinα) 平

行，求直线 ℓ 的参数方程．

2. 求经过点 P (1, 3), 倾角是 π/4 的参数方程．

3. 已知 M(x, y) 从原点以常速度向量 v⃗(vx, vy) 运动．求 M 点的轨迹的参

数方程．并且把它化为普通方程．如果 M 点从 A(a, b) 点开始运动，M

点的轨迹的参数方程怎样？

4. 把下列参数方程化成普通方程．

(a)

 x = t2 − 2t

y = t2 + 2

(b)


x =

a(1− t2)

1 + t2

y =
2bt

1 + t2

(c)

 x = a secφ

y = b tanφ

(d)

 x = 5t2 − 1

y = 10t2 + 4
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(e)


x =

a

2

(
t+

1

t

)
y =

b

2

(
t− 1

t

)

5. 已知抛物线 x = 2pt2, y = 2pt, 求证：通过对应 t1, t2 两点的直线方程是

x− (t1 + t2)y + 2pt1t2 = 0

6. 已知抛物线 x = 2pt2, y = 2pt, 求证：抛物线在点 t1 处的切线方程为

x− 2t1y + 2pt21 = 0

7. 求证：抛物线 x = 2pt2, y = 2pt, 在点 t1、t2 处的切线交点的坐标是(
2pt1t2, p(t1 + t2)

)
8. 利用第 7题的结论，证明：抛物线通过焦点的弦的两个端点处的切线相交
在准线上．

复习题七

1. 画出下列各极坐标方程的图形．

(a) rθ = a

(b) r = 2θ

(c) r = 5(1− cos θ)

(d) r = a sin 3θ

(e) r = a cos θ + b

(f) r2 = 16 sin 2θ

2. 把下列各曲线的极坐标方程化为直角坐标方程．

(a) r sin θ = 10

(b) r = 4 sin θ

(c) r(5 + 3 cos θ) = 16

(d) r(4 + 5 cos θ) = 9

(e) r2 cos 2θ = −1

(f) r(sin θ + 2 cos θ) = 6

(g) r = 2 cos θ + 3 sin θ

(h) θ = 45◦

(i) r =
3

2 + 3 sin θ

(j) r2 = 9 cos 2θ

3. 把下列各直角坐标方程化为极坐标方程．
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(a) x2

a2
− y2

b2
= 1

(b) x2

a+ x
=

y2

a− x
(c) x2 + y2 = 3xy

(d) y2 =
x3

2a− x

(e) x2 + y2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0

(f) (x2 + y2)3 = 4x2y2

(g) x4 + x2y2 − (x+ y)2 = 0

(h) (x2 + y2)3 = 16x2y2(x2 − y2)2

4. 说明下列两条直线的位置关系．

(a) θ = α 和 r cos(θ − α) = a (a > 0 且为定值）；

(b) θ = α 和 r sin(θ − α) = a.

5. 求证：经 P (r1, θ1) 点和极轴交成 α 角的直线方程是

r sin(θ − α) = r1 sin(θ1 − α)

6. O 点是原点，P 点是椭圆 x = 3 cosφ, y = 2 sinφ 上相当于 φ = π/6 的

一点，求直线 OP 的倾角．

7. 已知椭圆 x = a cosφ, y = b sinφ, 求证：通过对应 φ = α 和 φ = β 椭圆

上两点的直线方程是

x

a
cos 1

2
(α+ β) +

y

b
sin 1

2
(α+ β) = cos 1

2
(α− β)

8. 已知椭圆 x = a cosφ, y = b sinφ. 求证：椭圆上对应 φ1 点的切线方程是

x

a
cosφ1 +

y

b
sinφ1 = 1

9. 一个圆的圆心在 C(a, b), 半径为 R. 求这个圆以圆心角 θ（从 X 轴的正

方向算起）为参数的参数方程．

10. 已知 P、Q 是椭圆 x = a cosφ, y = b sinφ 上分别对应 φ1 和 φ2 的两点．

求证：直线 OP 和 OQ 为椭圆共轭直径的条件是 |φ1 − φ2| = 90◦.

11. 已知椭圆 x = a cosφ, y = b sinφ, P、Q 是椭圆上对应 φ 和 φ+90◦ 的两

点，求证：

|
−−→
OP |2 + |

−−→
OQ|2 = a2 + b2

12. 画出下列参数方程表示的图形．
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(a)

 x = 3t− 5

y = t3 − t
(b)

 x = t− sin t

y = 1− cos t
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第一节 空间向量的坐标运算

一、空间直角坐标系与向量运算

任取一点 O(图 8.1), 一个单位长，通过 O 点建立三条互相垂直的数轴，X

轴、Y 轴、Z 轴，并且使这三个数轴的正方向构成右手系．这样我们就说在空

间建立了一个空间右手坐标系，并用 OXY Z 来表示．O 点叫做坐标系的原点．

X 轴、Y 轴、Z 轴总称为坐标轴．三个坐标轴每两个决定一平面叫做坐标平面．

坐标平面共有三个 OXY、OY Z、OZX，它们互相垂直并且把空间分为八个区

域，每个区域叫做一个卦限．

Z

O
Y

X

图 8.1

Z

Y

X
A

O B

P

C

图 8.2

设 P 是空间中任一点，通过 P 点作平面分别与坐标平面 OY Z、OZX、

OXY 平行（图 8.2），并且分别与 X 轴、Y 轴、Z 轴相交于 A、B、C 三点，如

果 A、B、C 在各坐标轴上的坐标分别为 x、y、z,则这三个有序实数组 (x, y, z)

叫 P 点的空间坐标．简称坐标．P 点的坐标是 (x, y, z), 记作 P (x, y, z). x、y、

z 分别叫做 P 点的 X 坐标，Y 坐标，Z 坐标．

403
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Z

Y

X

e⃗z

e⃗ye⃗x
O

axe⃗x

az e⃗z

ay e⃗y

a⃗

图 8.3

如果沿 X 轴、Y 轴、Z 轴的正方向分别引单位向量 e⃗x、⃗ey、⃗ez(图 8.3), 那
么对空间任一向量 a⃗, 存在唯一的有序数组 (ax, ay, az) 使

a⃗ = axe⃗x + ay e⃗y + az e⃗z

(ax, ay, az) 就叫做 a⃗ 在 OXY Z 中的坐标．并简记作

a⃗ = (ax, ay, az)

其中 a 叫做 a⃗ 在 X 轴上的坐标分量．ay 叫做 a⃗ 在 Y 轴上的坐标分量．az 叫

做 a⃗ 在 Z 轴上的坐标分量．

如果 a⃗ = axe⃗x + ay e⃗y + az e⃗z，那么分别对这个表示式两边对 e⃗x, e⃗y, e⃗z 取

内积运算，就可得到

ax = e⃗x · a⃗ = |⃗a| cos〈e⃗x, a⃗〉

ay = e⃗y · a⃗ = |⃗a| cos〈e⃗y, a⃗〉

az = e⃗z · a⃗ = |⃗a| cos〈e⃗z, a⃗〉

如果 〈e⃗x, a⃗〉 = α, 〈e⃗y, a⃗〉 = β, 〈e⃗z, a⃗〉 = γ, 那么 α、β、γ 确定了 a⃗ 在空间

中的方向．α、β、γ 叫做 a⃗ 的方向角，cosα、cosβ、cos γ 叫做 a⃗ 的方向余弦，

于是 a⃗ 的单位向量

a⃗0 = (cosα, cosβ, cos γ)

对空间任一点 P , 它被相对于 O 点的位置向量所唯一确定（图 8.4）．设
−−→
OP = xe⃗x + ye⃗y + ze⃗z
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由上述点的坐标和向量坐标的定义，
−−→
OP 的坐标 (x, y, z) 也就是 P 点的坐标；

反之 P 点的坐标也是
−−→
OP 的坐标．由此可见，给定了原点 O 和三个互相垂直

且构成右手系的单位向量 e⃗x, e⃗y, e⃗z，坐标系 OXY Z 也就完全确定了．因此，坐

标系 OXY Z 也可用 [O : e⃗x, e⃗y, e⃗z] 来表示，e⃗x, e⃗y, e⃗z 叫做 OXY Z 的基向量．

X

Y

Z

e⃗z

e⃗y

e⃗x O

P

图 8.4

已知 A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2), 则：
−−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA

= x2e⃗x + y2e⃗y + z2e⃗z − (x1e⃗x + y1e⃗y + z1e⃗z)

= (x2 − x1)e⃗x + (y2 − y1)e⃗y + (z2 − z1)e⃗z

= (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1)

这就是说一个向量的坐标，等于表示它的有向线段终点的坐标减去起点的坐标．

例如，已知 A(2,−1, 5)、B(3, 2,−7), 则
−−→
AB = [3− 2, 2− (−1), −7− 5] = (1, 3,−12)

练习

1. 问在 OXY Z 中，哪个坐标平面与 X 轴垂直，哪个坐标平面与 Y

轴垂直，哪个坐标平面与 Z 轴垂直？

2. 写出点 P (2, 4, 3) 在 OXY Z 的三个坐标平面上投影点的坐标．

3. 求点 P (3, 5, 4) 关于坐标平面 OXY 的对称点的坐标．

4. 点 P 在 OXY Z 中的坐标平面 OXY 上，若 P 点在平面直角坐标
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系 OXY 中的坐标是 (2, 3), 求它在 OXY Z 中的坐标．

5. 写出基向量 e⃗x, e⃗y, e⃗z 的坐标．

6. 已知 a⃗ = 12, 〈e⃗x, a⃗〉 = 30◦, 〈e⃗y, a⃗〉 = 45◦, 〈e⃗z, a⃗〉 = 60◦，求 a⃗ 的坐

标．

7. 已知 P (−3, 2, 4), Q(5, 7,−2), 求 −−→
PQ 与

−−→
QP 的坐标．

8. 已知 A(2,−1, 5), B(3, 2,−1) 用基向量 e⃗x, e⃗y, e⃗z 表示向量
−−→
AB.

二、向量的坐标运算

定理

如果 a⃗ = (ax, ay, az), b⃗ = (bx, by, bz), c⃗ = (cx, cy, cz), 那么

a⃗± b⃗ = (ax, ay, az)± (bx, by, bz) = (ax ± bx, ay ± by, az ± bz)

λa⃗ = λ(ax, ay, az) = (λax, λay, λaz)

a⃗ · b⃗ = (ax, ay, az) · (bx, by, bz) = axbx + ayby + azbz

a⃗× b⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
e⃗x e⃗y e⃗z

ax ay az

bx by bz

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
(
a⃗, b⃗, c⃗

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
ax ay az

bx by bz

cx cy cz

∣∣∣∣∣∣∣∣
证明留给同学作为练习．

下面我们研究如何用向量的坐标来表示向量垂直、平行与共面的条件．

已知 a⃗ // b⃗ (⃗b 6= 0) 的充要条件是存在一实数 λ，使

a⃗ = λ⃗b

如果 a⃗ = (ax, ay, az), b⃗ = (bx, by, bz), 那么上面条件用坐标表示，即为

ax = λbx, ay = λby, az = λbz (8.1)

或

ax : bx = ay : by = az : bz (8.2)

这就是说两个向量平行的充要条件是它们的坐标成比例．
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已知 a⃗⊥b⃗ ⇐⇒ a⃗ · b⃗ = 0 用坐标表示，即为

a⃗⊥b⃗ ⇐⇒ axbx + ayby + azbz = 0 (8.3)

已知 a⃗ = (ax, ay, az), b⃗ = (bx, by, bz), c⃗ = (cx, cy, cz), 则

a⃗, b⃗, c⃗ 共面 ⇐⇒ (⃗a, b⃗, c⃗) = 0

即

a⃗, b⃗, c⃗ 共面 ⇐⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣
ax ay az

bx by bz

cx cy cz

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

例 8.1 已知 a⃗ = (1, 1, 1), b⃗ = (3,−1, 2), c⃗ = (1,−3, 0)．求证：a⃗, b⃗, c⃗ 共面．

解：

∵ (⃗a, b⃗, c⃗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

3 −1 2

1 −3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

∴ a⃗, b⃗, c⃗ 共面．

练习

1. 已知 a⃗ = (−1, 2, 3), b⃗ = (2,−4,−6), 求证：a⃗ // b⃗.

2. 试证下面各对向量线性相关．

(a) a⃗ = (2,−1,−2), b⃗ = (6,−3,−6)

(b) a⃗ = (−3,−5, 4), b⃗ = (6, 10,−8)

3. 已知 a⃗ = (2, 3, 4), b⃗ = (−3,−6, 6), 求证 a⃗⊥b⃗.

4. 设 a⃗ = (2,−1, 4), b⃗ = (−4,−5. − 1), 求使 a⃗− k⃗b 垂直于 b⃗ 的实数

k 的值．

5. 已知 a⃗ = (−5, 2, 3), b⃗ = (0,−3, 2), c⃗ = (5,−2,−3), 求证：a⃗, b⃗, c⃗ 三

个向量共面．

6. 已知 P (x, y, z), P1(x1, y1, z1), P2(x2, y2, z2), P3(x3, 3, z3). 求证这
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四点共面的充要条件是∣∣∣∣∣∣∣∣
x− x1 y − y1 z − z1

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 或

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x y z 1

x1 y1 z1 1

x2 y2 z2 1

x3 y3 z3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

三、空间解析几何的基本问题

问题 1
求有向线段定比分点的坐标．

已知 P1(x1, y1, z1)、P2(x2, y2, z2), 如果 P (x, y, z), 按定比 µ 分割
−−−→
P1P2, 那

么
−−→
OP =

−−→
OP1 + µ

−−→
OP2

1 + µ

换用坐标表示，即为 
x =

x1 + µx2

1 + µ

y =
y1 + µy2
1 + µ

z =
z1 + µz2
1 + µ

(8.4)

(8.4) 式就是求 −−−→
P1P2 的定比分点坐标的计算公式．当 µ = 1 时，P 点是 P1P2

的中点，P 点的坐标是 
x =

x1 + x2

2

y =
y1 + y2

2

z =
z1 + z2

2

(8.5)

公式 (8.5) 又叫做中点公式．

例 8.2 已知A(−1, 2, 2), B(−4, 2, 5),点 P 按定比 µ = 2分割
−−→
AB,求 P (x, y, z).

解：由于 µ = 2，因此：

x =
−1 + 2× (−4)

1 + 2
= −3

y =
2 + 2× 2

1 + 2
= 2

z =
2 + 2× 5

1 + 2
= 4
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即：P (−3, 2, 4)

问题 2
求向量长度和两点间距离公式．

若 a⃗ = (ax, ay, az), 则

|⃗a|2 = a⃗ · a⃗ = a2x + a2y + a2z

|⃗a| =
»
a2x + a2y + a2z (8.6)

(8.6) 式就是求向量 a⃗ 的长度的计算公式．

若 A(x1, y1, z1)、B(x2, y2, z2)，则：

|
−−→
AB| =

»
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2 (8.7)

(8.7) 式就是求空间任意两点间的距离公式．

问题 3
求一向量的方向余弦．

若 a⃗ = (ax, ay, az), α, β, γ 为 a⃗ 的方向角，则：

ax = |⃗a| cosα, ay = |⃗a| cosβ, az = |⃗a| cos γ

于是得： 

cosα =
ax
|⃗a|

=
ax»

a2x + a2y + a2z

cosβ =
ay
|⃗a|

=
ay»

a2x + a2y + a2z

cos γ =
az
|⃗a|

=
az»

a2x + a2y + a2z

(8.8)

(8.8) 式就是向量 a⃗ 的方向余弦的计算公式．

把 (8.7) 式两边平方加起来，得

cos2 α+ cos2 β + cos2 γ = 1

这就是说，任何一个向量的方向余弦的平方和恒等于 1.
若 a⃗ = (ax, ay, az)，则 a⃗ 的单位向量

a⃗0 =
a⃗

|⃗a|
=

(
ax
|⃗a|

,
ay
|⃗a|

,
az
|⃗a|

)
= (cosα, cosβ, cos γ)
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这就是说，空间任一向量的单位向量的坐标分量正好等于它的方向余弦．

例 8.3 求 a⃗ = (2,−3, 1) 的方向余弦和它的单位向量 a⃗0 的坐标．

解：由于：|⃗a| =
√
22 + (−3)2 + 12 =

√
14

∴ cosα =
2√
14

, cosβ =
−3√
14

, cos γ =
1√
14

a⃗0 =

(
2√
14

,
−3√
14

,
1√
14

)

问题 4
求两个向量的夹角．

如果 a⃗ = (ax, ay, az), b⃗ = (bx, by, bz)，那么

cos〈⃗a, b⃗〉 = a⃗ · b⃗
|⃗a||⃗b|

=
axbx + ayby + azbz»

a2x + a2y + a2z ·
»
b2x + b2y + b2z

(8.9)

公式 (8.9) 就是求向量夹角的计算公式．

例 8.4 已知 a⃗ = (1, 1, 0), b⃗ = (1, 0, 1), 求 〈⃗a, b⃗〉.

解：

cos〈⃗a · b⃗〉 = 1× 1 + 1× 0 + 0× 1√
12 + 12 + 02 ·

√
12 + 12 + 02

=
1

2

∴ 〈⃗a, b⃗〉 = π

3

练习

1. 已知 A(3, 5,−7), B(−2, 4, 3), 点 P 按定比 µ = −2 分割
−−→
AB, 求 P

点的坐标．

2. 已知 P (3,−4, 1), Q(0, 2,−3), 点 A 按定比 µ = 2 分割
−−→
QP , 求 A

点的坐标．

3. 已知 A(0,−1, 1), B(2, 1,−3), 求 AB 中点的坐标．

4. 已知 4ABC 的两个顶点 A(−4,−1, 2), B(3, 5,−16), AC 边的中



第一节 空间向量的坐标运算 411

点在 Y 轴上，BC 边的中点在 OZX 平面上，求第三顶点 C 的坐

标．

5. 已知 A(3,−1, 0)、B(2, 1,−3), 求 A、B 两点间的距离．

6. 已知 |⃗a| = 10, 〈e⃗x, a⃗〉 = 60◦, 〈e⃗y, a⃗〉 = 60◦

求 〈e⃗z, a⃗〉 = 60◦ 和 a⃗ 的坐标．

7. 已知 a⃗ // b⃗, |⃗a| = 10, b⃗ = (3,−3, 3), 求 a⃗ 的坐标．

8. 已知 a⃗ = (−1, 2, 3), b⃗ = (2, 5, 4), 求 〈⃗a, b⃗〉

9. 已知 a⃗ = (2,−3, 5), b⃗ = (−4, 2, 6), 求证 a⃗ ∦ b⃗.

习题 8.1

1. 如果向量 a⃗、b⃗、c⃗ 分别平行于 X 轴、Y 轴、Z 轴，问它们的坐标各有什

么特点？

2. 如果 a⃗ 的 x 坐标是 0, 那么 a⃗ 与哪个平面平行．

3. 已知 a⃗ = (2,−1, 3)、b⃗ = (−3, 0, 4), 求满足下列关系的向量 c⃗ 的坐标．

(a) 3a⃗+ 2c⃗ = b⃗

(b) a⃗− 3c⃗ = 2⃗b

(c) a⃗− 2c⃗ = 3⃗b− c⃗

(d) 2(3a⃗− c⃗) + b⃗ = 0

4. 已知 A(2,−1, 7), B(4, 5,−2), 求每个坐标平面分割 −−→
AB 的比值．

5. 已知 A(2, 3, 6), B(5, 2, 8), 直线 AB 上有 C 点使 B 点为 AC 的中点，求

C(x, y, z).

6. 已知 A = (x1, y1, z1)、B = (x2, y2, z2)、C = (x3, y3, z3), 求 4ABC 的重

心．

7. 已知 a⃗ = (1, 2,−2), b⃗ = (3, 4, 2), c⃗ = (−2,−4, 4), 求证：⃗a、⃗b、⃗c线性相关．

8. 已知 A(4, 1, 3), B(2,−5, 1), C(3, 7,−5). 求向量 −−→
AB,

−−→
BA,

−→
AC,

−−→
BC 的坐

标和长度（精确到 0.01）．

9. 已知 A(1, 1,
√
2), 求 −→

OA 与三个坐标轴的夹角．
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10. 已知 a⃗ = (−1, 1, 0), b⃗ = (1,−2, 2), 求 〈⃗a, b⃗〉.

第二节 空间的平面 直线与球面方程

一、空间的平面方程

已知非零向量 n⃗ = (a, b, c)和定点 P0(x0, y0, z0), 过 P0 点作平面 π 与 n⃗垂

直，求平面 π 的方程．

O
Y

Z

X

P0

P

n⃗

图 8.5

设 P (x, y, z) 为平面 π 上一动点，因为
−−→
P0P⊥n⃗, 所以 −−→

P0P · n⃗ = 0，即：(−−→
OP −

−−→
OP0

)
· n⃗ = 0 (8.10)

反之，如果 P (x, y, z) 满足 (8.10) 式，那么 P 点一定在平面 π 上，所以 (8.10)
式就是平面 π 的向量方程．

(8.10) 式用坐标表示即可写为

a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0 (8.11)

(8.11) 式就叫做平面的点法向式方程．其中 n⃗ = (a, b, c), 叫做平面 π 的一条法

线向量．

如果令 d = −(ax0 + by0 + cz0), 那么 (8.11) 式又可写为

ax+ by + cz + d = 0 (8.12)

方程 (8.12) 又叫做平面的普通方程，其中 a, b, c 至少有一个不为零．
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显然，如果 n⃗ = (a, b, c) 是平面 π 的一个法线向量，那么对任何非零常数

k, kn⃗ 也是 π 的法线向量．这样，若取 kn⃗ 作为平面的法线向量，则 π 的方程

还可写为

k(ax+ by + cz + d) = 0

因此，同一个平面方程，仅仅相差一个常数因子．

由方程 (8.12) 可以看出，平面的方程是 x, y, z 的一次方程；反之，如果设

(x0, y0, z0) 是三元一次方程 ax+ by + cz + d = 0 的一个解，则

ax0 + by0 + cz0 + d = 0

两式相减，得

a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0 (8.13)

如果建立空间直角坐标系，作
−−→
OP0 = (x0, y0, z0), n⃗ = (a, b, c), 那么 (8.13) 式

就是通过 P0 且垂直于 n⃗ 的一个平面方程，这就是说，任何一个三元一次方程

都表示一个平面．这样，在空间解析几何中，一个平面和一个三元一次方程是

同一码事．

由以上分析，我们还可得到一个结论，即，任给一个平面 π : ax + by +

cz + d = 0, 其中 x, y, z 的系数向量 n⃗ = (a, b, c) 是平面 π 的一个法线向量．

例 8.5 求通过点 P (2,−1, 3) 且垂直于 n⃗ = (2,−1, 5) 的平面方程．

解：由平面的点法式方程，得所求平面方程为

2(x− 2) + (−1)[y − (−1)] + 5(z − 3) = 0

整理得

2x− y + 5z − 20 = 0

例 8.6 已知 A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2), C(x3, y3, z3) 三点不共线．求通过 A、

B、C 的平面方程．

解：设 P (x, y, z) 为所求平面的一个动点，则 P 点与 A、B、C 三点共面的充

要条件是 ∣∣∣∣∣∣∣∣
x− x1 y − y1 z − z1

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

这就是通过 A、B、C 三点的平面方程，叫做平面方程的三点式．
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例 8.7 求通过原点和两点 (2, 0, 1), (0, 1, 3) 的平面方程．

解： 方法 1：由平面方程的三点式，得∣∣∣∣∣∣∣∣
x− 0 y − 0 z − 0

2− 0 0− 0 1− 0

0− 0 1− 0 3− 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

展开化简，得

x+ 6y − 2z = 0

方法 2：设所求的平面方程为 ax+ by + cz + d = 0, 把已知三点的坐标，代入
上面方程，得 

d = 0

2a+ c = 0

b+ 3c = 0

解此方程组，得

a = −1

2
c, b = −3c, d = 0

所以，所求的平面方程为

1

2
cx− 3cy + cz = 0

即：x+ 6y − 2z = 0.

例 8.8 求通过点 (1, 2, 3) 且平行于平面 2x+ y − z + 3 = 0 的平面方程．

解：已知平面的一个法线向量是 n⃗ = (2, 1,−1), 它与所求平面垂直，由平面的
点法向式方程，得所求方程为

2(x− 1) + 1(y − 2) + (−1)(z − 3) = 0

整理，得

2x+ y − z − 1 = 0

例 8.9 求点 P1(x1, y1, z1) 到平面 π : ax+ by + cz + d = 0 的距离 d(图 8.6).

解：过 P1 作 P1P0 垂直平面 π 于 P0 点，则

d = |
−−−→
P0P1|
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n⃗P1

P0

图 8.6

设 P0 的坐标为 (x0, y0, z0). 则

|
−−−→
P0P2| = |

−−−→
P0P1 · n⃗0|

其中 n⃗0 是 π 的单位法向量．换用坐标表示，即为

|
−−−→
P0P1| =

a(x1 − x0) + b(y1 − y0) + c(z1 − z0)√
a2 + b2 + c2

因为 P0 ∈ π, 所以
ax0 + by0 + cz0 + d = 0

其中: d = −(ax0 + by0 + cz0), 代入上式，得

|
−−−→
P0P1| =

ax1 + by1 + cz1 + d√
a2 + b2 + c2

d =
|ax1 + by1 + cz1 + d|√

a2 + b2 + c2

例 8.9 说明，如果要求一点到一平面的距离，只要把这一点的坐标代入平
面方程．取绝对值，再除以系数向量的长度就可求出．

练习

1. 求三个坐标平面的方程．

2. 求过点 A(1, 2,−3), 以 n⃗ = (1,−3, 2) 为法线向量的方程．

3. 求过点 P0(x0, y0, z0) 且垂直于 X 轴的平面方程．

4. 已知两点 A(2, 3, 4), B(−2, 4, 3), 求 AB 的垂直平分面的方程．

5. 求通过点 P0(x0, y0, z0) 且平行于 OXY 平面的方程．

6. 证明方程 ax+ by+ cz = 0, 是通过原点的平面，其中 a、b、c 至少
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有一个不为零

7. 求过原点和两点 (1, 0,−1), (0, 2, 3) 的平面方程．

8. 求过点 (3, 5,−2) 且平行于平面 2x− y + 3z = 0 的平面方程．

9. 求点 (3,−2, 5) 到平面 3x− 4y − z + 3 = 0 的距离．

二、空间的直线方程

已知，一定点 P0(x0, y0, z0) 和一向量 a⃗ = (a1, a2, a3), 求过 P0 且平行于向

量 a⃗ 的直线方程．

O
Y

Z

X
ℓ

a⃗

P

P0

图 8.7

设 P (x, y, z) 是所求直线 ℓ 上一动点，则存在一实数 t 使

−−→
P0P = t⃗a,

−−→
OP =

−−→
OP0 + t⃗a

换用坐标表示，即为 
x = x0 + a1t

y = y0 + a2t

z = z0 + a3t

(8.14)

(8.14) 式叫做直线 ℓ 的参数方程．t 叫做参数．

如果 a1, a2, a3 都不为零，从 (8.14) 式消去参数 t, 得

x− x0

a1
=

y − y0
a2

=
z − z0
a3
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(8.15) 式叫做 ℓ 的点、方向式方程又叫对称式方程．其中 a⃗ = (a1, a2, a3) 叫做

ℓ 的方向向量．如果取 a⃗ 的单位向量

a⃗0 = (cosα, cosβ, cos γ)

作为方向向量，则 ℓ 的方程为

x− x0

cosα =
y − y0
cosβ =

z − z0
cos γ

cosα, cosβ, cos γ 又叫做有向直线 ℓ 的方向余弦．

如果直线 ℓ 通过两点 P1(x1, y1, z1), P2(x2, y2, z2), 则直线 ℓ 的方向向量可

取
−−−→
P1P2 = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1)

这时直线 ℓ 的方程可写为

x− x1

x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

=
z − z1
z2 − z1

(8.15)

方程 (8.16) 一般叫做直线的两点式方程．

例 8.10 求通过 P0(1,−1, 2), 且和向量 a⃗ = (2, 3, 1) 平行的直线 ℓ 的方程．

解：由直线的对称式方程可得直线 ℓ 的方程为

x− 1

2
=

y + 1

3
= z − 2

例 8.11 求通过两个不同点 P1(x1, y1, z1), P2(x2, y2, z2) 的直线的参数方程．

解：取直线 P1P2 的方向向量

−−−→
P1P2 = (x2 − x1, y2 − 1, z2 − z1)

由直线的参数方程．可得直线 P1P2 的参数方程为
x = x1 + (x2 − x1)t

y = y1 + (y2 − y1)t

z = z1 + (z2 − z1)t

例 8.12 已知 P1(5, 0, 1), P2(5, 6, 4), 求直线 P1P2 的参数方程．
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解：由例 8.11, 可知直线 P1P2 的参数方程为
x = 5

y = 6t

z = 1 + 3t

在例 8.12 中，由于 −−−→
P1P2 = (0, 6, 3), 其中 x 坐标为零，因此直线 P1P2 不

能写为对称式方程，但确能用参数方程来表达．由此可看到，直线的参数方程

比较优越．

练习

1. 求通过点 P0(−1, 2,−3) 且平行于向量 s⃗ = (2, 3,−5) 的直线方程．

2. 求通过 P0(2, 3, 1), P1(−1,−2, 3) 的直线方程．

3. 求通过点 (2, 3, 1) 且和 X 轴平行的直线方程．

4. 求过点 (2,−3, 7), 其方向向量为 (2, 0, 3) 的直线方程．

5. 求直线 2x− 6 = 4− y = 2− 5 的方向向量．

6. 求平行于两平面 x− 2y+5z+2 = 0 和 3x+ y− z+5 = 0 的交线，

且通过原点的直线方程．

三、球面方程

空间一动点 P (x, y, z) 在以 A(a, b, c) 为球心，R 为半径的球面上的充要条

件是

|
−−→
OP −

−→
OA| = R

或

(
−−→
OP −

−→
OA) · (

−−→
OP −

−→
OA) = R2

换用坐标表示，条件可写为

(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2 (8.16)

方程 (8.16) 就是以 A(a, b, c) 为球心，以 R 为半径的球面方程．当 A 点在

原点，球面方程变为

x2 + y2 + z2 = R2



第二节 空间的平面 直线与球面方程 419

Z

O
Y

X

A

P

图 8.8

练习

1. 求以 A(1, 2,−2) 为球心，3 为半径的球面方程．

2. 求球心在原点，半径等于 5 的球面方程．

3. 设一动点 Q在以 A(0, 4, 0)为球心，2为半径的球面上变动，求 OQ

中点的轨迹．

习题 8.2

1. 求满足以下条件的平面方程．

(a) 通过点 P0(5, 3, 4) 且垂直于向量 n⃗ = (1, 1, 1);

(b) 通过坐标原点且垂直于 n⃗ =

(
−1

3
,
2

3
,−2

3

)
；

(c) 垂直于 n⃗ =

(
1

2
,

√
3

2
, 0

)
且与原点的距离等于 5.

2. 说出如下方程表示的平面的几何特征．

(a) x = 2 (b) x = y (c) x+ y + z = 1

3. 求证通过三点 A(a, 0, 0), B(0, b, 0), C(0, 0, c) 的平面方程为

x

a
+

y

b
+

z

c
= 1
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4. 如图，试写出长方体 ABCD − A′B′C ′D′ 的各侧面，底面的平面方程以

及各棱所在的直线方程．已知 AB = a, AD = b, AA′ = c.

X

Y

Z

O

B C

A D

B′

A′

C ′

D′

第 4 题

5. 分别求两点 P1(3, 9, 1), P2(4, 1, 5) 到平面 S : x− 2y+2z− 3 = 0 的距离．

6. 求两条直线

ℓ1 :
x− 1

3
=

y + 2

6
=

z − 5

2

ℓ2 :
x

2
=

y − 3

9
=

z + 1

6

的夹角．

7. 求通过点 (1,−1, 2) 并与已知平面：x+ y + z = 1 垂直的直线方程．并求

这条直线与平面交点的坐标．

8. 在直线 ℓ : x = 1 + 2t, y = 8 + t, z = 8 + 3t 上求一点使它和原点的距离

等于 35.

9. 求满足下列条件的球面方程．

(a) 球心在 (−2, 3,−6), 半径是 7

(b) 球心在 (4, 0, 0), 半径是 2

(c) 球心在 (0,−4, 3), 半径是 5

(d) 球心在 (0,−5, 0), 半径是 2

(e) 球心在
(
2

3
,−1

3
, 0

)
，半径是 1

10. 求球面：x2 + y2 + z2 + 4x− 6y − 2z + 5 = 0 的球心和半径．
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复习题八

1. 已知点 P (3,−1, 2) 和 M(a, b, c), 求 P、M 两点分别关于坐标平面、坐标

轴以及原点的对称点的坐标．

2. 求点 P (2, 5, 6) 到坐标原点以及三条坐标轴的距离．

3. 已知 −→
OA = (6, 2, 9)，求

−→
OA 与三个坐标平面的夹角．

4. 已知 A(−2, 1, 3), B(0,−1, 2)，求与 A、B 两点距离相等点的轨迹方程．

5. 已知 A(a, 0, 0), B(0, b, 0), C(0, 0, c),原点到平面 (A,B,C)的距离为 d,求
证

1

a2
+

1

b2
+

1

c2
=

1

d2

6. 在 Z 轴上求一点，使得到 A(−4, 1, 7), B(3, 5,−2) 两点的距离相等．

7. 已知四面体ABCD，且A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2), C(x3, y3, z3), D(x4, y4, z4),
求它的重心的坐标．

8. 已知 a⃗ = (a1, a2, a3), b⃗ = (b1, b2, b3), 求证：以 a⃗, b⃗ 为邻边的平行四边形
面积

S =

Ã∣∣∣∣∣a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣a3 a1

b3 b1

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣
2

9. 已知点 P (1, 3, 5) 和 a⃗(−2, 1, 1). 求通过 P 点具有方向 a⃗ 的直线与平面

2x+ 3y − z = 1 的交点．

10. 求通过如下三点的平面方程．

(a) (2, 1, 1), (3,−1, 1), (4, 1,−1)

(b) (−2, 3,−1), (2, 2, 3), (−4,−1, 1)

(c) (−5,−1,−2), (1, 2,−1), (3,−1, 2)

11. 求下列通过已知点 P 且以 a⃗ 为方向向量的直线方程．

(a) P (2, 1, 3), a⃗ = (1, 1,−2)

(b) P (−5, 3, 4), a⃗ = (−2, 2, 1)

(c) P (4,−3, 2), a⃗ = (5, 0, 3)

(d) P (0, 0, 0), a⃗ = (2,−3, 5)

(e) P (a, b, c), a⃗ = (ℓ,m, n)
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