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1. 见代码部分。

2. 若 ∥ · ∥A : Rn → R 满足以下条件,则称 ∥ · ∥A 为模长函数

(1) ∥x∥ ≥ 0, ∀x ∈ Rn ,且 ∥x∥ � 0,当且仅当 x � 0

(2) ∀α ∈ R , ∥αx∥ � |α |∥x∥
(3) 若 z � x + y , x , y ∈ Rn ,则 ∥z∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥

对于 ∥x∥A �
√

xËAx

(1) 由已知 A为正定矩阵,故当 x , 0时，∥x∥A �
√

xËAx > 0
当 x � 0时，∥x∥A �

√
xËAx � 0

即条件 (1)得证

(2) 对 ∀α ∈ R,有 ∥αx∥A �
√
αxËAαx � |α |

√
xËAx

即条件 (2)得证

(3) 先讨论对于 ∥x∥2 �
√

xËx

∥x + y∥2 �
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(x + y)Ë(x + y)
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由 Cauchy-Schwartz不等式可知
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即 ∥x + y∥2 ≤ ∥x∥2 + ∥y∥2

因为 A为正定矩阵,则存在正定阵 B � A
1
2 ,使 A � B2,故
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� ∥Bx + By∥2

≤ ∥Bx∥2 + ∥By∥2

即 ∥x + y∥A ≤ ∥x∥A + ∥y∥A

综上,证得 ∥ · ∥A 为一个模长函数
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