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1. (a) 残差平方和函数

f (β) � (Y − Xβ)Ë(Y − Xβ)
� Y ËY − Y ËXβ − βËX ËY + βËX ËXβ

一阶条件为

∂ f
∂β

� −X ËY − X ËY + 2X ËXβ

� −2X ËY + 2X ËXβ

� 0

得 X ËY � X ËXβ
当满足 (X ËX)−1 存在，即矩阵 X ËX 满秩时，β的 OLS估计量为

β̂ � (X ËX)−1X ËY

(b) 由 (a)问知 ∂ f
∂β � −2X ËY + 2X ËXβ，则

H f �
∂2 f
∂β2

� 2X ËX

设 a为任意非零 K阶列向量，则

aËH f a � aË2X ËXa

� 2(Xa)Ë(Xa) ≥ 0

故对于任意的解释变量矩阵 X ,H f 都是半正定矩阵

(c) 若要使 H f 为正定矩阵，则要有 aËH f a � 2(Xa)Ë(Xa) > 0成立
于是 Xa , 0,因此 Xa � 0只有零解，即矩阵 X 满秩，即矩阵 X ËX 满秩。
与 (a)问中求解 OLS估计值的条件等价

2. (a)

PP � X(X ËX)−1X ËX(X ËX)−1X Ë

� X(X ËX)−1X Ë

� P

原式得证
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(b) 由已知

PXa � X(X ËX)−1X ËXa

� XIa

� Xa

故 X 列向量张成的线性子空间 X在 P 的作用下保持不变

(c) (Xa)是 X 的列的线性组合，有

(Xa)Ë(Y − PY ) �
(
Xa

)Ë (Y − X(X ËX)−1X ËY
)

�
(
aËX Ë) (Y − X(X ËX)−1X ËY

)
� aËX ËY − aËX ËX(X ËX)−1X ËY

� aËX ËY − aËX ËY

� 0

故 (Y − PY )与 X正交，P 是 RK 中关于子空间 X的投影矩阵
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