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1. (a)由已知得

Σ � [σi j]1≤i , j≤n

� E


(X1 − EX1)(X1 − EX1) · · · (X1 − EX1)(Xn − EXn)

...
. . .

...

(Xn − EXn)(X1 − EX1) · · · (Xn − EXn)(Xn − EXn)


� E



X1 − EX1
...

Xn − EXn


[
X1 − EX1 · · · Xn − EXn

]
� E

[
(X − µ)(X − µ)Ë

]
� E

[
(X − µ)(X Ë − µË)

]
� E

[
XX Ë − XµË − µX Ë

+ µµË
]

� EXX Ë − EXµË − µEX Ë
+ µµË

� EXX Ë − EXEX Ë − EXEX Ë
+ EXEX Ë

� EXX Ë − EXEX Ë

故 Σ � E
[
(X − µ)(X − µ)Ë

]
� EXX Ë − EXEX Ë得证
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(b)由已知

Y � AX

� [ai j]
[
X1 , . . . ,Xn

] Ë
EY � EAX

� E
[∑n

j�1 a1 jX j , . . . ,
∑n

j�1 am jX j

] Ë
�

[∑n
j�1 a1 jEX j , . . . ,

∑n
j�1 am jEX j

] Ë
� AEX

原式得证

(c)由 (a)(b)问结论可知 ΣY � EYY Ë ,EY � Aµ,ΣX � EXX Ë − EXEX Ë,因此

ΣY � E[AXX ËAË] − AµµËAË

� AE(XX Ë)AË − AµµËAË

� A[E(XX Ë) − µµË]AË

� AΣX AË

2. (a)矩阵 Σ的特征方程

det
[
λI − Σ

]
�

����� λ − σ2
x −ρσxσy

−ρσxσy λ − σ2
y

�����
� (λ − σ2

x)(λ − σ2
y) − (ρσxσy)2

� λ2 − (σ2
x + σ

2
y)λ + (1 − ρ2)σ2

xσ
2
y

� 0

上述方程的判别式为

δ � σ2
x + σ

2
y + 2σ2

xσ
2
xσ

2
y − 4(1 − ρ2)σ2

xσ
2
y

� (σ2
x − σ2

y)2 + 4ρ2σ2
xσ

2
y

≥ 0

那么，令 f (λ) � λ2 − (σ2
x + σ

2
y)λ + (1 − λ)2σ2

xσ
2
y

该函数对称轴为
σ2

x+σ
2
y

2 > 0,又 f (0) � (1 − ρ2)σ2
xσ

2
y ,|ρ | < 1,故 f(0)>0

综上，Σ的特征值为严格大于 0的实数

(b)若 |ρ | � 1,则矩阵 Σ的特征方程为 |λI − Σ| � λ2 − (σ2
x + σ

2
y)λ

当 λ � 0时，|λI − Σ| � 0,故 Σ有一个特征值为 0.
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3. (a)由已知得 Xt 的概率密度函数为 f (x) � 1
a ,x ∼ [0, a]则总体二阶矩为

E
(
X2)

�

∫
+∞

−∞
x2 f (x)dx

�

∫
+a

0
x2 1

a
dx

�
a2

3

Xt 的样本二阶矩为 1
T

∑T
t�1 X2

t

由 a2

3 �
1
T

∑T
t�1 X2

t 可得

âT �

√√
3
T

T∑
t�1

X2
t

由大数定律有

lim
T→+∞

(
âT
)
� lim

T→+∞

(√√ 3
T

T∑
t�1

X2
t

)
�

√
3 a2

3
� a

故此时的参数估计值 âT 满足一致性

(b)由已知得 Xt 的概率密度函数为

f (x) �
{

1
b−a a ≤ x ≤ b

1 其他

故 Xt 的样本一阶矩为 1
T

∑T
t�1 Xt ,总体一阶矩为 E

(
X
)
�

a+b
2

样本二阶矩为 1
T

∑T
t�1 X2

t ,总体二阶矩为

E(X2) �
∫

+∞

−∞
x2 f (x)dx

�

∫ b

a
x2 1

b − a
dx

�
a2 + ab + b2

3

联立得 {
a+b

2 �
1
T

∑T
t�1 Xt

a2+ab+b2

3 �
1
T

∑T
t�1 X2

t
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解得 
âT �

1
T

∑T
t�1 Xt −

√
3[ 1

T

∑T
t�1 X2

t − ( 1
T

∑T
t�1 Xt)2]

b̂T �
1
T

∑T
t�1 Xt +

√
3[ 1

T

∑T
t�1 X2

t − ( 1
T

∑T
t�1 Xt)2]

4. (a)随机向量 [X,Y]Ë服从 2-元正态分布 N(0,Σ),故 EX � EY � 0

Σ �

[
σ2

x ρσxσy

ρσxσy σ2
y

]
(1)

故 E(Z) � E(X + Y) � E(X) + E(Y) � 0
由第 1题 (c)问 ΣY � AΣX AË

又

Z � A

[
X
Y

]
�

[
1 1

] [X
Y

]
则 Z方差为

var
(
Z) �

[
1 1

] [ σ2
x ρσxσy

ρσxσy σ2
y

] [
1
1

]
� σ2

x + σ
2
y + 2ρσxσy

(b)由题已知 Z服从正态分布，又由 (a)问得到 Z的期望及方差
故可得 Z的密度函数为 f (z) � 1√

2πAËΣA
exp −z2

2AËΣA
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