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1. 假设随机向量 [X,Y]Ë服从 2-元正态分布，且协方差矩阵为

Σ �

[
σ2

x σx y

σx y σ2
y

]
.

请证明：X 与 Y相互独立，当且仅当 σx y � 0。

2. 假设 2-元随机变量 X与 Y为离散型随机变量，取值范围分别为 {x1 , x2}与 {y1 , y2}；令
pi j � P(X � xi ,Y � y j)，则联合概率分布由矩阵 P � [pi j]给出。

(a) 若 P 有如下形式 [
pq p(1 − q)

(1 − p)q (1 − p)(1 − q)

]
,

其中 0 < p , q < 1，请证明 X 与 Y相互独立。

(b) 若 P 为如下一般形式 [
a b
c d

]
,

其中 0 < a , b , c , d < 1且 a + b + c + d � 1，请证明 X 与 Y 相互独立，当且仅当
ad � bc。

3. 假设 1-元随机变量 X 服从参数为 λ > 0的指数分布，密度函数为 f (x) � λe−λx , x ≥ 0。

(a) 请计算 EX, EX2 , EX3。提示：使用分部积分公式。

(b) 根据上述结果，请猜测 EXn 的表达式，n � 1, 2, . . .，并证明你的结论。

4. 考虑任意的 2-元随机变量 X 与 Y，方差 σ2
x , σ

2
y 均严格为正。令 Z � αX + Y，α为任意

实数。

(a) 请将 var(Z)写作 X 与 Y的方法、协方差的表达式。

(b) 将上述表达式写做 α的函数，并利用 2次函数的判别式，证明 Cauchy-Schwartz不
等式

|cov(X,Y)| ≤ σxσy .
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