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1. 考虑 𝑛 个风险资产，随机收益率记为列向量 𝑹 = (𝑅1, … , 𝑅𝑛)⊤，期望收益率为列

向量 𝝁 = (𝜇1, … , 𝜇𝑛)⊤，协方差矩阵为 𝚺 = (𝜎𝑖𝑗)
1≤𝑖,𝑗≤𝑛

，𝜎𝑖𝑖 表示第 𝑖 个资产收益率

的方差。注意 𝚺 是对称矩阵，且我们总假设 𝚺 是正定矩阵，故也是可逆矩阵。 

a. 记资产组合权重向量为 𝒘 = (𝑤1, … , 𝑤𝑛)⊤，满足 

𝒘⊤𝟏𝑛 = 𝑤1 + ⋯ + 𝑤𝑛 = 1 

其中 𝟏𝑛 = (1, … ,1)⊤ 表示全为 1 的列向量。资产组合 𝑅𝑤 = 𝒘⊤𝑹。请说明资

产组合的期望收益为 𝜇𝑤 = 𝒘⊤𝝁，方差 𝜎𝑤
2 = 𝒘⊤𝚺𝒘。 

b. 现在考虑给定资产组合期望收益 𝜇𝑤 = 𝜇𝑒 时，资产组合的方差最小化问题。

为推导简便起见，我们把目标函数选为 
1

2
𝜎𝑤

2（最小化该目标函数与最小化 𝜎𝑤
2  

等价），权重向量 𝒘 需要满足两个约束条件：𝒘⊤𝟏𝑛 = 1 和 𝒘⊤𝝁 = 𝜇𝑒。因此

我们把最小化问题写为： 

min
𝒘

1

2
𝒘⊤𝚺𝒘     s. t.    𝒘⊤𝟏𝑛 = 1 且 𝒘⊤𝝁 = 𝜇𝑒 . 

其中 𝒘 为选择变量。上述约束最小化问题对应的 Lagrangian 函数（复习或

学习高数有关内容）可写为 

𝐿 =
1

2
𝒘⊤𝚺𝒘 − 𝜆(𝒘⊤𝟏𝑛 − 1) − 𝛿(𝒘⊤𝝁 − 𝜇∗)， 

其中 𝜆 为约束 𝒘⊤𝟏𝑛 = 1 对应的乘子，𝛿 为约束 𝒘⊤𝝁 = 𝜇𝑒  对应的乘子。有

了 Lagrangian 函数之后，求解约束最小化问题就转化为求解 Lagrangian 函

数的极值问题。为此，需要推导 𝐿 关于 𝒘 的导数。我们使用下列向量记号： 

∂𝐹

𝜕𝒘
= (

𝜕𝐹

𝜕𝑤1
, ⋯ ,

𝜕𝐹

𝜕𝑤𝑛
)

⊤

， 

其中 𝐹 为 𝑛 个变量 𝒘⊤ = (𝑤1, … , 𝑤𝑛) 的函数。 

i. 当 𝐹 =
1

2
𝒘⊤𝚺𝒘 时，请验证 ∂𝐹 𝜕𝒘⁄ = 𝚺𝒘。 

注：你可以选择使用“暴力”解法，把 𝒘⊤𝚺𝒘 写为求和形式 ∑ ∑ 𝑤𝑖𝜎𝑖𝑗𝑤𝑗𝑗𝑖 ，

然后计算其关于 𝑤𝑘, 𝑘 = 1, … , 𝑛 的偏导数。另外一种更简明的办法是定

义 𝒗 = 𝚺𝒘，𝒗 = (𝑣1, … , 𝑣𝑛)⊤ 为一个列向量，并且每个元素 𝑣𝑖  都是 𝒘 的

函数 𝑣𝑖(𝒘)。如此一来 𝒘⊤𝚺𝒘 = 𝒘⊤𝒗 = 𝑤1𝑣1(𝒘) + ⋯ 𝑤𝑛𝑣𝑛(𝒘)，你只需

要验证 (i) 



∂𝒘⊤𝚺𝒘

𝜕𝑤𝑘
= 𝑤1

𝜕𝑣1

𝜕𝑤𝑘
+ ⋯ 𝑤𝑛

𝜕𝑣𝑛

𝜕𝑤𝑘
+ 𝑣𝑖  

以及 (ii) 上式等于 2𝑣𝑖 即可。 

ii. 当 𝐹 = 𝒘⊤𝒙 而 𝒙 为一个常数列向量时，请验证 ∂𝐹 𝜕𝒘⁄ = 𝒙。 

iii. 利用上述结论，验证 Lagrangian 函数的导数等于： 

∂𝐿

𝜕𝒘
= 𝚺𝒘 − 𝜆𝟏𝑛 − 𝛿𝝁. 

c. Lagrangian 函数的极值条件为 
∂𝐿

𝜕𝒘
= 𝟎𝑛，其中 𝟎𝑛 表示一个 𝑛 × 1 的零向量。

与最小化问题中的两个约束条件联立，可以得到如下 𝑛 + 2 个联立方程组： 

 {

𝚺𝒘 − 𝜆𝟏𝑛 − 𝛿𝝁 = 𝟎𝑛

                𝒘⊤𝟏𝑛 = 1

                    𝒘⊤𝝁 = 𝜇𝑒

 

(1) 

(2) 

(3) 

而其中的未知量为权重向量 𝒘（共 𝑛 个未知量）以及两个乘子 𝜆 和 𝛿，共计 

𝑛 + 2 个未知量。求解该方程，可以得到有效组合权重向量 𝒘𝑒。步骤如下： 

i. 说明 (1) 可重写为 

𝜆𝚺−𝟏𝟏𝑛 + 𝛿𝚺−𝟏𝝁 = 𝒘. 

ii. 先将上式左乘 𝟏𝑛
⊤，再将上式左乘 𝝁⊤，说明你将得到如下形式的线性方

程组： 

 [
𝐴 𝐵
𝐵 𝐶

] [
𝜆
𝛿

] = [
1
𝜇𝑒

]， (4) 

并给出 𝐴, 𝐵, 𝐶 的表达式，并说明 𝐴, 𝐶 > 0。注：𝐴, 𝐶 > 0 需要用到 𝚺 是

正定矩阵这一事实（正定矩阵的逆矩阵是不是正定矩阵？）。 

iii. 求解二元线性方程组 (4)，说明方程的解 𝜆𝑒 , 𝛿𝑒 是 𝜇𝑒  的线性函数。注：

你可以使用 Cramer 法则求 (4) 中系数矩阵的逆。 

iv. 最优权重可以写为 𝒘𝑒 = 𝜆𝑒𝚺−𝟏𝟏𝑛 + 𝛿𝑒𝚺−𝟏𝝁。据此说明 

𝜎𝑒
2 = 𝒘𝑒

⊤𝚺𝒘𝑒 = 𝐴𝜆𝑒
2 + 2𝐵𝜆𝑒𝛿𝑒 + 𝐶𝛿𝑒

2， 

其中 𝐴, 𝐵, 𝐶 为 (4) 式对应的表达式。进一步说明，给定期望收益率 𝜇𝑒 所

对应的最小方差组合 𝒘𝑒
⊤𝑹 的方差 𝜎𝑒

2 是 𝜇𝑒 的二次函数： 

 𝜎𝑒
2 = 𝑎𝜇𝑒

2 + 𝑏𝜇𝑒 + 𝑐， (5) 

二次曲线 (𝜇𝑒, 𝜎𝑒) 就是 𝑛 个资产组合可行集的边界。 

d. 请求出 (5) 式中 𝑎, 𝑏, 𝑐 关于 𝝁, 𝚺 等参数的表达式；并说明且 𝑎 > 0。 

e. 请说明有效组合 (𝜇𝑒, 𝜎𝑒) 构成双曲线的一支，并求出其两条渐近线的表达式。 

f. 基于 (5) 式，求出最小方差点 (𝜇𝑚, 𝜎𝑚) 关于 𝝁, 𝚺 等参数的表达式。 

g. 假设无风险资产利率 𝑟𝑓 < 𝜇𝑚。请计算最优风险资产组合 (𝜇∗, 𝜎∗) 的表达式。

注意最优风险资产组合的确定条件：(𝜇∗, 𝜎∗) 与 (𝑟𝑓 , 0) 连线与有效前沿相切。 

h. 请将 (𝜇∗, 𝜎∗) 表示为 𝝁, 𝚺 等参数的表达式。 


