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1. 利用协方差的对称双线性特征，展开 var(𝑎𝑋 + 𝑌)

var(𝑎𝑋 + 𝑌) = cov(𝑎𝑋 + 𝑌, 𝑎𝑋 + 𝑌)

= cov(𝑎𝑋, 𝑎𝑋) + cov(𝑎𝑋, 𝑌) + cov(𝑌, 𝑎𝑋) + cov(𝑌,𝑌)

= 𝑎2var(𝑋) + 2𝑎cov(𝑋,𝑌) + var(𝑌)

将其视作关于 𝑎的函数，令

𝑓 (𝑎) = 𝑎2var(𝑋) + 2𝑎cov(𝑋,𝑌) + var(𝑌)

由于对于任意实数 𝑎，方差总是非负的，即 var(𝑎𝑋 +𝑌) ≥ 0，所以函数 𝑓 (𝑎) ≥ 0对所有

𝑎 ∈ R 成立，即二次函数 𝑓 (𝑎)的判别式为

Δ = [2cov(𝑋,𝑌)]2 − 4var(𝑋)var(𝑌) = 4
[
cov(𝑋,𝑌)2 − var(𝑋)var(𝑌)] ≤ 0

即

cov(𝑋,𝑌)2 ≤ var(𝑋)var(𝑌)

相关系数的定义为

𝜌𝑋𝑌 =
cov(𝑋,𝑌)√

var(𝑋)√var(𝑌)
所以

𝜌2
𝑋𝑌 =

(
cov(𝑋,𝑌)√

var(𝑋)√var(𝑌)

)2
=

cov(𝑋,𝑌)2
var(𝑋)var(𝑌) ≤ 1
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即

−1 ≤ 𝜌𝑋𝑌 ≤ 1

2. 定义中心化的样本向量 x,y如下

x =



𝑋1 − �̂�𝑋

𝑋2 − �̂�𝑋

...

𝑋𝑁 − �̂�𝑋


y =



𝑌1 − �̂�𝑌

𝑌2 − �̂�𝑌

...

𝑌𝑁 − �̂�𝑌


因此，样本方差和协方差可以表示为向量内积的形式

�̂�2
𝑋 =

1

𝑁 − 1
xËx

�̂�2
𝑌 =

1

𝑁 − 1
yËy

�̂�𝑋𝑌 =
1

𝑁 − 1
xËy

=
1

𝑁 − 1
yËx

与上题类似，考虑任意实数 𝑎，考察线性组合 𝑎𝑿 + 𝒀 的样本方差

�̂�2
𝑎𝑋+𝑌 =

1

𝑁 − 1

𝑁∑
𝑖=1

(𝑎𝑋𝑖 + 𝑌𝑖 − 𝑎�̂�𝑋 − �̂�𝑌)2

=
1

𝑁 − 1
(𝑎x + y)Ë(𝑎x + y)

=
1

𝑁 − 1

(
𝑎2xËx + 2𝑎xËy + yËy

)
= 𝑎2�̂�2

𝑋 + 2𝑎�̂�𝑋𝑌 + �̂�2
𝑌

由于样本方差总是非负的，即

�̂�2
𝑎𝑋+𝑌 ≥ 0, ∀𝑎 ∈ R
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因此，关于 𝑎的二次函数

𝑓 (𝑎) = 𝑎2�̂�2
𝑋 + 2𝑎�̂�𝑋𝑌 + �̂�2

𝑌 ≥ 0, ∀𝑎 ∈ R

计算判别式 Δ

Δ = [2�̂�𝑋𝑌]2 − 4�̂�2
𝑋 �̂�

2
𝑌

= 4�̂�2
𝑋𝑌 − 4�̂�2

𝑋 �̂�
2
𝑌

= 4(�̂�2
𝑋𝑌 − �̂�2

𝑋 �̂�
2
𝑌) ≤ 0

即 (
�̂�𝑋𝑌

�̂�𝑋 �̂�𝑌

)2
≤ 1

−1 ≤ �̂�𝑋𝑌

�̂�𝑋 �̂�𝑌
≤ 1

∴ �̂�𝑋𝑌 ∈ [−1, 1]

3.

∵ 𝑋 ∼ 𝑈 [𝑎, 𝑏] , 𝑓𝑥(𝑥) = 1

𝑏 − 𝑎

∴ E(𝑋) = 𝑎 + 𝑏
2

,E(𝑋2) =
∫ ∞

−∞
𝑓 (𝑥)𝑥2d𝑥 =

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎𝑏
3

由

E(𝑋) = 𝑎 + 𝑏
2

=
1

𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝑥𝑖 = 𝑥

E(𝑋2) = 𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2

3
=

1

𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖

可得

�̂� = 𝑥 − √
3 ×

√
𝑁 − 1

𝑁
𝑆

𝑏 = 𝑥 + √
3 ×

√
𝑁 − 1

𝑁
𝑆

由 {𝑋𝑡}是独立同分布序列可知

�̄�
𝑎.𝑠.→ E(𝑋) = 𝑎 + 𝑏

2
, 𝑆

𝑎.𝑠.→ var(𝑋) = (𝑎 − 𝑏)2
12
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故

�̂�
𝑎.𝑠.→ E(𝑋) − √

3var(𝑋) = 𝑎, 𝑏
𝑎.𝑠.→ E(𝑋) + √

3var(𝑋) = 𝑏

故该矩估计具有一致性

4. 样本对应的似然函数为

𝐿(𝜆|𝑋) = 𝜆𝑛𝑒−𝜆
∑𝑛

𝑖=1 𝑥𝑖

两端同时取自然对数，可得

ln 𝐿(𝜆) = 𝑛 ln(𝜆) − 𝜆
𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖

等式两边取一阶导数，可得

d ln 𝐿(𝜆)
d𝜆

=
𝑛
𝜆
−

𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖

等式两边取二阶导数，可得

d2 ln 𝐿(𝜆)
d𝜆2

= − 𝑛
𝜆2

< 0

则似然函数在一阶导数等于 0时取最大值

𝑛
𝜆
−

𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖 = 0 =⇒ �̂� =
𝑛∑𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖

X为指数分布，则

E(𝑥) =
∫ ∞

−∞
𝑥 𝑓 (𝑥)d𝑥 =

∫ ∞

−∞
𝑥𝜆𝑒−𝜆𝑥d𝑥 =

1

𝜆
=⇒ 𝜆 =

1

E(𝑋)

由 {𝑋𝑡}是独立同分布序列可知

�̄�
𝑎.𝑠.→ E(𝑋) =⇒ 1

�̄�
𝑎.𝑠.→ 1

E(𝑋)

�̂� =
𝑛∑𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖

𝑎.𝑠.→ 1

E(𝑋) = 𝜆

故该估计具有一致性

5. (a)

E(�̂�2
𝑁 ) =

1

𝑁
E

[
𝑁∑
𝑖=1

(𝑋𝑖 − 𝜇)2)
]
=

1

𝑁

𝑁∑
𝑖=1

E(𝑋𝑖 − 𝜇)2 = 1

𝑁
× 𝑁 × 𝜎2 = 𝜎2

∴ E(�̂�2
𝑁 ) = 𝜎2
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lim
𝑁→∞

�̂�2
𝑁 = lim

𝑁→∞

[
1

𝑁

𝑁∑
𝑖=1

(𝑋𝑖 − 𝜇)2)
]
= lim

𝑁→∞

[∑𝑁
𝑖=1 𝑋

2
𝑖

𝑁
− 2𝜇

∑𝑁
𝑖=1 𝑋𝑖

𝑁
+ 𝜇2

]
由大数定律可以得出

1

𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝑋𝑖
𝑎.𝑠.→ E(𝑋) = 𝜇,

1

𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝑋2
𝑖

𝑎.𝑠.→ E(𝑋2)

lim
𝑁→∞

�̂�2
𝑁 = E(𝑋2) − 𝜇2 = 𝜎2 =⇒ �̂�2

𝑁
𝑎.𝑠.→ 𝜎2

(b)

E(�̂�2
𝑁 ) =

1

𝑁 − 1
E


𝑁∑
𝑖=1

(
𝑋𝑖 − 1

𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝑋𝑖

)2 =
1

𝑁 − 1
E

[
𝑁∑
𝑖=1

𝑋2
𝑖 − 2�̂�𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝑋𝑖 + 𝑁�̂�2
𝑁

]
E

(
�̂�𝑁

)
= E

(∑
𝑋𝑖

𝑁

)
= 𝑁×𝜇

𝑁 = 𝜇

E(�̂�2
𝑁 ) = 𝑉𝑎𝑟(�̂�𝑁 ) + [E(�̂�𝑁 )]2 = 1

𝑁2

∑𝑁
𝑖=1𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑖) + 𝜇2 = 1

𝑁 𝜎2 + 𝜇2

E(�̂�2
𝑁 ) =

1

𝑁 − 1

[
E

(
𝑁∑
𝑖=1

𝑋2
𝑖

)
− 2𝑁E(�̂�2

𝑁 ) + 𝑁E(�̂�2
𝑁 )

]
=

1

𝑁 − 1

[
𝑁∑
𝑖=1

E(𝑋2
𝑖 ) − 𝑁E(�̂�2

𝑁 )
]

=
1

𝑁 − 1

[
𝑁(𝜎2 + 𝜇2) − 𝜎2 − 𝑁𝜇2

]
=

1

𝑁 − 1
× (𝑁 − 1) × 𝜎2

= 𝜎2

lim
𝑁→∞

�̂�2
𝑁 = lim

𝑁→∞
1

𝑁 − 1

(
𝑁∑
𝑖=1

𝑋2
𝑖 − 2�̂�𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝑋𝑖 + 𝑁�̂�2
𝑁

)
= lim

𝑁→∞
1

𝑁 − 1

𝑁∑
𝑖=1

(
𝑋2

𝑖 − 𝑁�̂�2
𝑁

)
= lim

𝑁→∞
𝑁

𝑁 − 1

∑𝑁
𝑖=1 𝑋

2
𝑖

𝑁
− lim

𝑁→∞
𝑁

𝑁 − 1
�̂�2
𝑁

由 ∑𝑁
𝑖=1 𝑋

2
𝑖

𝑁
𝑎.𝑠.→ E(𝑋2), �̂�2

𝑁
𝑎.𝑠.→ 𝜇

可得

lim
𝑁→∞

�̂�2
𝑁 = E(𝑋2) − 𝜇2 = 𝜎2
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