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1. 考虑 2元 VAR(2)过程

𝑿𝑡 =

[
0.7 1
0 0.5

]
𝑿𝑡−1 +

[
−0.1 1

0 −0.04

]
𝑿𝑡−2 + 𝜺𝑡 .

请回答如下问题：

(a) 请证明该 VAR(2)过程平稳。

(b) 请将该 VAR(2)过程改写为 VAR(1)过程 𝒀𝑡 = 𝚿𝒀𝑡−1 + 𝒆𝑡，即写出各项的具体表达式。

(c) 请计算𝚿的特征值，说明 𝒀𝑡 的平稳性条件与 (a)中 𝑿𝑡 的条件相同。

(d) 请计算𝚿𝑛 , 𝑛 = 1, 2, . . .的表达式，进而计算 𝒀𝑡 及 𝑿𝑡 的协方差矩阵。

2. 本题将证明实数对称正定矩阵的 Cholesky分解定理。

(a) 给定实数对称正定矩阵 𝛀 = [𝜔𝑖 𝑗]1≤𝑖 , 𝑗≤𝐾，请说明对角线元素 𝜔𝑖𝑖 > 0,∀𝑖 = 1, . . . , 𝐾。提示：
定义 𝒆𝑖 为第 𝑖个位置为 1其他位置为 0的 𝐾 × 1向量，并考虑 𝒆Ç𝑖𝛀𝒆𝑖。

(b) 定义 T为所有 𝐾 × 𝐾且对角线全为 1的下三角矩阵的集合。请证明：(i)对任意 𝑨, 𝑩 ∈ T，

𝑨𝑩 ∈ T；(ii) T中矩阵均可逆；(iii) T中矩阵的逆矩阵依然属于 T。

(c) 令矩阵

𝑨1 =


1 0 · · · 0

−𝜔21
𝜔22

1 · · · 0
...

...
. . . 0

− 𝜔𝐾1
𝜔𝐾𝐾

0 · · · 1


.

请证明 Ω1 ≡ 𝑨1Ω𝑨Ç
1 第一列、第一行除对角线外，均为 0，且 Ω1 依然为对称正定矩阵。

(d) 假设 𝛀1 有如下表达式

𝛀1 =


𝜔11 0 · · · 0
0 𝜔̃22 · · · 𝜔̃2𝐾
...

...
. . . 0

0 𝜔̃𝐾2 · · · 𝜔̃𝐾𝐾


,

请说明 𝜔̃22 > 0，并参照 𝑨1 构造矩阵 𝑨2（写出具体表达式），使得 𝛀2 ≡ 𝑨2𝛀1𝑨Ç
2 的前两

行、前两列除对角线外均为 0，且依然为对称正定矩阵。

(e) 请说明上述步骤可重复进行，最终获得 𝑫 ≡ 𝑨𝐾𝛀𝐾−1𝑨Ç
𝐾 为对角矩阵，且为正定矩阵（即

对角线均大于 0）。
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(f) 基于 (c)–(e)，并利用 (b)，证明 𝛀存在 Cholesky分解 𝛀 = 𝑩diag(𝑑11 , . . . , 𝑑𝐾𝐾)𝑩Ç，其中
𝑑𝑖𝑖 > 0,∀𝑖 = 1, . . . , 𝐾且 𝑩 ∈ T。
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