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1. 考虑如下谱密度函数的相关问题。

(a) 请计算白噪声过程 {𝜀𝑡}, var(𝜀𝑡) = 𝜎2
𝜀 > 0的谱密度函数 𝑠𝜀(𝜔)。

(b) 给定平稳过程 {𝑋𝑡}谱密度函数 𝑠𝑋(𝜔) ≡ 𝑐 > 0为常数，请计算 𝑋𝑡 的自协方差函数

𝛾𝑋(𝑘), 𝑘 = 1, 2, . . .，从而说明 {𝑋𝑡}为白噪声过程。
(c) 给定平稳ARMA(𝑝, 𝑞)过程𝑋𝑡 =

∑𝑝
𝑖=1 𝜙𝑖𝑋𝑡−𝑖+∑𝑞

𝑗=0 𝜃𝑗𝜀𝑡−𝑗，其中 𝜀𝑡方差为 𝜎2
𝜀，𝜃0 = 1，

请计算 𝑋𝑡 的谱密度函数 𝑠𝑋(𝜔)表达式。
(d) 假设 |𝜙 |, |𝜃 | < 1，计算并对比AR(1)过程𝑋𝑡 = 𝜙𝑋𝑡−1+𝜀𝑡、MA(1)过程𝑋𝑡 = 𝜀𝑡+𝜃𝜀𝑡−1

及 ARMA(1)过程 𝑋𝑡 = 𝜙𝑋𝑡−1 + 𝜀𝑡 + 𝜃𝜀𝑡−1 的谱密度函数，绘图说明各谱密度函数

的峰值出现在什么位置，与 𝜙, 𝜃的正负及大小有何关系。注意：不需要使用软件来
绘图，手绘示意图即可。

2. 考虑MA(1)过程 𝑋𝑡 = 𝜀𝑡 + 𝜃𝜀𝑡−1，其中 |𝜃 | < 1且 𝜎2
𝜀 = 1。

(a) 请计算 𝑋𝑡 的自协方差函数 𝛾(𝑘), 𝑘 = 0, 1。

(b) 假设有另一个白噪声过程 {𝜂𝑡} 且方差为 𝜎2
𝜂 = 1/𝜃2，请说明 𝑋𝑡 可以等价的写为

𝑋𝑡 = 𝜂𝑡 + 1/𝜃𝜂𝑡−1，即该表达式下 𝑋𝑡 的自协方差仍然为 𝛾(𝑘)。
(c) 请利用 𝑋𝑡 = (1 + 𝜃L)𝜀𝑡 = (1 + 1/𝜃L)𝜂𝑡，求解 𝜂𝑡 关于 {𝜀𝑡}的表达式。提示：利用

1 + 1/𝜃L = 1/𝜃L(1 + 𝜃𝐿−1)，进而将 (1 + 1/𝜃L)−1 写为 𝜃L−1 1
1+𝜃L−1，并对分式进

行级数展开。

(d) 利用 1(b)结论说明，当 {𝜀𝑡}为白噪声时，(c)中定义的 𝜂𝑡 同为白噪声。

3. 考虑AR(2)过程 𝑋𝑡 = 𝜙1𝑋𝑡−1+𝜙2𝑋𝑡−2+𝜀𝑡，其中 𝜀𝑡为方差等于 1的白噪声过程，𝜙1 , 𝜙2 ∈
R 且 𝜙2 ≠ 0。

(a) 请计算特征多项式 𝐴(𝑧) = 1 − 𝜙1𝑧 − 𝜙2𝑧2 两个零点 𝑧1 , 𝑧2 模长均大于 1时，𝜙1 , 𝜙2

所需满足的条件，并画图表示。

(b) 请说明平稳性条件满足时，课件 6 p.18系数矩阵𝚽是可逆矩阵，并用 Cramer法
则写出𝚽−1 的表达式。

(c) 假设 𝜙1 = 0.7, 𝜙2 = −0.1，请求解 𝑋𝑡 自协方差 𝛾(𝑘)的通项表达式。
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