
2023秋季本科时间序列

第 5次作业答案

11月 9日

1. 解：

𝐴𝑅(2)过程 (1 − 𝜙1L − 𝜙2L2)𝑋𝑡 = 𝜖𝑡 特征多项式 1 − 𝜙1𝑥 − 𝜙2𝑥2 = 0，则有两特征根

𝑥1 , 𝑥2:

𝑥1,2 =
𝜙1 ±

√
𝜙2

1 + 4𝜙2

−2𝜙2

若使得 𝐴𝑅(2)过程平稳则 |𝑥1 | > 1, |𝑥2 | > 1,记特征根的倒数为 𝑧1 , 𝑧2:

𝑧1 =
1
2 (𝜙1 −

√
𝜙2

1 + 4𝜙2), 𝑧2 =
1
2 (𝜙1 +

√
𝜙2

1 + 4𝜙2)

(a) 当 𝜙2
1 + 4𝜙2 ≥ 0时为实根，由于 |𝑧1 | < 1, |𝑧2 | < 1，则有 −1 < 𝑧1 < 𝑧2 < 1，即：

𝜙1 + 𝜙2 < 1, 𝜙2 − 𝜙1 < 1

(b) 当根为复数根时，|𝑧1 | = |𝑧2 | < 1，即：

|𝑧1 |2 = 𝜙2
1 + (−𝜙2

1 − 4𝜙2)
4 = −𝜙2 > 1 ⇒ 𝜙2 > −1, 𝜙2

1 + 4𝜙2 < 0

因此，使得 𝑋𝑡 为平稳过程的自回归系数取值范围 (𝜙1 , 𝜙2) ∈ R2 的图示如下：
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2. 解：

𝑋𝑡 = 𝜙1𝑋𝑡−1 + 𝜙2𝑋𝑡−2 + 𝜖𝑡

𝑋𝑡−1 = 𝜙1𝑋𝑡−2 + 𝜙2𝑋𝑡−3 + 𝜖𝑡−1

𝑋𝑡−2 = 𝜙1𝑋𝑡−3 + 𝜙2𝑋𝑡−4 + 𝜖𝑡−2

……

因此：

𝑋𝑡 = 𝜙1𝑋𝑡−1 + 𝜙2𝑋𝑡−2 + 𝜖𝑡

= 𝜙1(𝜙1𝑋𝑡−2 + 𝜙2𝑋𝑡−3 + 𝜖𝑡−1) + 𝜙2𝑋𝑡−2 + 𝜖𝑡

= (𝜙2
1 + 𝜙2)𝑋𝑡−2 + 𝜙1𝜙2𝑋𝑡−3 + 𝜙1𝜖𝑡−1 + 𝜖𝑡

= (𝜙2
1 + 𝜙2)(𝜙1𝑋𝑡−3 + 𝜙2𝑋𝑡−4 + 𝜖𝑡−2) + 𝜙1𝜙2𝑋𝑡−3 + 𝜙1𝜖𝑡−1 + 𝜖𝑡

= (𝜙3
1 + 2𝜙1𝜙2)𝑋𝑡−3 + 𝜙2(𝜙2

1 + 𝜙2)𝑋𝑡−4 + (𝜙2
1 + 𝜙2)𝜖𝑡−2 + 𝜙1𝜖𝑡−1 + 𝜖𝑡

= (𝜙3
1 + 2𝜙1𝜙2)(𝜙1𝑋𝑡−4 + 𝜙2𝑋𝑡−5 + 𝜖𝑡−3) + 𝜙2(𝜙2

1 + 𝜙2)𝑋𝑡−4 + (𝜙2
1 + 𝜙2)𝜖𝑡−2 + 𝜙1𝜖𝑡−1 + 𝜖𝑡

= (𝜙4
1 + 3𝜙2

1𝜙2 + 𝜙2
2)𝑋𝑡−4 + 𝜙2(𝜙3

1 + 2𝜙1𝜙2)𝑋𝑡−5 + (𝜙3
1 + 2𝜙1𝜙2)𝜖𝑡−3 + (𝜙2

1 + 𝜙2)𝜖𝑡−2 + 𝜙1𝜖𝑡−1 + 𝜖𝑡
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3. 解：

系数矩阵的行列式为

�����������
𝜙1 𝜙2 − 1 0

𝜙2 𝜙1 −1

1 −𝜙1 −𝜙2

�����������
= (𝜙1 + 𝜙2 − 1)(𝜙2 − 𝜙1 − 1)(𝜙2 + 1)

要使行列式非零，则有 (𝜙1 + 𝜙2 − 1)(𝜙2 − 𝜙1 − 1)(𝜙2 + 1) ≠ 0，即行列式非零的条件为

𝜙1 + 𝜙2 − 1 ≠ 0

𝜙2 − 𝜙1 − 1 ≠ 0

𝜙2 + 1 ≠ 0

由 1.可知AR(2)过程平稳性条件，因此可得：AR(2)过程平稳性条件是行列式非零的条

件的充分不必要条件

用 Cramer法则计算矩阵的逆：

Φ−1 =
1

detΦΦ∗

由于

Φ =


𝜙1 𝜙2 − 1 0

𝜙2 𝜙1 −1

1 −𝜙1 −𝜙2


则有：

Φ11 =

������� 𝜙1 −1

−𝜙1 −𝜙2

������� = −𝜙1𝜙2−𝜙1 ,Φ12 = −

������� 𝜙2 −1

1 −𝜙2

������� = 𝜙2
2−1,Φ13 =

������� 𝜙2 𝜙1

1 −𝜙1

������� = −𝜙1𝜙2−𝜙1

Φ21 = −

������� 𝜙2 − 1 0

−𝜙1 −𝜙2

������� = 𝜙2
2−𝜙2 ,Φ22 =

������� 𝜙1 0

1 −𝜙2

������� = −𝜙1𝜙2 ,Φ23 = −

������� 𝜙1 𝜙2 − 1

1 −𝜙1

������� = 𝜙2
1+𝜙2−1

Φ31 =

������� 𝜙2 − 1 0

𝜙1 −1

������� = −𝜙2+1,Φ32 = −

������� 𝜙1 0

𝜙2 −1

������� = 𝜙1 ,Φ33 =

������� 𝜙1 𝜙2 − 1

𝜙2 𝜙1

������� = 𝜙2
1−𝜙2

2+𝜙2
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故矩阵的逆为：

Φ−1 =
1
|Φ|Φ

∗ =
1

(𝜙1 + 𝜙2 − 1)(𝜙2 − 𝜙1 − 1)(𝜙2 + 1)


−𝜙1𝜙2 − 𝜙1 𝜙2

2 − 𝜙2 −𝜙2 + 1

𝜙2
2 − 1 −𝜙1𝜙2 𝜙1

−𝜙1𝜙2 − 𝜙1 𝜙2
1 + 𝜙2 − 1 𝜙2

1 − 𝜙2
2 + 𝜙2


4. 解：

𝑋𝑡 = 0.9𝑋𝑡−1 − 0.2𝑋𝑡−2 + 𝜖𝑡

分别在等式两边同乘 𝑋𝑡 , 𝑋𝑡−1 , 𝑋𝑡−2 并取期望有

𝜎2
𝑋(0) = 0.9𝜎2

𝑋(1) − 0.2𝜎2
𝑋(2) + 𝜎2

𝜖

𝜎2
𝑋(1) = 0.9𝜎2

𝑋(0) − 0.2𝜎2
𝑋(1)

𝜎2
𝑋(2) = 0.9𝜎2

𝑋(1) − 0.2𝜎2
𝑋(0)

转换为矩阵形式有 
0

0

𝜎2
𝜖


=


0.9 −1.2 0

−0.2 0.9 −1

1 −0.9 0.2




𝜎2
𝑋(0)

𝜎2
𝑋(1)

𝜎2
𝑋(2)


解得

𝜎2
𝑋(0) =

50
21𝜎

2
𝜖 , 𝜎

2
𝑋(1) =

25
14𝜎

2
𝜖 , 𝜎

2
𝑋(2) =

95
84𝜎

2
𝜖

在 𝑋𝑡+𝑘 = 𝜙1𝑋𝑡+𝑘−1 + 𝜙2𝑋𝑡+𝑘−2 + 𝜖𝑡+𝑘 两边同乘 𝑋𝑡 得

𝜎2
𝑋(𝑘) = 𝜙1𝜎

2
𝑋(𝑘 − 1) + 𝜙2𝜎

2
𝑋(𝑘 − 2)

即有


𝜎2
𝑋(𝑘)

𝜎2
𝑋(𝑘 − 1)

 =

𝜙1 𝜙2

1 0



𝜎2
𝑋(𝑘 − 1)

𝜎2
𝑋(𝑘 − 2)


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代入本题参数

Λ =


𝜙1 𝜙2

1 0

 =


0.9 −0.2

1 0


求特征值

P(𝜆) = |𝜆𝐼 −Λ| =

𝜆 − 0.9 0.2

−1 𝜆

 = 𝜆2 − 0.9𝜆 + 0.2 = 0

解得

𝜆1 = 0.4,𝜆2 = 0.5

则有


𝜎2
𝑋(𝑘)

𝜎2
𝑋(𝑘 − 1)

 =


0.4 0.5

1 1




0.4𝑘−1

0.5𝑘−1




0.4 0.5

1 1



𝜎2
𝑋(1)

𝜎2
𝑋(0)


故有

𝜎2
𝑋(𝑘) =

25
21 (7 × 0.5𝑘 − 5 × 0.4𝑘)𝜎2

𝜖

5. 解：

由 AR(2)过程 𝑋𝑡 = 𝑋𝑡−1 − 0.25𝑋𝑡−2 + 𝜖𝑡 :


0

0

𝜎2
𝜖


=


1 −1.25 0

−0.25 1 −1

1 −1 0.25




𝜎2
𝑋(0)

𝜎2
𝑋(1)

𝜎2
𝑋(2)


解得

𝜎2
𝑋(0) =

80
27𝜎

2
𝜖 , 𝜎

2
𝑋(1) =

64
27𝜎

2
𝜖 , 𝜎

2
𝑋(2) =

64
27𝜎

2
𝜖
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由 
𝜎2
𝑋(𝑘)

𝜎2
𝑋(𝑘 − 1)

 =


1 −0.25

1 0



𝜎2
𝑋(𝑘 − 1)

𝜎2
𝑋(𝑘 − 2)


令

Λ =


1 −0.25

1 0


P(𝜆) = |𝜆𝐼 −Λ| = 𝜆2 − 𝜆 + 0.25

解得

𝜆1 = 𝜆2 = 0.5

故无法使用特征值分解

Λ =


1 −0.25

1 0

 = 𝑇


0.5 1

0 0.5

 𝑇
−1

Λ𝑇 =


0.5 1

0 0.5


令 𝑇 = [𝑇1 , 𝑇2]，有

[Λ𝑇1 ,Λ𝑇2] = [𝑇1 , 𝑇2]


0.5 1

0 0.5


故可得 𝑇1 = [0.5, 1]𝑇 , 𝑇2 = [1, 0]𝑇，即 𝑇 = [𝑇1 , 𝑇2] =


0.5 1

1 0


因此

Λ =


0.5 1

1 0




0.5 1

0 0.5




0.5 1

1 0


−1

由于 
0.5 1

0 0.5


𝑘

=


0.5𝑘 0.5𝑘−1𝑘

0 0.5𝑘


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故 Λ𝑘 有

Λ𝑘 =


0.5 1

1 0




0.5𝑘 0.5𝑘−1𝑘

0 0.5𝑘



𝜙 1

1 0


−1

=


(𝑘 + 1)0.5𝑘 −0.5𝑘+1𝑘

0.5𝑘−1𝑘 (1 − 𝑘)0.5𝑘


则 

𝜎2
𝑋(𝑘)

𝜎2
𝑋(𝑘 − 1)

 = Λ𝑘


𝜎2
𝑋(1)

𝜎2
𝑋(0)

 = 0.5𝑘−1


0.5(𝑘 + 1) −0.52𝑘

𝑘 0.5(1 − 𝑘)



𝜎2
𝑋(1)

𝜎2
𝑋(0)


即：

𝜎2
𝑋(𝑘) = 0.5𝑘−1[0.5(𝑘 − 1)64

27𝜎
2
𝜖 − 0.25𝑘 80

27𝜎
2
𝜖] =

0.5𝑘−1(12𝑘 − 32)𝜎2
𝜖

27

6. 解：

𝑋𝑡 = 𝜇 + 𝜙1𝑋𝑡−1 + · · · + 𝜙𝑝𝑋𝑡−𝑝 + 𝜖𝑡

则有

𝐸𝑋𝑡 =
𝜇

𝐴(1) , 𝐴(𝑧) = 1 −
𝑝∑
𝑖=1

𝜙𝑖𝑧 𝑖

令

𝑌𝑡 = 𝑋𝑡 − 𝜇

𝐴(1)
则

𝜎2
𝑌(𝑘) = 𝜎2

𝑋(𝑘)

𝑋𝑡 − 𝜇

𝐴(1) = 𝜇 − 𝜇

𝐴(1) +
𝑝∑
𝑖=1

𝜙𝑖𝑋𝑡−𝑖 + 𝜖𝑡

=
−∑𝑝

𝑖=1 𝜙𝑖𝜇

𝐴(1) +
𝑝∑
𝑖=1

𝜙𝑖𝑋𝑡−𝑖 + 𝜖𝑡

=
𝑝∑
𝑖=1

𝜙𝑖(𝑋𝑡−𝑖 − 𝜇

𝐴(1) ) + 𝜖𝑡

即

𝑌𝑡 =
𝑝∑
𝑖=1

𝜙𝑖𝑌𝑡−𝑖 + 𝜖𝑡

Yule-Walker方程 
𝜎2
𝑋(1)
...

𝜎2
𝑋(𝑝)


=


𝜎2
𝑋(0) · · · 𝜎2

𝑋(𝑝 − 1)
...

. . .
...

𝜎2
𝑋(𝑝 − 1) · · · 𝜎2

𝑋(0)




𝜙1

...

𝜙𝑝


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𝜎2
𝑋(0) =

𝑝∑
𝑖=1

𝜙𝑖𝜎
2
𝑋(𝑖) + 𝜎2

𝜀

下面将 Yule-Walker方程重新排列为可由过程参数直接求解的形式

当 𝑝 = 2时 
−1 𝜙1 𝜙2

𝜙1 𝜙2 − 1 0

𝜙2 𝜙1 −1




𝜎2
𝑋(0)

𝜎2
𝑋(1)

𝜎2
𝑋(2)


=


−𝜎2

𝜖

0

0


当 𝑝 = 3时 

−1 𝜙1 𝜙2 𝜙3

𝜙1 𝜙2 − 1 𝜙3 0

𝜙2 𝜙1 + 𝜙3 −1 0

𝜙3 𝜙2 𝜙1 −1





𝜎2
𝑋(0)

𝜎2
𝑋(1)

𝜎2
𝑋(2)

𝜎2
𝑋(3)


=



−𝜎2
𝜖

0

0

0


当 𝑝 = 4时 

−1 𝜙1 𝜙2 𝜙3 𝜙4

𝜙1 𝜙2 − 1 𝜙3 𝜙4 0

𝜙2 𝜙1 + 𝜙3 𝜙4 − 1 0 0

𝜙3 𝜙2 + 𝜙4 𝜙1 −1 0

𝜙4 𝜙3 𝜙2 𝜙1 −1





𝜎2
𝑋(0)

𝜎2
𝑋(1)

𝜎2
𝑋(2)

𝜎2
𝑋(3)

𝜎2
𝑋(4)


=



−𝜎2
𝜖

0

0

0

0


对任意 𝑝，其方程组的系数矩阵满足类似的形式：

−1 𝜙1 · · · 𝜙𝑝−1 𝜙𝑝

𝜙1 𝜙2 − 1 · · · 𝜙𝑝 0
...

...
. . .

...
...

𝜙𝑝−1 𝜙𝑝−2 + 𝜙𝑝 · · · −1 0

𝜙𝑝 𝜙𝑝−1 · · · 𝜙1 −1





𝜎2
𝑋(0)

𝜎2
𝑋(1)
...

𝜎2
𝑋(𝑝 − 1)

𝜎2
𝑋(𝑝)


=



−𝜎2
𝜖

0
...

0

0



8


