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(b) 定义复数 z的正余弦函数：

cos(𝑧) = 𝑒 i𝑧 + 𝑒−i𝑧

2 , sin(𝑧) = 𝑒 i𝑧 − 𝑒−i𝑧
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利用 (a)中的定义,可得：
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同理可得:
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可以发现与 R 上的 Taylor级数一致。

(c) 利用 (b)中的定义，∀𝑧 ∈ C，

cos(𝑧) + 𝑖 sin(𝑧) = 𝑒 i𝑧 + 𝑒−i𝑧

2 + 𝑖
𝑒 i𝑧 − 𝑒−i𝑧

2i = 𝑒 𝑖𝑧 .

特别的，取 𝑧 = 𝜃 ∈ R ，有 𝑒 i𝜃 = cos(𝜃) + 𝑖 sin(𝜃)，该式对 ∀𝜃 ∈ R 成立。

(d) 对于复数形如 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏,可得幅角 𝜃 = arctan
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∵ 𝑌𝑡 为平稳过程且 E𝑌𝑡 = 0

∴ 𝜇𝑌，𝜎2
𝑌(𝑘 + 𝑗 − 𝑖)均与 t无关

∴ 𝜇𝑥，𝜎2
𝑥(𝑘)也与 t无关，即 𝑋𝑡 为平稳序列

3. 𝑋𝑡 =
∑𝑝

𝑖=1 𝜙𝑖 𝑋𝑡−1 +∑𝑞
𝑗=0 𝜃𝑗 𝜀𝑡−𝑗 = 𝐴−1(L) 𝐵(L) 𝜀𝑡

∵ cov(𝜀𝑡 , 𝜀𝑡−𝑘) = 0, var(𝜀𝑡) = 1

∴ 𝜀𝑡 的谱密度函数 𝑆𝜀(𝜔) = ∑∞
𝑘=−∞ 𝛾(𝑘)𝑒−𝑖2𝜋𝜔𝑘 = 𝛾(0) = 1

𝑋𝑡 的谱密度函数表达式为 𝑆𝑋(𝜔) = 𝐵(𝑒 𝑖2𝜋𝜔)𝐵(𝑒−𝑖2𝜋𝜔)
𝐴(𝑒 𝑖2𝜋𝜔)𝐴(𝑒−𝑖2𝜋𝜔)𝑆𝜀(𝜔) = 𝐵(𝑒 𝑖2𝜋𝜔)𝐵(𝑒−𝑖2𝜋𝜔)

𝐴(𝑒 𝑖2𝜋𝜔)𝐴(𝑒−𝑖2𝜋𝜔)

ARMA(1,1)过程 (1 − 0.9L)𝑋𝑡 = (1 + 0.5L)𝜀𝑡 的谱密度函数图形绘制如下：

𝑆𝑋(𝜔) = (1+0.5𝑒 𝑖2𝜋𝜔)(1+0.5𝑒−𝑖2𝜋𝜔)
(1−0.9𝑒 𝑖2𝜋𝜔)(1−0.9𝑒−𝑖2𝜋𝜔) =

1.25+0.5(𝑒 𝑖2𝜋𝜔+𝑒−𝑖2𝜋𝜔)
1.81−0.9(𝑒 𝑖2𝜋𝜔+𝑒−𝑖2𝜋𝜔) =

1.25+cos(2𝜋𝜔)
1.81−1.8 cos(2𝜋𝜔)

代码如下：

1 library (tidyverse)

2 x<-seq(0,1/2,0.001)

3 y<-(1.25+cos(2*pi*x))/(1.81-1.8*cos(2*pi*x))

4 num<-tibble(x,y)

5 ggplot(data=num)+geom_line(mapping = aes(x=x,y=y))
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