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1. 根据分布函数定义，𝐹(𝑥)可写为

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) =
∫ 𝑥

−∞ 𝑓 (𝑡)𝑑𝑡 =
∫ 0
−∞ 𝑓 (𝑡)𝑑𝑡 +

∫ 𝑥

0 𝑓 (𝑡)𝑑𝑡

取𝑎, 𝑏 ∈ [−∞,+∞], 𝑥 + △𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]

令𝑔(𝑥) =
∫ 𝑥

0 𝑓 (𝑡)𝑑𝑡, 则𝑔(𝑥 + △𝑥) − 𝑔(𝑥) =
∫ 𝑥+△𝑥
𝑥

𝑓 (𝑡)𝑑𝑡

由 𝑓 (𝑥)在𝑅上可积，得 𝑓 (𝑥)在𝑅上有界，即| 𝑓 (𝑥)| ≤ 𝑀

则|𝑔(𝑥 + △𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≤
∫ 𝑥+△𝑥
𝑥

| 𝑓 (𝑡)| 𝑑𝑡 ≤ 𝑀 △ 𝑥， ∴ lim△𝑥→0 (𝑔(𝑥 + △𝑥) − 𝑔(𝑥)) = 0

∴
∫ 𝑥

0 𝑓 (𝑡)𝑑𝑡在[𝑎, 𝑏]上连续， ∴ 𝐹(𝑥) =
∫ 𝑥

−∞ 𝑓 (𝑡)𝑑𝑡 =
∫ 0
−∞ 𝑓 (𝑡)𝑑𝑡 +

∫ 𝑥

0 𝑓 (𝑡)𝑑𝑡连续

2. (a) ∵协方差矩阵为半正定矩阵且为对称矩阵,方差为非负数

∴ 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≥ 0, 𝑏 = 𝑐, 𝑎 > 0, 𝑏 > 0

(b) i. 由题已知，𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)]2

∵ [𝑋,𝑌]ᵀ服从2元联合正态分布

∴ 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 1
2𝜋𝜎𝑥𝜎𝑦

√
1−𝜌2

𝑒
− 1

2(1−𝜌2)

[
(𝑥−𝜇𝑥 )2

𝜎2
𝑥

−2𝜌
(𝑥−𝜇𝑥 )(𝑦−𝜇𝑦)

𝜎𝑥 𝜎𝑦
+ (𝑦−𝜇𝑦 )2

𝜎2
𝑦

]

则

𝐸(𝑥2) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
𝑥2 𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

𝑥2

2𝜋𝜎𝑥𝜎𝑦

√
1 − 𝜌2

𝑒
− 1

2(1−𝜌2)

[
(𝑥−𝜇𝑥 )2

𝜎2
𝑥

−2𝜌
(𝑥−𝜇𝑥 )(𝑦−𝜇𝑦)

𝜎𝑥 𝜎𝑦
+ (𝑦−𝜇𝑦 )2

𝜎2
𝑦

]
𝑑𝑥𝑑𝑦
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上式指数部分可改写为

−1
2 (𝜌

𝑥 − 𝜇𝑥

𝜎𝑥

√
1 − 𝜌2

−
𝑦 − 𝜇𝑦

𝜎𝑦

√
1 − 𝜌2

)2 −
(𝑥 − 𝜇𝑥)2

2𝜎2
𝑥

则

𝐸(𝑋2) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

𝑥2

2𝜋𝜎𝑥𝜎𝑦

√
1 − 𝜌2

𝑒

[
− 1

2 (𝜌
𝑥−𝜇𝑥

𝜎𝑥
√

1−𝜌2
− 𝑦−𝜇𝑦

𝜎𝑦
√

1−𝜌2
)2− (𝑥−𝜇𝑥 )2

2𝜎2
𝑥

]
𝑑𝑥𝑑𝑦

=

∫ ∞

−∞

𝑥2

2𝜋𝜎𝑥𝜎𝑦

√
1 − 𝜌2

𝑒
− (𝑥−𝜇𝑥 )2

2𝜎2
𝑥 𝑑𝑥

∫ ∞

−∞
𝑒

[
− 1

2 (𝜌
𝑥−𝜇𝑥

𝜎𝑥
√

1−𝜌2
− 𝑦−𝜇𝑦

𝜎𝑦
√

1−𝜌2
)2
]
𝑑𝑦

对积分变量Y作如下替换：

𝑡 = (𝜌 𝑥 − 𝜇𝑥

𝜎𝑥

√
1 − 𝜌2

−
𝑦 − 𝜇𝑦

𝜎𝑦

√
1 − 𝜌2

)

则上式可化为：

𝐸(𝑥2) =
∫ ∞

−∞

𝑥2

2𝜋𝜎𝑥𝜎𝑦

√
1 − 𝜌2

𝑒
− (𝑥−𝜇𝑥 )2

2𝜎2
𝑥 𝑑𝑥

∫ ∞

−∞
𝑒−

𝑡2
2 𝜎𝑦

√
1 − 𝜌2𝑑𝑡

=

∫ ∞

−∞

𝑥2
√

2𝜋𝜎𝑥

𝑒
− (𝑥−𝜇𝑥 )2

2𝜎2
𝑥 𝑑𝑥

=
𝜎2
𝑥√

2𝜋

∫ ∞

−∞
𝑧2𝑒−

𝑧2
2 𝑑𝑧

=
𝜎2
𝑥√

2𝜋
×
√

2𝜋

= 𝜎2
𝑥 = 𝑎

所以𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝐸(𝑥2) − (𝐸(𝑋))2 = 𝑎

ii. 由题已知，𝑉𝑎𝑟(𝑌) = 𝐸(𝑌2) − [𝐸(𝑌)]2

∵ [𝑋,𝑌]ᵀ服从2元联合正态分布

∴ 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 1
2𝜋𝜎𝑥𝜎𝑦

√
1−𝜌2

𝑒
− 1

2(1−𝜌2)

[
(𝑥−𝜇𝑥 )2

𝜎2
𝑥

−2𝜌
(𝑥−𝜇𝑥 )(𝑦−𝜇𝑦)

𝜎𝑥 𝜎𝑦
+ (𝑦−𝜇𝑦 )2

𝜎2
𝑦

]

则

𝐸(𝑌2) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
𝑦2 𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

𝑦2

2𝜋𝜎𝑥𝜎𝑦

√
1 − 𝜌2

𝑒
− 1

2(1−𝜌2)

[
(𝑥−𝜇𝑥 )2

𝜎2
𝑥

−2𝜌
(𝑥−𝜇𝑥 )(𝑦−𝜇𝑦)

𝜎𝑥 𝜎𝑦
+ (𝑦−𝜇𝑦 )2

𝜎2
𝑦

]
𝑑𝑥𝑑𝑦

上式指数部分可改写为

−1
2 (𝜌

𝑦 − 𝜇𝑦

𝜎𝑦

√
1 − 𝜌2

− 𝑥 − 𝜇𝑥

𝜎𝑥

√
1 − 𝜌2

)2 −
(𝑦 − 𝜇𝑦)2

2𝜎2
𝑦

2



则

𝐸(𝑌2) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

𝑦2

2𝜋𝜎𝑥𝜎𝑦

√
1 − 𝜌2

𝑒

[
− 1

2 (𝜌
𝑦−𝜇𝑦

𝜎𝑦
√

1−𝜌2
− 𝑥−𝜇𝑥

𝜎𝑥
√

1−𝜌2
)2− (𝑦−𝜇𝑦 )2

2𝜎2
𝑦

]
𝑑𝑥𝑑𝑦

=

∫ ∞

−∞

𝑦2

2𝜋𝜎𝑥𝜎𝑦

√
1 − 𝜌2

𝑒
− (𝑦−𝜇𝑦 )2

2𝜎2
𝑦 𝑑𝑦

∫ ∞

−∞
𝑒

[
− 1

2 (𝜌
𝑦−𝜇𝑦

𝜎𝑦
√

1−𝜌2
− 𝑥−𝜇𝑥

𝜎𝑥
√

1−𝜌2
)2
]
𝑑𝑥

对积分变量X作如下替换：

𝑡 = (𝜌
𝑦 − 𝜇𝑦

𝜎𝑦

√
1 − 𝜌2

−
𝑥 − 𝜇𝑥

𝜎𝑥

√
1 − 𝜌2

)

则上式可化为：

𝐸(𝑌2) =
∫ ∞

−∞

𝑦2

2𝜋𝜎𝑥𝜎𝑦

√
1 − 𝜌2

𝑒
− (𝑦−𝜇𝑦 )2

2𝜎2
𝑦 𝑑𝑦

∫ ∞

−∞
𝑒−

𝑡2
2 𝜎𝑥

√
1 − 𝜌2𝑑𝑡

=

∫ ∞

−∞

𝑦2

√
2𝜋𝜎𝑦

𝑒
− (𝑦−𝜇𝑦 )2

2𝜎2
𝑦 𝑑𝑦

=
𝜎2
𝑦√

2𝜋

∫ ∞

−∞
𝑧2𝑒−

𝑧2
2 𝑑𝑧

=
𝜎2
𝑦√

2𝜋
×
√

2𝜋

= 𝜎2
𝑦 = 𝑑

所以𝑉𝑎𝑟(𝑌) = 𝐸(𝑌2) − (𝐸(𝑌))2 = 𝑑

iii. cov(x,y)=E(XY)-E(X)E(Y)=E(XY)

𝐸(𝑋𝑌) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
𝑥𝑦 𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

𝑥𝑦

2𝜋𝜎𝑥𝜎𝑦

√
1 − 𝜌2

𝑒
− 1

2(1−𝜌2)

[
(𝑥−𝜇𝑥 )2

𝜎2
𝑥

−2𝜌
(𝑥−𝜇𝑥 )(𝑦−𝜇𝑦)

𝜎𝑥 𝜎𝑦
+ (𝑦−𝜇𝑦 )2

𝜎2
𝑦

]
𝑑𝑥𝑑𝑦

上式指数部分可改写为:

(𝑥 − 𝜇𝑥)2

𝜎2
𝑥

− 2𝜌
(𝑥 − 𝜇𝑥)(𝑦 − 𝜇𝑦)

𝜎𝑥𝜎𝑦

+
(𝑦 − 𝜇𝑦)2

𝜎2
𝑦

= (𝑥 − 𝜇𝑥

𝜎𝑥

− 𝜌
(𝑦 − 𝜇𝑦)

𝜎𝑦

)2 + (
√

1 − 𝜌2
𝑦 − 𝜇𝑦

𝜎𝑦

)2

对积分变量X作如下替换:

𝑢 =
1√

1 − 𝜌2
(𝑥 − 𝜇𝑥

𝜎𝑥

− 𝜌
(𝑦 − 𝜇𝑦)

𝜎𝑦

)

𝑣 =
𝑦 − 𝜇𝑦

𝜎𝑦
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则

𝑐𝑜𝑣(𝑥, 𝑦) =
𝜎𝑥𝜎𝑦

2𝜋

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(𝑢𝑣

√
1 − 𝜌2 + 𝜌𝑣2)𝑒− 1

2 (𝑢2+𝑣2)𝑑𝑢𝑑𝑣

=
𝜎𝑥𝜎𝑦

2𝜋

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(𝑢𝑣

√
1 − 𝜌2𝑒−

1
2 (𝑢2+𝑣2) + 𝜌𝑣2𝑒−

1
2 (𝑢2+𝑣2))𝑑𝑢𝑑𝑣

=
𝜎𝑥𝜎𝑦

2𝜋 × 2𝜋 × 𝜌 = 𝜌𝜎𝑥𝜎𝑦

= 𝑏 = 𝑐

(c)

𝑓𝑥(𝑥) =
∫ ∞

−∞

1
2𝜋𝜎𝑥𝜎𝑦

√
1 − 𝜌2

𝑒

[
− 1

2 (𝜌
𝑥−𝜇𝑥

𝜎𝑥
√

1−𝜌2
− 𝑦−𝜇𝑦

𝜎𝑦
√

1−𝜌2
)2− (𝑥−𝜇𝑥 )2

2𝜎2
𝑥

]
𝑑𝑦

=
1

2𝜋𝜎𝑥𝜎𝑦

√
1 − 𝜌2

𝑒
− (𝑥−𝜇𝑥 )2

2𝜎2
𝑥

∫ ∞

−∞
𝑒

[
− 1

2 (𝜌
𝑥−𝜇𝑥

𝜎𝑥
√

1−𝜌2
− 𝑦−𝜇𝑦

𝜎𝑦
√

1−𝜌2
)2
]
𝑑𝑦

=
1

2𝜋𝜎𝑥𝜎𝑦

√
1 − 𝜌2

𝑒
− (𝑥−𝜇𝑥 )2

2𝜎2
𝑥

∫ ∞

−∞
𝑒−

𝑡2
2 𝜎𝑦

√
1 − 𝜌2𝑑𝑡

=
1√

2𝜋𝜎𝑥

𝑒
− (𝑥−𝜇𝑥 )2

2𝜎2
𝑥

=
1√
2𝜋𝑎

𝑒−
𝑥2
2𝑎

𝑓𝑦(𝑦) =
∫ ∞

−∞

1
2𝜋𝜎𝑥𝜎𝑦

√
1 − 𝜌2

𝑒

[
− 1

2 (𝜌
𝑦−𝜇𝑦

𝜎𝑦
√

1−𝜌2
− 𝑥−𝜇𝑥

𝜎𝑥
√

1−𝜌2
)2− (𝑦−𝜇𝑦 )2

2𝜎2
𝑦

]
𝑑𝑥

=
1

2𝜋𝜎𝑥𝜎𝑦

√
1 − 𝜌2

𝑒
− (𝑦−𝜇𝑦 )2

2𝜎2
𝑦

∫ ∞

−∞
𝑒

[
− 1

2 (𝜌
𝑦−𝜇𝑦

𝜎𝑦
√

1−𝜌2
− 𝑥−𝜇𝑥

𝜎𝑥
√

1−𝜌2
)2
]
𝑑𝑥

=
1

2𝜋𝜎𝑥𝜎𝑦

√
1 − 𝜌2

𝑒
− (𝑦−𝜇𝑦 )2

2𝜎2
𝑦

∫ ∞

−∞
𝑒−

𝑡2
2 𝜎𝑥

√
1 − 𝜌2𝑑𝑡

=
1√

2𝜋𝜎𝑦

𝑒
− (𝑦−𝜇𝑦 )2

2𝜎2
𝑦

=
1√
2𝜋𝑑

𝑒−
𝑦2
2𝑑

3. (𝑎) ∵ ∑𝑛
𝑖=1

∑𝑛
𝑗=1

𝑖+𝑗
𝐶

= 1

∴ 𝐶 =
∑𝑛

𝑖=1
∑𝑛

𝑗=1(𝑖+𝑗) =
∑𝑛

𝑖=1
∑𝑛

𝑗=1 𝑖+
∑𝑛

𝑖=1
∑𝑛

𝑗=1 𝑗 =
𝑛(𝑛+1)

2 ×𝑛+ 𝑛(𝑛+1)
2 ×𝑛 = 𝑛2(𝑛+1) = 𝑛3+𝑛2
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(𝑏) ∵ 𝑋,𝑌在题目中具有对称性

∴ 𝐸(𝑋) = 𝐸(𝑌) =
𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑖(𝑖 + 𝑗)
𝑛2(𝑛 + 1) =

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑗(𝑖 + 𝑗)
𝑛2(𝑛 + 1)

=
1

𝑛2(𝑛 + 1)

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

(𝑖2 + 𝑖 𝑗)

=
1

𝑛2(𝑛 + 1)

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑖2 + 1
𝑛2(𝑛 + 1)

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑖 𝑗

=
1

𝑛2(𝑛 + 1) × 𝑛 × 𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)
6 + 1

𝑛2(𝑛 + 1) × (𝑛(𝑛 + 1)
2 )2

=
(2𝑛 + 1)

6 + 𝑛 + 1
4

=
7𝑛 + 5

12

𝐸(𝑋2) = 𝐸(𝑌2) =
𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑖2(𝑖 + 𝑗)
𝑛2(𝑛 + 1)

=
1

𝑛2(𝑛 + 1)

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

(𝑖3 + 𝑖2 𝑗)

=
1

𝑛2(𝑛 + 1)

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑖3 + 1
𝑛2(𝑛 + 1)

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑖2 𝑗

=
1

𝑛2(𝑛 + 1) × 𝑛 × (𝑛(𝑛 + 1)
2 )2 + 1

𝑛2(𝑛 + 1) × 𝑛 × 𝑛(𝑛 + 1)
2 × 𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6

=
𝑛(𝑛 + 1)

4 + (𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)
6 =

(𝑛 + 1)(5𝑛 + 1)
12

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝑉𝑎𝑟(𝑌) = 𝐸(𝑋2) − (𝐸(𝑋))2 = (𝑛 + 1)(5𝑛 + 1)
12 − (7𝑛 + 5

12 )2 = (𝑛 − 1)(11𝑛 + 13)
144

𝐸(𝑋𝑌) =
𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑖 𝑗(𝑖 + 𝑗)
𝑛2(𝑛 + 1) =

1
𝑛2(𝑛 + 1)

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑖2 𝑗 + 𝑖 𝑗2 =
(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6

𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝑌) = 𝐸(𝑋𝑌) − 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌) = (𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)
6 − (7𝑛 + 5

12 )2 = −(𝑛 − 1)2
144

4. (𝑎)
𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑛∑
𝑘=1

𝑖 + 𝑗 + 𝑘

𝐶
= 1

𝐶 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑛∑
𝑘=1

(𝑖 + 𝑗 + 𝑘) = 3𝑛3(𝑛 + 1)
2

5



(𝑏)

𝐸(𝑋𝑌𝑍) = 1
𝐶

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑛∑
𝑘=1

(𝑖 + 𝑗 + 𝑘)𝑖 𝑗𝑘

=
1
𝐶

× 3 ×
𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑛∑
𝑘=1

𝑖2 𝑗𝑘

=
(𝑛 + 1)2(2𝑛 + 1)

12
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