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1. 考虑 AR(2,1)模型 𝑋𝑡 = 𝜇 + 𝜙1𝑋𝑡−1 + 𝜙2𝑋𝑡−2 + 𝜀𝑡 + 𝜃𝜀𝑡−1，其中参数 {𝜙1 , 𝜙2 , 𝜃}满足平
稳与可逆条件，{𝜀𝑡} iid∼ 𝑁(0, 𝜎2

𝜀)。
(a) 假设 𝜙1 = 1.5, 𝜙2 = −0.56, 𝜇 = 0.12, 𝜃 = 0.5, 𝜎𝜀 = 0.1，请计算 E𝑋𝑡。

(b) 令 𝑋̃𝑡 = 𝑋𝑡 − E𝑋𝑡，则 𝑋̃𝑡 = 𝜙1𝑋̃𝑡−1 + 𝜙2𝑋̃𝑡−2 + 𝜀𝑡 + 𝜃𝜀𝑡−1，请计算 𝑋̃𝑡 关于 {𝜀𝑡} 的
Wold表示的前三项 𝜀𝑡 , 𝜀𝑡−1 , 𝜀𝑡−2 系数 𝜓0 ,𝜓1 ,𝜓2。

(c) 请计算 E𝑋𝑡𝜀𝑡 ,E𝑋𝑡𝜀𝑡−1 ,E𝑋𝑡𝜀𝑡−2。

(d) 模仿课件 6 pp. 17–18 的例子，在 𝑋̃𝑡 = 𝜙1𝑋̃𝑡−1 + 𝜙2𝑋̃𝑡−2 + 𝜀𝑡 + 𝜃𝜀𝑡−1 依次乘以

𝑋𝑡 , 𝑋𝑡−1 , 𝑋𝑡−2 并取期望，进而计算自协方差 𝜎2
𝑋(𝑘), 𝑘 = 0, 1, 2。

(e) [附加题 5分]计算 𝑋𝑡 的谱密度函数 𝑠𝑥(𝜔)，并利用课件 4 p. 19的逆变换公式，直
接求 𝜎2

𝑋(0)，进而验证上问计算结果。
(f) 给定样本 𝑋𝑡 , 𝑡 = 1, . . . , 𝑇，请写出 𝑌𝑡 ≡ 𝑋𝑡 − 𝜇 − 𝜙1𝑋𝑡−1 − 𝜙2𝑋𝑡−2 , 𝑡 = 3, . . . , 𝑇 的协
方差矩阵 𝚺，注意 𝑌𝑡 = 𝜀𝑡 + 𝜃𝜀𝑡−1 为MA(1)过程。

(g) [编程题，单独提交代码] 给定 𝑋−1 = 𝑋0 = E𝑋𝑡 , 𝜀0 = 0，随机生成 {𝜀𝑡 : 𝑡 =
1, . . . , 5000}，进而生成模拟序列 {𝑋𝑡 : 𝑡 = 1, . . . , 5000}。对 𝑘 = 1, . . . , 50，基于
第 𝑘组样本 X(𝑘) = {𝑋𝑡 : 𝑡 = 1, . . . , 100𝑘}，利用 arima函数对 X(𝑘)进行ARMA(2,1)
建模，并使用极大似然估计方法，基于模拟数据，获得估计值 𝜇̂(𝑘) , 𝜙̂(𝑘)

1 , 𝜙̂(𝑘)
2 , 𝜃̂(𝑘) , 𝜎̂(𝑘)

𝜀 ，

注意 𝜎̂(𝑘)
𝜀 表示第 𝑘 组样本下 𝜎𝜀 的估计值，分 5个图，绘制这五个参数估计值关于

𝑘 的序列，并讨论这 5个参数的极大似然估计，是否具有一致性。

(h) [续上题]对于 X(𝑘)，利用 arima函数进行ARMA(𝑝, 𝑞)自由阶数建模，使用函数自
带AIC、BIC准则，记录其自动选择的阶数 (𝑝(𝑘) , 𝑞(𝑘))，并绘制这两组基于样本自动
选择的模型阶数关于 𝑘 的序列图。对比 AIC和 BIC选择阶数的效果，说明不同样
本量下，使用哪个准则选择阶数更准确或一样准确。

2. 假设 𝑋𝑡 为MA(2)过程 𝑋𝑡 = 𝜀𝑡 + 𝜃1𝜀𝑡−1 + 𝜃2𝜀𝑡−2，{𝜀𝑡}为白噪声过程，𝜎𝜀 = 1。请按照
定义，计算 𝑋̂𝑡+𝑠 |𝑡 ,∀𝑠 ≥ 1。注意，请首先确定 𝑋𝑡+𝑠 与 𝑋𝑡 , 𝑋𝑡−1 , . . .中的哪些项相关，在
计算 𝑋̂𝑡+𝑠 |𝑡 时，只需考虑相关性不为 0的 𝑋𝑡−𝑗，进而计算相应系数 𝒃̂𝑠。
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