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本讲内容

1 序列相关性

2 线性序列

3 算子与表示

4 时间序列的谱
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序列相关性

本节内容

1 序列相关性

2 线性序列

3 算子与表示

4 时间序列的谱
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序列相关性

白噪声

白噪声 (white noise)是最常见的一类平稳时间序列

{𝜀𝑡}是白噪声，若满足 E𝜀𝑡 = 0，var(𝜀𝑡) = 𝜎2
𝜀 > 0，以及

cov(𝜀𝑡 , 𝜀𝑡−𝑘) = 0, ∀𝑘 ≥ 0

iid序列是白噪声，反之不成立

但大部分时间序列模型中，均假设白噪声——经常又称作新息 (innovation)
或冲击 (shock)——是 iid序列
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序列相关性

自协方差与自相关系数

给定平稳时间序列 {𝑋𝑡}
平稳时间序列最基本的分析对象：自协方差函数 (autocovariance function,
ACF) 𝜎2

𝑋(𝑘) = cov(𝑋𝑡 , 𝑋𝑡−𝑘)
Cauchy-Schwartz不等式：[cov(𝑋,𝑌)]2 ≤ var(𝑋)var(𝑌)
自协方差 𝜎2

𝑋(𝑘) ≤ 𝜎2
𝑋(0) = var(𝑋𝑡)

自协方差函数经常也用 𝛾𝑋(𝑘)来表示，避免写上标 “2”
自相关系数函数 (autocorrelation function, ACF) 𝜌𝑋(𝑘) = 𝜎2

𝑋(𝑘)/𝜎2
𝑋(0)

自相关系数反映的是序列的持续性(persistence)：𝑡 − 𝑘 期取值和 𝑡 期取值的同步

特征
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序列相关性

偏自相关系数

给定时间序列 {𝑋𝑡}𝑇𝑡=1

还可以考虑另一种方法来描述数据的持续性特征，即偏自相关系数 (partial
autocorrelation)

考虑 𝑋𝑡 对 𝑋𝑡−𝑘 , 𝑘 = 1, . . . , 𝐾 < 𝑇 的回归方程

𝑋𝑡 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝑡−1 + · · · + 𝛽𝐾𝑋𝑡−𝐾 + 𝑒𝑡
上述回归方程系数 𝛽𝑘 的 OLS (ordinary least square)估计值 𝛽̂𝑘 就称为 𝑋𝑡 的
𝑘-阶偏自相关系数（估计值）

偏自相关系数与自相关系数之间紧密联系；以 AR(1)模型为例，𝑋𝑡 = 𝜌𝑋𝑡−1 + 𝜀𝑡，

|𝜌| < 1，𝜀𝑡 为白噪声，则其 1-阶自相关系数等于 1-阶偏自相关系数
但一般情况下，并不相等
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线性序列

本节内容

1 序列相关性

2 线性序列

3 算子与表示

4 时间序列的谱
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线性序列

线性时间序列

本课程大部分内容考虑线性 (linear)时间序列

给定白噪声序列 {𝜀𝑡}，时间序列 {𝑋𝑡}称为关于 {𝜀𝑡}的线性时间序列，若

𝑋𝑡 =
𝐾∑
𝑘=0

𝜙𝑘𝜀𝑡−𝑘 ,

其中 𝐾的取值可以是有限值，也可以是无限值

当 𝐾 = ∞时，通常要求 {𝜙𝑘}满足绝对和收敛 (absolutely summable)，即∑∞
𝑘=0 |𝜙𝑘 | < ∞
另一种要求是满足平方和收敛 (square summable)，即

∑∞
𝑘=0 𝜙

2
𝑘 < ∞
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线性序列

线性时间序列示例

事实上，所有线性时间序列都是平稳序列，具体例子如下

𝑞-阶移动平均 (moving average)过程MA(𝑞)：给定白噪声 {𝜀𝑡}，
𝑋𝑡 =

∑𝑞
𝑗=0 𝜙 𝑗𝜀𝑡−𝑗，其中 {𝜙 𝑗} ∈ R

𝑞 称为滞后期 (lag period)；可为无穷，记为MA(∞)

1-阶自回归 (autoregressive)过程 AR(1)：𝑋𝑡 = 𝜌𝑋𝑡−1 + 𝜀𝑡，|𝜌| < 1
可递归的写为MA(∞)过程：𝑋𝑡 =

∑∞
𝑖=0 𝜌

𝑖𝜀𝑡−𝑖
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线性序列

线性时间序列的平稳性

定理 1
给定任意常数 𝜇 ∈ R、绝对可和序列 {𝜙 𝑗}∞𝑗=0以及白噪声过程 {𝜀𝑡}∞𝑡=−∞，则线性时间
序列

𝑋𝑡 = 𝜇 +
∞∑
𝑗=0

𝜙 𝑗𝜀𝑡−𝑗

是协方差平稳序列

证明：1-阶矩 E𝑋𝑡 ≡ 𝜇，故只需分析 2-阶矩的平稳性
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线性序列

线性时间序列的平稳性

对任意 𝑘 计算 E(𝑋𝑡 − 𝜇)(𝑋𝑡−𝑘 − 𝜇)，由 E𝜀𝑡𝜀𝑡−𝑖 = 0,∀𝑖 ≥ 1可知

E(𝑋𝑡 − 𝜇)(𝑋𝑡−𝑘 − 𝜇) = E
∞∑
𝑗=0

𝜙 𝑗𝜀𝑡−𝑗
∞∑
𝑗=0

𝜙 𝑗𝜀𝑡−𝑘−𝑗

= E
∞∑
𝑗=0

𝜙 𝑗𝜀𝑡−𝑗
∞∑
𝑗=𝑘

𝜙 𝑗−𝑘𝜀𝑡−𝑗

=
∞∑
𝑗=𝑘

𝜙 𝑗𝜙 𝑗−𝑘𝜎2
𝜀

由于
∑∞
𝑗=𝑘 𝜙 𝑗𝜙 𝑗−𝑘 收敛（作业 1），上述计算说明 𝑋𝑡 的自协方差存在且不随时间变

化，故得证 □
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线性序列

Wold表示定理

定理 2 (Wold)
任意的协方差平稳序列 {𝑋𝑡}∞𝑡=−∞都可以表示为如下三部分的和：

𝑋𝑡 = 𝜇 +
∞∑
𝑗=0

𝜙 𝑗𝜀𝑡−𝑗 +𝑉𝑡 ,

其中，

1 𝜇为常数，{𝜀𝑡}∞𝑡=−∞是白噪声序列
2 {𝜙 𝑗}∞𝑗=0平方和收敛

∑∞
𝑗=0 𝜙

2
𝑗 < ∞

3 ∀𝑡 , cov(𝑉𝑡 , 𝜀𝑡) = 0，且 𝑉𝑡 可由过去信息 {𝑋𝑡−1 , 𝑋𝑡−2 , . . .}的线性组合完全决定
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线性序列

Wold表示定理

𝑉𝑡 的例子：参考上讲第 11页 𝑉𝑡 = cos(𝜋𝑡 +𝑈)并假设𝑈 与 {𝜀𝑡}无关
定理中 {𝜀𝑡}、{𝜙 𝑗}及 {𝑉𝑡}都可以从观测序列 {𝑋𝑡}构造得到

Wold表示定理意味着任意的（协方差）平稳过程，差不多就是一个（系数平方
可和）线性过程

反过来，任意（系数绝对可和）线性过程，也是平稳过程

思考：若系数序列是平方可和，线性过程是否是协方差平稳过程？
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算子与表示

本节内容

1 序列相关性

2 线性序列

3 算子与表示

4 时间序列的谱
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算子与表示

滞后算子

为了简化记法、方便运算，定义滞后算子 (lag operator) L，其作用是将 𝑡 期变

量变换为 𝑡 − 1期变量：
L : 𝑋𝑡 ↦→ 𝑋𝑡−1

记做L𝑋𝑡 = 𝑋𝑡−1

进一步定义之后算子的“乘法”或是“复合”：

L ◦ · · · ◦ L︸       ︷︷       ︸
𝑘 次

≡ L𝑘 : 𝑋𝑡 ↦→ 𝑋𝑡−𝑘

记做L𝑘𝑋𝑡 = 𝑋𝑡−𝑘
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算子与表示

算子多项式

滞后算子可以当做变元 𝑥，写为多项式形式，如L + 𝜌L2，其作用就是把 𝑋𝑡 变

做 (L + 𝜌L2)𝑋𝑡 = 𝑋𝑡−1 + 𝜌𝑋𝑡−2

如此，可将一般的线性时间序列表达式写为滞后算子多项式表达的形式：令

𝐴(L) =
𝐾∑
𝑘=0

𝜙𝑘L
𝑘 ,

则再前页 𝑋𝑡 可写为 𝑋𝑡 = 𝐴(L)𝜀𝑡
类似的，可将 AR(1)写为 𝑋𝑡 − 𝜌𝑋𝑡−1 = (1 − 𝜌L)𝑋𝑡 = 𝜀𝑡

形式上还可以进一步写为 𝑋𝑡 = 1
1−𝜌L 𝜀𝑡，再利用 1

1−𝜌L =
∑∞
𝑖=0 𝜌

𝑖L𝑖，则得到

MA(∞)表达
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时间序列的谱

本节内容

1 序列相关性

2 线性序列

3 算子与表示

4 时间序列的谱
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时间序列的谱

谱函数：定义

经济或金融时间序列样本 {𝑋𝑡}𝑇𝑡=1通常会表现出肉眼可见的“周期性”

具体刻画这种“周期性”，需要引入谱 (spectrum)的概念

给定平稳时间序列 {𝑋𝑡}∞𝑡=−∞及其自协方差函数 𝛾(𝑘)，𝑘 ∈ Z，对 𝜔 ∈ R，定义

𝑠𝑋(𝜔) =
∞∑

𝑘=−∞
𝛾(𝑘)𝑒−i2𝜋𝜔𝑘 ,

其中 i为虚根，称 𝑠𝑋(𝜔)为 {𝑋𝑡}的谱（密度）函数 (spectral density function)
谱是数学中的一个通用概念，用于刻画数学对象的本质特征

矩阵特征值又称为矩阵的谱；随机变量的特征函数也是一种谱函数
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时间序列的谱

谱函数：条件与性质

谱函数定义中，对 {𝛾(𝑘)}序列的收敛性有一定要求
至少要求平方和收敛

∑
𝑘 𝛾

2(𝑘) < ∞
若绝对和收敛

∑
𝑘 |𝛾(𝑘)| < ∞，则谱函数 𝑠𝑋(𝜔)具有好的性质

若 𝑠𝑋(𝜔)是 {𝑋𝑡}的谱函数，则对应的自协方差函数满足下述求逆公式：

𝛾(𝑘) =
∫ 1/2

−1/2
𝑠𝑋(𝜔)𝑒 i2𝜋𝜔𝑘d𝜔

注意，𝑠𝑋(𝜔)为周期等于 1的函数，即 𝑠𝑋(𝜔) = 𝑠𝑋(𝜔 + 1)
由 DeMoivre公式 𝑒−i2𝜋𝜔𝑘 = cos(2𝜋𝜔𝑘) − i sin(2𝜋𝜔𝑘)可得

𝑠𝑋(𝜔) =
∞∑

𝑘=−∞
𝛾(𝑘)[cos(2𝜋𝜔𝑘) − i sin(2𝜋𝜔𝑘)] = 𝛾(0) + 2

∞∑
𝑘=1

𝛾(𝑘) cos(2𝜋𝜔𝑘)
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时间序列的谱

谱函数的直观讨论

三角函数 cos(2𝜋𝜔𝑡), sin(2𝜋𝜔𝑡)反映了频率为 𝜔的周期波动

相应的周期为 1/𝜔
给定随机变量 𝛼(𝜔)与 𝛽(𝜔)，定义

𝑋𝜔
𝑡 = 𝛼(𝜔) cos(2𝜋𝜔𝑡) + 𝛽(𝜔) sin(2𝜋𝜔𝑡),

则 𝑋𝜔
𝑡 自然具有波动频率 𝜔

假设时间序列变量 𝑋𝑡 可以分解为一系列（无穷小）频率区间上 𝑋𝜔
𝑡 的和

𝑋𝑡 =
∫ 1/2

−1/2
𝑋𝜔
𝑡 d𝜔 =

∫ 1/2

−1/2
𝛼(𝜔) cos(2𝜋𝜔𝑡)d𝜔 +

∫ 1/2

−1/2
𝛽(𝜔) sin(2𝜋𝜔𝑡)d𝜔,

则 𝑋𝜔
𝑡 可看做 𝑋𝑡 的周期波动中频率为 𝜔的成分
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时间序列的谱

谱函数：非参数估计

由前页表达式可知，谱函数的一个直观样本估计为

𝑠𝑋(𝜔) = 𝛾̂(0) + 2
𝐾∑
𝑘=1

𝛾̂(𝑘) cos(2𝜋𝜔𝑘), ∀𝜔 ∈ [ − 1
2 ,

1
2
]

其中 𝐾 < ∞为某一个有限截断期限，𝛾̂(𝑘)为样本估计
统计软件中，𝑠𝑋(𝜔)的默认估计方式更加精细：给定 𝑇 个样本及 𝜔 𝑗 ≡ 𝑗/𝑇，
𝑗 = 1, . . . , 𝑇，通常是选定 𝑚 ∈ N，并在一个小区间
B𝑗 = {𝜔 : 𝜔 𝑗 − 𝑚/𝑇 ≤ 𝜔 ≤ 𝜔 𝑗 + 𝑚/𝑇}上取平均计算 𝑠𝑋(𝜔), 𝜔 ∈ B𝑗

每个 B𝑗 有 𝐿 = 2𝑚 + 1个离散格点 𝜔 𝑗 + 𝑘/𝑇，𝑘 = −𝑚, . . . , 𝑚
R中使用 spec.pgram函数估计样本谱函数时，span选项取值对应了 𝐿；另一个

常用参数 taper控制了临近频率点位谱估计值相互间的干扰，通常取默认值 0.1
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时间序列的谱

谱密度估计：企业贷款环比增速
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横坐标取值上限为 2，对应数据自然频率（季度）4 × 1
2（谱函数半周期定义域）

未季调谱密度 𝜔 = 1的尖峰对应 1/( 1
2 × 1

2
)
= 4个时间单位（季度）有一个周期
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时间序列的谱

谱密度估计：货币供应量环比增速
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= 12个月有一个周期，即年度周

期；𝜔 = 4处的尖峰意味着季度周期 1/( 4
6
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= 3
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时间序列的谱

时间序列的线性滤波

最常用的时间序列滤波方法为线性滤波 (linear filter)

线性滤波的一般形式

𝑋 𝑓
𝑡 =

𝑟∑
𝑗=−𝑞

𝑐 𝑗𝑋𝑡−𝑗 ≡ 𝐶(L)𝑋𝑡

其中 𝐶(L)为滤波算子
注意滤波算子中既可以包括 𝑋𝑡 的滞后项 𝑗 = 1, . . . , 𝑟，也可以包括超前项
𝑗 = −1, . . . ,−𝑞
线性滤波的滞后、超前期限 𝑞, 𝑟 均可为无穷

所得结果 𝑋 𝑓
𝑡 既可以是 𝑋𝑡 的趋势项，也可以是周期项，取决于滤波算子性质
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时间序列的谱

滤波的谱表示：𝑋 𝑓
𝑡 的自协方差

为简便，假设 𝑋𝑡 期望为 0

趋势项 𝑋 𝑓
𝑡 的自协方差 𝛾 𝑓 (𝑘) = E𝑋 𝑓

𝑡 𝑋
𝑓
𝑡−𝑘 为

𝛾 𝑓 (𝑘) = E
(

𝑟∑
𝑗=−𝑞

𝑐 𝑗𝑋𝑡−𝑗

) (
𝑟∑

ℓ=−𝑞
𝑐ℓ𝑋𝑡−𝑘−ℓ

)
= E

𝑟∑
𝑗=−𝑞

𝑟∑
ℓ=−𝑞

𝑐 𝑗𝑐ℓ𝑋𝑡−𝑗𝑋𝑡−𝑘−ℓ

=
𝑟∑

𝑗=−𝑞

𝑟∑
ℓ=−𝑞

𝑐 𝑗𝑐ℓ𝛾(𝑘 + ℓ − 𝑗)
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时间序列的谱

滤波的谱表示：𝑋 𝑓
𝑡 的谱函数

由谱函数定义得：

𝑠𝑋 𝑓 (𝜔) =
∞∑

𝑘=−∞
𝛾 𝑓 (𝑘)𝑒−i2𝜋𝜔𝑘 =

𝑟∑
𝑗=−𝑞

𝑟∑
ℓ=−𝑞

∞∑
𝑘=−∞

𝑐 𝑗𝑐ℓ𝛾(𝑘 + ℓ − 𝑗)𝑒−i2𝜋𝜔𝑘

令 ℎ = 𝑘 + ℓ − 𝑗，则 𝑒−i2𝜋𝜔𝑘 = 𝑒−i𝜔(ℎ+𝑗−ℓ ) = 𝑒−i2𝜋𝜔ℎ𝑒−i2𝜋𝜔 𝑗𝑒 i2𝜋𝜔ℓ，故

𝑠𝑋 𝑓 (𝜔) =
𝑟∑

𝑗=−𝑞

𝑟∑
ℓ=−𝑞

∞∑
𝑘=−∞

𝑐 𝑗𝑐ℓ𝛾(𝑘 + ℓ − 𝑗)𝑒−i2𝜋𝜔ℎ𝑒−i2𝜋𝜔 𝑗𝑒 i2𝜋𝜔ℓ

=
𝑟∑

𝑗=−𝑞
𝑐 𝑗𝑒−i2𝜋𝜔 𝑗

𝑟∑
ℓ=−𝑞

𝑐ℓ 𝑒 i2𝜋𝜔ℓ
∞∑

ℎ=−∞
𝛾(ℎ)𝑒−i2𝜋𝜔ℎ

= 𝐶(𝑒−i2𝜋𝜔)𝐶(𝑒 i2𝜋𝜔)𝑠𝑋(𝜔)
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时间序列的谱

滤波的谱表示：增益函数

给定滤波多项式 𝐶(𝑧) = ∑𝑟
𝑗=−𝑞 𝑐 𝑗𝑧 𝑗，𝑧 ∈ C，定义增益 (gain)函数为

𝐺(𝜔) = |𝐶(𝑒−i2𝜋𝜔)| =
√
𝐶(𝑒−i2𝜋𝜔)𝐶(𝑒−i2𝜋𝜔) =

√
𝐶(𝑒−i2𝜋𝜔)𝐶(𝑒 i2𝜋𝜔)

其中 𝐶(𝑒−i2𝜋𝜔)表示 𝐶(𝑒−i2𝜋𝜔)的复共轭
滤波序列的谱函数可写为

𝑠𝑋 𝑓 (𝜔) = 𝐺2(𝜔)𝑠𝑋(𝜔)

即 𝑋𝑡 不同频率 𝜔处周期性的强弱通过 𝐺(𝜔)放大或者缩小，转移到 𝑋 𝑓
𝑡 中
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时间序列的谱

1阶差分滤波

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

First difference filter

Frequency: cycles per quarter

G
ai

n

1阶差分滤波算子为 1 − L，滤波多项式为 1 − 𝑧
增益函数为 𝐺(𝜔) = √

2
√

1 − cos(2𝜋𝜔)
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时间序列的谱

HP滤波

给定样本序列 {𝑋𝑡}𝑇𝑡=1，HP滤波 (HP filter)通过求解最小化问题获得趋势项
{𝑋̃𝑡}：

{𝑋̃𝑡} = argmin

{
𝑇∑
𝑡=1

(𝑋𝑡 − 𝑋̃𝑡)2 + 𝜆
𝑇−1∑
𝑡=2

(𝑋̃𝑡+1 − 2𝑋̃𝑡 + 𝑋̃𝑡−1)
}

其中 𝑋𝑡 − 𝑋̃𝑡 即为滤波所得周期项
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时间序列的谱

HP滤波：增益函数

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
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0

HP filter

Frequency: cycles per quarter

G
ai

n

增益函数为

𝐺(𝜔) = 4(1 − cos(2𝜋𝜔))2
1
𝜆 + 4(1 − cos(2𝜋𝜔))2
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时间序列的谱

HP滤波示例：M2同比增速，自身无明显季节性

2000 2005 2010 2015

0.
02

0.
04

0.
06

0.
08

序列对比

时间

增
速

no hp

trend

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.
00

00
0

0.
00

01
0

谱对比

频率

谱
密
度

no hp

cycle

HP滤波有效去除了原始增速序列中低频、长周期（趋势）部分
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