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VAR模型估计

本节内容
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2 VAR模型的分析
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VAR模型估计

VAR模型的估计：OLS

给定 VAR(𝑝)模型
𝑿𝑡 = 𝒄 +𝚽1𝑿𝑡−1 + · · · +𝚽𝑝𝑿𝑡−𝑝 + 𝜺𝑡

上述方程组中每一行，都是一个动态回归模型⇒对每一行进行 OLS估计即可

将每行的 OLS估计系数集合，得到 𝒄̂, 𝚽̂𝑖 ∀𝑖，进一步可计算样本残差向量
𝜺̂𝑡 = 𝑿𝑡 − 𝒄̂ − 𝚽̂1𝑿𝑡−1 − · · · − 𝚽̂𝑝𝑿𝑡−𝑝

最后，通过 𝜺̂𝑡 估计残差协方差矩阵

𝛀̂ =
1

𝑇 − 𝑝 − (𝑝𝐾 + 1)
𝑇∑

𝑡=𝑝+1
𝜺̂𝑡 𝜺̂

Ç
𝑡
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VAR模型估计

VAR模型的估计：极大似然

假设 𝜺𝑡 ∼ 𝑁(0,𝛀)，定义 𝒀𝑡 = [1,𝑿 Ç
𝑡−1 , . . . ,𝑿

Ç
𝑡−𝑝]Ç，𝚷Ç = [𝒄,𝚽1 , . . . ,𝚽𝑝]，则

𝑿𝑡 |𝑿𝑡−1 , . . . ,𝑿𝑡−𝑝 ∼ 𝑁(𝚷Ç𝒀𝑡 ,𝛀)
给定初值 𝑿0 , . . . ,𝑿1−𝑝，样本似然函数对数为

𝐿(𝜽 |X) = − 𝑇𝐾
2 log(2𝜋) − 𝑇

2 log(det(𝛀))
= − 1

2
∑𝑇
𝑡=1

[(𝑿𝑡 −𝚷Ç𝒀𝑡)Ç𝛀−1(𝑿𝑡 −𝚷Ç𝒀𝑡)
]

𝚷Ç的极大似然估计为（证明见 Hamilton教科书 Ch. 11）

𝚷̂
Ç
=
[ ∑𝑇

𝑡=1 𝑿𝑡𝒀
Ç
𝑡

] [ ∑𝑇
𝑡=1 𝒀𝑡𝒀

Ç
𝑡

]−1

容易验证上式第 𝑘 行就是 VAR第 𝑘 行 OLS估计所得系数
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VAR模型的分析

本节内容

1 VAR模型估计

2 VAR模型的分析
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VAR模型的分析

VAR模型的分析：脉冲响应 (impulse response)

冲击 𝜀𝑘𝑡 的变化，如何影响 𝑋ℓ 𝑡+𝑗 的取值？计算

𝜕𝑋ℓ 𝑡+𝑗
𝜕𝜀𝑘𝑡

, 𝑗 = 0, 1, 2, . . .

VAR模型下，𝑡 期 𝑘 变量对 𝑡 + 𝑗 期 ℓ 变量的影响，很容易通过递推模拟得到

原理：平稳 VAR(𝑝)过程有MA(∞)表示

𝑿𝑡+𝑗 = 𝝁 +
∞∑
𝑠=0

𝚿𝑠𝜺𝑡+𝑗−𝑠

注意，此处的矩阵𝚿𝑠 与上一讲中 VAR(𝑝)变形为 VAR(1)时所写𝚿涵义不同

𝒀𝑡 = 𝜻 +𝚿𝒀𝑡−1 + 𝒆𝑡 中𝚿为滞后项 𝒀𝑡−1 系数矩阵
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VAR模型的分析

VAR(𝒑)过程的MA(∞)表示
首先将 VAR(𝑝)过程 𝑿𝑡 = 𝒄 +𝚽1𝑿𝑡−1 + · · · +𝚽𝑝𝑿𝑡−𝑝 + 𝜺𝑡 改写为 VAR(1)过程
𝒀𝑡 = 𝜻 +𝚿𝒀𝑡−1 + 𝒆𝑡

再利用 𝒀𝑡 进行MA(∞)展开：
𝒀𝑡 = 𝚿2𝒀𝑡−2 + (𝚿 + 𝑰)𝜻 +𝚿𝒆𝑡−1 + 𝒆𝑡 = · · ·

= lim
𝑗→∞𝚿𝑗𝒀𝑡−𝑗︸       ︷︷       ︸

平稳性⇒lim𝑗→∞𝚿𝑗=0

+
∞∑
𝑠=0

𝚿𝑠𝜻 +
∞∑
𝑠=0

𝚿𝑠𝒆𝑡−𝑠

= (𝑰 −𝚿)−1𝜻 + +
∞∑
𝑠=0

𝚿𝑠𝒆𝑡−𝑠

故上式中的𝚿𝑠 即对应前页MA(∞)中的𝚿𝑠 矩阵
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VAR模型的分析

脉冲响应与因果性

通常情况下，E𝜺𝑡𝜺Ç𝑡 = 𝛀不是对角矩阵

𝜀𝑘𝑡 与 𝜀ℓ 𝑡 有相关性

这意味着 𝜀𝑘𝑡 的变动不仅包括变量 𝑘 的信息，还包括影响其他变量 ℓ ≠ 𝑘 的信
息，相应的脉冲响应

𝜕𝑋ℓ 𝑡+𝑗
𝜕𝜀𝑘𝑡

缺乏明确的“因果性”涵义

因果性：假设其他变量都不变，只改变 𝑋𝑘𝑡 时 𝑋ℓ 𝑡+𝑗 如何变化？此时 𝑋𝑘𝑡 的变化全

部归结为 𝑡 期外生冲击

VAR变量的递归排序 (recursive ordering)提供了一种最简单、直观的方法，将
𝜀𝑘𝑡 , 𝜀ℓ 𝑡 等的变化分解为互不相关的部分
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VAR模型的分析

Cholesky分解

对 𝐾 × 𝐾实对称正定矩阵 𝛀，存在下三角阵 𝑨及对角矩阵

𝑫 = diag(𝑑11 , . . . , 𝑑𝐾𝐾)使得
𝛀 = 𝑨𝑫𝑨Ç

且满足 𝑑𝑘𝑘 > 0 ∀𝑘 = 1, . . . , 𝐾，以及 𝑨对角线均为 1
构造性证明：对 𝛀不断使用行列消元，直到只剩对角线为止

Wikipedia、网络查询或 Hamilton/Hayashi之类教科书

进一步定义 𝑫
1
2 = diag

(
𝑑1/2

11 , . . . , 𝑑
1/2
𝐾𝐾

)
以及 𝑷 = 𝑨𝑫

1
2，则可得到

𝛀 = 𝑷𝑷Ç

其中 𝑷 为下三角阵，称为正定阵矩阵 𝛀的 Cholesky分解
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VAR模型的分析

递归排序与冲击的 Cholesky分解
固定 VAR变量的一个排序，由原冲击向量协方差矩阵 Cholesky分解 𝛀 = 𝑷𝑷Ç

定义新的冲击向量

𝒗𝑡 = 𝑷−1𝜺𝑡

则 E𝒗𝑡𝒗Ç
𝑡 = E𝑷

−1𝜺𝑡𝜺Ç𝑡 (𝑷Ç)−1 = 𝑷−1E[𝜺𝑡𝜺Ç𝑡 ](𝑷Ç)−1 = 𝑷−1𝛀(𝑷Ç)−1 = 𝑰𝐾，故 𝒗𝑡 的

各个分量无相关性

具体而言，𝑷𝒗𝑡 = 𝜺𝑡 有如下形式

𝑑1/2
11 0 0 · · · 0
𝑝21 𝑑1/2

22 0 · · · 0
𝑝31 𝑝32 𝑑1/2

33 · · · 0
...

...
...

. . .
...

𝑝𝐾1 𝑝𝐾2 𝑝𝐾3 · · · 𝑑1/2
𝐾𝐾





𝑣1𝑡

𝑣2𝑡

𝑣3𝑡
...

𝑣𝐾𝑡


=



𝜀1𝑡

𝜀2𝑡

𝜀3𝑡
...

𝜀𝐾𝑡


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VAR模型的分析

递归排序下与 Cholesky分解下冲击的涵义

给定 VAR观测 (observable)冲击 𝜺𝑡 （在给定排序下的）Cholesky分解
𝒗𝑡 = 𝑷−1𝜺𝑡，则 𝒗𝑡 各分量彼此正交（零相关）

称 𝒗𝑡 各分量为该 VAR在变量递归排序下识别出的结构性 (structural)冲击
此种结构性冲击的识别方法，称为递归识别 (recursive identification)

故 𝜀1𝑡 = 𝑑1/2
11 𝑣1𝑡，𝜀𝐾𝑡 = 𝑝𝐾1𝑣1𝑡 + · · · + 𝑝𝐾,𝐾−1𝑣𝐾−1,𝑡 + 𝑑1/2

𝐾𝐾𝑣𝐾𝑡
即排序最后的变量 𝐾的观测冲击 𝜀𝐾𝑡，可能受到同期所有结构性冲击的影响

换言之，此时对排序最后变量对应的结构性冲击 𝑣𝐾𝑡 的识别是最保守的

(conservative)：提出所有其他变量对应结构性冲击后，观测冲击 𝜀𝐾𝑡 中剩下的变

动部分
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VAR模型的分析

递归排序与脉冲响应

利用变量的递归排序与冲击的 Cholesky分解，VAR过程的MA(∞)表示可写为

𝑿𝑡+𝑗 = 𝝁 +
∞∑
𝑠=0

𝚿𝑠𝜺𝑡+𝑗−𝑠 = 𝝁 +
∞∑
𝑠=0

𝚿𝑠𝑷𝒗𝑡+𝑗−𝑠

相应的，𝑣𝑘𝑡 对 𝑿𝑡+𝑗 的边际影响即脉冲响应为

𝜕𝑿𝑡+𝑗/𝑣𝑘𝑡 = 𝚿𝑗𝒑𝑘

其中 𝒑𝑘 为 𝑷 的第 𝑘 列

与之对比，𝜕𝑿𝑡+𝑗/𝜕𝜀𝑘𝑡 = 𝚿𝑗𝒆𝑘，其中 𝒆𝑘 为第 𝑘 个位置为 1、其余均为 0的单位
列向量
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VAR模型的分析

脉冲响应示例：Stock and Waston 2001

图:通货膨胀冲击

虚线表示 ±1标准差的置信区间，显著性水平约 66%；常用的置信区间计算使用自
助法 (bootstrap)
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VAR模型的分析

脉冲响应示例：Stock and Waston 2001

图:失业率冲击
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VAR模型的分析

脉冲响应示例：Stock and Waston 2001

图:利率冲击
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VAR模型的分析

货币政策 VAR分析中的递归识别

此类 VAR分析中，利率变量作为货币政策代理变量，通常排序最后：允许利率
观测冲击 𝜀𝑖𝑡 对利率 𝑖𝑡 的影响中，包括通货膨胀、失业率的结构性冲击部分

𝑣𝜋𝑡 , 𝑣
𝑢
𝑡

潜在的货币政策时点 (timing)假设：货币政策观测冲击 𝜀𝑖𝑡 不但受到结构性冲击

𝑣 𝑖𝑡 的影响，还取决于当期通胀、失业率（产出）冲击的影响，即当期货币政策

的制定，会考虑当期通胀、失业率（产出）的变化

同时，通胀排序第一，则通胀的当期变动 𝜀𝜋𝑡 ，即观测冲击，只受到通胀本身的

当期结构性冲击 𝑣𝜋𝑡 的影响，不受失业率（产出）与货币政策的影响：这反映了

短期价格刚性这一凯恩斯经济学的常规假定
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VAR模型的分析

方差分解

VAR模型方差分解：将 𝑡 + 𝑗 期变量 ℓ 预测均方误差分解为不同变量冲击项

𝜀𝑘,𝑡+𝑠 , 𝑠 = 1, . . . , 𝑗 所带来的贡献：由

𝑿𝑡+𝑗 − 𝑿̂𝑡+𝑗 |𝑡 = 𝜺𝑡+𝑗 +𝚿1𝜺𝑡+𝑗−1 + · · · +𝚿𝑗−1𝜺𝑡+1

得到

𝑀𝑆𝐸
(
𝑿̂𝑡+𝑗 |𝑡

)
= E

[ (
𝑿𝑡+𝑗 − 𝑿̂𝑡+𝑗 |𝑡

) (
𝑿𝑡+𝑗 − 𝑿̂𝑡+𝑗 |𝑡

)Ç]
= 𝛀 +𝚿1𝛀𝚿Ç

1 + · · · +𝚿𝑗−1𝛀𝚿Ç
𝑗−1

当不同变量冲击项 𝜀𝑘𝑡 存在相关性时，上述表达式无法将均方预测误差分解到

各个冲击项上⇒先将冲击项拆分为互不相关的部分
常用方法仍然是 Cholesky分解
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VAR模型的分析

递归排序与方差分解

给定一组递归变量排序，则有相应的冲击项 Cholesky分解

𝜺𝑡 = 𝑷𝒗𝑡 = 𝒑1𝑣1𝑡 + 𝒑2𝑣2𝑡 + · · · + 𝒑𝐾𝑣𝐾𝑡

⇒ 𝛀 = 𝒑1𝒑Ç1var(𝑣1𝑡) + 𝒑2𝒑Ç2var(𝑣2𝑡) + · · · + 𝒑𝐾𝒑Ç𝐾var(𝑣𝐾𝑡) = 𝒑1𝒑Ç1 + · · · + 𝒑𝐾𝒑Ç𝐾

其中 𝒑1 , . . . , 𝒑𝐾 为矩阵 𝑷 的各个列向量

相应的均方预测误差可分解为

𝑀𝑆𝐸
(
𝑿̂𝑡+𝑗 |𝑡

)
=

𝐾∑
𝑘=1

[
𝒑𝑘𝒑Ç𝑘 +𝚿1𝒑𝑘𝒑Ç𝑘𝚿

Ç
1 + · · · +𝚿𝑗−1𝒑𝑘𝒑Ç𝑘𝚿

Ç
𝑗−1︸                                                 ︷︷                                                 ︸

第𝑘项冲击𝑣𝑘,𝑡+𝑠 , 𝑠 = 1, . . . , 𝑗的贡献

]
𝑗 → ∞时，方差分解收敛到一个常数：此时可以衡量变量 𝑘 的冲击项对 𝑿𝑡 协

方差（矩阵）的贡献
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VAR模型的分析

方差分解示例：Stock and Waston 2001
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VAR模型的分析

Granger因果检验

Granger因果检验：变量 𝑘 的滞后项 1, . . . , 𝑝，是否对变量 ℓ 的当期值，有显著
的影响

在 𝑋ℓ 𝑡 的回归中，检验 𝑋𝑘𝑡−1 , . . . , 𝑋𝑘𝑡−𝑝 的系数是否同时为 0 ⇒ Wald或 F检验
Granger因果性不是真的因果性，而主要是时间上的领先滞后关系

也可以检验 𝑿𝑡 = [𝑿 Ç
1𝑡 ,𝑿

Ç
1𝑡]Ç的两组变量间的 Granger因果关系：对下述回归中

的系数矩阵 𝑨2 = 0与 𝑩1 = 0进行检验

𝑿1𝑡 = 𝒄1 + 𝑨Ç
1𝒀1𝑡 + 𝑨Ç

2𝒀2𝑡 + 𝜺1𝑡

𝑿2𝑡 = 𝒄2 + 𝑩Ç
1𝒀1𝑡 + 𝑩Ç

2𝒀2𝑡 + 𝜺2𝑡

其中 𝑨, 𝑩, 𝒀 的定义与第 5页类似
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VAR模型的分析

Granger检验示例：Stock and Waston 2001

表中数字为 𝐹-检验的 𝑝-值；小样本 +正态假设下，Wald统计量/参数约束个数 ℓ 等

于 F统计量；大样本下，F统计量乘以 ℓ 服从 𝜒2(ℓ )分布
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