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本讲内容

1 条件期望与最优预测

2 线性预测

3 时间序列的预测
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条件期望与最优预测

本节内容
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条件期望与最优预测

条件概率和条件期望

给定随机变量 𝑋,𝑌以及其联合密度函数 𝑓 (𝑥, 𝑦)
给定 𝑋 = 𝑥，𝑌的条件概率密度可表示为

𝑓 (𝑦 |𝑥) = Pr(𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦)
Pr(𝑋 = 𝑥)︸                ︷︷                ︸
不严格类比

=
𝑓 (𝑥, 𝑦)∫
𝑓 (𝑥, 𝑦)d𝑦

E(𝑌 |𝑋 = 𝑥) =
∫

𝑦 𝑓 (𝑦 |𝑥)d𝑦称为 𝑌在 𝑋 上的条件期望

记为 E(𝑌 |𝑋)；可看做 𝑋 的函数
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条件期望与最优预测

条件期望的性质

全期望律 (law of total expectation)：E𝑌 = E[E(𝑌 |𝑋)]
若 𝑋,𝑌相互独立，则 E(𝑌 |𝑋) = E𝑌
给定函数 𝑔(·)，E[𝑔(𝑋)𝑌 |𝑋] = 𝑔(𝑋)E(𝑌 |𝑋)
E(𝑌 |𝑋)是 𝑋 对 𝑌的最小均方预测函数：E(𝑌 |𝑋)是最小化问题

min
𝑔(·)
E[𝑌 − 𝑔(𝑋)]2

的（唯一）解⇒均方误差意义下，𝑌的最优预测为 E(𝑌 |𝑋)
若 𝑍 = 𝑔(𝑋)且 𝑔(·)是严格单调函数，则

E(𝑌 |𝑍) = E[𝑌 |𝑔(𝑋)] = E(𝑌 |𝑋)
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条件期望与最优预测

最优预测推导

对于任意的函数 𝑓 (·)， 𝑓 (𝑋)对 𝑌的均方预测误差可写为

E[𝑌 − 𝑓 (𝑋)]2 = E[𝑌 − E(𝑌 |𝑋) + E(𝑌 |𝑋) − 𝑓 (𝑋)]2
= E[𝑌 − E(𝑌 |𝑋)]2 + 2E[(𝑌 − E(𝑌 |𝑋))(E(𝑌 |𝑋) − 𝑓 (𝑋))]

+ E[E(𝑌 |𝑋) − 𝑓 (𝑋)]2
= E[𝑌 − E(𝑌 |𝑋)]2 + 2E[E[(𝑌 − E(𝑌 |𝑋))(E(𝑌 |𝑋) − 𝑓 (𝑋))|𝑋]︸                                         ︷︷                                         ︸

=(E(𝑌 |𝑋)− 𝑓 (𝑋))E[(𝑌−E(𝑌 |𝑋))|𝑋]=0

]

+ E[E(𝑌 |𝑋) − 𝑓 (𝑋)]2
= E[𝑌 − E(𝑌 |𝑋)]2 + E[E(𝑌 |𝑋) − 𝑓 (𝑋)]2

故对任意 𝑓 (·)，E[𝑌 − 𝑓 (𝑋)]2 ≥ E[𝑌 − E(𝑌 |𝑋)]2
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条件期望与最优预测

联合正态下的条件期望

给定 𝑋,𝑌服从二元正态分布

定义 𝑍 = (𝑌 − E𝑌) − cov(𝑋,𝑌)
var(𝑋) (𝑋 − E𝑋)；则有 𝑍为正态分布，且 E𝑍 = 0

可验证 cov(𝑍, 𝑋) = E𝑍𝑋 = 0，故 𝑍, 𝑋 互相独立；进一步的，𝑍, 𝑔(𝑋)相互独
立，故 E𝑍𝑔(𝑋) = E𝑍E𝑔(𝑋) = 0

由此可证明 𝑌 − 𝑍 = E𝑌 + cov(𝑋,𝑌)
var(𝑋) (𝑋 − E𝑋)是 𝑋 对 𝑌的最小均方预测，故

E(𝑌 |𝑋) = 𝑌 − 𝑍 = E𝑌 + cov(𝑋,𝑌)
var(𝑋) (𝑋 − E𝑋), 进一步有

var(𝑌 |𝑋) = E[(𝑌 − E(𝑌 |𝑋))2 |𝑋] = var(𝑌) − [cov(𝑋,𝑌)]2
var(𝑋) , 是一个常数
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线性预测

本节内容

1 条件期望与最优预测

2 线性预测

3 时间序列的预测
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线性预测

线性预测

给定随机变量 𝑌及 𝐾-维随机向量 𝑿（可包含常数项），定义 𝑿 对 𝑌的线性预测

(linear prediction)为 𝑌̂ = 𝒃Ç𝑿，𝒃 ∈ R𝐾，对应的 𝑌 − 𝑌̂称为预测误差
(prediction error)

定义最优均方 (optimal mean square)线性预测为使 E[𝑌 − 𝑌̂]2最小的线性预测
𝒃̂Ç𝑿：

𝒃̂ = argmin
𝒃
E[𝑌 − 𝒃Ç𝑿 ]2

类似于 OLS，上述 𝒃̂的取值需满足 E[(𝑌 − 𝒃̂Ç𝑿 )𝑿 Ç] = 0Ç，故
𝒃̂ = (E[𝑿𝑿 Ç])−1E[𝑿𝑌]
最优线性预测记为 𝐿(𝑌 |𝑿 )，可直观理解为 𝑌对 𝑿 的投影
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线性预测

正态条件下的线性预测与最优预测

给定 𝑌, 𝑋 为 2-元正态分布 r.v.，期望为 0

𝑋 对 𝑌的最优线性预测系数 𝑏满足

𝑏 =
E[𝑋𝑌]
E𝑋2 =

cov(𝑋,𝑌)
var(𝑋)

最优线性预测 𝐿(𝑌 |𝑋) = cov(𝑋,𝑌)
var(𝑋) 𝑋

此时 𝑋 对 𝑌的最优（均方）预测与最优（均方）线性预测相等

E[𝑌 |𝑋] = 𝐿(𝑌 |𝑋)
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时间序列的预测
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时间序列的预测

时间序列的预测

给定时间序列 {𝑌𝑡}，可以考虑用 𝑡 及之前的观测值，对 𝑌𝑡+𝑠 进行线性预测

𝑌̂𝑡+𝑠 |𝑡 = 𝐿(𝑌𝑡+𝑠 |𝑌𝑡 , 𝑌𝑡−1 , . . .), 𝑠 ≥ 1

更一般的，给定时间序列 {𝑌𝑡}与 {𝑿𝑡}，其中 𝑿𝑡 ∈ R𝐾，可以考虑用 𝑡 及之前的

观测值 {𝑿𝑡−𝑗} 𝑗≥0对 𝑌𝑡+𝑠 进行线性预测

𝑌̂𝑡+𝑠 |𝑡 = 𝐿(𝑌𝑡+𝑠 |𝑿𝑡 ,𝑿𝑡−1 , . . .), 𝑠 ≥ 1

最优线性预测的具体形式，即系数向量 𝒃̂的确定，依赖于具体模型
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时间序列的预测

AR(1)的预测

给定平稳 AR(1)过程 𝑋𝑡+1 = 𝜇 + 𝜙𝑋𝑡 + 𝜀𝑡+1，|𝜙 | < 1，{𝜀𝑡}为白噪声
𝑋𝑡+1在 𝑡 的最优线性预测 𝑋̂𝑡+1|𝑡 = 𝜇 + 𝜙𝑋𝑡

直接可验证 E[(𝑋𝑡+1 − 𝑋̂𝑡+1|𝑡)𝑋𝑡] = 0

𝑋𝑡+2在 𝑡 的最优线性预测 𝑋̂𝑡+2|𝑡 = 𝜇 + 𝜙𝜇 + 𝜙2𝑋𝑡
由 AR迭代可得：𝑋𝑡+2 = 𝜇 + 𝜙𝜇 + 𝜙2𝑋𝑡 + 𝜙𝜀𝑡+1 + 𝜀𝑡+2

由此可验证 E[(𝑋𝑡+2 − 𝑋̂𝑡+2|𝑡)𝑋𝑡] = 0

另一角度，𝑋̂𝑡+2|𝑡 可看做 𝑋̂𝑡+2|𝑡+1在 𝑡 的线性预测

𝑋̂𝑡+2|𝑡+1 = 𝜇 + 𝜙𝑋𝑡+1

𝑋̂𝑡+2|𝑡 = 𝜇 + 𝜙𝑋𝑡+1|𝑡 = 𝜇 + 𝜙𝜇 + 𝜙2𝑋𝑡
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时间序列的预测

AR(1)预测的渐近性质
可验证，∀𝑠 ≥ 1有

𝑋̂𝑡+𝑠 |𝑡 = 𝜇
𝑠−1∑
𝑟=0

𝜙𝑟 + 𝜙𝑠𝑋𝑡

由此可知，

lim
𝑠→∞ 𝑋̂𝑡+𝑠 |𝑡 =

𝜇

1 − 𝜙
= E𝑋𝑡

即 𝑋𝑡+𝑠 的长期（最优）线性预测值收敛到其无条件期望

进一步计算可知

lim
𝑠→∞E[𝑋𝑡+𝑠 − 𝑋̂𝑡+𝑠 |𝑡]

2 =
𝜎2
𝜀

1 − 𝜙2 = var(𝑋𝑡)

即 𝑋𝑡+𝑠 的长期均方预测误差收敛到其无条件方差
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时间序列的预测

三点注释

对一般的 AR(𝑝)过程，同样可以利用“递归”预测的方式，计算 𝑋̂𝑡+𝑠 |𝑡
先计算 𝑋̂𝑡+𝑠 |𝑡+𝑠−1，再对结果中出现的 𝑋𝑡+𝑠−1计算 𝑋̂𝑡+𝑠−1|𝑡+𝑠−2，以此递推

对 AR(𝑝)过程而言，若 {𝜀𝑡}相互独立，则有

𝑋̂𝑡+𝑠 |𝑡 = 𝐿(𝑋𝑡+𝑠 |𝑋𝑡 , 𝑋𝑡−1 , . . .) = E[𝑋𝑡+𝑠 |𝑋𝑡 , 𝑋𝑡−1 , . . .] = E𝑡𝑋𝑡+𝑠
MA过程及 ARMA过程同样可以进行类似的预测

MA的预测可借助对观测值 𝑋𝑡 的自回归近似所得到的近似 𝜀̂𝑡 来完成
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