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1. 考虑 2-元变量 VAR(1)过程 Xt � c +ΦXt−1 + εt，其中 εt 为向量白噪声，

Xt �

[
X1t

X2t

]
, εt �

[
ε1t

ε2t

]
, c �

[
1
1

]
, Φ �

[
0.1 0.5
−0.4 1

]
, Ω �

[
2 1
1 4

]
,

Ω为 εt 的协方差矩阵。

(a) 请验证 Xt 的平稳性，并计算期望 EXt。

(b) 请计算 Xt 的MA(∞)展开，再进一步计算协方差矩阵 var(Xt)。提示：请先计算Φ
的特征值分解 AΛA−1 及Φi 表达式。

(c) 请计算 Ω 的 Cholesky 分解 Ω � PPË，任选一项计算 Xt+s 关于正交化后的冲击

ut � [u1t , u2t]Ë � P−1εt 的脉冲响应函数:

∂X1t+s

∂u1t
,

∂X1t+s

∂u2t
,

∂X2t+s

∂u1t
,

∂X2t+s

∂u2t
, s � 0, 1, 2, . . .

2. 考虑一个AR(1)过程 Xt � ρXt−1+ut，|ρ | < 1，不可观测的冲击项 ut 为一个平稳ARCH
过程 ut �

√
α0 + α1u2

t−1εt，εt 为 iid白噪声且方差为 1。

(a) 请验证 ρ的 OLS估计 ρ̂依然具有一致性。

(b) 参考课件 9，请推导
√

T(ρ̂ − ρ)渐近正态分布的方差表达式；注意，此时条件同方
差假设不满足，需要使用条件异方差的推导方法。

(c) 上述推导需要知道 α0 , α1 的参数取值吗？

(d) 给定样本 {Xt}T
t�0，请说明按照 (c)中结果如何计算 ρ̂的异方差稳健渐近标准误。若

已知 α0 , α1 的取值，请思考能否利用该参数取值改进 ρ̂渐近标准误的计算。

3. 考虑 AR(1)过程 Xt � ρXt−1 + εt，εt 为 iid白噪声。

(a) 若 ρ的真实值为 1，请利用第 14讲课件内容，证明此时 OLS估计量 ρ̂满足如下超
一致性 (super consistency)：对任意的 δ > 0，T1−δ(ρ̂ − 1) a.s.→ 0。

(b) 若 ρ的真实值满足 |ρ | < 1，请证明 T(ρ̂ − 1) a.s.→ −∞。
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