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1. 给定随机向量 X � [X1 , . . . ,Xn]Ë及其协方差矩阵 Σ � E(X − µX)(X − µX)Ë，回答如下问
题。

(a) 请证明 Σ是对称矩阵。

(b) 对任意 w ∈ Rn，定义 Z ≡ wËX 并计算其方差，从而证明 Σ是一个半正定矩阵，即
wËΣw ≥ 0。

(c) 若存在 w ∈ Rn 使得 Z ≡ wËX 的方差为 0，则称 X1 , . . . ,Xn 线性相关（非独立）。

请证明，Σ为正定矩阵当且仅当 X 各分量线性独立。

2. 考虑一般的线性回归模型
YT×1 � XT×KβK×1 + eT×1 ,

其中 K 个解释变量 X � [ZT×N ,WT×M]可以分为两组 Z 与W，满足 N + M � K；同时
β � [δË , θË]Ë也可以分为对应的两组。故回归模型可以等价的表示为：

Y � Zδ + Wθ + e . (1)

(a) 定义矩阵 PX � X(X ËX)−1X Ë。请验证 PX 满足如下两条性质：

i. 对于任意一个 X 的列向量线性组合构成的向量 ξ � Xa，∀a ∈ RK，PXξ � ξ。

ii. 对 RT 中任意向量 ζ，ζ − PXζ � (I − PX )ζ与 ξ � Xa相互垂直，∀a ∈ RK，即

前者转置与后者乘积为 0。

这样的矩阵 PX 称为关于 X （列线性空间）的投影矩阵。

(b) 令 β̂ �
[
δ̂Ë , θ̂Ë] Ë为回归模型 (1)系数的 OLS估计，ê � Y − X β̂。与 (a)类似地定义

PW。令

Ỹ � (I − PW )Y , Z̃ � (I − PW )Z.

请证明下述结论：

i. Ỹ 与 Z̃分别为 Y 与 Z对W 回归的残差向量；

ii. ê 垂直于 Z和W，即 ZË ê 与W Ë ê 均为 0向量；
iii. ê 在W 上的投影为 0，即 PW ê � 0；
iv. 考虑 Ỹ 对 Z̃的回归 Ỹ � Z̃δ+u，u为残差项，请说明这个回归的OLS估计系数
正好等于 (1)中OLS估计的结果 δ̂。提示：在 (1)的OLS估计式 Y � Zδ̂+W θ̂+ ê
两边同乘 I − PW，进而验证 δ̂满足 Ỹ � Z̃δ + u回归系数 OLS估计的条件。

至此，你已经证明了著名的 Frisch-Waugh-Lovell定理。
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3. 沿用上题设置，回答下列问题。

(a) 请证明 Y 对 Z 与W 回归的拟合值 Ŷ � PX Y；类似的，请说明 Y 对 Z 回归的拟合
值 Ȳ � PZY。

(b) 利用上题结论，请证明 Ŷ − Ȳ 与 Z垂直，从而与 Ȳ 垂直。注释：这一性质的几何直
观就是著名的三垂线定理，你可以画一个草图，Y 为平面外一个向量，Z为平面上
一个向量且与 Y 起点相同，此时仔细观察 Y 向平面的投影即 PX Y，以及向 Z所在
直线的投影 PZY，则易看出两条投影线段和两者的差，构成直角三角形，即 Ŷ − Ȳ
与 Ȳ 垂直。

(c) 利用上问，证明 Ŷ ËŶ ≥ Ȳ ËȲ，并且该不等号严格成立的充分必要条件为 Ŷ − Ȳ , 0。

(d) 利用上问，证明：在 Y 对 X � [X1 , . . . ,Xn]回归中增加解释变量 Xn+1时，R2单调

递增。
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