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1. 考虑带均值的平稳AR(1)过程 Xt � µ+ϕXt−1 + εt，t � 1, . . . , T，εt
iid∼ N(0, 1)，|ϕ | < 1。

(a) 计算随机向量 Zt � [1,Xt−1]Ë的交叉二阶矩矩阵M � EZt ZË
t，并说明该矩阵满秩。

(b) 按照第 5讲内容，计算 AR(1)过程的总体（理论）谱密度函数一般表达式，对 ϕ �

0.5, 0.95，计算出具体的谱密度函数表达式，并绘图。提示：常数项不影响自协方
差函数，进而不影响谱密度函数。

(c) 固定 µ � 1，考虑 ϕ � 0.5, 0.95，分别记为 ϕ(i)，i � 1, 2。给定 ϕ(i)，请在 R或 Python
中编程，生成 X(i)

t 的随机模拟序列，T � 1000，起始值为 X(i)
0 � E(i)Xt � µ/(1−ϕ(i))。

绘图展示这 3个模拟序列，使用 R的 spec函数（或 Python对应函数）计算 3个
时间序列的样本谱密度函数的估计，并与上问计算的样本谱密度函数进行对比。提

示：spec函数估计样本谱密度的相关参数设定，也可以参照理论谱密度进行调整
优化。

(d) 固定 (c) 中 2 个模拟序列不变，对每个序列
{
X(i)

t

}
，按照每新增 50 个样本，进行

OLS估计；即 k � 1, . . . , 20，对样本
{
X(i)

t : t � 1, . . . , 50k
}
进行 OLS估计，估计

结果记为 β̂(i),k。对每一个 i，绘制 β̂(i),k 关于 k 的序列图。注意该向量有两个元素，
应当分开绘图。请讨论随着 ϕ的增大，OLS估计随样本量 100k增加时的收敛性有
何变化。

(e) 给定 (c)中 ϕ(i) 取值，i � 1, 2，并定义 β(i)0 � [µ, ϕ(i)]Ë。按照每次生成 T � 100个{
X(i)

t

}
模拟样本的方式，重复生成 500 组样本

{
X(i), j

t

}
， j � 1, . . . , 500。对每组样

本
{
X(i), j

t

}
，进行 OLS估计得到系数向量 β̂(i), j。得到 500个系数估计向量后，绘制

β̂(i), j − β(i)0 关于 j的样本直方图。注意每个估计向量有两个系数，应当分开绘图。对
500组估计值，计算这两个系数的样本标准差 σ̂(µ̂), σ̂(ϕ̂)，并在系数估计值样本直
方图中，分别添加以 µ, ϕ(i)为均值、样本标准差 σ̂(µ̂), σ̂(ϕ̂)为标准差的正态分布密
度曲线，对比样本分布与正态分布间的差异。

(f) 请根据课件内容，对每组参数取值 i，计算 T � 100期样本 AR(1)序列系数 OLS估
计值 β̂(i)两个元素各自的渐近标准误。注意，渐近标准误的计算分两种情况：1. 理
论渐近标准误，基于冲击的真实方差 σ2

ε � 1以及解释变量的真实协方差矩阵M；2.
样本渐近标准误，基于 T � 100期随机样本（如 e，但只生成一组模拟样本）。请对
比这两种渐近标准误的计算结果与 (e)中所得系数估计值样本标准差的关系。

(g) 重复 (e)–(f)的内容，但取 T � 900。比较此时系数估计值理论与样本渐近标准误与
500组样本所得估计系数样本标准差的关系。此时估计系数的样本标准差是否近似
为 (c)中的 1/3？样本渐近标准误与 (f)相比呢？
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