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本讲内容

1 状态空间模型

2 复习
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状态空间模型

本节内容

1 状态空间模型

2 复习
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状态空间模型

状态空间模型

前面课程中介绍的平稳时间序列，其动态特征都通过动态方

程直接进行刻画

ARMA/VAR/ARCH/GARCH
其核心都可以归结为（低阶）AR动态方程 +（低阶）MA
动态方程

在基础的时间序列动态方程之上，可以考虑复合的时间序列

过程：状态变量满足一个动态方程，观测变量又是状态变量

的一个函数，以及可能的额外误差项（噪音），

即状态-空间表示 (state-space representation)
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状态空间模型

状态空间模型的例子

考虑 Yt � Xt + wt，其中 {wt}为白噪声过程；而 Xt 为

AR(1)过程 Xt � ϕXt−1 + εt，{εt}为白噪声过程，且与 wt

无关

上述动态系统可以写为两（组）方程的状态空间表示：

Xt � ϕXt−1 + εt

Yt � Xt + wt

其中第一个方程为状态动态 (state dynamics)方程，第二个
方程为空间观测 (space observation)方程
进一步变化可以发现 Yt 为 ARMA(1,1)过程：

Yt � ϕYt−1 + wt − ϕwt−1 + εt︸              ︷︷              ︸
可验证这是一个MA(1)过程
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状态空间模型

状态空间模型的常见形式

状态空间模型的常见形式：状态变量 Xt 为 r × 1向量，观测
变量 Yt 为 n × 1向量，外生变量 Zt 为 k × 1向量，满足如下
（线性）动态方程系统

Xt � FXt−1 + vt

Yt � HËXt + AËZt + wt

其中 vt 为状态方程零均值白噪声冲击（向量），满足

Evt vË
t � Q，Evt vË

t− j � 0∀ j , 0；wt 为观测方程零均值白

噪声冲击（向量），满足 Ewt wË
t � R，Ewt wË

t− j � 0∀ j , 0；
且两组白噪声无关 Evt wË

t− j � 0∀ j
F 为状态动态方程系数矩阵，该方程说明 Xt 是一个 VAR过
程；H ,A为观测方程系数矩阵，写转置形式是与多元回归

方程写法保持一致
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状态空间模型

状态空间模型的等价形式与变量关系

将外生变量 Zt 在观测方程中单独写出，通常是为了突出观

测变量 Yt 不仅受内生状态变量 Xt 影响

特例：观测方程中的常数项，Zt � [1, . . . , 1]Ë

但实际上可以将 Zt 与 Xt 合并，定义 X̃t � [XË
t , Z

Ë
t ]Ë，并将

各系数矩阵、白噪声向量用零矩阵（分块）做相应拓展，可

以得到如下等价的状态空间表示：

X̃t � F̃ X̃t−1 + ṽt

Yt � H̃ËX̃t + wt

Zt 的外生性体现在 EZt vË
t � EZt wË

t � 0
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状态空间模型

ARMA过程的状态空间模型估计

ARMA(p , q)过程的估计，由于MA(q)部分的存在，常规方
法不易处理

可以用 OLS辅助回归的方法，但必然带来有限样本偏误
常规似然函数高度非线性，数值求解稳健性较低

状态空间表示提供了一个更便利的极大似然估计路径

需要使用 Kalman滤波对似然函数进行递归计算
该方法对一般的状态空间模型均适用
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状态空间模型

ARMA过程的状态空间表示：直接方法——兜圈子

考虑 ARMA(p , q)过程

Yt � ϕ1Yt−1 + · · · + ϕpYt−p + θ0εt + · · · + θqεt−q

定义 Xt � [Yt−1 , . . . ,Yt−p , εt , . . . , εt−q]Ë，则可对应定义 F

与 vt，使得 Xt � FXt−1 + vt

相应的

H � [ϕ1 , . . . , ϕp , θ0 , . . . , θq]

则 Yt � HXt

上述状态空间表示不简洁：F 中同样包含 {ϕi}, {θj}，实质
是同义反复
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状态空间模型

ARMA过程的状态空间表示：紧凑方法

令 r � max(p , q + 1)，并补充定义 ϕi � 0若 p < i ≤ r 或
θj � 0若 q < j ≤ r，此时 Yt 可写为

Yt � ϕ1Yt−1 + · · · + ϕrYt−r + θ0εt + · · · + θr−1εt−r+1

定义 Xt 满足如下状态方程

Xt �



ϕ1 ϕ2 · · · ϕr−1 ϕr

1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0


Xt−1 +


εt

0
...

0


并定义观测方程 Yt � [θ0 , . . . , θr−1]Xt，则可验证 Yt 同时满

足前述 ARMA(p , q)方程
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复习

本节内容

1 状态空间模型

2 复习
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考试形式

闭卷，1月 6日下午 2:30–4:30，教 5–105

题目类型：与作业保持一致，无编程题

题目数量：10个小题左右

题目难度：平均低于作业水平

是否需要计算器：基本不需要，至多有简单的小数运算
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考试范围

本学期课程覆盖范围

需要掌握课程中反复使用的推理、计算方法

课上讲过的的线性代数、微积分、概率论概念、原理与方法

自然也是考察范围内

以课件、课堂讲授、作业为准，不需要考虑其他时间序列参

考书中内容
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课程回顾：概率论与统计基础

1-元及多元随机变量及分布

独立性，条件概率

大数定律，中心极限定理

数据生成过程与统计模型

模型参数估计与推断

矩估计，似然估计

统计检验，原假设、备择假设，统计量及其分布，临界值与

显著性水平，p-值
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课程回顾：平稳时间序列的性质

时间序列平稳性的概念

线性时间序列

白噪音过程，系数绝对值收敛

谱密度，滤波与增益函数，周期性与趋势

ARMA模型
有限阶 AR过程的平稳性，有限阶MA过程的可逆性
自回归过程的 Yule-Walker方程

滞后算子L，算子多项式，特征多项式

平稳时间序列的MA展开
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课程回顾：回归分析

多元回归模型的 OLS估计
回归模型的几何解释

OLS估计的大样本性质
回归系数的一致性及渐近分布

OLS估计的基础假设

OLS估计系数的标准误，单系数检验与 t-统计量，多系数联
合检验与Wald统计量

普通标准误与稳健标准误
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课程回顾：平稳时间序列的统计分析

AR过程的分析
鞅差序列及对应的中心极限定理

自回归过程的 OLS估计
自回归过程的极大似然估计

MA过程的分析
矩估计，极大似然估计

可逆过程的近似估计，白噪声的辅助 AR回归估计
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课程回顾：平稳时间序列的拓展分析

动态回归模型

内生性问题

时间序列的预测

最优预测，最优线性预测

s-步预测及误差

VAR模型
VAR模型的平稳性，p-阶形式与 1-阶形式转换，MA(∞)展开
VAR模型的 OLS估计
冲击项协方差矩阵 Cholesky分解，脉冲响应函数，方差分
解，Granger检验
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课程回顾：随机波动率与随机趋势

随机波动率

条件波动率：概念与随机性

ARCH模型：简单性质，平方项 AR结构
GARCH模型：与 ARCH的区别，平方项 ARMA结构

随机趋势

确定性趋势与单位根过程随机趋势

DF与 ADF检验：单位根原假设下，传统OLS大样本性质失
效，引入 Brown运动构造估计量极限分布
多元单位根过程长期平稳（均衡）关联：协整关系及一阶差

分项表示为向量误差修正模型
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课程评价

请大家填写学校课程评教问卷！
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武大人的初心与使命

地不平，天平——樱顶校训

为天地立心，

为生民立命，

为往圣继绝学，

为万世开太平。

高山仰止，

景行行止，

虽不能至，

心向往之。

《中国现代哲学史》结语
冯友兰：1895–1990
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