
2020秋季本科时间序列

第 6次作业

提交日期：12月 3日

1. 考虑一般的线性回归模型
YT×1 � XT×KβK×1 + eT×1 ,

T > K，解释变量交叉矩矩阵 X ËX 满秩，且残差项满足独立、同方差假设，即

EeeË
� σ2

e IT×T ,

I 表示单位阵。

(a) 请证明 OLS估计下的残差向量有如下表达式

ê �
[
I − X(X ËX)−1X Ë]e .

(b) 对于 n × n 方阵 M � [mi j]，定义 M 的迹为 tr(M) � m11 + · · · mnn。假设 A, B 分
别为 n × k 与 k × n 的矩阵，n与 k 未必相等。请证明

tr(AB) � tr(BA).

再假设 A, B均为 n × n 的矩阵，请证明

tr(A − B) � tr(A) − tr(B).

(c) 请证明样本残差平方和可以写为：∑
t

ê2
t � tr(êË ê) � tr

(
eË [I − X(X ËX)−1X Ë]e

)
.

(d) 请证明，给定 X 时样本残差平方和的条件期望为

E
[ ∑

t ê2
t

��X ]
� (T − K)σ2

e ,

并进而证明
1

T − K

∑
t

ê2
t

是 σ2
e 的无偏估计量。

2. 考虑MA(2)过程 Xt � εt + θ1εt−1 + θ2εt−2，t � 1, . . . , T，{εt}为 iid N(0, σ2
ε)的冲击序

列。
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(a) 请写出X � [X1 , . . . ,XT]Ë的协方差矩阵，并计算其对数似然函数 log L(θ1 , θ2 , σ2
ε |X)

的表达式。

(b) 请计算极大似然估计对应的 1-阶最优条件。你能写出参数 θ1 , θ2 , σ2
ε 的极大似然估

计表达式吗？如果 θ2 � 0，你能写出此时 θ1 , σ2
ε 的极大似然估计表达式吗？

(c) 假设 σ2
X(k) � ak，k � 0, 1, 2，请计算 θ1 , θ2 , σ2

ε 的矩估计表达式。

3. 考虑带均值的 AR(1)过程 Xt � µ + ϕXt−1 + εt，t � 1, . . . , T，σ2
ε � 1。

(a) 固定 µ � 1，考虑 ϕ � 0.2, 0.8, 0.95 三个取值，分别记为 ϕ(i)，i � 1, 2, 3。给定
ϕ(i)，请在 R或 Python中编程，生成 X(i)

t 的随机模拟序列，T � 1000，起始值为
X(i)

0 � E(i)Xt � µ/(1 − ϕ(i))。绘图展示这 3个模拟序列，并简要讨论其时序特征。

(b) 固定 (a)中 3个模拟序列不变，对每个序列
{
X(i)

t

}
，按照每新增 100个样本，进行

OLS估计；即 k � 1, . . . , 10，对样本
{
X(i)

t : t � 1, . . . , 100k
}
进行 OLS估计，估计

结果记为 β̂(i),k。对每一个 i，绘制 β̂(i),k 关于 k 的序列图。注意该向量有两个元素，
应当分开绘图。请讨论随着 ϕ的增大，OLS估计随样本量 100k增加时的收敛性有
何变化。

(c) 给定 (a)中 ϕ(i)取值，i � 1, 2, 3。按照每次生成 T � 100个
{
X(i)

t

}
模拟样本的方式，

重复生成 500组样本
{
X(i), j

t

}
，j � 1, . . . , 500。对每组样本

{
X(i), j

t

}
，进行 OLS估计

得到系数向量 β̂(i), j。得到 500个系数估计向量后，绘制其关于 j的样本直方图。注
意每个估计向量有两个系数，应当分开绘图。计算这两个系数的样本标准差。

(d) 请根据课件内容，对每组参数取值 i，计算 T � 100期样本 AR(1)序列系数 OLS估
计值 β̂(i)两个元素各自的渐近标准误。注意，这个渐近标准误的计算可以基于冲击

的真实方差 σ2
ε � 1以及解释变量的真实协方差矩阵 M。请对比这两个渐近标准误

的取值与 (c)中所得系数估计值样本标准差的关系。

(e) 重复 (c)–(d)的内容，但取 T � 900。比较此时系数估计值渐近标准误与 500组样本
所得样本标准差的关系。此时估计系数的样本标准差是否近似为 (c)中的 1/3？渐
近标准误与 (d)相比呢？
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