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1. 考虑 AR(2)过程 Xt � 2ϕXt−1 − ϕ2Xt−2 + εt，{εt}为方差等于 σ2
ε 的白噪音，ϕ ∈ R 且

|ϕ | < 1。

(a) 说明 Xt 为平稳过程。

(b) 计算 σ2
X(k)的表达式，k � 0, 1, 2。

(c) 定义系数矩阵

A �

[
2ϕ −ϕ2

1 0

]
.

计算 A的特征值 λ及 A的 Jordan分解

A � C

[
λ 1
0 λ

]
C−1 ,

其中需要将 C 写为 ϕ的表达式。

(d) 请计算 Ak 表达式，k ∈ N，进而求出 σ2
X(k)的通项表达式。

2. 考虑 K-元线性回归模型
Yt � X Ë

t β + et , t � 1, . . . , T,

其中 Xt 为 K × 1向量，对应的矩阵形式为

Y � Xβ + e .

(a) 对任意的 β ∈ RK，定义残差平方和函数

f (β) � eËe � (Y − Xβ)Ë(Y − Xβ).

请计算 f (β)的 Jacobian向量 ∂ f /∂β �

[
∂ f
∂β1
, . . . , ∂ f

∂βK

] Ë
，并说明 ∂ f /∂β � 2X Ë(Y −

Xβ).
(b) 继续计算 f (β)的 Hessian矩阵

H( f ) �


∂2 f
∂β2

1
· · · ∂2 f

∂β1βK

...
. . .

...
∂2 f
∂βKβ1

· · · ∂2 f
∂β2

K

 ,
并说明对任意的 X，H( f )为半正定矩阵。

(c) 请说明 H( f )为正定矩阵的条件。

1


