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VAR模型

VAR模型基本形式

向量自回归 (vector autoregression, VAR)模型：K × 1随机
向量 Xt 具有“自回归”结构

VAR(p)过程：Xt 满足下列 p-阶自回归方程

Xt � c +Φ1Xt−1 + · · · +ΦpXt−p + εt

其中 p ≥ 1，c 为 K × 1常数向量，Φi 为 K × K常数矩阵，
i � 1, . . . , p

εt 为向量白噪声，协方差矩阵为 cov(εt) � EεtεËt � Ω，自协

方差矩阵 EεtεËt−i � 0K×K，∀i ≥ 1

上述 VAR模型又称为约化形式 (reduced form)，不包括对
Xt 变量间关系的额外限制
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VAR模型

VAR示例
VAR在经济学中的流行，始于 Christopher Sims (1980)
“Macroeconomics and Reality” Econometrica

首次用 VAR模型来讨论关键宏观经济变量的波动与交互依
赖特征，放弃了传统大型计量模型范式

6个变量，货币总量，产出，失业率，价格水平，工资水平，
进口价格指数

Stock and Waston (2001, J. Econ. Perspective) 3变量 VAR：

Xt � [ut , πt , it]Ë

ut 为失业率，πt 为通胀率，it 为基准利率（Federal funds
rate），均为季度频率
模型滞后阶数为 4，VAR(4)：

Xt � c +Φ1Xt−1 + · · · +Φ4Xt−4 + εt
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VAR平稳性和总体矩

VAR的平稳性

与单变量 AR模型类似，VAR模型也有（协方差）平稳性问
题

给定 VAR方程，满足该（差分）方程的 VAR过程 Xt，未必

是一个平稳过程

考虑 2-元 VAR(1)模型，滞后项矩阵为

Φ �

[
2 0.5
0 2

]
与单变量 AR模型的特征多项式类似，VAR模型也可以定
义特征多项“式”——不过是矩阵取值
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VAR平稳性和总体矩

VAR(1)的例子

考虑 K-元 VAR(1)模型：Xt �ΦXt−1 + εt

类似 AR(1)做递推展开，可得

Xt � εt +Φεt−1 +Φ
2εt−2 + · · · +ΦJ−1εt−J+1 +Φ

J Xt−J

�

J−1∑
j�0
Φ jεt− j +Φ

J Xt−J

AR(1)的MA展开中，平稳性需要 εt− j 前系数具有绝对可

和性质，这同时保证了 Xt−J 项收敛到 0 ⇐ |ϕ | < 1

对应到 VAR(1)中，Φ需要满足什么性质？
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VAR平稳性和总体矩

VAR(1)的例子

假设Φ具有 K个互不相等的特征值 λk , k � 1, . . . , K，则Φ
可对角化，即存在可逆矩阵 C 使得Φ � CΛC−1，其中

Λ � diag(λ1 , . . . , λK)
定义 Yt � C−1Xt , ζt � C−1εt，则当 |λk | < 1 ∀k 时，

Yt �

J−1∑
j�0
Λ jζt− j +Λ

JYt−J −→
∞∑
j�0
Λ jζt− j , J → ∞

为平稳（向量）序列

此时有 Xt �
∑∞

j�0Φ
jεt− j �

∑∞
j�0 CΛ jC−1εt− j

若Φ不可对角化，但 |λk | < 1 ∀k，可以用 Jordan分解证明
其平稳性
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VAR平稳性和总体矩

VAR(p)的平稳性

考虑开始的 VAR(p)模型，并使用滞后算子将模型改写为

A(L)Xt ≡ (IK −Φ1L − · · · −ΦpL
p)Xt � c + εt

其中 A(L)表示算子多项式矩阵，即矩阵中每一个元素都是
L的一个多项式；IK 表示 K × K的单位阵

是否可以找到一个对应的（无穷阶）算子多项式矩阵 B(L)，
使得 B(L)A(L) � IK？

如若此，则有 Xt � B(L)c + B(L)εt；进一步，如何保证平

稳性？
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VAR平稳性和总体矩

算子多项式矩阵的逆

算子多项式矩阵 A(L) � [Ai j(L)]1≤i , j≤K

为求 A(L)的逆，将L看做一个普通变元，或直接将L替

换为复变元 z ∈ C，则 A(L)或 A(z)就是一个普通矩阵求逆
的问题

Cramer法则：

A−1(L) � 1
det[A(L)]A∗(L), A−1(z) � 1

det[A(z)]A∗(z)

其中 A∗(·)为 A(·)的伴随矩阵
注意，A∗(·)中每个元素，只是L或 z的 p(K − 1)-阶多项式；
而 det[A(·)]则是L或 z的 pK-阶多项式
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VAR平稳性和总体矩

平稳性的条件

平稳性的重点：A−1(L)εt 的平稳性

A−1(L)εt �
1

det[A(L)] A∗(L)εt︸   ︷︷   ︸
MA(p(K−1))

分母 det[A(L)]为算子 pK-阶多项式
令 det[A(z)]的 pK个零点为 zi ∈ C, i � 1, . . . , pK，则

det[A(z)] �
(
1 − z

z1

)
· · ·

(
1 − z

zpK

)
对应的算子多项式分解为

det[A(L)] �
(
1 − L

z1

)
· · ·

(
1 − L

zpK

)
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VAR平稳性和总体矩

平稳性的条件

显然，A−1(L)εt 平稳的条件，为 |zi | > 1 ∀i
即充分，且必要

由 det[A(z)] � det[IK −Φ1z − · · · −Φp zp]，令 z � 1/λ，则

det[A(z)] � det[IK −Φ1λ
−1 − · · · −Φpλ

−p]
� det[λ−p(IKλ

p −Φ1λ
p−1 − · · · −Φp)]

� λ−pK det[IKλ
p −Φ1λ

p−1 − · · · −Φp]

平稳性的条件意味着 |λi | � 1/|zi | < 1

当 p � 1时，det[A(z)] � 0 ⇔ det[IKλ −Φ1] � 0，平稳性等
价于Φ的特征值（模长）小于 1
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VAR平稳性和总体矩

VAR的矩

VAR满足平稳性条件时，
det[A(z)] � det[IK −Φ1z − · · · −Φp zp]在 C中单位圆内不
等于 0，特别的 det[A(1)] , 0

此时 A(1) � IK −Φ1 − · · · −Φp 为可逆矩阵，故

µX � EXt � A−1(1)c

当 p ≥ 2时，计算协方差矩阵
var(Xt) � E(Xt − µX )(Xt − µX )Ë需要进一步的线性代数技巧
当 p � 1时，var(Xt) �

∑∞
j�0Φ

jΩΦË j

不过，所有 p ≥ 2阶 VAR都可以改写为 1阶 VAR
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VAR平稳性和总体矩

VAR(p) ⇒ VAR(1)

K维向量的 p-阶 VAR

Xt � c +Φ1Xt−1 + · · · +ΦpXt−p + εt

可以改写为 pK维的 1-阶 VAR

Yt � ζ +ΨYt−1 + et

其中

Yt �


Xt

Xt−1
...

Xt−p


, ζ �


c

0
...

0


,Ψ �


Φ1 · · · Φp−1 Φp

IK · · · 0K 0K
...
. . .

...
...

0K · · · IK 0K


, et �


εt

0
...

0


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VAR平稳性和总体矩

VAR(p) ⇒ VAR(1)：平稳性

VAR(1)过程 Yt 的矩阵值算子特征多项式为

A(L) � IpK −ΨL

Yt 的平稳性条件为 pK阶多项式 det[A(z)] � det[IpK −Ψz]
零点全部位于 C中单位圆之外

令 λ � 1/z ⇔ z � 1/λ，上述条件为 λpK det[λIpk −Ψ]所有
零点在单位圆中，即Ψ的特征值模长均小于 1
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VAR平稳性和总体矩

Ψ的特征多项式

det[λIpk −Ψ]

� det


λIK −Φ1 −Φ2 · · · −Φp−1 −Φp

−IK λIK · · · 0K 0K
...

...
...

...

0K 0K · · · −IK λIK


� det


λIK −Φ1 −Φ2 · · · −Φp−1 − 1

λΦp −Φp

−IK λIK · · · 0K 0K
...

...
...

...

0K 0K · · · 0K λIK


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VAR平稳性和总体矩

Ψ的特征多项式

det[λIpk −Ψ]

� det


λIK −Φ1 −Φ2 − 1

λΦ3 · · · − 1
λp−2 · · · −Φp−1 − 1

λΦp −Φp

−IK λIK · · · 0K 0K
...

...
...

...

0K 0K · · · 0K λIK


� det


λIK −Φ1 − · · · − 1

λp−1Φp · · · · · · −Φp−1 − 1
λΦp −Φp

0K λIK · · · 0K 0K
...

...
...

...

0K 0K · · · 0K λIK


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VAR平稳性和总体矩

Ψ的特征多项式

det[λIpk −Ψ]

� det
[
λIK −Φ1 − · · · − 1

λp−1Φp

]
· det[λIK] · · · · det[λIK]

� det
[
λIK −Φ1 − · · · − 1

λp−1Φp

]
λ(p−1)K

� det
[

1
λp−1

(
λpIK − λp−1Φ1 − · · · −Φp

)]
λ(p−1)K

� det[λpIK − λp−1Φ1 − · · · −Φp]λ−(p−1)Kλ(p−1)K

� det[λpIK − λp−1Φ1 − · · · −Φp]

与 VAR(p)形式的平稳性条件完全一致
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