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本讲内容

1 AR过程的自协方差结构

2 AR过程的回归估计
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AR过程的自协方差结构

本节内容

1 AR过程的自协方差结构

2 AR过程的回归估计
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AR过程的自协方差结构

AR(1)过程的例子
给定平稳 AR(1)过程 Xt � ϕXt−1 + εt , |ϕ | < 1
计算可知

σ2
X(k) � ϕk σ2

ε

1 − ϕ2

由此，可将高阶自协方差写为

σ2
X(k) � ϕkσ2

X(0)

另一种写法：首先注意到 E[εt Xt−1]，且

Xt Xt−1 � ϕX2
t−1 + εt Xt−1

⇒ E[Xt Xt−1] � ϕE[X2
t−1] + E[εt Xt−1] ⇒ σ2

X(1) � ϕσ2
X(0)

Xt Xt−(k+1) � ϕXt−1Xt−(k+1) + εt Xt−(k+1)

⇒ σ2
X(k + 1) � ϕσ2

X(k)
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AR过程的自协方差结构

AR(2)过程的例子

给定平稳 AR(2)过程 Xt � ϕ1Xt−1 + ϕ2Xt−2 + εt，特征多项

式 A(z) � 1 − ϕ1z − ϕ2z2的两个零点均位于单位圆之外

两端分别乘以 Xt−1 , Xt−2可得

σ2
X(1) � ϕ1σ

2
X(0) + ϕ2σ

2
X(1)

σ2
X(2) � ϕ1σ

2
X(1) + ϕ2σ

2
X(0)

两端乘以 Xt，注意到 cov(Xt , εt) � σ2
ε，可得

σ2
X(0) � ϕ1σ

2
X(1) + ϕ2σ

2
X(2) + σ2

ε
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AR过程的自协方差结构

Yule-Walker方程

给定平稳 AR(p)过程 Xt �
∑p

i�1 ϕiXt−i + εt，特征多项式

A(z) � 1 −∑p
i�1 ϕi z i 的 p个零点均位于单位圆之外

两端依次乘以 Xt−1 , . . . ,Xt−p，可得
σ2

X(1)
...

σ2
X(p)

 �

σ2

X(0) · · · σ2
X(p − 1)

...
. . .

...

σ2
X(p − 1) · · · σ2

X(0)



ϕ1
...

ϕp


两端乘以 Xt 可得：

σ2
X(0) �

p∑
i�1
ϕiσ

2
X(i) + σ2

ε

上述两组方程，称为 Yule-Walker方程
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AR过程的回归估计 基础概念

本节内容

1 AR过程的自协方差结构

2 AR过程的回归估计
基础概念

AR(1)过程的估计
AR(p)过程的估计
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AR过程的回归估计 基础概念

统计模型：一般概念

统计模型：描述数据（样本）的一个联合分布，即总体分布

(population distribution)

P({Xt}|θ)

{Xt}对应一组观测值，即样本；上述联合分布又可理解
为数据产生过程 (data generating process, DGP)

其中 θ表示这个统计模型的一组参数；即决定数据统计性

质的一组参数

例如 AR(1)模型 Xt � ϕXt−1 + εt，对应的参数向量为

θ � (ϕ, σ2
ε)，决定了数据（样本）的一个特定联合分布

P({Xt}|θ)
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AR过程的回归估计 基础概念

统计模型的估计：一般概念

统计学家（或一般研究者）关心的是从数据反推参数

{Xt}T
t�1 ⇒ θ

换言之，总体分布的参数未知，需要用数据反推

这个推测过程称为估计 (estimation)
一般来说，问题是需要找到一个函数 f : {Xt}T

t�1 7→ θ̂，从

数据出发得到参数 θ的估计值 θ̂

这个估计值 θ̂ � f ({Xt}T
t�1)需要满足一些条件，如一致性：

lim
T→∞

f ({Xt}T
t�1) � θ

在某种概率收敛意义下成立

例如，{Xt} iid序列，均值为 µ（未知），则大数定律保证，
简单的算术平均 µ̂T �

1
T
∑T

t�1 Xt
a.s.→ µ
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AR过程的回归估计 AR(1)过程的估计

AR(1)的估计：自回归系数

假设数据（观测值）序列 {Xt}T
t�1满足一个 AR(1)过程

Xt � ϕXt−1 + εt，但参数 ϕ, σε 未知

这个 AR(1)过程就是 {Xt}的 DGP

问题：如何估计 ϕ以及 σε？

联想 AR(1)的 Yule-Walker方程 ϕ � σ2
X(1)/σ2

X(0)，可以得
到一个 ϕ的一个估计值

ϕ̂ �
σ̂2

X(1)
σ̂2

X(0)

其中，σ̂2
X(1), σ̂2

X(0)分别为 {Xt}的 1-阶样本自协方差与样本
方差；后两者的一致性保证了 ϕ̂的一致性
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AR过程的回归估计 AR(1)过程的估计

AR(1)自回归系数的 OLS估计

上面的估计方法利用了 AR(1)过程的特殊性质

更一般的方法，是直接进行线性回归 (linear regression)：

Xt � βXt−1 + et

回归系数 β可以使用一般最小二乘 (ordinary least square,
OLS)进行估计

OLS法：最小化残差平方和

min
β

T∑
t�2

(Xt − βXt−1)2

该最小化问题的解称为 OLS估计量，记为 β̂
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AR过程的回归估计 AR(1)过程的估计

AR(1)自回归系数的 OLS估计

OLS估计量的直接推导：最小化问题 1-阶条件

T∑
t�2

Xt−1(Xt − βXt−1) � 0 ⇒ β̂T �

∑T
t�2 Xt−1Xt∑T

t�2 X2
t−1

上式中分子分母同时除以 T 可得

β̂T �

1
T
∑T

t�2 Xt−1Xt

1
T
∑T

t�2 X2
t−1

a.s.→
σ2

X(1)
σ2

X(0)
� ϕ

故 Xt 自回归方程系数的 OLS估计值具有一致性

这里的 β̂就是之前介绍的（1-阶）偏自相关系数
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AR过程的回归估计 AR(1)过程的估计

OLS估计的矩阵形式：单一解释变量

单一解释变量线性回归的一般写法

Yt � βXt + et

其向量形式为

Y � Xβ + e

其中 Y � [Y1 , . . . ,YT]Ë为被解释变量，X � [X1 , . . . ,XT]Ë解
释变量，e � [e1 , . . . , eT]Ë残差项
最小化残差和可表示为

min
β

eËe � min
β

(Y − Xβ)Ë(Y − Xβ)

单一解释变量不易体现矩阵形式的优越性；多变量则不同
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AR过程的回归估计 AR(1)过程的估计

AR(1)的估计：冲击项方差

暂时回归 σ2
ε 的估计问题

利用大数律，自然的想法是利用样本方差 σ̂2
ε �

1
T
∑T

t�1 ε
2
t 来

估计 σ2
ε；但唯一的观测值为 {Xt}，而非 {εt}

但是，若有一致估计量 ϕ̂T，则大样本下

et � Xt − ϕ̂T Xt−1
a.s.→ Xt − ϕXt−1 � εt

因此，可利用冲击项 εt 的样本估计值 et 来估计 σ2
ε:

σ̂2
e �

1
T − 1

T∑
t�2

e2
t �

1
T − 1

T∑
t�2

(Xt − ϕ̂T Xt−1)2
a.s.→ σ2

ε
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AR过程的回归估计 AR(p)过程的估计

AR(p)的估计：自回归系数

假设数据（观测值）序列 {Xt}T
t�1满足一个 AR(p)过程

Xt �
∑p

i�1 ϕiXt−i + εt，但参数 ϕ1 , . . . , ϕp , σε 未知

类似于 AR(1)，如果有 ϕi 的一致估计 ϕ̂i，则可计算样本冲

击 et，从而用 σ̂2
e （一致）估计 σ

2
ε

从 Yule-Walker方程出发，可以得到
ϕ1
...

ϕp

 �

σ2

X(0) · · · σ2
X(p − 1)

...
. . .

...

σ2
X(p − 1) · · · σ2

X(0)


−1 
σ2

X(1)
...

σ2
X(p)


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AR过程的回归估计 AR(p)过程的估计

AR(p)自回归系数的 Yule-Walker估计

给定样本 T 足够大，则样本自协方差是对 Xt 总体自协方差

的一致估计

在 Yule-Walker方程中应用样本自协方差，则可以得到
ϕ1 , . . . , ϕp 的一致估计

ϕ̂1
...

ϕ̂p

 �

σ̂2

X(0) · · · σ̂2
X(p − 1)

...
. . .

...

σ̂2
X(p − 1) · · · σ̂2

X(0)


−1 
σ̂2

X(1)
...

σ̂2
X(p)


刘岩·武大金融 第 6讲：AR模型的估计 第 16 / 22页



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

AR过程的回归估计 AR(p)过程的估计

AR(p)自回归系数的 OLS估计

AR(p)的自回归系数也可在线性回归框架下，用 OLS方法
进行估计

将 Xt 写为线性回归形式

Xt � β1Xt−1 + · · · + βpXt−p + et

则 OLS估计为最小化残差平方和问题的解

min
{βi}

T∑
t�p+1

(Xt − β1Xt−1 + · · · + βpXt−p)2

若仍然用微积分求解极值问题的 1-阶最优条件来求解，会比
较繁琐
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AR过程的回归估计 AR(p)过程的估计

OLS估计的矩阵形式：多解释变量

多解释变量线性回归的一般写法

Yt � XË
t β + et , t � 1, . . . , T

其中 XË
t � [X1t , . . . ,XKt]为 K个回归变量

其矩阵形式为

Y � Xβ + e

其中

Y �


Y1
...

YT

T×1

, X �


XË

1
...

XË
T

T×K

, e �


e1
...

eT

T×1

, β �


β1
...

βK

K×1
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AR过程的回归估计 AR(p)过程的估计

OLS估计的矩阵形式：多解释变量

OLS估计量为最小化残差和问题的解

min
β

eËe � min
β

(Y − Xβ)Ë(Y − Xβ)

结论：若 β̂满足 XË(Y − Xβ) � 0（零向量），则 β̂为上述最
小化问题的解；若 XËX 可逆，则 β̂ � (XËX)−1XËY

只需要说明，∀β ∈ RK，下列不等式成立即可

(Y − X β̂)Ë(Y − X β̂) ≤ (Y − Xβ)Ë(Y − Xβ)

为此，只需考虑下式的展开

(Y −Xβ)Ë(Y −Xβ) � (Y −X β̂+X β̂−Xβ)Ë(Y −X β̂+X β̂−Xβ)

及 β̂所满足的性质即可
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AR过程的回归估计 AR(p)过程的估计

OLS估计的几何视角

将 X 看做 RT 中的 K个列向量，则 Xβ为这 K个向量张成
的子空间 X中的一个向量

(Y − Xβ)Ë(Y − Xβ)为 Y 到 Xβ的距离

最小二乘估计就等价于寻找 β使得 Y 到 X距离最短

这又等价于使得残差向量 e � Y − Xβ与子空间 X垂直，即

XËe � 0

OLS估计可看做被解释变量对解释变量的投影 (projection)
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AR过程的回归估计 AR(p)过程的估计

AR(p)自回归系数 OLS估计的一致性

将 AR(p)模型写为 OLS回归的矩阵形式

Y � XËβ + e

其中

Y �


Xp+1
...

XT

 (T−p)×1

, X �


Xp · · · X1
...

. . .
...

XT−1 · · · XT−p

 (T−p)×K
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AR过程的回归估计 AR(p)过程的估计

AR(p)自回归系数 OLS估计的一致性

AR(p)自回归系数的 OLS估计为

β̂T � (XËX)−1XËY

�

(
1
T

XËX
)−1 1

T
XËY

a.s.→


σ2

X(0) · · · σ2
X(p − 1)

...
. . .

...

σ2
X(p − 1) · · · σ2

X(0)


−1 
σ2

X(1)
...

σ2
X(p)

 �

ϕ1
...

ϕp


满足一致性

一致性的关键：E[εt Xt−i] � 0, ∀i ≥ 1
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