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收入波动下的消费/储蓄问题
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收入波动下的消费/储蓄问题

基准模型

考虑如下个体消费-储蓄问题：

max
{𝑐𝑡 ,𝑎𝑡+1}∞𝑡=0

E0

∞∑
𝑡=0

𝛽𝑡𝑢(𝑐𝑡) s.t. 𝑐𝑡+𝑎𝑡+1 ≤ 𝑦𝑡+(1+𝑟)𝑎𝑡 , 𝑐𝑡 ≥ 0, 𝑎𝑡+1 ≥ 𝑎,∀𝑡 ≥ 0,给定𝑎0

𝑢(𝑐)满足标准条件，包括 Inada条件，常用函数形式为 CRRA
𝑟 > 0为常数安全资产回报率
收入 {𝑦𝑡}通常假设为Markov过程，包含 iid情形，且假设 𝑦𝑡 ≥ 𝑦 ≥ 0

收入波动 (income fluctuation)：个体面对收入风险（状态），但只有一个安全资
产，市场不完全

储蓄为安全资产 𝑎𝑡，𝑎 ≤ 0表示借贷（流动性）约束
自然借贷约束 (natural borrowing limit)为 𝑎 = −∑

𝜏≥0(1 + 𝑟)−𝜏𝑦 = −𝑦/𝑟 ≤ 0
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收入波动下的消费/储蓄问题

基准模型的分析

核心参考文献：Schechtman (1976), Schechtman and Escudero (1977),
Chamberlain and Wilson (2000, w.p. 1984), Deaton (1987), Kimball (1990)

Inada条件下，𝑐𝑡 > 0，只需考虑流动性约束 𝑎𝑡+1 ≥ 𝑎，FOC为

𝑢′(𝑐𝑡) = 𝛽(1 + 𝑟)E𝑡𝑢′(𝑐𝑡+1) + 𝜂𝑡 ≥ 𝛽(1 + 𝑟)E𝑡𝑢′(𝑐𝑡+1)
𝜂𝑡 为流动性约束的乘子，最优消费的渐进性质取决于 𝛽(1 + 𝑟)

若 𝛽(1 + 𝑟) ≥ 1，则 𝑢′(𝑐𝑡) ≥ E𝑡𝑢′(𝑐𝑡+1)，边际效用 {𝑢′(𝑐𝑡)}为上鞅
(super-martingale)，一般条件下可证明 𝑢′(𝑐𝑡) → 0，故 𝑐𝑡 , 𝑎𝑡+1 → ∞
若 𝛽(1 + 𝑟) < 1，最优解收敛
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收入波动下的消费/储蓄问题

递归形式

在Markov假设下，上述最优化问题可写为递归形式的 Bellman方程

𝑉(𝑎, 𝑦) = max
𝑐,𝑎′

𝑢(𝑐) + 𝛽E[𝑉(𝑎′, 𝑦′)|𝑦]
s.t. 𝑐 + 𝑎′ ≤ 𝑦 + (1 + 𝑟)𝑎

𝑐 ≥ 0, 𝑎′ ≥ 𝑎

Bellman方程解的存在唯一性可通过标准方法，即压缩映射不动点定理证明

所得最优解表示为一组函数：值函数 𝑉(𝑎, 𝑦)，政策函数 𝑐 = 𝐺𝑐(𝑎, 𝑦)及
𝑎′ = 𝐺𝑎(𝑎, 𝑦)
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收入波动下的消费/储蓄问题

最优解政策函数示意：Aiyagari (1994)UNINSURED IDIOSYNCRATIC RISK 667 
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FIGURE Ia FIGURE Ib 
Consumption and Assets as Functions Evolution of Total Resources 

of Total Resources 

following single-valued and continuous asset demand function: 

(6) at+= A(zt, b, w, r). 

Substituting (6) into (4b), we obtain the transition law for 
total resources zt: 

(7) Zt+1= wlt+1 + (1 + r)A(zt, b, w, r) - r+. 

In Figures Ia and Ib we show some typical shapes for the 
functions on the right sides of (6) and (7), under the assumption 
that the interest rate r is less than the rate of time preference X. 
Clearly, the agent would like to borrow but is limited by the 
borrowing limit. As total resources get smaller and smaller, the 
individual borrows more and more in order to maintain current 
consumption, and his debt approaches the borrowing limit. At 
some point when total resources are too low, it would be optimal to 
borrow up to the limit and consume all of the total resources. Thus, 
there exists a positive value z > Zmin Wlmin - rX ? 0, such that 
whenever Zt < Z, it is optimal to consume all the total resources 
(i.e., set Ct = Zt) and set at+1 to its lowest permissible value, which is 
zero (see Proposition 3 in Aiyagari [1993a]). That is, it is optimal to 
exhaust the borrowing limit. For zt > z, both ct and at+1 are strictly 
increasing in zt; i.e., A ( ) is strictly increasing with a slope less than 
unity. In this situation the borrowing limit is not currently binding.17 

17. The excess sensitivity of consumption to a transitory earnings innovation 
is apparent here. In the liquidity-constrained region consumption responds one- to- 
one even to transitory earnings shocks. Note that in this i.i.d. case, given current 
consumption, other currently known variables will not improve the forecast of 
future consumption. (This will not be true when the earnings shocks are serially 
correlated.) Thus, tests such as Hall's [1978] do not necessarily throw light on 
whether liquidity constraints are or are not important. 
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Bewley模型

本节内容

1 收入波动下的消费/储蓄问题

2 Bewley模型

3 均衡效率问题
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Bewley模型

一般均衡下的收入波动问题

Bewley (1980, 1986)最早在动态一般均衡框架中考虑了收入波动下的消费-储蓄
（货币持有）问题，进行了理论刻画

这一系列异质性个体一般均衡模型，统称为 Bewley模型

Huggett (1993)最早在一般均衡场景下进行数值求解，确定均衡利率 𝑟∗

资产市场中，无风险资产净供给为 0，故均衡条件为 E(𝑎,𝑦)𝐺𝑎(𝑎, 𝑦 |𝑟∗) = 0，即家庭
资产加总为 0

Aiyagari (1994)引入了资本和生产，建立了第一代完整版异质性个体宏观模型
加总储蓄等于资本总量，故均衡条件为 E(𝑎,𝑦)𝐺𝑎(𝑎, 𝑦 |𝑟∗) = 𝐾

上述模型无加总冲击，仅考虑平稳均衡 (stationary equilibrium)，即均衡时个
体分布及价格不变的均衡

Krusell and Smith (1998)首次在 Aiyagari框架下引入加总 TFP冲击，并进行近
似求解
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Bewley模型

平稳均衡示意：Aiyagari (1994)668 QUARTERLY JOURNAL OF ECONOMICS 
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FIGURE Ha FIGURE IIb 
Interest Rate versus Per Capita Assets Steady-State Determination 

Under some additional assumptions, the support of the Markov 
process defined by (7) is bounded; specifically there is a z* such that 
for all zt ? z*, Z,+l < Z, with probability one (see Figure Ib).18 These 
conditions also guarantee that there exists a unique, stable station- 
ary distribution for {Zt} which behaves continuously with respect to the 
parameters b, w, and r (see Aiyagari [1993a], Proposition 5). Let Eaw 
(the subscript reflecting the fact that for now w is being treated as fixed) 
denote long-run average assets. Using (3a) and (6), this is given by 

(8) Eaw = E{A(z, b, w, r)} - +, 

where Et denotes expectation with respect to the stationary 
distribution of z. 

Endogenous Heterogeneity and Aggregation 

The distribution of {zt} and the value of Eaw reflect the 
endogenous heterogeneity and the aggregation features mentioned 
in the introduction. Eaw represents the aggregate assets of the 
population consistent with the distribution of assets across the 
population implied by individual optimal saving behavior. In 
Figure IIa we show a typical shape of the graph of Eaw versus r (the 
curve marked Eaw(G)). 

The most important feature of this graph is that Eaw tends to 
infinity as r approaches the rate of time preference X from below. 19 

18. The key condition here is that the relative risk aversion coefficient should 
be bounded [Aiyagari 1993a, Proposition 4]. This condition is violated by, for 
example, negative exponential utility, in which case there exist values of r below X 
and a probability distribution for {lt} with bounded support such that the consum- 
er's assets will wander off to infinity a.s. (see Schechtman and Escudero [1977], pp. 
159-61). 

19. See Bewley [undated, Figure 1, p. 4] and Clarida [1990, Proposition 2.4, p. 
548]. Ea, is a continuous function of r (and also of b and w) but need not be 
monotone in r. 
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均衡效率问题

本节内容

1 收入波动下的消费/储蓄问题

2 Bewley模型

3 均衡效率问题
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均衡效率问题

Bewley模型中的效率问题

核心文献：Dávila, Hong, Krusell, and Ríos-Rull (2012)
不完全市场下，收入风险会造成个体有预防性储蓄 (precautionary saving)动
机，增加个体储蓄

简单的线性外推：预防性储蓄动机会造成宏观层面储蓄高于完全市场情形

Aiyagari模型均衡确实表现出 𝑟∗ < 1/𝛽 − 1，而完全市场下两者相等
但 Dávila et al. (2012)的分析说明实际情况更为复杂
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均衡效率问题

两期模型的例子：基准情形

一共两期，𝑡 = 0, 1
一个商品，即可消费，也可储蓄并 1-1转化为资本品
无穷多消费者，𝑖 ∈ [0, 1]，𝑡 = 0时有初始禀赋 𝜔，效用函数为

𝑢(𝑐1) + 𝛽E𝑢(𝑐2)
效用函数 𝑢 满足标准假设（及 Inada条件），储蓄/借贷满足 NBL
第 2期 𝑡 = 1时，每个消费者 𝑖 的劳动禀赋（时间）随机取值

𝑒1 , 𝜋1 = 𝜋

𝑒2 , 𝜋2 = 1 − 𝜋
其中 0 < 𝑒1 < 𝑒2 , 0 < 𝜋 < 1

大数定律意味着 𝑡 = 1时，劳动禀赋为 𝑒1的人数为 𝜋，𝑒2的人数为 1 − 𝜋
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均衡效率问题

生产及市场

𝑡 = 1时的劳动供给为 𝐿 = 𝜋𝑒1 + (1 − 𝜋)𝑒2
无弹性 (inelastic)劳动供给；弹性供给见 Pĳoan-Mas (2006), Marcet et al. (2007)

𝑡 = 1时的加总资本供给为 𝐾 =
∫ 1

0 𝑎𝑖d𝑖，𝑎𝑖 为消费者 𝑖在 𝑡 = 0时的储蓄
𝑡 = 0时所有消费者同质，故储蓄相当 𝑎𝑖 = 𝑎 = 𝐾

生产函数为 𝑓 (𝐾, 𝐿)，可微且规模报酬不变
资本与劳动市场均完全竞争，资本租金率（回报率）为 𝑟，工资率为 𝑤

若消费者劳动禀赋为 𝑒 ∈ {𝑒1 , 𝑒2}，则 𝑡 = 1时的收入为 𝑟𝑎 + 𝑤𝑒 = 𝑟𝐾 + 𝑤𝑒
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均衡效率问题

均衡

定义 1
竞争性均衡可表示为 (𝐾, 𝑟, 𝑤)，满足下列条件：(i) 𝐾最大化

max
𝑎∈[−𝑤𝑒1/𝑟,𝜔]

𝑢(𝜔 − 𝑎) + 𝛽[𝜋𝑢(𝑟𝑎 + 𝑤𝑒1) + (1 − 𝜋)𝑢(𝑟𝑎 + 𝑤𝑒2)]

(ii) 𝑟 = 𝑓𝑘(𝐾, 𝐿)，𝑤 = 𝑓𝑙(𝐾, 𝐿)，且 𝐿 = 𝜋𝑒1 + (1 − 𝜋)𝑒2
注 𝑎 ≥ −𝑤𝑒1/𝑟 表示消费者个体的自然借贷约束 NBL，给定 Inada条件，消费者
不会选择 0消费，故不会借入NBL水平的债务，因此后续分析不必考虑该约束
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均衡效率问题

均衡约束有效的概念

利用价格与市场出清条件，该模型均衡中唯一的内生变量为 𝑎 = 𝐾

定义 2
给定均衡资本 𝐾，若不存在另一资本水平 𝐾̂ ≠ 𝐾，使得

𝑢(𝜔 − 𝐾̂) + 𝛽[𝜋𝑢( 𝑓𝑘(𝐾̂, 𝐿)𝐾̂ + 𝑓𝑙(𝐾̂, 𝐿)𝑒1) + (1 − 𝜋)𝑢( 𝑓𝑘(𝐾̂, 𝐿)𝐾̂ + 𝑓𝑙(𝐾̂, 𝐿)𝑒2)]
> 𝑢(𝜔 − 𝐾) + 𝛽[𝜋𝑢( 𝑓𝑘(𝐾, 𝐿)𝐾 + 𝑓𝑙(𝐾, 𝐿)𝑒1) + (1 − 𝜋)𝑢( 𝑓𝑘(𝐾, 𝐿)𝐾 + 𝑓𝑙(𝐾, 𝐿)𝑒2)]

则称均衡配置为约束有效 (constrained efficient)，𝐾为约束有效储蓄/资本；否则称
为约束无效

注 假想的社会计划者只允许改变资本，而不能跳出不完全市场的约束
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均衡效率问题

均衡约束无效：分析

对均衡效用进行全微分可得

d𝑈 = −𝑢′(𝜔 − 𝐾)d𝐾 + 𝛽[𝜋𝑢′(𝑟𝐾 + 𝑤𝑒1)d𝐶1 + (1 − 𝜋)𝑢′(𝑟𝐾 + 𝑤𝑒2)d𝐶2]
其中 d𝐶𝑖 = 𝑟d𝐾 + 𝐾d𝑟 + 𝑒𝑖d𝑤, 𝑖 = 1, 2
个体消费者 FOC为

𝑢′(𝜔 − 𝐾) = 𝛽[𝜋𝑢′(𝑟𝐾 + 𝑤𝑒1) + (1 − 𝜋)𝑢′(𝑟𝐾 + 𝑤𝑒2)]𝑟
代入 d𝑈，可简化为

d𝑈 = 𝛽[(𝜋𝑢′(𝑟𝐾 + 𝑤𝑒1) + (1 − 𝜋)𝑢′(𝑟𝐾 + 𝑤𝑒2))𝐾d𝑟

+ (𝜋𝑢′(𝑟𝐾 + 𝑤𝑒1)𝑒1 + (1 − 𝜋)𝑢′(𝑟𝐾 + 𝑤𝑒2)𝑒2)d𝑤]
等价于使用了包络定理
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均衡效率问题

均衡约束无效：分析

前式说明，储蓄/资本对均衡福利的边际效用，仅通过要素价格发挥作用

由 d𝑟 = 𝑓𝑘𝑘(𝐾, 𝐿)d𝐾, d𝑤 = 𝑓𝑘𝑙(𝐾, 𝐿)d𝐾，d𝑈 可写为

d𝑈 = 𝛽[𝜋𝑢′(𝑟𝐾 + 𝑤𝑒1)(𝐾 𝑓𝑘𝑘(𝐾, 𝐿) + 𝑒1 𝑓𝑘𝑙(𝐾, 𝐿))
+ (1 − 𝜋)𝑢′(𝑟𝐾 + 𝑤𝑒2)(𝐾 𝑓𝑘𝑘(𝐾, 𝐿) + 𝑒2 𝑓𝑘𝑙(𝐾, 𝐿))]d𝐾

由于 𝑓 (𝐾, 𝐿)一次齐次，故 𝐾 𝑓𝑘𝑘(𝐾, 𝐿) + 𝐿 𝑓𝑘𝑙(𝐾, 𝐿) = 0，故

d𝑈 = 𝛽

[
𝜋𝑢′(𝑟𝐾 + 𝑤𝑒1)

(
1 − 𝑒1

𝐿

)
+ (1 − 𝜋)𝑢′(𝑟𝐾 + 𝑤𝑒2)

(
1 − 𝑒2

𝐿

)]
𝑓𝑘𝑘(𝐾, 𝐿)𝐾d𝐾
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均衡效率问题

均衡约束无效：分析

令

𝜒 ≡ 𝑢′( 𝑓𝑘(𝐾, 𝐿)𝐾 + 𝑓𝑙(𝐾, 𝐿)𝑒1)
𝑢′( 𝑓𝑘(𝐾, 𝐿)𝐾 + 𝑓𝑙(𝐾, 𝐿)𝑒2) > 1

d𝑈 可最终简化为

d𝑈 = 𝛽𝑢′( 𝑓𝑘(𝐾, 𝐿)𝐾 + 𝑓𝑙(𝐾, 𝐿)𝑒2) × 𝜋(𝜒 − 1)
(
1 − 𝑒1

𝐿

)
𝑓𝑘𝑘(𝐾, 𝐿)𝐾d𝐾

由于 𝑓 是凹函数，𝑓𝑘𝑘 < 0，故 d𝐾 < 0可提高均衡福利，因此，模型中竞争性均
衡是约束无效的

如上所示，自由放任 (laissez-faire)均衡中，储蓄-资本过高
直观解释：减小 𝐾，可推高 𝑟、降低 𝑤，从而让个体收入中有风险的部分（劳动收

入）份额减少，增加无风险的收入（资本收入），从而让个体风险敞口缩小

扭曲 (distortion)的核心来源是不完全市场：消费者只能通过储蓄对冲劳动风险，
预防性储蓄带来过度储蓄

刘岩·武大金融 第 4讲：不完全市场宏观模型 第 19 / 24页



均衡效率问题

模型拓展：初始资产异质性

假设初始资产 𝜔服从分布 Γ(𝜔)，则模型均衡可类似定义
定义 3
竞争性均衡为 (𝑎(𝜔), 𝐾, 𝑟, 𝑤)，满足

i 𝑎(𝑤)最大化

max
𝑎∈[−𝑤𝑒1/𝑟,𝜔]

𝑢(𝜔 − 𝑎) + 𝛽[𝜋𝑢(𝑟𝑎 + 𝑤𝑒1) + (1 − 𝜋)𝑢(𝑟𝑎 + 𝑤𝑒2)]

ii 𝐾 =
∫
𝜔
𝑎(𝜔)Γ(d𝜔)

iii 𝑟 = 𝑓𝑘(𝐾, 𝐿)，𝑤 = 𝑓𝑙(𝐾, 𝐿)，且 𝐿 = 𝜋𝑒1 + (1 − 𝜋)𝑒2
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均衡效率分析

与之前推导类似，可计算

d𝑈(𝜔)
d𝐾 = 𝛽

2∑
𝑖=1

𝜋𝑖𝑢′( 𝑓𝑘(𝐾, 𝐿)𝑎(𝜔) + 𝑓𝑙(𝐾, 𝐿)𝑒𝑖)
(
𝑎(𝜔)
𝐾

− 𝑒𝑖
𝐿

)
𝑓𝑘𝑘(𝐾, 𝐿)𝐾

进一步可重写为

𝛽𝑢′( 𝑓𝑘(𝐾, 𝐿)𝑎(𝜔) + 𝑓𝑙(𝐾, 𝐿)𝑒2)
[
𝜋(𝜒(𝜔) − 1)

(
𝑎(𝜔)
𝐾

− 𝑒1
𝐿

)
+ 𝑎(𝜔)

𝐾
− 1

]
𝑓𝑘𝑘(𝐾, 𝐿)𝐾

对 𝜔足够低的消费者，𝑎(𝜔)
𝐾 − 𝑒1

𝐿 与
𝑎(𝜔)
𝐾 − 1可能小于 0，故这类消费者未必偏好

更低的 𝐾
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均衡效率分析

对于一个功利主义 (utilitarian)社会计划者，加总福利变化可写为

Δ ≡ 𝛽 𝑓𝑘𝑘(𝐾, 𝐿)𝐾
∫
𝜔

2∑
𝑖=1

𝜋𝑖𝑢′( 𝑓𝑘(𝐾, 𝐿)𝑎(𝜔) + 𝑓𝑙(𝐾, 𝐿)𝑒𝑖)
(
𝑎(𝜔)
𝐾

− 𝑒𝑖
𝐿

)
Γ(d𝜔)

考虑一个极端近似，𝑒1 = 𝑒2 = 𝐿，则

Δ = 𝛽 𝑓𝑘𝑘(𝐾, 𝐿)𝐾
∫
𝜔
𝑢′( 𝑓𝑘(𝐾, 𝐿)𝑎(𝜔) + 𝑓𝑙(𝐾, 𝐿)𝐿)

(
𝑎(𝜔)
𝐾

− 1
)
Γ(d𝜔)

一定为正： 𝑓𝑘𝑘 < 0，且 𝜔低时，边际效用更高，故积分中权重更大

由此知，可能出现加总资本提高，能提高社会福利的可能，即均衡资本低于约

束有效资本，换言之，可能出现加总资本不足，而非过剩
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