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第 2 次作业参考答案 

1. 

a．  𝐸𝑡𝐷𝑡+𝑛 = (1 + 𝑔)
𝑛𝐷𝑡  

b.   𝑃𝑡 = ∑
𝐸𝑡𝐷𝑡+𝑛

(1+𝑟)𝑛
∞
𝑛=1 = = ∑

(1+𝑔)𝑛

(1+𝑟)𝑛
∞
𝑛=1 𝐷𝑡  = lim

𝑛→∞
(1 − (

1+𝑔

1+𝑟
)𝑛)

1+𝑔

𝑟−𝑔
𝐷𝑡 =

1+𝑔

𝑟−𝑔
𝐷𝑡 

c. 

𝑅𝑡+1 =
(1 + 𝑟)𝐷𝑡+1
(1 + 𝑔)𝐷𝑡

− 1 

 𝐸𝑡𝑅𝑡+1 =
(1 + 𝑟)𝐸𝑡𝐷𝑡+1
(1 + 𝑔)𝐷𝑡

− 1 = r 

𝑣𝑎𝑟𝑡𝑅𝑡+1 = 𝑣𝑎𝑟𝑡 (
(1 + 𝑟)𝐷𝑡+1
(1 + 𝑔)𝐷𝑡

− 1) 

= 𝑣𝑎𝑟𝑡 (
(1 + 𝑟)((1 + 𝑔)𝐷𝑡 + 𝜖𝑡+1)

(1 + 𝑔)𝐷𝑡
) 

= 𝑣𝑎𝑟𝑡 (
(1 + 𝑟)𝜖𝑡
(1 + 𝑔)𝐷𝑡

) =
(1 + 𝑟)2𝜎𝜖

2

(1 + 𝑔)2𝐷𝑡
2 

d. 

E𝑅𝑡+1 = 𝑟 

无条件方差没有显式解。 

e． 

愿意购买，当无限期增长时，收益的无条件期望为 r，无条件方差是 0； 

如果增长期是有限的，此时不愿意购买这个股票。 

 

 



2. 

a. 

构造拉格朗日函数 

L =
1

2
𝑤𝑇Σ𝑤 − 𝛾(𝑤𝑇13 − 1) − 𝛽(𝑤

𝑇𝜇 − 𝜇𝑒) 

计算可知： 𝜕𝐿 𝜕𝑤⁄ = Σ𝑤 − 𝛾13 − 𝛽𝜇 

联立  

{
 
 

 
 
𝜕𝐿

𝜕𝑤⁄ = 0

𝜕𝐿
𝜕𝛾⁄ = 0

𝜕𝐿
𝜕𝛽⁄ = 0

     得       𝑤 = 𝛾Σ−113 − 𝛽Σ
−1𝜇 

将上式先后左乘13
𝑇、𝜇𝑇 

γ13
𝑇Σ−113 − 𝛽13

𝑇Σ−1𝜇 = 1 

γ𝜇𝑇Σ−113 − 𝛽𝜇
𝑇Σ−1𝜇 = 𝜇𝑇𝑤 = 𝜇𝑒  

得到[
𝐴 𝐵
𝐵 𝐶

] [
𝛾
𝛽] = [

1
𝜇𝑒
] ，其中，A=13

𝑇Σ−113，B=𝜇𝑇Σ−113，C=𝜇𝑇Σ−1𝜇 

由于Σ是正定矩阵，故Σ−1是正定矩阵，所以 A,C＞0 

解上述二元线性方程组，得： 

𝛾𝑒 =
𝐶 − 𝐵𝜇𝑒
𝐴𝐶 − 𝐵2

 

β𝑒 =
𝐴𝜇𝑒 − 𝐵

𝐴𝐶 − 𝐵2
 

此时 

  𝑤𝑒 = 𝛾𝑒Σ
−113 − β𝑒Σ

−1𝜇 =
(C − Bμe)Σ

−113 − (𝐴𝜇𝑒 − 𝐵)Σ
−1𝜇

AC − B2
 

需要将 A、B、C 代入，求得𝑤𝑒 = [ 
21

13
−
17𝜇𝑒

26𝜇
,
4𝜇𝑒

13𝜇
−

3

13
,
9𝜇𝑒

26𝜇
−

5

13
] 

这一小问评分标准：没有带入 A、B、C，求出𝒘𝒆具体表达式的扣 2 分。 



b． 

 由 𝑤𝑒 = 𝛾𝑒Σ
−113 − β𝑒Σ

−1𝜇可知 

𝜎𝑒
2 = 𝑤𝑒

𝑇Σ𝑤𝑒 = (𝛾𝑒Σ
−113 − β𝑒Σ

−1𝜇)𝑇Σ(𝛾𝑒Σ
−113 − β𝑒Σ

−1𝜇) 

= (𝛾𝑒13
𝑇Σ−1 − β𝑒μ

𝑇Σ−1)Σ(𝛾𝑒Σ
−113 − β𝑒Σ

−1𝜇) 

= 13
𝑇Σ−113𝛾𝑒

2 + 2𝜇𝑇Σ−113𝛾𝑒β𝑒 + 𝜇
𝑇Σ−1𝜇𝛽𝑒

2 

= 𝐴𝛾𝑒
2 + 2𝐵𝛾𝑒β𝑒 + 𝐶𝛽𝑒

2 

将𝛾𝑒、β𝑒带入得 

𝜎𝑒
2 =

𝐴𝜇𝑒
2+2𝐵𝜇𝑒+𝐶

AC−B2
= 𝑎𝜇𝑒

2 + 𝑏𝜇𝑒 + 𝑐，其中𝑎 =
𝐴

AC−B2
     𝑏 =

2𝐵

AC−B2
     𝑐 =

𝐶

AC−B2
 

c. 

𝜎𝑒
2 = 𝑎𝜇𝑒

2 + 𝑏𝜇𝑒 + 𝑐 = 𝑎(𝜇𝑒 +
𝑏

2𝑎
)2 + 𝑐 −

𝑏2

4𝑎
 

可得：
𝜎𝑒
2

𝑐−
𝑏2

4𝑎

−
(𝜇𝑒+

𝑏

2𝑎
)
2

𝑐

𝑎
−
𝑏2

4𝑎2

= 1，所以（𝜇𝑒，𝜎𝑒）构成双曲线的一支， 

其渐近线为𝜇𝑒 = ±
1

√𝑎
𝜎𝑒 −

𝑏

2𝑎
，交点为（0，−

𝑏

2𝑎
） 

d． 

3 个资产的收益-风险组合都在有效边界内部，两个资产所组成的所有资产组合也在该

区域内部。具体证明如下： 

𝜎𝑒
2 =

𝐴

𝐴𝐶 − 𝐵2
µ𝑒
2 −

2𝐵

𝐴𝐶 − 𝐵2
µ𝑒 +

𝐶

𝐴𝐶 − 𝐵2
 

𝛴−1 =
1

|𝛴|
𝛴∗ =

1

36𝜎2(𝜌 − 1) × (2𝜌 + 1)

× [

−36 × (1 + 𝜌)  18𝜌  12𝜌

18𝜌 −9 (1 + 𝜌)  6𝜌

12𝜌  6𝜌 −4 (1 + 𝜌)
] 



𝐴 = 1𝑇𝛴−11 = (1,1,1)𝛴−1 (
1
1
1
) = (−36 − 6𝜌,−9 + 15𝜌,−4 + 14𝜌) × (

1
1
1
) ×

1

36𝜎2(𝜌 − 1) × (2𝜌 + 1)

𝐴 =
23𝜌 − 49

36𝜎2(𝜌 − 1) × (2𝜌 + 1)

 

𝐵 = 1𝑇𝛴−1µ =
1

36𝜎2(𝜌 − 1) × (2𝜌 + 1)
× (−36 − 6𝜌,−9 + 15𝜌,−4 + 14𝜌) × (

µ
2µ
3µ
)

𝐵 = −
66𝑢(1 − 𝜌)

36𝜎2(𝜌 − 1) × (2𝜌 + 1)

 

𝐶 = µ𝑇𝛴𝑞
−1µ =

µ2

36𝜎2(𝜌 − 1) × (2𝜌 + 1)
× (1,2,3) × (

−36 + 36𝜌
18𝜌 − 18
12𝜌 − 12

)

𝐶 =
108µ2(𝜌 − 1)

36𝜎2(𝜌 − 1) × (2𝜌 + 1)
,

𝜎𝑒
2 = −

𝜎2(23𝜌 − 49)

26µ2
µ𝑒
2 +

66𝜎2(𝜌 − 1)

13µ
µ𝑒 −

54𝜎2(𝜌 − 1)

13

 

接下来证明资产组合在有效边界内部。 

令µ𝑒 = µ，得到 

 

𝜎𝑒
2 = −

𝜎2(23𝜌−49)

26
+
66𝜎2(𝜌−1)

13
−
54𝜎2(𝜌−1)

13
= 𝜎2

25+𝜌

26
< 𝜎2

25+1

26
= 𝜎2， 

从而证明了(µ1,𝜎1)在有效边界内部。 

令µ𝑒 = 3µ，得到 

 

𝜎𝑒
2 = 𝜎2

333𝜌−99

26
< 𝜎2

333−99

26
= 9𝜎2，从而证明了(µ3,𝜎3)在有效边界内部。 

令µ𝑒 = 2µ，得到 

 

𝜎𝑒
2 = 𝜎2

32𝜌+20

13
< 𝜎2

32+20

13
= 4𝜎2，从而证明了(µ1,𝜎1)与(µ3,𝜎3)的资产组合在在有效边

界内部。 



这一小问评分标准：在证明资产组合在有效边界内部时，需要把𝝈𝒆
𝟐的具体表达式求出

来，没有具体表达式的扣 2 分。 

 

3. 

a．由上题得， 

𝑎 =
𝐴

AC − B2
     𝑏 =

2𝐵

AC − B2
     𝑐 =

𝐶

AC − B2
 

其中 A=13
𝑇Σ−113，B=𝜇𝑇Σ−113，C=𝜇𝑇Σ−1𝜇 

可知𝑎、𝑏、𝑐是风险资产期望收益率、资产的风险（方差）、各资产之间的相关性（协

方差）的函数。 

b． 

𝜎𝑒 = √𝑎µ𝑒
2 + 𝑏µ𝑒 + 𝑐

𝜎𝑒
2 = 𝑎µ𝑒

2 + 𝑏µ𝑒 + 𝑐

 

考虑到市场组合、有效前沿曲线所在的坐标轴，x 轴是𝜎，y 轴是µ，即我们一般把µ看作

𝜎的函数。所以两边对𝜎求导得, 

2𝜎 = 2𝑎µ
𝑑µ

𝑑𝜎
+ 𝑏

𝑑µ

𝑑𝜎
= (2𝑎µ + 𝑏) ×

𝑑µ

𝑑𝜎
𝑑µ

𝑑𝜎
=

2𝜎

2𝑎µ + 𝑏

 

因为市场组合与无风险资产的连线与有效前沿曲线相切，且市场组合为切点。 

综合以上信息，我们可以得到， 

{
 
 

 
 

µ = µ𝑀
𝜎 = 𝜎𝑀

𝑑µ𝑀
𝑑𝜎𝑀

=
2𝜎𝑀

2𝑎µ𝑀 + 𝑏
µ𝑀 − 𝑟𝑓

𝜎𝑀
=
𝑑µ𝑀
𝑑𝜎𝑀

 

计算可得， 



µ𝑚 = −
𝑏𝑟𝑓 + 2𝑐

2𝑎𝑟𝑓 + 𝑏
，𝜎𝑚

2 = √𝑎µ𝑚
2 + 𝑏µ𝑚 + 𝑐 

接下来我们来证明𝜇𝑚 > 𝑟𝑓， 

µ𝑚 − 𝑟𝑓 = −
𝑏𝑟𝑓 + 2𝑐

2𝑎𝑟𝑓 + 𝑏
− 𝑟𝑓 =

−2 × (𝑎𝑟𝑓
2 + 𝑏𝑟𝑓 + 𝑐)

2𝑎𝑟𝑓 + 𝑏
> 0, 

由题目条件𝑟𝑓 < −
𝑏

2𝑎
，可得𝑏 + 2𝑎𝑟𝑓 < 0，而可得𝑢𝑚 − 𝑟𝑓 > 0，从而证明了𝑢𝑚 > 𝑟𝑓。 

本小问评分标准：没有计算出µ𝒎具体表达式的扣 2 分，没有计算出只画图证明的酌情

扣 1 分。 

c. 不存在。言之有理即可。（利用抛物线的性质，有效前沿曲线只包括抛物线上半部分） 

d． 

𝐸𝑈 = 𝐸 [𝐹1 −
1

2
𝜆(𝐹1 − 𝐸𝐹1)

2]

𝐸𝑈 = 𝐸𝐹1 −
1

2
𝜆𝐸(𝐹1 − 𝐸𝐹1)

2

 

𝐸𝐹1 = 𝐸 [𝐹0 + 𝐹0[(1 − 𝑤)𝑟𝑓 + 𝑤𝑅𝑚]]

𝐸𝐹1 = 𝐹0 + 𝐹0[(1 − 𝑤)𝑟𝑓 + 𝑤𝐸𝑅𝑚]

𝐸𝐹1 = 𝐹0 + 𝐹0[(1 − 𝑤)𝑟𝑓 +𝑤𝑢𝑚]

 

𝐸(𝐹1 − 𝐸𝐹1)
2 = 𝐸{𝐹0 + 𝐹0[(1 − 𝑤)𝑟𝑓 +𝑤𝑅𝑚] − [𝐹0 + 𝐹0(1 − 𝑤)𝑟𝑓 + 𝐹0𝑤𝑢𝑚]}

2

𝐸(𝐹1 − 𝐸𝐹1)
2 = 𝐸[𝐹0𝑤(𝑅𝑚 − 𝑢𝑚)]

2 = 𝐹0
2𝑤2𝐸(𝑅𝑚 − 𝑢𝑚)

2 = 𝐹0
2𝑤2𝑉𝑎𝑟(𝑅𝑚) = 𝐹0

2𝑤2𝜎𝑚
2

 

𝐸𝑈 = 𝐸𝐹1 −
1

2
𝜆𝐸(𝐹1 − 𝐸𝐹1)

2 = 𝐹0 + 𝐹0[(1 − 𝑤)𝑟𝑓 + 𝑤𝑢𝑚] −
1

2
𝜆𝐹0

2𝑤2𝜎𝑚
2

𝐸𝑈 = 𝐹0 + 𝐹0𝑟𝑓 + (𝑢𝑚 − 𝑟𝑓)𝐹0𝑤 −
1

2
𝜆𝐹0

2𝜎𝑚
2𝑤2

 

从而可以得到，𝑤∗ = −
(𝑢𝑚−𝑟𝑓)𝐹0

2(−
1

2
𝜆𝐹0

2𝜎𝑚
2 )
=

𝑢𝑚−𝑟𝑓

𝜆𝜎𝑚
2 ×

1

𝐹0
 

这一小问评分标准：计算过程中全程没有涉及到本题条件中给出的𝑭𝟎，照搬去年答案

的情况，这一小问分全扣。计算过程正确，结果错误的扣 1 分。 

e. 𝑤∗随 𝜆 增大而减小。 


