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1. 考虑增长型公司有风险的股利折现模型。假设公司每一期的股利 𝐷𝑡  是随机的，

且满足如下 1-阶自回归过程： 

𝐷𝑡 = (1 + 𝑔)𝐷𝑡−1 + 𝜖𝑡, 

初始值为 𝐷0 > 0，𝑔 为股利的（确定性）增长率且满足 0 < 𝑔 < 𝑟，𝑟 为常数折现

率；𝜖𝑡 为 iid 随机冲击，𝔼𝜖𝑡 = 0，var(𝜖𝑡) = 𝜎𝜖
2。 

a. 计算股利的条件期望 𝔼𝑡𝐷𝑡+𝑛 ≡ 𝔼(𝐷𝑡+𝑛|𝐷𝑡)，𝑛 ≥ 1。注：𝐷𝑡 与 𝜖𝑡+𝑛 是相互

独立的，𝑛 ≥ 1。 

b. 定义第 𝑡 期支付完股利 𝐷𝑡  之后的股票价格为 𝑃𝑡，使用期望折现股利计算 𝑃𝑡  

如下： 

𝑃𝑡 = ∑
𝔼𝑡𝐷𝑡+𝑛

(1 + 𝑟)𝑛

∞

𝑛=1

. 

利用上问的结论，计算 𝑃𝑡  作为 𝐷𝑡  的函数表达式。 

c. 假设 𝑡 期股利为 𝐷𝑡，你以股利后价格 𝑃𝑡  买入股票，持有到 𝑡 + 1，收到股利

𝐷𝑡+1 之后又以价格 𝑃𝑡+1 卖出。定义收益率为 

𝑅𝑡+1 =
𝐷𝑡+1 + 𝑃𝑡+1

𝑃𝑡
− 1. 

注意在 𝑡 期已知 𝐷𝑡  的条件下，𝐷𝑡+1 和 𝑃𝑡+1 都是随机的。请尝试计算收益率 

𝑅𝑡+1 的条件期望 𝔼𝑡𝑅𝑡+1 ≡ 𝔼(𝑅𝑡+1|𝐷𝑡) 以及条件方差 var𝑡(𝑅𝑡+1)；若无法计

算，请说明原因。注：条件方差的定义为 

var𝑡(𝑅𝑡+1) = 𝔼 [(𝑅𝑡+1 − 𝔼(𝑅𝑡+1|𝐷𝑡))
2

|𝐷𝑡]. 

d. 你可以计算随机收益率 𝑅𝑡+1  的无条件期望 𝔼𝑅𝑡+1和无条件方差 var(𝑅𝑡+1) 

的表达式吗？ 

e. 请问你愿意购买这样的增长型股票吗，为什么？如果增长期是有限的，到某

个时刻 𝑇 之后股利就变为平稳序列，此时你还愿意购买这个股票吗？ 

2. 考虑一个 3 资产的均值方差资产组合问题。这 3 个资产的期望收益率分别为 

𝝁 = [𝜇1, 𝜇2, 𝜇3]⊤ = [𝜇, 2𝜇, 3𝜇]⊤, 

其中 𝜇 > 0；3 个资产收益率的协方差矩阵为 

𝚺 = [

𝜎1
2 𝜌𝜎1𝜎2 𝜌𝜎1𝜎3

𝜌𝜎1𝜎2 𝜎2
2 𝜌𝜎2𝜎3

𝜌𝜎1𝜎3 𝜌𝜎2𝜎3 𝜎3
2

] , 𝜎1
2 = 𝜎2, 𝜎2

2 = 4𝜎2, 𝜎3
2 = 9𝜎2, 



其中 𝜎2 > 0，𝜌 表示任意两个资产收益率的相关系数。组合权重向量记做 𝒘 =

[𝑢, 𝑣, 1 − 𝑢 − 𝑣]⊤。 

a. 对给定的组合收益率𝜇𝑒，请计算方差最小组合的权重向量 𝒘𝑒 = [𝑢𝑒 , 𝑣𝑒 , 1 −

𝑢𝑒 − 𝑣𝑒]⊤，即求解如下约束最小化问题： 

min
𝑢,𝑣

𝒘⊤𝚺𝒘 , 𝑠. 𝑡.  𝒘⊤𝝁 = 𝜇𝑒 . 

b. 请计算有效组合 (𝜇𝑒, 𝜎𝑒) 的表达式，即将上述最小化问题所得的最小标准差 

𝜎𝑒 表示为 𝜇𝑒 的函数。 

c. 请说明有效组合 (𝜇𝑒, 𝜎𝑒) 构成双曲线的一支，并计算对应的两条渐近线及其

交点。 

d. 3 个资产的收益-风险组合 (𝜇𝑖, 𝜎𝑖) 点是否在有效组合边界线所围成区域的内

部？(𝜇1, 𝜎1) 与 (𝜇3, 𝜎3) 两个资产所得的所有资产组合，是否也在该区域的内

部？ 

3. 给定风险资产均值方差组合的有效前沿 𝜎𝑒 = √𝑎𝜇𝑒
2 + 𝑏𝜇𝑒 + 𝑐，其中 𝑎 > 0 > 𝑏；

无风险利率为 𝑟𝑓 > 0。假设投资者选择的风险资产组合（市场组合）为 𝒘𝑚，组

合收益率为 𝑅𝑚 = 𝒘𝑚
⊤ 𝑹，均值为 𝜇𝑚 = 𝔼𝑅𝑚，方差为 𝜎𝑚

2 = var(𝑅𝑚)。注意，市场

组合是切点组合，即其与无风险点连线与有效前沿相切。 

a. 首先，参考题 2 的计算示例（亦可参考去年 hw4 或者王江的教科书），说

明 𝑎, 𝑏, 𝑐 是市场中风险资产哪些特征的函数。 

b. 假设 𝑟𝑓 < −
𝑏

2𝑎
，请计算此时市场组合收益的期望 𝜇𝑚  与方差 𝜎𝑚

2  关于 𝑎, 𝑏, 𝑐 

及 𝑟𝑓 的表达式，并说明𝜇𝑚 > 𝑟𝑓，Sharpe 比率为正。 

c. 其次，若 𝑟𝑓 ≥ −
𝑏

2𝑎
，请问此时是否存在市场组合（最优组合），并解释原因。 

d. 假设投资者的初始财富为𝐹0，选择无风险资产与风险资产（市场组合）的权

重为 1 − 𝑤 与 𝑤，最终获得的财富回报为 

𝐹1 = (1 − 𝑤)𝐹0(1 + 𝑟𝑓) + 𝑤𝐹0(1 + 𝑅𝑚) = 𝐹0 + 𝐹0[(1 − 𝑤)𝑟𝑓 + 𝑤𝑅𝑚]. 

投资者的最终效用为终端财富 𝐹1 函数：𝑈 = 𝐹1 −
1

2
𝜆(𝐹1 − 𝔼𝐹1)2，目标是最

大化期望效用。请求解投资者的最优无风险、风险资产配置决策 𝑤∗。 

e. 投资者的最优风险资产配置如何随着 𝜆 的改变而改变？ 

 


