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重复博弈的基础理论

本节内容

1 重复博弈的基础理论

基本概念

重复囚徒困境的例子

最优惩罚策略与均衡性质

2 最优 SPE：寡头竞争隐性合谋

3 理论扩展概要
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重复博弈的基础理论 基本概念

完美监督重复博弈 (repeated game with perfect monitoring)

首先考虑完美监督情形，非完美监督介绍见第 3节

给定一个策略形式博弈 Γ = (𝐼 , 𝐴, (𝑢𝑖)𝑖∈𝐼)，𝐼 为参与者集合

参与者 𝐼 每期都重复参与一次 Γ，𝑡 = 0, . . . , 𝑇，Γ称为阶段博弈 (stage game)

𝑇 < ∞：有限期重复博弈；𝑇 = ∞，无限期重复博弈
完美监督：任何参与者都可以在每期结束时观测到其对手的行动，即

𝑎𝑡 = (𝑎1𝑡 , . . . , 𝑎𝐼𝑡)，且所有行动的历史信息 (路径)也是完美的
与完美信息 (perfect information)不同；完美信息是指一个扩展形式博弈中，任意
信息集都是单点集，即任意信息集对应的决策者，都完全确定其对手在之前信息

集所选择的行动；见Myerson (1991, Ch. 4.7, p. 185), Kreps (1990, Ch. 12.3, p. 400)
特别的，同时行动 (simultaneous move)博弈，如前讲的 Cournot、Bertrand博
弈，不是完美信息博弈
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重复博弈的基础理论 基本概念

重复博弈的策略

不同于单次博弈 (one-shot game)，对行动历史的完美信息为每一期的参与者做
出策略选择提供了额外的可能性

为明确起见，Γ中的策略集称为行动集 (action set)，𝐴 = 𝐴1 × · · · × 𝐴𝐼

重复博弈中，𝑡 = 0时的策略集 𝑆0 = 𝐴，策略组 𝑠0 = (𝑠10 , . . . , 𝑠𝐼0)对应的行动组
(action profile)为 𝑎0 = (𝑎10 , . . . , 𝑎𝐼0) = (𝑠10 , . . . , 𝑠𝐼0)
对 𝑡 ≥ 1，把过往行动组序列称为 𝑡 时的历史 (history)
ℎ𝑡 = (𝑎𝑡−1 , . . . , 𝑎0) ∈ 𝐴𝑡 ≡ 𝐴 × · · · × 𝐴︸       ︷︷       ︸

𝑡次

；补充定义 ℎ0 = ∅

𝑡 ≥ 1时的策略定义为映射 𝑠𝑡 = (𝑠1𝑡 , . . . , 𝑠𝐼𝑡) : 𝐴𝑡 → 𝐴，ℎ𝑡 ↦→ 𝑎𝑡 = 𝑠𝑡(ℎ𝑡)，其中
𝑎𝑖𝑡 = 𝑠𝑖𝑡(ℎ𝑡)
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重复博弈的基础理论 基本概念

重复博弈的收益

给定所有参与者的策略组 𝑠 = (𝑠(1), . . . , 𝑠(𝐼))，其中 𝑠(𝑖) = (𝑠𝑖0 , 𝑠𝑖1 , . . . )
𝑠 确定了一条行动路径 (path)：ℎ∞ = (𝑎0 , 𝑎1 , . . . )
𝑡 期 𝑖的收益为 𝑢𝑖(𝑎𝑡)；ℎ∞确定了其收益的序列

本课程中总考虑折现重复博弈 (RG with discounting)：所有参与者有同样的折
现率 𝛿 ∈ [0, 1)，策略组 𝑠 决定了路径 ℎ∞，进而决定了 𝑖的折现收益

𝑉𝑖(𝑠) = (1 − 𝛿)
∞∑
𝑡=0

𝛿𝑡𝑢𝑖(𝑎𝑡).

另一种常见的情形为平均收益 (average payoff)：𝑉𝑠(𝑠) = lim𝑇→∞ 1
𝑇
∑𝑇

𝑡=1 𝑢𝑖(𝑎𝑡)
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重复博弈的基础理论 基本概念

重复博弈的均衡

给定 Γ = (𝐼 , 𝐴, (𝑢𝑖)𝑖∈𝐼)，对应的折现重复博弈记为 Γ∞ = (𝐼 , 𝐴, (𝑢𝑖)𝑖∈𝐼 , 𝛿,∞)
记 𝑖 的策略集为 𝑆𝑖，𝑆 = 𝑆1 × · · · × 𝑆𝐼，则 Γ∞也可写作 (𝐼 , 𝑆, (𝑉𝑖)𝑖∈𝐼)
同样的 Nash均衡的定义也适用于 Γ∞；只是此时任何参与者的单方面偏离可以
有非常复杂的形式

𝑖可以在任意时点 𝑡 和任意历史 ℎ𝑡 下偏离均衡策略 𝑠𝑖𝑡(ℎ𝑡)
更一般的，我们希望重复博弈的均衡具有某种时间一致性：给定均衡策略 𝑠，

我们希望当重复博弈从 𝑡 期重新开始时，𝑠 还是均衡

这样的性质也可以大大简化对均衡的分析
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重复博弈的基础理论 基本概念

子博弈完美均衡 (subgame-perfect equilibrium)

给定时间 𝑡 和历史 ℎ𝑡 = (𝑎𝑡−1 , . . . , 𝑎0)，则从 ℎ𝑡 往未来继续的博弈称为 Γ∞的子
博弈，记为 Γ∞ |ℎ𝑡
给定策略组 𝑠 = (𝑠(𝑖))𝑖∈𝐼，称 𝑠(𝑖)|ℎ𝑡 = (𝑠𝑖𝑡(ℎ𝑡), 𝑠𝑖𝑡+1(ℎ𝑡 , 𝑎𝑡), . . . )为参与者 𝑖的策
略在 ℎ𝑡 上的限制；并记为 𝑠 |ℎ𝑡 = (𝑠(𝑖)|ℎ𝑡)

注意，𝑎𝑡 = 𝑠𝑡(ℎ𝑡), 𝑎𝑡+1 = 𝑠𝑡(ℎ𝑡+1) = 𝑠𝑡(ℎ𝑡 , 𝑎𝑡), . . .
称 𝑠 为子博弈完美均衡 (SPE)，若对于任意的历史 ℎ𝑡，𝑠 |ℎ𝑡 是子博弈 Γ∞ |ℎ𝑡 的
Nash均衡

均衡内涵：沿着 𝑠 诱导的均衡路径 ℎ∞，任何时候任何参与者 𝑖都不想偏离其均

衡策略 𝑠(𝑖)
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重复博弈的基础理论 基本概念

子博弈完美均衡 (SPE)的基本性质

为检验一个策略组 𝑠 是否是 SPE，只需要考察是否存在单次偏离 (one-shot
deviation)的可能性

给定参与者 𝑖的策略 𝑠(𝑖) = (𝑠𝑖𝑡)𝑡=0,...,∞，单次偏离是指如下形式的偏离：
𝑠(𝑖)|𝑡 𝑠 = ( . . . , 𝑠𝑖𝑡−1 , 𝑠 , 𝑠𝑖𝑡+1 , . . . )，其中 𝑠 : 𝐴𝑡 → 𝐴𝑖

在绝大部分应用中，我们甚至只需要考虑惩罚策略 (punishment strategy)，亦
称为触发策略 (trigger strategy)

惩罚策略的直观含义：所有参与者都尽可能合作共赢，若有人偏离合作共赢的

行动要求，以机会主义行径 (opportunistic behavior)短期获利，则所有其他参
与者都在未来竭尽所能惩罚该人
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重复博弈的基础理论 重复囚徒困境的例子

示例：重复囚徒困境博弈

阶段博弈为囚徒困境 (prisoner’s dilemma)

𝑃2

否认 招供

𝑃1
否认 5, 5 0, 10
招供 10, 0 2, 2

参与者折现率为 𝛿 ∈ [0, 1)
上述重复博弈的一个 SPE：所有参与者每期都选择阶段博弈 (静态) Nash均衡：
𝑠1𝑡(ℎ𝑡) = 𝑠2𝑡(ℎ𝑡) =招供

给定对手每期都招供，自己的最优选择也是每期招供，不存在单次偏离的可能
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重复博弈的基础理论 重复囚徒困境的例子

示例：重复囚徒困境博弈

重复的阶段博弈 Nash均衡显然不是这个重复博弈的“最优解”，直观来看，参
与者反复策略互动中，可以出现协调动机 (coordination incentive)

直观推理：如无意外，双方保持“合作”；如果有一方使诈/反水/背叛/掀桌子，
则未来永不合作——以礼还礼，以牙还牙

考虑如下惩罚策略：对任意 𝑡 和 𝜏 ≥ 0

𝑠𝑖𝑡+𝜏 =

否认, 若前一期对手也否认指控

永远招供, 若前一期对手招供

此处的“惩罚”体现在若上一期对方跳反，招供以谋求单期更高收益，则从当

期开始尽所有可能不让对方好过

自损一千，也要伤敌一千：核心在于“有仇必报”
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重复博弈的基础理论 重复囚徒困境的例子

示例：重复囚徒困境博弈

惩罚策略有可能促使双方有效协调，选择“否认”

从时间 𝑡 开始，持续协调 (coordination)选择“否认”的折现收益为
𝑉 𝑐 = (1 − 𝛿)∑𝜏≥0 𝛿

𝜏5 = 5

时间 𝑡 选择单次偏离 (deviation)，得到收益为 10，后续被对手惩罚，收益永远
为 2，故总折现收益为 𝑉𝑑 = (1 − 𝛿)10 + (1 − 𝛿)∑𝜏≥1 𝛿

𝜏2 = (1 − 𝛿)10 + 2𝛿

𝑉 𝑐 ≥ 𝑉𝑑 的条件为

5 ≥ (1 − 𝛿)10 + 2𝛿 ⇔ 8𝛿 ≥ 5 ⇔ 𝛿 ≥ 𝛿 ≡ 5
8

当 𝛿 < 𝛿时，“永远招供”的惩罚策略，无法支持参与者一直选择“否认”，惩

罚不够大，策略协调失败；也可理解为协调的折现收益不够大
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重复博弈的基础理论 最优惩罚策略与均衡性质

均衡策略与均衡路径

SPE指定了任意历史 ℎ𝑡 下，在 𝑡 期所有参与者根据 SPE均衡策略 (equilibrium
strategy) 𝑠𝑡(·)应当选择的均衡——“最优”——行动 𝑎𝑡 = 𝑠𝑡(ℎ𝑡)
𝑡 期均衡行动 𝑎𝑡 与历史 ℎ𝑡 又构成了 𝑡 + 1期的历史 ℎ𝑡+1 = (𝑎𝑡 , ℎ𝑡)
从起点 ℎ0出发，均衡策略 𝑠 = (𝑠𝑖0 , 𝑠𝑖1 , . . . )𝑖∈𝐼 诱导了一条均衡路径
(equilibrium path) 𝑎 = (𝑎0 , 𝑎1 , . . .)，又称为均衡结果 (equilibrium outcome)
重复博弈中，均衡策略的本质，是通过对均衡外路径 (off the equilibrium path)
上的策略选择，制造足够的反事实威胁/威慑 (counterfactual
threat/deterrence)，迫使对手留在均衡路径上

这是所有扩展形式博弈的共同特征：均衡结果主要取决于均衡外路径上的策略选

择，这也是所有威慑理论的核心
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重复博弈的基础理论 最优惩罚策略与均衡性质

无威慑，无合作，无共赢

以德报德，以怨报怨

或曰：“以德报怨，何如？”子曰：“何以报德？以直报怨，以德报德。”

——《论语·宪问》

为无为，事无事，味无味。大小多少，报怨以德。

——《老子》第六十三章

是故百战百胜，非善之善者也；不战而屈人之兵，善之善者也。

——《孙子兵法·谋攻篇》
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重复博弈的基础理论 最优惩罚策略与均衡性质

最优惩罚策略

在囚徒困境的例子中，博弈中的最优惩罚策略，就是无论对手选择什么行动，

自己都选择招供；这一选择能保证对手实现最低收益，受到最大伤害

对于一般的阶段博弈 Γ = (𝐼 , 𝑆, (𝑢𝑖)𝑖∈𝐼)，参与者 𝑖 ∈ 𝐼 的对手

−𝑖 = {1, . . . , 𝑖 − 1, 𝑖 + 1, . . . , 𝐼}联合起来，能对 𝑖带来的最大伤害为

𝑢 𝑖 ≡ 𝑢𝑖
(
𝑎 𝑖 , 𝑎−𝑖

)
= min

𝑎−𝑖∈𝐴−𝑖
max
𝑎𝑖∈𝐴𝑖

𝑢𝑖(𝑎𝑖 , 𝑎−𝑖)

其中 𝑢 𝑖 称为 𝑖的minmax收益 (或minimax收益)，相应的策略选择 (𝑎 𝑖 , 𝑎−𝑖)，
称为minmax策略

给定 𝑡 时历史 ℎ𝑡，针对 𝑖的minmax策略为映射 𝑠𝑖(ℎ𝑡) = 𝑎 𝑖 , 𝑠−𝑖(ℎ𝑡) = 𝑎−𝑖
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重复博弈的基础理论 最优惩罚策略与均衡性质

最优惩罚策略

最优惩罚策略：一旦发现 𝑖 上期偏离均衡路径，对手 −𝑖 当期开始永远采取
minmax策略，对 𝑖施加最大伤害，此时 𝑖 的折现收益等于

𝑉 𝑖 = (1 − 𝛿)
∞∑
𝜏=0

𝛿𝜏𝑢 𝑖 = 𝑢 𝑖

注意，在完美监督重复博弈中，所有参与者历史行动都是公开信息 (public
information)，故任何偏离都可以被发现

刘岩·武大金融 第 7讲：重复博弈 第 16 / 37页



重复博弈的基础理论 最优惩罚策略与均衡性质

无名氏 (folklore)定理

对于重复博弈 Γ∞，定义阶段博弈 Γ中参与者 𝐼 = {1, . . . , 𝐼}的可行收益
(feasible payoff)集合 U：

U = {(𝑥1 , . . . , 𝑥𝐼) ∈ R𝐼 : ∃𝑎 = (𝑎1 , . . . , 𝑎𝐼) ∈ 𝐴 s.t. 𝑥𝑖 = 𝑢𝑖(𝑎),∀𝑖 ∈ 𝐼}

由 𝑉𝑖 = (1 − 𝛿)∑∞
𝑡=0 𝛿

𝑡𝑢𝑖 = 𝑢𝑖 可知，可行折现价值 (feasible discounted value)
集合 V = U，其中 U表示 U的凸包 (convex hull)

再定义满足minmax约束的可行折现价值集合 V∗

V∗ = {(𝑦1 , . . . , 𝑦𝐼) ∈ V : 𝑦𝑖 ≥ 𝑢 𝑖 ,∀𝑖 ∈ 𝐼}

minmax约束代表了每个博弈参与者的个人理性/参与 (individual
rationality/participation)约束
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重复博弈的基础理论 最优惩罚策略与均衡性质

无名氏 (folklore)定理

定理 1 (Folklore Theorem)
对重复博弈 Γ∞ = (𝐼 , 𝐴, (𝑢𝑖)𝑖∈𝐼 , 𝛿,∞)，若 V∗的内点集 (内部)非空，则对任意
(𝑉1 , . . . , 𝑉𝐼) ∈ V∗，存在 𝛿 ∈ (0, 1)，使得当 𝛿 ∈ (𝛿, 1)时，存在子博弈完美均衡 (SPE)
使得对任意参与者 𝑖 ∈ 𝐼，其均衡路径上的折现收益等于 𝑉𝑖

证明.
请见 Fudenberg and Maskin (1986) □
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重复博弈的基础理论 最优惩罚策略与均衡性质

无名氏 (folklore)定理

Folklore意为民歌、民间传说，博弈论学界很早就意识到 Folklore Theorem的
成立，有很多口头讨论、传播，但没有正式陈述与发表，也没有人宣称他/她最
早发现并证明了这个定理

该定理的含义可理解为：阶段博弈中任何可以通过行动协调实现的收益，在折

现因子足够接近 1，即折现率 (𝑟 = 1/𝛿 − 1)接近 0时，都可以通过重复博弈的
子博弈完美均衡及相应策略得以实现

动态策略互动，可以促成策略合作，协调参与者策略，实现 Pareto占优结果
当 𝑉 = (𝑉1 , . . . , 𝑉𝐼) ∈ V∗ 且 𝑉𝑖 > 𝑢 𝑖 ,∀𝑖 ∈ 𝐼 时，折现收益组合 𝑉 严格 Pareto优于
𝑢 = (𝑢1 , . . . , 𝑢𝐼)，所有参与者得到收益提升
更重要的是，V∗往往存在收益 (及相应行动)组合 𝑉 = (𝑉𝑖)𝑖∈𝐼 ∈ V∗，使得 𝑉𝑖 严格

大于阶段博弈Nash均衡中每个 𝑖的收益 𝑉NE
𝑖 = 𝑢NE

𝑖 ，即相对Nash均衡，重复博
弈也可实现福利改进，原因就在于惩罚策略能克服策略负外部性
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最优 SPE：寡头竞争隐性合谋

本节内容

1 重复博弈的基础理论

2 最优 SPE：寡头竞争隐性合谋
隐性合谋

寡头价格竞争

寡头产量竞争

3 理论扩展概要
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最优 SPE：寡头竞争隐性合谋 隐性合谋

重复博弈 SPE的问题
无名氏定理说明，重复博弈的 SPE数目可能非常多

在一般均衡理论中，均衡多重性称为不定性 (indeterminacy)，重复博弈 SPE具有
严重的不定性

在众多 SPE中，缺乏明显的焦点 (focal point)均衡，参与者未必能有效协调各
自的策略选择

Nash均衡的本质是各个参与者对其他参与者的策略预期，如果只有一个备选均
衡，那么策略预期很容易聚焦，从而实现策略协调；如果有多个均衡，则可能存

在 𝑖选择了均衡 A中的策略，而 𝑗却选择了均衡 B中的策略

不过在寡头竞争的博弈中，有一个备选均衡，容易成为焦点均衡，即所有参与

者合谋 (collude)以实现行业总体的垄断利润，此时称为合谋 (collusion)均衡
无论各个寡头厂商如何分配利润，行业能实现垄断利润，总是一个占优

(dominating)选项
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最优 SPE：寡头竞争隐性合谋 隐性合谋

隐性合谋

寡头合谋以实现垄断利润，是现代各国反垄断法律与规制的主要查处对象，因

此，任何直接的合谋协议，都不是寡头厂商的可行选项

寡头厂商可以选择隐性合谋 (tacit collusion)，以此规避反垄断监管与惩罚

静态单期寡头竞争下，Nash均衡无法支撑隐性合谋的均衡结果
重复博弈下，隐性合谋是可能的

具体依赖于行业条件、厂商折现率等参数

重复博弈下，若隐性合谋均衡是可能，则该均衡容易成为聚焦点，参与者有动

力协调策略选择，以实现这一最优 SPE
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最优 SPE：寡头竞争隐性合谋 寡头价格竞争

寡头价格竞争重复博弈

单期 (阶段)博弈设定

𝑁 个厂商生产同一个产品，单位成本均为 𝑐 ≥ 0，市场需求函数为
𝐷(𝑝) = 𝐴 − 𝑝，𝐴 > 𝑐，𝑝为商品成交价

价格竞争：𝑁 个厂商出价为 𝑝𝑖 ,∀𝑖 ∈ 𝑁，成交价为最低价 𝑝 = min{𝑝1 , . . . , 𝑝𝑁 }，
出价最低厂商平分市场需求

𝑦𝑖 =


1

#{ 𝑗∈𝑁 :𝑝 𝑗=𝑝}𝐷(𝑝), 若 𝑝𝑖 = 𝑝

0, 若 𝑝𝑖 > 𝑝

单期博弈的 Nash均衡：𝑝𝑒𝑖 = 𝑐,∀𝑖 ∈ 𝑁，𝑦𝑒𝑖 = (𝐴 − 𝑐)/𝑁，𝜋𝑒
𝑖 = 0

此时行业总产出为 𝑦𝑒 = 𝐴 − 𝑐，行业利润 𝜋𝑒 = 0
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最优 SPE：寡头竞争隐性合谋 寡头价格竞争

寡头价格竞争重复博弈

单期行业垄断结果

行业利润函数 𝜋(𝑝) = (𝑝 − 𝑐)𝐷(𝑝) = (𝑝 − 𝑐)(𝐴 − 𝑝)
求解垄断利润max𝑝 𝜋(𝑝)，可得垄断价格 𝑝𝑚 = (𝐴 + 𝑐)/2 > 𝑐 = 𝑝𝑒，垄断利润

𝜋𝑚 = 𝜋(𝑝𝑚) = (𝐴 − 𝑐)2/4 > 0 = 𝜋𝑒

垄断产出 𝑦𝑚 = 𝐷(𝑝𝑚) = (𝐴 − 𝑐)/2 < 𝐴 − 𝑐 = 𝑦𝑒

单个厂商平分产出与利润：𝑝𝑚𝑖 = 𝑝𝑚，𝑦𝑚𝑖 = 𝑦𝑚/𝑁，𝜋𝑚
𝑖 = 𝜋𝑚/𝑁

刘岩·武大金融 第 7讲：重复博弈 第 24 / 37页



最优 SPE：寡头竞争隐性合谋 寡头价格竞争

寡头价格竞争重复博弈

重复博弈：厂商共同折现率为 𝛿 ∈ (0, 1)
每期开始时，所有厂商同时出价 𝒑𝑡 = (𝑝1𝑡 , . . . , 𝑝𝑁𝑡)
重复博弈中，𝑡 时的历史可表示为 ℎ𝑡 = (𝒑𝑡−1 , . . . , 𝒑0)，所有厂商都知晓 ℎ𝑡

考虑 (对称)惩罚策略 𝑃𝑖𝑡(ℎ𝑡)：

𝑃𝑖𝑡(ℎ𝑡) =

𝑝𝑚 , 若 𝑝 𝑗𝑡−1 = 𝑝𝑚 ,∀𝑗 ∈ 𝑁

𝑝𝑒 , 若 𝑝 𝑗𝑡−1 < 𝑝𝑚 , ∃𝑗 ∈ 𝑁

若上期无人偏离垄断定价，则本期继续垄断定价；若上期有人偏离垄断定价，

则本期开始永远选择单期 Nash均衡定价 𝑝𝑒 = 𝑐
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最优 SPE：寡头竞争隐性合谋 寡头价格竞争

寡头价格竞争重复博弈

若 𝑖每期按照 𝑝𝑚 出价，则与其他厂商分享垄断利润，在任意时期 𝑡 开始，其折

现价值为

𝑉𝑚
𝑖 = (1 − 𝛿)

∞∑
𝜏=0

𝛿𝜏
𝜋𝑚

𝑁
=

𝜋𝑚

𝑁

若 𝑖 在 𝑡 偏离，选择杀价 𝑝𝑚 − 𝜖，则从 𝑡 + 1起所有对手 −𝑖选择最优惩罚策略
𝑝−𝑖𝑡+𝜏 = 𝑝𝑒，使得每期利润为 𝜋𝑒 = 0，故 𝑖 偏离后的折现收益为 (𝜖 → 0)

𝑉𝑑
𝑖 = (1 − 𝛿)𝜋𝑚

故当 𝑉𝑚
𝑖 ≥ 𝑉𝑑

𝑖 ⇔ 𝜋𝑚/𝑁 ≥ (1 − 𝛿)𝜋𝑚 ⇔ 𝛿 ≥ 𝛿 ≡ 1 − 1
𝑁 时，没有厂商有动力偏

离垄断定价

此时均衡结果：各厂商每期都选择垄断价格 𝑝𝑚，平分垄断利润，形成隐性合谋
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最优 SPE：寡头竞争隐性合谋 寡头价格竞争

惩罚强度的意义

前例的均衡策略中，偏离合谋的惩罚为转回阶段博弈的 Nash均衡

给定同质产品价格竞争的设定，阶段博弈 Nash均衡本身意味着 𝜋𝑒 = 0，这正
好也是任意的偏离方 𝑖的minmax收益

Nash均衡收益，通常大于minmax收益，这会导致合谋更难出现

延续前例，但假设阶段博弈Nash均衡的收益 0 < 𝜋𝑒 < 𝜋𝑚，则单方偏离后续的

路径中，预期的未来收益折现为 (1 − 𝛿)∑𝜏≥1 𝛿
𝜏𝜋𝑒 = 𝛿𝜋𝑒，则偏离的总收益为

𝑉𝑑
𝑖 = (1 − 𝛿)𝜋 + 𝛿𝜋𝑒

此时 𝑉𝑚
𝑖 ≥ 𝑉𝑑

𝑖 ⇔ 1/𝑁 ≥ 1 − 𝛿 + 𝛿𝜋𝑒/𝜋𝑚 ⇔ 𝛿 ≥ 𝛿 ≡ (1 − 1/𝑁)/(1 − 𝜋𝑒/𝜋𝑚)
此时，若 𝜋𝑒 ≥ 𝜋𝑚/𝑁，则 𝛿 ≥ 1，故不存在 𝛿 < 1使得重复博弈中存在合谋均衡
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最优 SPE：寡头竞争隐性合谋 寡头产量竞争

寡头产量竞争下的惩罚策略

单期阶段博弈

考虑 Cournot产量竞争作为阶段博弈，需求与生产函数与前例相同

𝑁 个企业同时选择各自的产量 𝑦𝑖 ≥ 0,∀𝑖 ∈ 𝑁，总产量为 𝑦 = 𝑦1 + · · · + 𝑦𝑁，价

格为 𝑝 = 𝐴 − 𝑦

企业 𝑖 的利润为 𝜋𝑖(𝑦𝑖 , 𝑦−𝑖) = (𝐴 − 𝑦𝑖 − 𝑦−𝑖 − 𝑐)𝑦𝑖，其中 𝑦−𝑖 =
∑

𝑗≠𝑖 𝑦 𝑗，即对手

产量总和

企业 𝑖 的最优选择为 𝑦𝑖 = (𝐴 − 𝑦−𝑖 − 𝑐)/2 ⇔ 𝑦𝑖 + 𝑦 = 𝐴 − 𝑐，由此可得

𝑦𝑒𝑖 = (𝐴 − 𝑐)/(𝑁 + 1)，𝑦𝑒 = 𝑁(𝐴 − 𝑐)/(𝑁 + 1)，𝑝𝑒 = (𝐴 + 𝑁𝑐)/(𝑁 + 1)，
𝜋𝑒
𝑖 = (𝐴 − 𝑐)2/(𝑁 + 1)2
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最优 SPE：寡头竞争隐性合谋 寡头产量竞争

寡头产量竞争下的惩罚策略：Cournot惩罚

若以阶段博弈 Nash均衡，作为惩罚策略中对偏离合谋路径的惩罚，则惩罚强
度有限

先计算 𝑡 时刻厂商 𝑖偏离合谋产量 𝑦𝑚𝑖 的最优选择：此时 −𝑖都选择
𝑦𝑚𝑖 = 𝑦𝑚/𝑁 = (𝐴 − 𝑐)/(2𝑁)，则 𝑖 最大化利润函数的产量选择为

(𝐴 − 𝑐 − 𝑦𝑖 − (𝑁 − 1)(𝐴 − 𝑐)/(2𝑁))𝑦𝑖 ⇒ 𝑦𝑑𝑖 = 𝑁+1
4𝑁 (𝐴 − 𝑐) > 1

2𝑁 (𝐴 − 𝑐) = 𝑦𝑚𝑖

此时的单期偏离利润为 𝜋𝑑
𝑖 =

(𝑁+1)2
16𝑁2 (𝐴 − 𝑐)2

相应的，偏离合谋带来的总折现收益为

𝑉𝑑
𝑖 = (1 − 𝛿)𝜋𝑑

𝑖 + (1 − 𝛿)
∑
𝜏≥1

𝛿𝜏𝜋𝑒
𝑖 = (1 − 𝛿) (𝑁 + 1)2

16𝑁2 (𝐴 − 𝑐)2 + 𝛿
1

(𝑁 + 1)2 (𝐴 − 𝑐)2
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最优 SPE：寡头竞争隐性合谋 寡头产量竞争

寡头产量竞争下的惩罚策略：Cournot惩罚

相比之下，合谋给 𝑖带来的垄断收益为 𝑉𝑚
𝑖 = 𝜋𝑚

𝑖 = (𝐴 − 𝑐)2/(4𝑁)
故 𝑉𝑚

𝑖 ≥ 𝑉𝑑
𝑖 的条件为

(𝐴 − 𝑐)2
4𝑁 ≥ (1 − 𝛿) (𝑁 + 1)2

16𝑁2 (𝐴 − 𝑐)2 + 𝛿
1

(𝑁 + 1)2 (𝐴 − 𝑐)2

⇔ 𝛿 ≥ 𝛿𝑒 ≡
(𝑁+1)2
16𝑁2 − 1

4𝑁
(𝑁+1)2
16𝑁2 − 1

(𝑁+1)2

由 (𝑁+1)2
16𝑁2 > 1

4𝑁 > 1
(𝑁+1)2 ,∀𝑁 > 1可知 𝛿𝑒 ∈ (0, 1)
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最优 SPE：寡头竞争隐性合谋 寡头产量竞争

寡头产量竞争下的惩罚策略：最优惩罚

阶段博弈 Cournot均衡作为惩罚，不是最优惩罚

容易计算，厂商 𝑖的单期minmax收益 𝜋𝑖 = 0：

𝜋𝑖 = min
𝑦−𝑖

max
𝑦𝑖

(𝐴 − 𝑦𝑖 − 𝑦−𝑖 − 𝑐)𝑦𝑖 = 0, 给定 𝑦−𝑖 = 𝐴 − 𝑐

在此最优惩罚之下，偏离合谋带来的总折现收益为

�̃�𝑑
𝑖 = (1 − 𝛿)𝜋𝑑

𝑖 = (1 − 𝛿) (𝑁 + 1)2
16𝑁2 (𝐴 − 𝑐)2

故 𝑉𝑚
𝑖 ≥ �̃�𝑑

𝑖 的条件弱化为 𝛿 ≥ 𝛿𝑜 ≡ 1 − 4𝑁
(𝑁+1)2

可验证，𝛿𝑒 > 𝛿𝑜 ,∀𝑁 > 1
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理论扩展概要

本节内容

1 重复博弈的基础理论

基本概念

重复囚徒困境的例子

最优惩罚策略与均衡性质

2 最优 SPE：寡头竞争隐性合谋
隐性合谋

寡头价格竞争

寡头产量竞争

3 理论扩展概要
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理论扩展概要

重复博弈的理论扩展

隐性合谋理论的起始：Friedman (1971)
早期称作超博弈 (supergame)，而不是重复博弈

重复博弈理论在 80年代出现一个发展高潮，奠定了动态条件下策略互动的诸多
理论框架

折现重复博弈的基础理论，特别是最优惩罚策略的简单结构：Abreu (1986, 1988)
利用动态规划思想对重复博弈均衡结构的刻画 (许诺价值法, promised value
approach)：Abreu et al. (1986, 1990)
上述一般方法同样使得分析动态最优政策问题成为可能：重复 Stackelberg政策博
弈，见 Chari and Kehoe (1990), Stokey (1991)
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理论扩展概要

重复博弈的理论扩展

在重复博弈中引入非完美监督

需求冲击造成的价格不确定性，引起周期性价格战：Porter (1983), Green and
Porter (1984)
价格战本身在均衡路径上发生，并不仅是均衡路径外的威胁；“以怨报怨”是可能

实际发生的

成本冲击：Athey and Bagwell (2001), Athey et al. (2004), Athey and Bagwell
(2008)

完美监督情形下引入随机冲击，策略选择具有状态依赖性

需求冲击引起竞争强度的周期性变化：Rotemberg and Saloner (1986), Kandori
(1991), Bagwell and Staiger (1997)
利率冲击：Bó (2007)
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理论扩展概要

算法合谋：两个公司用算法定价，算法会有合谋倾向

关键文献：Calvano et al. (2020b, AER), Calvano et al. (2020a, Science)

27 NOVEMBER 2020 • VOL 370 ISSUE 6520    1041SCIENCE   sciencemag.org

sential to the operation of collusive pricing 

rules. In order for firms to settle on some 

common higher price, firms’ prices must 

be observed frequently enough because 

sustaining those higher prices requires the 

prospect of punishing a firm that deviates 

from the collusive agreement. The more 

quickly the punishment is meted out, the 

less temptation to cheat. Thus, the emer-

gence and persistence of higher prices 

through collusion is facilitated by rapid 

detection of competitors’ prices, which 

is now often possible in online markets. 

For example, the prices of products listed 

on Amazon may change several times per 

day but can be monitored with practically 

no delay. 

In light of these developments, concerns 

 regarding the possibility of algorithmic col-

lusion have been raised by government au-

thorities, including the U.S. Federal Trade 

Commission (FTC) (6) and the European 

Commission (7). These concerns are justi-

fied, as enough evidence has accumulated 

that autonomous algorithmic collusion is a 

real risk.

 The evidence is both experimental and 

empirical. On the experimental side, recent 

research has found the spontaneous emer-

gence of collusion in computer-simulated 

markets. In these studies, commonly used 

reinforcement-learning algorithms learned 

to initiate and sustain collusion in the con-

text of well-accepted economic models of 

an industry (8, 9) (see the figure). Collusion 

arose with no human intervention other 

than instructing the AI-enabled learning al-

gorithm to maximize profit (i.e., algorithms 

were not programmed to collude). Although 

the extent to which prices were higher in 

such virtual markets varied, prices were 

almost always substantially above the com-

petitive level. 

On the empirical side, a recent study 

(10) has provided possible evidence of al-

gorithmic collusion in Germany’s retail 

gasoline markets. The delegation of pric-

ing to algorithms was found to be associ-

ated with a substantial 20 to 30% increase 

in the markup of stations’ prices over cost. 

Although the evidence is indirect—because 

the authors of the study could not directly 

observe the timing of adoption of the pric-

ing algorithms and thus had to infer it from 

other data—their findings are consistent 

with the results of computer-simulated 

market experiments.

A NEW POLICY APPROACH

Algorithmic collusion is as bad as human 

collusion. Consumers are harmed by the 

higher prices, irrespective of how firms 

arrive at charging these prices. However, 

should algorithmic collusion emerge in a 

market and be discovered, society lacks an 

effective defense to stop it. This is because 

algorithmic collusion does not involve the 

communications that have been the route 

to proving unlawful collusion (as distin-

guished from instances in which firms’ 

employees might communicate and then 

collude with the assistance of algorithms, 

as in a recent case involving poster sellers 

on Amazon Marketplace). And even if alter-

native evidentiary approaches were to arise, 

there is no liability unless courts are pre-

pared to conclude that AI has a “mind” or a 

“will” or is “conscious,” for otherwise there 

can be no “meeting of minds” with algorith-

mic collusion. 

As a result, if algorithmic collusion oc-

curs and is discovered by the authori-

ties, currently it cannot be considered a 

violation of antitrust or competition law. 

Society would then have no recourse and 

consumers would be forced to continue 

to suffer the harm from algorithmic collu-

sion’s higher prices.

There is an alternative path, which is to 

target the collusive pricing rules learned by 

the algorithms that result in higher prices 

(11). These latent rules of conduct may be 

uncovered when they have been adopted by 

algorithms. Whereas a court cannot get in-

side the head of an employee to determine 

why prices are what they are, firms’ pricing 

algorithms can be audited and tested in 

controlled environments. One can then sim-

ulate all sorts of possible deviations from 

existing prices and observe the algorithms’ 

reaction in the absence of any confounding 

factor. In principle, the latent pricing rules 

can thus be identified precisely.

This approach was successfully used by 

researchers in (8) to verify that the pricing 

algorithms have indeed learned the collu-

sive property of reward (keeping prices high 

unless a price cut occurs) and punishment 

(through retaliatory price wars should a price 

cut occur). To show this, the researchers mo-

mentarily overrode the pricing algorithm of 

one firm, forcing it to set a lower price. As 

soon as the algorithms regained control of 

the pricing, they engaged in a temporary 

price war, where lower prices were charged 

but then gradually returned to the collusive 

level. Having learned that undercutting the 

other firm’s price brings forth a price war 

Time
Learning phase

Shock

Punishment phase

P
ri
c
e

Collusive price

Competitive price

Firm 1

Firm 2

“…pricing algorithms 
had once been based on 

pricing rules set
 by programmers but now 
often rely on AI systems 
that learn autonomously 

through active 
experimentation.”
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Collusive pricing rules uncovered 
After the two algorithms have found their way to collusive prices (“learning phase,” left side), an attempt 

 to cheat so as to gain market share is simulated by exogenously forcing Firm 1’s algorithm to cut its price 

(“punishment phase,” right side). From the “shock” period onward, the algorithm regains control of the pricing. 

Firm 1’s deviation is punished by the other algorithm, so firms enter into a price war that lasts for several 

periods and then gradually ends as the algorithms return to pricing at a collusive level. For better graphical 

representation, the time scales on the right and left sides of the figure are different. 
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