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基础

OLG模型：类型

现代主流宏观理论有两类型理论框架，一类是无穷期 (infinite horizon)模型，
另一类是世代交叠 (overlapping generations, OLG)模型

无穷期模型中，决策主体的存续期无穷，选择无穷期行动路径 (action path)，
最大化无穷期加总效用

基准 OLG模型中，决策主体存续期有限，到期退出后，有新的决策主体进入模
型经济，替换前一代决策主体

经典文献包括 Allais (1947), Samuelson (1958), Diamond (1965)

还有一类 OLG模型称为永久青春 (perpetual youth)模型，这类模型中每代决
策主体每期会以一定概率退出模型经济，同时可以有新主体加入作为补充

Blanchard (1985), Weil (1989)
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基础

Samuelson模型

每代 (cohort)人存续两期，青年 (𝑦)和老年 (𝑜)，出生在 𝑡 期的人效用为

𝑢𝑡(𝑐𝑦 , 𝑐𝑜) = 𝑢(𝑐𝑦) + 𝛽𝑢(𝑐0), 𝑡 ≥ 0

出生在 𝑡 = −1的人，只在经济开始的 𝑡 = 0有效用 𝑢−1(𝑐) = 𝑢(𝑐)
𝑡 代人口的禀赋为 (𝜔𝑦,𝑡 , 𝜔𝑜,𝑡+1)

𝜔𝑜,𝑡 是 𝑡 − 1代人老年时，即 𝑡 期时的禀赋

𝑡 代人可以持有资产 𝑎𝑡+1，价格为 𝑞𝑡，以此最大化效用
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基础

竞争性均衡：定义

定义 1
消费序列 {𝑐∗𝑖 ,𝑡}∞𝑡=0，𝑖 ∈ {𝑦, 𝑜}，资产序列 {𝑎∗𝑡+1}∞𝑡=0，以及价格序列 {𝑞𝑡}∞𝑡=0称为一个

竞争均衡，若满足如下条件：

1 对任意 𝑡 > 0，(𝑐∗𝑦,𝑡 , 𝑐∗𝑜,𝑡+1 , 𝑎
∗
𝑡+1)是下述效用最大化问题的解

max
𝑐𝑦 ,𝑐𝑜 ,𝑎′

𝑢(𝑐𝑦) + 𝛽𝑢(𝑐0) s.t. 𝑐𝑦 + 𝑞𝑡𝑎′ ≤ 𝜔𝑦,𝑡 and 𝑐𝑜 ≤ 𝜔𝑜,𝑡+1 + 𝑎′,

此外，𝑐𝑜,0 ≤ 𝜔𝑜,0

2 对任意 𝑡 ≥ 0，市场出清 𝑐∗𝑦,𝑡 + 𝑐∗𝑜,𝑡 = 𝜔𝑦,𝑡 + 𝜔𝑜,𝑡
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基础

均衡资产交易与价格

结论：Samuelson模型中，均衡资产 𝑎∗𝑡+1 = 0，即 𝑐∗𝑦,𝑡 = 𝜔𝑦,𝑡 , 𝑐∗𝑜,𝑡+1 = 𝜔𝑜,𝑡+1

相应的资产价格由个人 Euler方程确定

𝑞𝑡𝑢′(𝑐∗𝑦,𝑡) = 𝛽𝑢′(𝑐∗𝑜,𝑡+1) ⇒ 𝑞𝑡 = 𝛽
𝑢′(𝜔𝑜,𝑡+1)
𝑢′(𝜔𝑦,𝑡) , 𝑡 ≥ 0

进一步考虑一个平稳设定：𝜔𝑦,𝑡 ≡ 𝜔𝑦 , 𝜔𝑜,𝑡 ≡ 𝜔𝑜，进一步假设 𝑢(𝑐)为 CRRA效
用，求解此时均衡

𝑞𝑡 ≡ 𝑞 = 𝛽
(𝜔𝑜)−𝜎
(𝜔𝑦)−𝜎 = 𝛽

(
𝜔𝑦

𝜔𝑜

)𝜎
当 𝜔𝑦 > 𝜔𝑜 时，可能有 𝑞 > 1，意味着利率为负；换言之，尽管消费者希望平滑
两期消费，但市场价格阻止消费者如此选择，这一特征与 OLG模型中均衡可
能并非 Pareto有效，有着密切联系

刘岩·中大管创 第 7讲：OLG模型 第 7 / 18页



Diamond模型

本节内容

1 基础

2 Diamond模型

3 Pareto无效

刘岩·中大管创 第 7讲：OLG模型 第 8 / 18页



Diamond模型

Diamond模型基础

在 Samuelson模型基础上，增加生产

假设青年劳动供给为 ℓ𝑦 ≥ 0，老年为 ℓ𝑜 ≥ 0，均为常数，且归一化 ℓ𝑦 + ℓ𝑜 = 1；
消费者效用函数中略去劳动供给带来的效用损失

生产函数为 𝐹(𝑘, ℓ )，由于常数劳动供给 ℓ = ℓ𝑦 + ℓ𝑜 = 1，故每期产出 𝐹(𝑘, 1)仅
取决于资本存量 𝑘；资本使用折旧率为 𝛿 ∈ (0, 1)，即 𝑘𝑡 投入生产后，期末或下

期初折旧后剩余 (1 − 𝛿)𝑘𝑡
年轻时可以储蓄，积累资本，老年时租给企业使用，获得回报率 𝑟𝑡

给定初始资本存量 𝑘0 > 0，由初期老年人持有
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Diamond模型

均衡定义

定义 2
消费序列 {𝑐∗𝑖,𝑡}∞𝑡=0，𝑖 ∈ {𝑦, 𝑜}，资本序列 {𝑘∗𝑡+1}∞𝑡=0，以及价格序列 {𝑟𝑡}∞𝑡=0和

{𝑤𝑡}∞𝑡=0构成为一个竞争均衡，若满足如下条件：

1 对任意 𝑡 > 0，(𝑐∗𝑦,𝑡 , 𝑐∗𝑜,𝑡+1 , 𝑘
∗
𝑡+1)是下述效用最大化问题的解

max
𝑐𝑦 ,𝑐𝑜 ,𝑎′

𝑢(𝑐𝑦) + 𝛽𝑢(𝑐0) s.t. 𝑐𝑦 + 𝑘′ ≤ 𝑤𝑡ℓ𝑦 and 𝑐𝑜 ≤ 𝑤𝑡+1ℓ𝑜 + (1 − 𝛿 + 𝑟𝑡+1)𝑘′,

此外，𝑐𝑜,0 ≤ 𝑤0ℓ𝑜 + (1 − 𝛿 + 𝑟0)𝑘0

2 对任意 𝑡 ≥ 0，资本租金率与工资率竞争性决定，即 𝑟𝑡 = 𝐹1(𝑘∗𝑡 , 1), 𝑤𝑡 = 𝐹2(𝑘∗𝑡 , 1)
其中 𝑘∗0 = 𝑘0

3 对任意 𝑡 ≥ 0，市场出清 𝑐∗𝑦,𝑡 + 𝑐∗𝑜,𝑡 + 𝑘∗𝑡+1 = 𝐹(𝑘∗𝑡 , 1) + (1 − 𝛿)𝑘∗𝑡
刘岩·中大管创 第 7讲：OLG模型 第 10 / 18页



Diamond模型

均衡刻画

消费者 Euler方程：𝑢′(𝑐𝑦,𝑡) = 𝛽𝑢′(𝑐𝑜,𝑡+1)(1 − 𝛿 + 𝑟𝑡+1)
利用价格表达式和预算约束，上述 Euler方程转换为 𝑘𝑡 , 𝑘𝑡+1的非线性方程

𝑢′ (ℓ𝑦𝐹2(𝑘∗𝑡 , 1)−𝑘∗𝑡+1
)
= 𝛽𝑢′ (ℓ𝑜𝐹2(𝑘∗𝑡+1 , 1)+(1−𝛿+𝐹1(𝑘∗𝑡+1 , 1))𝑘∗𝑡+1

)(1−𝛿+𝐹1(𝑘∗𝑡+1 , 1))

给定 𝑘∗𝑡，可直接解出 𝑘∗𝑡+1

定义稳态 (steady state)为 𝑘∗𝑡 = 𝑘∗𝑡+1 = · · · = 𝑘,∀𝑡 ≥ 0的状态，即一旦经济处于
稳态，则均衡资本不变；𝑘 满足的条件为

𝑢′ (ℓ𝑦𝐹2(𝑘, 1) − 𝑘
)
= 𝛽𝑢′ (ℓ𝑜𝐹2(𝑘, 1) + (1 − 𝛿 + 𝐹1(𝑘, 1))𝑘)(1 − 𝛿 + 𝐹1(𝑘, 1))

求解均衡路径和稳态：𝑢(𝑐) CRRA，ℓ𝑦 = 1，ℓ𝑜 = 0，𝛿 = 0，以及 𝐹(𝑘, ℓ ) = 𝑘𝛼ℓ 1−𝛼
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Diamond模型

资本动态

前述假设下，由 Euler方程与预算约束，可得

𝑐𝑦,𝑡 + (1 + 𝑟𝑡+1)(1−𝜎)/𝜎
𝛽−1/𝜎 𝑐𝑦,𝑡 = 𝑤𝑡 ⇒ 𝑐𝑦,𝑡 =

𝛽−1/𝜎

𝛽−1/𝜎 + (1 + 𝑟𝑡+1)(1−𝜎)/𝜎𝑤𝑡

定义储蓄率 𝑠(𝑟) = (1+𝑟)(1−𝜎)/𝜎
𝛽−1/𝜎+(1+𝑟)(1−𝜎)/𝜎，则有 𝑐𝑦,𝑡 = [1 − 𝑠(𝑟𝑡+1)]𝑤𝑡

相应的

𝑘𝑡+1 = 𝑠(𝑟𝑡+1)𝑤𝑡 = 𝑠( 𝑓 ′(𝑘𝑡+1))[ 𝑓 (𝑘𝑡) − 𝑘𝑡 𝑓 ′(𝑘𝑡)]
其中 𝑓 (𝑘) = 𝐹(𝑘, 1)，此处仅需假设 𝐹满足规模报酬不变并可微
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Diamond模型

log + CD特例

对数效用 𝜎 = 1，CD生产函数 𝑓 (𝑘) = 𝑘𝛼，此时 𝑘𝑡+1 = 𝛽(1−𝛼)
1+𝛽 𝑘𝛼𝑡，𝑘 =

(
𝛽(1−𝛼)

1+𝛽
)1/(1−𝛼)

Romer-3931312--That book January 11, 2018 10:32 82

82 Chapter 2 INFINITE HORIZONS AND OVERLAPPING GENERATIONS

45°

k2 k1

k1

k2

k0 kt

kt+1

k∗
FIGURE 2.10 The dynamics of k

k∗ is globally stable: wherever k starts (other than at 0, which is ruled
out by the assumption that the initial capital stock is strictly positive), it
converges to k∗. Suppose, for example, that the initial value of k, k0, is greater
than k∗. Because kt +1 is less than kt when kt exceeds k∗, k1 is less than k0.
And because k0 exceeds k∗ and kt +1 is increasing in kt , k1 is larger than k∗.
Thus k1 is between k∗ and k0: k moves partway toward k∗. This process is
repeated each period, and so k converges smoothly to k∗. A similar analysis
applies when k0 is less than k∗.

These dynamics are shown by the arrows in Figure 2.10. Given k0, the
height of the kt +1 function shows k1 on the vertical axis. To find k2, we
first need to find k1 on the horizontal axis; to do this, we move across to the
45-degree line. The height of the kt +1 function at this point then shows k2,
and so on.

The properties of the economy once it has converged to its balanced
growth path are the same as those of the Solow and Ramsey economies on
their balanced growth paths: the saving rate is constant, output per worker
is growing at rate g , the capital-output ratio is constant, and so on.

To see how the economy responds to shocks, consider our usual example
of a fall in the discount rate, ρ , when the economy is initially on its balanced
growth path. The fall in the discount rate causes the young to save a greater
fraction of their labor income. Thus the kt +1 function shifts up. This is de-
picted in Figure 2.11. The upward shift of the kt +1 function increases k∗,
the value of k on the balanced growth path. As the figure shows, k rises
monotonically from the old value of k∗ to the new one.
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Pareto无效

无穷期带来的问题

Samuelson或者 Diamond OLG模型中，竞争均衡可能不是 Pareto有效的，由
于这一特性与经济的无穷期结构有关，而非普通的外部性或市场势力等原因，

因此称为动态无效 (dynamic inefficiency)

后续文献有一系列动态有效/无效的理论刻画，如 Balasko and Shell (1980)，
Abel et al. (1989)，Abel and Panageas (2025)
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Pareto无效

禀赋经济中均衡的 Pareto有效性

考虑特例 𝑢(𝑐) = log 𝑐，𝛽 = 1，及常数禀赋 𝜔𝑦,𝑡 = 𝜔𝑦 , 𝜔𝑜,𝑡+1 = 𝜔𝑜

两期预算约束合并为 𝑐𝑦 + 𝑞𝑡𝑐𝑜 = 𝜔𝑦 + 𝑞𝑡𝜔𝑜，利用 CD效用的性质，直接可得

𝑐𝑦,𝑡 =
1
2 (𝜔𝑦 + 𝑞𝑡𝜔𝑜), 𝑐𝑜,𝑡+1 =

1
2

(
𝜔𝑦

𝑞𝑡
+ 𝜔𝑜

)
相应的储蓄为 𝑎𝑡+1 = 𝜔𝑦 − 𝑐𝑦,𝑡 = (𝜔𝑦 − 𝑞𝑡𝜔𝑜)/2

𝑡 = 0时老年人消费为 𝑐𝑜,0 = 𝜔𝑜，而市场出清条件为 𝑐𝑜,0 + 𝑐𝑦,0 = 𝜔𝑜 + 𝜔𝑦，故

𝑐𝑦,0 = 𝜔𝑦

类似可得 𝑐𝑦,𝑡 = 𝜔𝑦 , 𝑐𝑜,𝑡 = 𝜔𝑜，以及 𝑞𝑡 =
𝜔𝑦

𝜔𝑜
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Pareto无效

数值示例

考虑 𝜔𝑦 = 3, 𝜔𝑜 = 1，此时 𝑞 = 3，相应的资产回报率为 𝑟 = 1/𝑞 − 1 = − 2
3

此时 𝑡 ≥ 0代人的效用为 log 3 + log 1 = log 3，𝑡 = −1代老人在 𝑡 = 0时的效用
为 log 1 = 0

考虑另一个可行 (feasible)配置：𝑐𝑦,𝑡 = 𝑐𝑜,𝑡 = 2，为何可行？

显然，此配置让所有人的福利得到改善，故原竞争均衡不是 Pareto最优

考虑另一个数值例子 𝜔𝑦 = 1, 𝜔𝑜 = 3，此时 𝑞 = 1/3；但前述 𝑐𝑦,𝑡 , 𝑐𝑜,𝑡 不再满足

相对竞争均衡的 Pareto改善条件，因为 𝑡 = 0时老年人福利恶化
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Pareto无效
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