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工具变量估计法的理解

⚫ 目标：干扰项𝑒𝑖的条件均值独立于处置变量𝐷𝑖，即

𝐸 𝑒𝑖 𝐷𝑖 , 𝑿𝑖 = 0

⚫ 两种方法来满足

◼ “清理”干扰项：添加控制变量(可观测变量或不可观测但随

时间变化的变量)

◼ “清理”解释变量：不可观测并且随时间变化的变量

工具变量法：将处置变量中与干扰项不相关的部分分离出来



工具变量估计法的理解

⚫ 假设结果方程为
𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽1𝐷𝑖 + 𝑒i

其中， 𝐷𝑖和干扰项𝑒i是相关的，即𝐶𝑜𝑣(𝐷𝑖 , 𝑒i) ≠ 0

⚫ OLS回归的系数 መ𝛽1
𝑂𝐿𝑆为

መ𝛽1
𝑂𝐿𝑆 =

෢𝐶𝑜𝑣(𝑌𝑖 , 𝐷𝑖)

෢V𝑎𝑟(𝐷𝑖)

⚫ መ𝛽1
𝑂𝐿𝑆的样本概率极限值为

𝑝𝑙𝑖𝑚 መ𝛽1
𝑂𝐿𝑆 = 𝑝𝑙𝑖𝑚

෢𝐶𝑜𝑣(𝑌𝑖,𝐷𝑖)

෢𝑉𝑎𝑟(𝐷𝑖)
= 𝑝𝑙𝑖𝑚

෢𝐶𝑜𝑣(𝛼+𝛽1𝐷𝑖+𝑒𝑖,𝐷𝑖)

෢𝑉𝑎𝑟(𝐷𝑖)

= 𝛽1 + 𝑝𝑙𝑖𝑚
෢𝐶𝑜𝑣(𝑒𝑖,𝐷𝑖)

෢𝑉𝑎𝑟(𝐷𝑖)

= 𝛽1 +
𝐶𝑜𝑣(𝑒𝑖,𝐷𝑖)

𝑉𝑎𝑟(𝐷𝑖)



工具变量估计法的理解

⚫ 因𝐶𝑜𝑣(𝐷𝑖 , 𝑒𝑖) ≠ 0，所以 መ𝛽1
𝑂𝐿𝑆不以概率收敛为𝛽1

⚫ 𝐷到𝑌的因果影响路径有两条：𝐷 → 𝑌(因果路径)和

𝐷 ← 𝑒 → 𝑌(混淆路径)

⚫ 增加控制变量：通过观测得到𝑋，将方程分解为

𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽1𝐷𝑖 + 𝛽2𝑋𝑖 + 𝑣i

𝐷 𝑌

𝑒

𝛽 𝐷 𝑌

𝑣

𝛽1

𝑋



工具变量估计法的理解

⚫ 使用工具变量：工具变量𝑍”清理”掉内生变量中与干扰

项相关的变化(“坏”的变化)，再用与干扰项不相关的

变化(“好”的变化)去估计对𝑌的作用

◼ 外生性：𝑍本身是”干净”的， 𝑍和𝑒𝑖不相关，即 𝐶𝑜𝑣(𝑍𝑖 , 𝑒𝑖)=0

◼ 相关性：𝑍能够清理内生变量𝐷， 𝑍和𝐷必须相关，即

𝐶𝑜𝑣(𝑍𝑖 , 𝐷𝑖) ≠ 0

𝐷 𝑌

𝑒

𝛽1𝑍 𝛾1



估计方法——间接最小二乘法

⚫ 假设内生变量𝐷和工具变量𝑍的回归关系为

𝐷𝑖 = 𝛾0 + 𝛾1𝑍𝑖 + 𝑢i

⚫ 工具变量𝑍和被解释变量𝑌的关系为

𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽1𝐷𝑖 + 𝑒𝑖= 𝛼 + 𝛽1(𝛾0+𝛾1𝑍𝑖 + 𝑢𝑖) + 𝑒𝑖

= 𝛼 + 𝛽1𝛾0+ 𝛽1𝛾1𝑍𝑖+ 𝛽1𝑢𝑖+ 𝑒𝑖

= 𝜋0 + 𝜋1𝑍𝑖 + 𝜉𝑖

⚫ 通过回归得到𝜋1 = 𝐶𝑜𝑣(𝑌𝑖 , 𝑍𝑖)/𝑉𝑎𝑟(𝑍𝑖) ,又𝜋1 = 𝛽1𝛾1,可得

𝛽1
𝐼𝐿𝑆 =

𝐶𝑜𝑣(𝑌𝑖 , 𝑍𝑖)/𝑉𝑎𝑟(𝑍𝑖)

𝐶𝑜𝑣(𝐷𝑖 , 𝑍𝑖)/𝑉𝑎𝑟(𝑍𝑖)
=
𝐶𝑜𝑣(𝑌𝑖 , 𝑍𝑖)

𝐶𝑜𝑣(𝐷𝑖 , 𝑍𝑖)



估计方法——两阶段最小二乘法

⚫ 两阶段最小二乘法：通过直接分解出𝐷𝑖中与干扰项𝑒𝑖不相

关的变化部分෡𝐷𝑖来进行估计

⚫ 第一阶段：通过工具变量𝑍𝑖将𝐷𝑖分解为两个不相关变量

𝐷𝑖 = ෡𝐷𝑖 + 𝑣𝑖 = 𝛾0 + 𝛾1𝑍𝑖 + 𝑣𝑖

⚫ 第二阶段：用𝐷中“好的部分”෡𝐷估计𝐷对𝑌的影响

𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽1𝐷𝑖 + 𝑒𝑖 = 𝛼 + 𝛽1 ෡𝐷𝑖 + 𝑣𝑖 + 𝑒𝑖 = 𝛼 + 𝛽1෡𝐷𝑖 + 𝛿𝑖

෡𝐷 𝑌

𝑒

𝛽1

𝑍

𝛾1

𝑣



估计方法——两阶段最小二乘法

⚫ 此时෡𝐷𝑖与𝑣𝑖和𝑒𝑖都不相关，因此𝐶𝑜𝑣 ෡𝐷𝑖 , 𝛿𝑖 = 0，对其进行

回归，得到正确的𝛽1

𝛽1
2𝑆𝐿𝑆 =

𝐶𝑜𝑣(𝑌𝑖 , ෡𝐷𝑖)

𝑉𝑎𝑟(෡𝐷𝑖)
=
𝐶𝑜𝑣(𝑌𝑖 , 𝛾0 + 𝛾1𝑍𝑖)

𝑉𝑎𝑟(𝛾0 + 𝛾1𝑍𝑖)
=
𝛾1𝐶𝑜𝑣(𝑌𝑖 , 𝑍𝑖)

𝛾1
2𝑉𝑎𝑟(𝑍)

=
𝐶𝑜𝑣(𝑌𝑖 , 𝑍𝑖)

𝛾1𝑉𝑎𝑟(𝑍𝑖)
=

𝐶𝑜𝑣(𝑌𝑖 , 𝑍𝑖)

𝐶𝑜𝑣 𝐷𝑖 , 𝑍𝑖
𝑉𝑎𝑟 𝑍𝑖

𝑉𝑎𝑟(𝑍𝑖)
=
𝐶𝑜𝑣(𝑌𝑖 , 𝑍𝑖)

𝐶𝑜𝑣(𝐷𝑖 , 𝑍𝑖)

⚫ 与间接最小二乘法得到的系数相同，方法处理方式稍有不

同，本质上是一样的



工具变量数量问题

⚫ 工具变量数量＜内生变量数量

“识别不足”：两种方法都无法估计出内生变量的系数

⚫ 工具变量数量=内生变量数量

“刚好识别”：模型中内生变量系数可得到唯一估计值

⚫ 工具变量数量＞内生变量数量

◼ 分别使用不同的工具变量，会得到不同的𝛽1估计值

◼ 使用两个工具变量的线性组合，使用2SLS可以得到一个多工具

变量的“最佳组合”，来最佳拟合𝐷，及通过回归方程

𝐷𝑖 = 𝛾0 + 𝛾1𝑍1𝑖 + 𝛾2𝑍2𝑖 + 𝑣𝑖

得到෡𝐷𝑖 = ො𝛾0 + ො𝛾1𝑍1𝑖 + ො𝛾2𝑍2𝑖



工具变量数量问题

⚫ 此时两阶段最小二乘法用两个工具变量的线性组合最

大限度地分离出𝐷𝑖中的外生部分෡𝐷𝑖，再使用”最佳”外

生部分෡𝐷𝑖，将𝑌𝑖对෡𝐷𝑖回归

𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽1෡𝐷𝑖 + 𝛿𝑖

⚫ 因此更常使用两阶段最小二乘法



两阶段最小二乘法

⚫ 假设结果模型是

𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽1𝐷1𝑖 + 𝛽2𝑋2𝑖 +⋯+ 𝛽𝑘𝑋𝑘𝑖 + 𝑒𝑖

⚫ 工具变量𝑍1𝑖满足两个条件

◼ 外生性

𝑍1𝑖与干扰项𝑒𝑖不相关，𝐶𝑜𝑣 𝑍𝑖 , 𝑒𝑖 = 0，”干净”地分离𝐷1𝑖

◼ 相关性

控制外生变量与𝐷1𝑖的相关性后， 𝑍1𝑖与𝐷1𝑖仍存在相关性

𝐷𝑖 = 𝛾0 + 𝛾1𝑍1𝑖 + 𝛾2𝑋2𝑖 +⋯+ 𝛾𝑘𝑋𝑘𝑖 + 𝑣𝑖
其中，工具变量的系数𝛾1 ≠ 0



两阶段最小二乘法——模型估计

⚫ 第一阶段

将内生变量对工具变量和所有外生变量进行回归

𝐷1𝑖 = 𝛾0 + 𝛾1𝑍1𝑖 + 𝛾2𝑋2𝑖 +⋯+ 𝛾𝑘𝑋𝑘𝑖 + 𝑣𝑖
用所得到的系数计算内生变量的预测值

෡𝐷𝑖 = ො𝛾0 + ො𝛾1𝑍1𝑖 + ො𝛾2𝑋2𝑖 +⋯+ ො𝛾𝑘𝑍𝑘𝑖

⚫ 第二阶段

用预测值෡𝐷𝑖替代结果模型中的内生变量𝐷1𝑖，进行回归

𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽1෡𝐷𝑖 + 𝛽2𝑋2𝑖 +⋯+ 𝛽𝑘𝑋𝑘𝑖 + 𝛿𝑖



多个内生变量和多个工具变量

⚫ 假设要估计的模型是

𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽1𝐷1𝑖 + 𝛽2𝐷2𝑖 + 𝛽3𝑋3𝑖 +⋯+ 𝛽𝑘𝑋𝑘𝑖 + 𝑒𝑖

𝐷1𝑖的有一个工具变量𝑍1𝑖， 𝐷2𝑖的有两个工具变量𝑍2𝑖和𝑍3𝑖

⚫ 第一阶段

将每个内生变量单独对所有工具变量和所有其他外生

变量回归：

𝐷1𝑖 = 𝛾0 + 𝛾1𝑍1𝑖 + 𝛾2𝑍2𝑖 + 𝛾3𝑍3𝑖 + 𝛾4𝑋3𝑖 +⋯+ 𝛾𝑘+1𝑋𝑘𝑖 + 𝑣1𝑖

𝐷2𝑖 = 𝜃0 + 𝜃1𝑍1𝑖 + 𝜃2𝑍2𝑖 + 𝜃3𝑍3𝑖 + 𝜃4𝑋3𝑖 +⋯+ 𝜃𝑘+1𝑋𝑘𝑖 + 𝑣2𝑖



多个内生变量和多个工具变量

⚫ 第二阶段

用内生变量预测值替代模型中的内生变量并进行回归

𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽1෡𝐷1𝑖 + 𝛽2෡𝐷2𝑖 + 𝛽3𝑋3𝑖 +⋯+ 𝛽𝑘𝑋𝑘𝑖 + 𝛿𝑖

⚫ 得到𝐷1和𝐷22SLS估计系数 መ𝛽1
2𝑆𝐿𝑆和 መ𝛽2

2𝑆𝐿𝑆是𝛽1和𝛽2的一

致估计量



工具变量估计法的局限性——大样本

⚫ 偏差性

𝑝𝑙𝑖𝑚 መ𝛽1
2𝑆𝐿𝑆 = 𝑝𝑙𝑖𝑚

෢𝐶𝑜𝑣(𝑌𝑖 , 𝑍𝑖)

෢𝐶𝑜𝑣(𝐷𝑖 , 𝑍𝑖)
= 𝛽1 + 𝑝𝑙𝑖𝑚

෢𝐶𝑜𝑣(𝑍𝑖 , 𝑒𝑖)

෢𝐶𝑜𝑣(𝐷𝑖 , 𝑍𝑖)

= 𝛽1 +
𝐶𝑜𝑣(𝑍𝑖 , 𝑒𝑖)

𝐶𝑜𝑣(𝐷𝑖 , 𝑍𝑖)

◼ 当工具变量完全外生时，即𝐶𝑜𝑣 𝑍𝑖 , 𝑒𝑖 = 0，2SLS大样本偏差

项=0， 𝑝𝑙𝑖𝑚 መ𝛽1
2𝑆𝐿𝑆 = 𝛽1， መ𝛽1

2𝑆𝐿𝑆是一致估计量

◼ 当𝐶𝑜𝑣 𝑍𝑖 , 𝑒𝑖 ≠ 0时，即使分子很小，如果分母𝐶𝑜𝑣(𝐷𝑖 , 𝑍𝑖)很

小，偏差会被放得很大

◼ 与内生变量相关性很小的工具变量被称为弱工具变量



工具变量估计法的局限性

⚫ 比较 መ𝛽1
2𝑆𝐿𝑆和 መ𝛽1

𝑂𝐿𝑆在大样本下的偏差

𝑝𝑙𝑖𝑚 መ𝛽1
2𝑆𝐿𝑆 − 𝛽1

𝑝𝑙𝑖𝑚 መ𝛽1
𝑂𝐿𝑆 − 𝛽1

=
𝐶𝑜𝑣(𝑍𝑖 , 𝑒𝑖)

𝐶𝑜𝑣(𝐷𝑖 , 𝑍𝑖)

𝑉𝑎𝑟(𝐷𝑖)

𝐶𝑜𝑣(𝐷𝑖 , 𝑒𝑖)

◼ 如果工具变量不完全外生，且工具变量很弱，那么上式的比率

可能远大于1，即使是在大样本中，两阶段工具变量估计量

መ𝛽1
2𝑆𝐿𝑆也可能比OLS估计量的偏差还大。



工具变量估计法的局限性

⚫ 有效性

工具变量两阶段估计量 መ𝛽1
2𝑆𝐿𝑆是渐近正态分布的

መ𝛽1
2𝑆𝐿𝑆→

d
𝑁 𝛽1, 𝐴𝑣𝑎𝑟 መ𝛽1

2𝑆𝐿𝑆

在同方差情况下，其渐进方差为

𝐴𝑣𝑎𝑟 መ𝛽1
2𝑆𝐿𝑆 =

𝜎𝑒
2

𝑁𝜎𝐷
2𝜌𝐷𝑍

2

不考虑内生性使用OLS估计模型，得到系数渐进方差

𝐴𝑣𝑎𝑟 መ𝛽1
𝑂𝐿𝑆 =

𝜎𝑒
2

𝑁𝜎𝐷
2



工具变量估计法的局限性

⚫ 对比 መ𝛽1
2𝑆𝐿𝑆和 መ𝛽1

𝑂𝐿𝑆的方差，得到

𝐴𝑣𝑎𝑟 መ𝛽1
2𝑆𝐿𝑆

𝐴𝑣𝑎𝑟 መ𝛽1
𝑂𝐿𝑆

=
1

𝜌𝐷𝑍
2

◼ 𝜌𝐷𝑍小于1，故工具变量估计值的方差总是大于OLS估计值的方

差，即𝐴𝑣𝑎𝑟 መ𝛽1
2𝑆𝐿𝑆 > 𝐴𝑣𝑎𝑟 መ𝛽1

𝑂𝐿𝑆 因为工具变量估计值只使用

了𝐷𝑖中与工具变量相关的一部分信息，而OLS使用了全部信息

◼ 在弱工具变量情况下，𝜌𝐷𝑍很小，能分解出的内生变量”好”的

信息很少，造成𝐴𝑣𝑎𝑟 መ𝛽1
2𝑆𝐿𝑆 很大，此时通常的显著性检验并

不可靠



工具变量估计法的局限性——有限样本

⚫ 偏差性

有限样本中，模型的 መ𝛽1
2𝑆𝐿𝑆的偏差为

መ𝛽1
2𝑆𝐿𝑆偏差 = 𝐸 መ𝛽1

2𝑆𝐿𝑆 − 𝛽1 =
𝐾𝜌

𝑁

1

𝑅2
− 1

◼ 其中，K为工具变量数量，N为样本数量，𝜌为内生变量与干扰

项的相关系数及𝑅2为工具变量与内生变量的相关系数

◼ 则弱工具变量会造成较大偏差，尤其样本数量较小的时候



工具变量估计法的局限性

⚫ 有限样本中， መ𝛽1
2𝑆𝐿𝑆与 መ𝛽1

𝑂𝐿𝑆偏差的比率

𝐸 መ𝛽1
2𝑆𝐿𝑆 − 𝛽1

𝐸 መ𝛽1
𝑂𝐿𝑆 − 𝛽1

=
𝐾

𝑁𝑅2

◼ 即使工具变量处理了内生性问题，如果工具变量太弱，在有限

样本里的偏差有可能比OLS的还糟糕

⚫ 有效性

在有限样本里， መ𝛽1
2𝑆𝐿𝑆的分布未知，因此通常使用的t检验在小样

本里并不适用


