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韦恩图（Venn Diagram）

⚫ 用于直观理解最小二乘法估计多元线性回归模型系数

的机理
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⚫ 估计模型是

𝐼𝑁𝐶 = 𝛼 + β1𝐸𝐷𝑈 + β2𝐼𝑄 + 𝑒

𝔼 𝑒 𝐸𝐷𝑈, 𝐼𝑄 = 0

Cov(𝐸𝐷𝑈, 𝐼𝑄) ≠ 0

⚫ 下面我们用这个模型来说明各情形
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（一）INC、EDU和IQ的变化都是相关的

⚫ 两两相交的部分指的是两个变量共同变化的部分，表

明两个变量存在一定的线性相关关系
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（一）INC、EDU和IQ的变化都是相关的
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⚫ （1）二元回归：

𝐼𝑁𝐶 = γ0 + γ1𝐸𝐷𝑈 + 𝑢 ,   𝔼 𝑢 𝐸𝐷𝑈 = 0

⚫ 此时γ1反映的是INC和EDU的相关性，及②和③的信

息

⚫ ①和④是INC变化与EDU无关的部分，即残差项的变

化



（一）INC、EDU和IQ的变化都是相关的

⚫ （2）多元回归：

𝐼𝑁𝐶 = 𝛼 + β1𝐸𝐷𝑈 + β2𝐼𝑄 + 𝑒

𝔼 𝑒 𝐸𝐷𝑈, 𝐼𝑄 = 0

⚫ 此时β1反映的只有②的信息， β2反映的只有④的信

息，而信息③（反映了共同的影响）被同时舍去

⚫ 此时，回归系数反映了EDU和IQ各自对INC的影响，

即因果关系
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（一）INC、EDU和IQ的变化都是相关的

⚫ 结合第一节的结论：γ1 = β1 + β2ϕ1

⚫ 对应于韦恩图各部分：

β1指的是②； β2ϕ1指的是③
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（二）EDU和IQ高度共线性

⚫ EDU和IQ高度共线性指

EDU和IQ的重合面积③非常大，变量独有的②和④特别

小
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（二）EDU和IQ高度共线性

⚫ 易知，由于两个变量可供估计的独立信息很少（②

和④的面积很小），回归结果得到的系数β1和β2很

难体现出统计显著

⚫ 此时，我们将无法估计出β1和β2
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（三）EDU和IQ不相关

⚫ EDU和IQ不相关指

INC和EDU、IQ均相交，但EDU和IQ不相交
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（三）EDU和IQ不相关

⚫ 此时，面积③不存在

⚫ INC只对EDU回归的结果γ1与INC同时对EDU和IQ回归

的结果的EDU的系数β1相同，即均为②

⚫ 结论：当两个解释变量不相关时，缺失其中一个并不

会影响另一个的回归系数
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𝑅2和系数显著性

⚫ 对于模型 𝐼𝑁𝐶 = 𝛼 + β1𝐸𝐷𝑈 + β2𝐼𝑄 + 𝑒

其拟合系数𝑅2指的是(②+③+④)/(①+②+③+④)

⚫ 对于情形二，即解释变量存在高度共线性问题时，

𝑅2值很大，但解释变量各自的系数却不显著

⚫ 所以我们在实证工作中通常要先检验解释变量之间是

否存在共线性的问题
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2.4多元线性回归分解
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回归分解法

⚫ 模型：

𝑌 = ො𝛼 + መ𝛽1𝑋1 +···+ መ𝛽𝑖𝑋𝑖 +···+ መ𝛽𝑘 𝑋𝑘 + Ƹ𝑒

⚫ 上式中任何一个解释变量 𝑋𝑖的系数𝛽i都可以分解为两

步进行求解
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回归分解法

⚫ 第一步：将𝑋𝑖作为因变量，其他不包含𝑋𝑖的解释变量

作为自变量，用最小二乘法得到它们的线性函数关系

残差项 ෩𝑋𝑖=ෝv𝑖:

𝑋𝑖= ො𝛾0 + ො𝛾1𝑋1 +···+ ො𝛾𝑖−1 𝑋𝑖−1 + ො𝛾𝑖+1𝑋𝑖+1+ ··· +ො𝛾𝑘𝑋𝑘 + ො𝑣𝑖

⚫ 第二步：将Y作为因变量， ෩𝑋𝑖作为自变量，用最小二

乘法得到下面方程的系数𝛽i:

𝑌 = ො𝑎 + መ𝛽𝑖 ෩𝑋𝑖 + Ƹ𝜀

即 መ𝛽𝑖 =
Cov(𝑌,ො𝑣𝑖)

Var(ො𝑣𝑖)
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证明：

将𝑌 = ො𝛼 + መ𝛽1𝑋1 +···+ መ𝛽𝑖 𝑋𝑖 +···+ መ𝛽𝑘𝑋𝑘 + Ƹ𝑒代入

Cov(𝑌,ො𝑣𝑖)

Var(ො𝑣𝑖)
中，有：

Cov(𝑌, ො𝑣𝑖)

Var( ො𝑣𝑖)

= 
Cov(ෝ𝛼+𝛽1𝑋1+···+𝛽𝑖𝑋𝑖+···+𝛽𝑘𝑋𝑘+ Ƹ𝑒,ො𝑣𝑖)

Var(ො𝑣𝑖)

=
Cov( መ𝛽𝑖𝑋𝑖 + Ƹ𝑒, ො𝑣𝑖)

Var( ො𝑣𝑖)
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证明：

考虑

Cov(𝑋𝑖 , ො𝑣𝑖)

= Cov(ො𝛾0 + ො𝛾1𝑋1 + ···+ ො𝛾𝑖−1 𝑋𝑖−1 + ො𝛾𝑖+1𝑋𝑖+1+ · ·· +ො𝛾𝑘𝑋𝑘
+ ො𝑣𝑖 , ො𝑣𝑖)

= Cov( ො𝑣𝑖 , ො𝑣𝑖)

= Var( ො𝑣𝑖)
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证明：

考虑

Cov( Ƹ𝑒, ො𝑣𝑖)

= Cov( Ƹ𝑒, 𝑋𝑖 − ො𝛾0 − ො𝛾1𝑋1 − ··· − ො𝛾𝑖−1 𝑋𝑖−1 − ො𝛾𝑖+1𝑋𝑖+1 − ···

− ො𝛾𝑘𝑋𝑘)

= 0

所以

Cov( መ𝛽𝑖𝑋𝑖 + Ƹ𝑒, ො𝑣𝑖)

Var( ො𝑣𝑖)

= መ𝛽𝑖
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2.5内生性和因果关系
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内生性问题

⚫ 对于给定的线性回归模型

𝑌 = 𝛼 + 𝛽1𝑋1 + 𝛽2𝑋2 +···+ 𝛽k 𝑋𝑘 + e

如果干扰项和解释变量是相关的，即

𝔼(𝑒| 𝑋1, 𝑋2,···, 𝑋𝑘) ≠ 0

那么可以说这个线性模型存在内生性问题

⚫ “内生性问题”指当干扰项和解释变量相关时，我们

无法识别解释变量的因果关系系数的情形
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偏差

⚫ “内生性问题会造成最小二乘法估计系数有偏”

⚫ 在因果关系分析中，偏差指相关关系系数对因果关系

系数的偏差

⚫ 模型2：𝐼𝑁𝐶 = α + β1𝐸𝐷𝑈 + ε , 𝔼(ε|EDU) ≠ 0

⚫ 模型3：𝐼𝑁𝐶 = γ0 + γ1𝐸𝐷𝑈 + 𝑢 , 𝔼 𝑢 𝐸𝐷𝑈 = 0

⚫ 我们期望估计出β1，但实际是对γ1的估计，而 γ1 =

β1 + β2ϕ1，β2ϕ1 ≠ 0。所以ෞγ1是对因果关系系数β1
的有偏估计
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内生性来源

⚫ 来源一：遗漏解释变量

考虑模型：𝐼𝑁𝐶 = 𝛼 + β1𝐸𝐷𝑈 + β2𝐼𝑄 + 𝑒

𝔼 𝑒 𝐸𝐷𝑈, 𝐼𝑄 = 0，Cov(𝐸𝐷𝑈, 𝐼𝑄) ≠ 0

若遗漏了解释变量𝐼𝑄，即使用𝐼𝑁𝐶 = 𝛼 + β1𝐸𝐷𝑈 + 𝑣进

行回归，则

𝔼 𝑣 𝐸𝐷𝑈)=𝔼(β2𝐼𝑄 + 𝑒 𝐸𝐷𝑈 = β2𝔼(𝐼𝑄 𝐸𝐷𝑈 ≠ 0

⚫ 遗漏解释变量会造成内生性原因是遗漏变量和未遗漏

解释变量之间存在相关性
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内生性来源

⚫ 来源二：测量误差

⚫ （1）解释变量的测量误差

考虑模型：

𝑌∗ = β0 + β1𝑋
∗ + 𝑒，𝔼 𝑒 𝑋∗ = 0

当解释变量𝑋∗存在测量误差，即𝑋 = 𝑋∗ + u，同时

Cov(𝑢, 𝑋∗) = 0, 𝐶𝑜𝑣(𝑢, 𝑌∗) = 0, 𝔼 𝑢 𝑋∗ = 0

此时模型变成

𝑌∗ = β0 + β1 𝑋 − 𝑢 + 𝑒 = β0 + β1𝑋 + 𝑣

𝑣 = −β1𝑢 + 𝑒
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内生性来源

Cov 𝑋, 𝑣

= Cov 𝑋∗ + u,−β1𝑢 + 𝑒

= Cov 𝑢,−β1𝑢

= −β1Var(𝑢) ≠ 0

⚫ 解释变量存在测量误差时，会造成内生性问题

⚫ 原因：解释变量存在测量误差时会造成干扰项里面存

在测量误差，从而导致干扰项和观测的解释变量相关

（均包含了测量误差）
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内生性来源

⚫ （2）被解释变量的测量误差

考虑模型：

𝑌∗ = β0 + β1𝑋
∗ + 𝑒，𝔼 𝑒 𝑋∗ = 0

当解释变量𝑌∗存在测量误差，即Y= 𝑌∗ + u，同时

Cov(𝑢, 𝑋∗) = 0, Cov(𝑢, 𝑌∗) = 0, 𝔼 𝑢 𝑋∗ = 0

此时模型变成

𝑌 = β0 + β1𝑋
∗ + 𝑒 + 𝑢 = β0 + β1𝑋

∗ + 𝑣

𝑣 = 𝑒 + 𝑢
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内生性来源

Cov 𝑋∗, 𝑣

= Cov 𝑋∗, 𝑒 + 𝑢

= 0

⚫ 当被解释变量存在测量误差时，不会造成内生性问题

⚫ 但是由于误差项（噪音）变大，回归结果的显著性会

有所降低
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内生性来源

⚫ 来源三：互为因果

⚫ 若两个变量互为因果，则任何一方都可以作为对方的

解释变量，此时任何一个单方面的回归都存在内生性

问题
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内生性来源

⚫ 考虑如下情形

𝑌1 = 𝛽1𝑋1 + 𝜙1𝑌2 + 𝑒1 (1)

𝑌2 = 𝛽2𝑋2 + 𝜙2𝑌1 + 𝑒2 (2)

且有

𝔼 𝑒𝑖 𝑋1, 𝑋2 = 0 𝑖 = 1,2

Cov 𝑒1, 𝑒2 = 0

将式（2）代入式（1）中，可以得到

𝑌1 =
𝛽1

1 − 𝜙1𝜙2
𝑋1 +

𝛽2𝜙1

1 − 𝜙1𝜙2
𝑋2 +

𝑒1
1 − 𝜙1𝜙2

+
𝑒2𝜙1

1 − 𝜙1𝜙2
(3)
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内生性来源

由式子（3）

Cov(𝑌1, 𝑒2)

= Cov(
𝛽1

1 − 𝜙1𝜙2
𝑋1 +

𝛽2𝜙1
1 − 𝜙1𝜙2

𝑋2 +
𝑒1

1 − 𝜙1𝜙2
+

𝑒2𝜙1
1 − 𝜙1𝜙2

, 𝑒2)

= Cov(
𝑒2𝜙1

1−𝜙1𝜙2
, 𝑒2)

= 
𝜙1

1−𝜙1𝜙2
Var 𝑒2 ≠ 0

⚫ 所以模型(2)存在内生性问题，模型（1）同理可证
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条件期望函数

⚫ 条件期望值𝔼 𝑌 𝑋 = 𝑥)是指给定一个𝑋 = 𝑥值，对应

的Y的期望值（即Y的概率平均值）

⚫ Y的期望值是关于X的函数，即𝔼 𝑌 𝑋 = 𝑥) = 𝑓(𝑥)，

我们将其称为条件期望函数

⚫ 计算：

𝔼 𝑌 𝑋 = 𝑥) =

𝑦

𝑦𝑃(𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦)
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条件期望函数

⚫ 残差项

Y和条件期望值𝐸 𝑌 𝑋)之间的差异称为残差 Ƹ𝑒

总可以把Y分解为：

𝑌 = 𝔼 𝑌 𝑋) + Ƹ𝑒，其中𝔼 Ƹ𝑒 𝑋) =0

⚫ 证明：

𝔼 Ƹ𝑒 𝑋)

= 𝔼 𝑌 − 𝔼 𝑌 𝑋) 𝑋)

= 𝔼 𝑌 𝑋) − 𝔼 𝑌 𝑋)

= 0
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