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1. 考虑线性回归模型 Yt � X Ë
t β + et，t � 1, . . . , T，矩阵形式为

Y � Xβ + e ,

其中 β � [β1 , . . . , βK]Ë为 K个解释变量的系数。

(a) 请计算残差平方和函数 f (β) � eËe � (Y − Xβ)Ë(Y − Xβ)最小化问题的一阶条件，
即 f (β)的梯度向量

∂ f
∂β

�


∂ f
∂β1
...
∂ f
∂βK

 .
请注意使用矩阵表达式（否则会比较复杂）。从一阶条件求解 β的 OLS估计量，需
要满足什么条件？

(b) 请计算 f (β)的 Hessian矩阵
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同样请使用矩阵表达式，并说明对任意的解释变量矩阵 X，H f 都是半正定矩阵。

(c) X 满足什么条件时，H f 是正定矩阵？这个条件与 (a)问中求解 OLS估计值的条件
有什么关系？

2. 沿用上问线性回归模型的设定，并假设 X ËX 可逆。定义矩阵

P � X(X ËX)−1X Ë.

(a) 请验证 PP � P。

(b) 考虑由 X 的列向量所组成的任意向量 Xa � a1X1 + · · · aKXk，其中 Xk 为 X 的第 k
列，a � [a1 , . . . , aK]Ë ∈ RK 为一个任意的 K维向量，请说明 PXa � Xa，从而说明
X 列向量张成的线性子空间 X在 P 的作用下保持不变。

(c) 给定 RT 中的任意向量 Y，请证明 Y − PY 与 X正交。由此，你证明了 P 为 RK 中

关于子空间 X的投影矩阵。
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