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1. (a) {θi}∞i�0 绝对和收敛从而有部分和序列 Tk �
∑k

i�0 |θi |为 Cauchy序列。
对 ∀ ϵā > 0，∃K ∈ N，使得 ∀m > n ≥ K，有

|Tm − Tn | �
m∑

i�n+1

|θi | ≤
ϵ
ā

从而，对 Sk �
∑k

i�0 aiθi，且 |ai | ≤ ā，有

|Sm − Sn | � |
m∑

i�n+1

aiθi | ≤
m∑

i�n+1

|aiθi | ≤ ā
m∑

i�n+1

|θi | ≤ ā
ϵ
ā
� ϵ

因此，部分和序列 Sk 为 Cauchy序列，所以级数
∑∞

i�0 aiθi 收敛

(b) 因为 {Yi}∞i�0 为平稳序列

对 ∀t,有 EYt � µY

且 µY 与 t 无关。从而有

EXt � E

[
∞∑

i�0

θiYt−i

]
�

∞∑
i�0

E [θiYt−i]

�

∞∑
i�0

θiE[Yt−i]

� µY

∞∑
i�0

θi

θi 与 t 无关，所以 EXt 与 t 无关
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(c)

cov(Xt ,Yt− j) � cov

(
∞∑

i�0

θiYt−i ,Yt− j

)
�

∞∑
i�0

θicov
(
Yt−i ,Yt− j

)
�

∞∑
i�0

θiσ
2
Y( j − i)

θi 和 σ2
Y( j − i)与 t 无关，所以 cov(Xt ,Yt− j)与 t 无关

对 ∀k, |σ2
Y(k)| ≤ σ2

Y ,所以序列 {σ2
Y( j − i)}∞i�0 有界

由题 (a)结论，级数

cov(Xt ,Yt− j) �
∞∑

i�0

σ2
Y( j − i)θi

收敛

(d)

cov(Xt ,Xt−k) � cov

(
Xt ,

∞∑
i�0

θiYt−k−i

)
�

∞∑
i�0

θicov(Xt ,Yt−k−i)

�

∞∑
i�0

θi

[
∞∑
j�0

σ2
Y(k + i − j)θj

]
�

∞∑
i�0

∞∑
j�0

θiθjσ
2
Y(k + i − j).

同理，θi，θj 和 σ2
Y(k + i − j)均与 t 无关

所以 cov(Xt ,Xt−k)与 t 无关。
由上述推导，有

∑∞
j�0 θjσ2

Y(k + i − j)有界，{θi}∞i�0 收敛，所以级数

cov(Xt ,Xt−k) �
∞∑

i�0

θi

∞∑
j�0

θjσ
2
Y(k + i − j)

收敛
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2. 附加题

(a) λ, η为 A(z) � 1 − ϕ1z − ϕ2z2 的零点，代入有
1 − ϕ1λ − ϕ2λ2 � 0

1 − ϕ1η − ϕ2η2 � 0

得 ϕ1 �
λ+η
λη ，ϕ2 � − 1

λη ,从而有

A−1(z) � 1
1 − ϕ1z − ϕ2z2 �

1
1 − z

λ

· 1
1 − z

η

若

A−1(z) � a
1 − z

λ

+
b

1 − z
η

对应可解

a �
1

1 − λ
η

, b �
1

1 − η
λ

进而

Xt � A−1(L)εt

�
1

1 − λ
η

· 1
1 − L

λ

εt +
1

1 − η
λ

· 1
1 − L

η

εt

�
1

1 − λ
η

∞∑
i�0

(
1
λ

) i

Liεt +
1

1 − η
λ

∞∑
j�0

(
1
η

) j

L jεt

�

∞∑
i�0

[
1

1 − λ
η

(
1
λ

) i

+
1

1 − η
λ

(
1
η

) i
]
εt−i

�

∞∑
i�0

θiεt−i
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令 var(εt) � σ2,进而计算 Xt 的方差

var(Xt) � var

(
∞∑

i�0

θiεt−i

)
� σ2

∞∑
i�0

θ2
i

� σ2
∞∑

i�0

[
1

1 − λ
η

(
1
λ

) i

+
1

1 − η
λ

(
1
η

) i
]2

� σ2

[(
η

η − λ

)2 ∞∑
i�0

(
1
λ2

) i

− 2λη
(η − λ)2

∞∑
i�0

(
1
λη

) i

+

(
λ
η − λ

)2 ∞∑
i�0

(
1
η2

) i
]

� σ2

[(
η

η − λ

)2

lim
i→∞

(1 − 1
λ2i

1 − 1
λ2

)
− 2λη

(η − λ)2 lim
i→∞

(
1 − 1

ληi

1 − 1
λη

)
+

(
λ
η − λ

)2

lim
i→∞

(
1 − 1

η2i

1 − 1
η2

)]
� σ2

(
λη

η − λ

)2 [
1

λ2 − 1 − 2
λη − 1 +

1
η2 − 1

]
� σ2

(
λη

η − λ

)2 [
λ3η + λη3 + λ2 + η2 − 2λη − 2λ2η2

(λ2 − 1)(λη − 1)(η2 − 1)

]
�

σ2(λη + 1)(λη)2
(λη − 1)[λ2η2 − (λ2 + η2) + 1]

(b) 根据 Xt 表达式，有：

var(Xt) � cov(Xt ,Xt)

� cov
(

1
(1 − L/λ)Yt ,

1
(1 − L/λ)Yt

)
� cov

(
∞∑

i�0

(
1
λ

) i

Yt−i ,
∞∑
j�0

(
1
λ

) j

Yt− j

)
�

∞∑
i�0

∞∑
j�0

(
1
λ

) i+ j

cov(Yt−i ,Yt− j)

又 Yt �
1

(1−L/λ)εt，所以 Yt 为 AR(1)过程：

Yt �
1
λ

Yt−1 + εt

所以有：

σY(k) � cov(Yt ,Yt−k) �
(

1
λ

) k 1
1 − (1/λ)2 σ

2
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所以有 σ2
Y( j − i) �

( 1
λ

) j−i 1
1−(1/λ)2 σ

2,代入得:

var(Xt) �
∞∑

i�0

∞∑
j�0

(
1
λ

) i+ j

cov(Yt−i ,Yt− j)

�
1

1 − (1/λ)2 σ
2

∞∑
i�0

∞∑
j�0

(
1
λ

) i+ j ( 1
λ

) | j−i |

�
1

1 − (1/λ)2 σ
2

∞∑
i�0

[
i∑

j�0

(
1
λ

)2i

+

∞∑
j�i+1

(
1
λ2

) j
]

�
1

1 − (1/λ)2 σ
2

[
∞∑

i�0

i
λ2i +

λ2

(λ2 − 1)2

]
�

1
1 − (1/λ)2 σ

2
[
λ4

(λ2 − 1)2 +
λ2

(λ2 − 1)2
]

�
λ4(λ2 + 1)
(λ2 − 1)3

(c) 当 λ , η

var(Xt) �
σ2(λη + 1)(λη)2

(λη − 1)[λ2η2 − (λ2 + η)2 + 1] �
σ2(λη + 1)(λη)2

(λη − 1)[λ2η2 − (λ + η)2 + 2λη + 1]

因为 λ, η是方程 1 − ϕ1z − ϕ2z2 � 0的两个解，从而有：

λ + η � −
ϕ1

ϕ2
, λη � − 1

ϕ2

代入原式得：

var(Xt) �
(1 − ϕ2)σ2

(ϕ2 + 1)(ϕ2
2 − 2ϕ2 − ϕ2

1 + 1)

当 λ � η时,λ � − 2
ϕ1
代入得：

var(Xt) �
16(4 + ϕ2

1)
(4 − ϕ2

1)3
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