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1. 本题的目的是证明如下结论：若 {θi}∞i�0绝对和收敛，即
∑∞

i�0 |θi | < ∞，且 {Yt}∞t�−∞为平稳
序列，自协方差为 σ2

Y(k), k � 0,±1, . . .满足 σ2
Y(k) � σ2

Y(−k)，则

Xt �

∞∑
i�0

θiYt−i

为平稳序列，且自协方差为

σ2
X(k) �

∞∑
i�0

∞∑
j�0

θiθjσ
2
Y(k + i − j).

为此，首先证明一个辅助结论，再证明 EXt 和 cov(Xt ,Xt−k)存在（亦即有限）且与时间 t
无关。

(a) 给定序列 {θi}∞i�0 绝对和收敛，且序列 {ai}∞i�0 有界，即 |ai | ≤ ā，则级数

∞∑
i�0

aiθi

收敛。【提示】为证明级数
∑

i aiθi收敛，只需说明部分和序列 Sk �
∑k

i�0 aiθi收敛；为此，

只需要说明 {Sk}是一个 Cauchy列，即 ∀ϵ > 0，可以找到 K ∈ N，使得 ∀m > n ≥ K，
有 |Sm − Sn | � |∑m

i�n+1 aiθi | ≤ ϵ；而这一结论，又可由 {θi}绝对和收敛与其部分和序
列为 Cauchy列等价，以及 |ai |有界，这两个条件推知。

(b) 以 µY 记平稳序列 {Yt}的期望，说明

EXt � µY

∞∑
i�0

θi

收敛，且 EXt 与 t 无关。

(c) ∀ j ∈ N，请写出 cov(Xt ,Yt− j)的级数表达式，说明其收敛，并说明其与 t无关。【提示】
请利用 |σ2

Y(k)| ≤ σ2
Y 这一事实，及 (a)中结论。
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(d) 在 (c)的基础上，∀k ∈ N，写出 cov(Xt ,Xt−k)的级数表达式，说明其收敛，并说明其
与 t 无关。

2.【此题为选做题，附加分为 30分，即本次作业满分为 130分】给定白噪声序列 {εt}，考虑
AR(2)序列

A(L)Xt � Xt − ϕ1Xt−1 − ϕ2Xt−2 � εt ,

满足平稳性条件：A(z) � 1 − ϕ1z − ϕ2z2 的两个零点 λ, η ∈ C 均位于单位圆之外，即
|λ |, |η| > 1。

(a) 考虑 λ , η的情况。首先说明此时

A−1(z) � 1
1 − z

λ

· 1
1 − z

η

可以写为

A−1(z) � a
1 − z

λ

+
b

1 − z
η

.

求出 a , b 关于 λ, η的表达式；再利用

Xt � A−1(L)εt �
a

1 − L
λ

εt +
b

1 − L
η

εt

将 Xt 写为
∑∞

i�0 θiεt−i 的形式，其中 θi 为 λ, η的函数；最后利用这个MA(∞)表示，计
算 varXt 关于 λ, η的解析表达式。

(b) 下面考虑 λ � η的情况。此时，

A−1(L) � 1(
1 − L

λ

)2 ,

且 (a) 中的分解不适用。作为变通，先定义 Yt �
1

(1−L/λ)εt，并计算 σ2
Y(k)；然后通过

Xt �
1

(1−L/λ)Yt 并利用第 1题结果，计算 varXt 关于 λ的解析表达式。【注】类似的计

算方法同样适用于 λ , η的情况。

(c) 将 (a)–(b)中所得 σ2
X � varXt 表达式中的 λ, η，代换为自回归系数 θ1 , θ2，最终得到 σ2

X

关于 θ1 , θ2 的解析表达式。
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