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1. 预算约束对应
(i). 令 limn pn → p̄, limn xn → x̄ 且 xn ∈ B(p), (p̄, x̄) ∈ ∆ × R2

+，根据预算约束定义则有 pnxn ≤
pne。由于 pnxn ≤ pne 为内积，且内积具有连续性，则可推知 p̄x̄ ≤ p̄e 成立，因此 x ∈ B(p)，

上半连续对应。

(ii). 在 {pn} ∈ ∆, pn → p̄ ∈ ∆，某任意 x̄ ∈ B(p̄) 的前提下，只需证明序列 {xn} ∈ B(pn) 满足

xn → x̄ 即可证明 B(p) 下半连续。为此，须分情况讨论：

• 假设 p̄x̄ = 0。因为 p̄x̄ 为 p̄ 的连续函数，则有 pnx̄ → 0。同时，p̄e 在 ∆ 上连续且 e ≫ 0，

则存在 m ≡ minp̄∈∆ p̄e > 0。因此，可取足够大的 n 使 pnx̄ < m ≤ pne，即 x̄ ∈ B(pn)。

那么可找到一个序列 {xn} 当 n 足够大时有 x = x̄，使 B(p) 满足下半连续对应。

• 假设 p̄x̄ > 0。令 t(p) = pe
px
为单纯形价格的标量函数。显然存在 t∗ = t(p̄) ≥ 1，t(p)

在 p̄ 处连续，则可以得出 tn = t(pn) → t(p̄)。同时定义 xn = tn
t∗
x̄，由定义式可知

pnxn = pn
tn
t∗
x̄ ≤ t(pn)pnx̄ = pne，则表明 xn ∈ B(pn)。并且 limn xn = 1

t∗
x̄ limn tn = x，

B(p) 下半连续对应。

(ii) 示例：取 e = (1, 0)，则 B(p) = {(x, y) : px + (1 − p)y ≤ p}。分别就 p = 0, p = 1, 0 < p < 1

进行讨论：

• 当 p = 0 时，B(0) = {(x, y) : y = 0, x ≥ 0}；
• 当 p = 1 时，B(1) = {(x, y) : y ≥ 0, 0 ≤ x ≤ 1}；
• 当 0 < p < 1 时，预算约束为 B(p) = {(x, y) : x+ 1−p

p
y ≤ 1}，故 x ≤ 1。

现在考虑消费组合 A = (2, 0)。易见，A ∈ B(0)，但对任意的 p > 0，A ̸∈ B(p)，故当 pn → 0

时，无法找到 An ∈ B(pn) 使得 An → A。这说明 B(p) 不是下半连续的。

2. 需求函数
a. 构造效用函数 f

(
U(x)

)
，并反设其需求对应不为 D(p)。取 x∗ = argmax f

(
U(x)

)
，取 x0 为

U(x) 的需求对应，进而有 f
(
U(x∗)

)
> f

(
U(x0)

)
。由于 f 严格递增，则存在 U(x∗) > U(x0)。

但因为 x0 = argmaxx∈B(p) U(x) 使 U(x0) 最大，U(x∗) > U(x0) 与此矛盾。因此 f ◦ U 的需
求对应仍为 D(p)。

b. 依照题意构建拉格朗日函数
L = U(x) = λ(w − p · x)

分别对 x1 至 xK 以及 λ 求导，并将拉格朗日函数对 x 的偏导用 ∂L/∂xi 的形式表示，得到

∂L

∂xi

= αi
U(x)

xi

− λpi = 0 (1)

∂L

∂λ
= w

K∑
j=1

pjxj = 0 (2)

将拉格朗日函数对 x1 至于 xK 的偏导结果带入式 (2)，根据 α1 + α2 + · · · + αK = 1 的条件

可得到
K∑
j=1

pj
αjU(x)

λpj
=

1

λ
U(x) = w ⇒ U(x) = λw (3)

将式 (3) 结果带入式 (1) 得到 xi =
α1w
pi
即为马歇尔需求函数的解。
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c. 此问中，提干舍去了 α1 + α2 + · · ·+ αK = 1 的条件，结合 a、b 两问的结论，下面依次求解

(i). 因为 α1 + α2 + · · ·+ αK ̸= 1 则根据式 (3) 有

K∑
j=1

pj
αjU(x)

λpj
= w ⇒ U(x) =

λw∑
αj

则最终马歇尔需求函数的解变为 xi =
αiw

pi

∑
αj
。

(ii). 令此问的需求函数为 f，则 f = lnU(x)，严格递增。根据 a 问结论可推知此问的计算结
果与 (i) 中结果无异，因此马歇尔需求函数的解为 xi =

αiw
pi

∑
αj
。

d. 构建拉式函数

L =
∞∑
t=1

βt log ct + λ(w −
∞∑
t=1

ptct)

则有
∂L

∂ci
= βi 1

ci
+ λpi = 0 (4)

∂L

∂λ
= w −

∞∑
t=1

ptct = 0 (5)

将 (4) 代入 (5)，得到
λ =

w∑∞
t=1 β

t
(6)

将 (6) 代入 (4) 得到 ct =
βt+1

w(1−β)pt
。

e. 设 ( 1
n
, 0), (0, 1)为集合 X 中的元素，由字典序偏好可确定偏序关系为 ( 1

n
, 0) ≿ (0, 1)。要说明字

典序不连续，只需说明元素的极限不再满足偏序关系或 {X : ( 1
n
, 0) ≿ (0, 1)}不为闭集。通过求

极限，有 limn(
1
n
, 0) → (0, 0) ≺ (0, 1)，因此字典序偏好不连续。字典序偏好下消费者总是偏好

更多的 x 商品，因此对应的 Marshallian 需求函数为 D(p, w) = (x(p, w), y(p, w)) = (w/p, 0)，

其中 p 表示 x 商品的价格。

3. 竞争均衡的福利性质
a. 证明：反设一个竞争均衡 ⟨p, x⟩ 中的配置 x 不为 Pareto 最优配置，则存在可行配置 x′ Pareto
优于 x。这意味着对于任意家庭 h 而言 Uh(x′

h) ≥ Uh(xh)；故必有 p · x′
h ≥ p · xh，否则可以

选择 ϵ 足够小，使得 p · (x′
h + (ϵ, . . . , ϵ)) ≤ p · xh = p · eh，且 Uh(x′

h + (ϵ, . . . , ϵ)) > Uh(xh)，

与 xh 在预算集内实现效用最大化相矛盾。进一步的，存在一个家庭，不妨设为 h = 1，满足

U1(x′
1) > Uh(x1)；故必有 p · x′

1 > p · x1，否则又与 x1 在预算约束集内实现效用最大化矛盾。

两者结合可知
∑

h p ·x′
h >

∑
h p ·xh =

∑
h p ·eh。而家庭消费受禀赋限制

∑
h p ·x′

h ≤
∑

h p ·eh，
与前述矛盾。因此 E 中的任意一个竞争均衡配置都为 Pareto 最优配置。

b. 证明：这里需要注意的是社会禀赋变为 p · eh +
∑

j∈J θ
h
j p · yj，其余证明与 a 问一致。
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