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1. 凸集的性质

a. 由 Y 非空，任取 x, y ∈ Y 以及 α ∈ [0, 1]。由 Y = ∩iXi 知，对任意 i，x, y ∈ Xi；而 Xi 为凸

集，故 αx+ (1− α)y ∈ Xi。因此 αx+ (1− α)y ∈ Y，即 Y 为凸集。

b. 任取 z1, z2 ∈ A+B，α ∈ [0, 1]。将 zi 写为 xi + yi，xi ∈ A，yi ∈ B。由 A,B 为凸集，且

αz1 + (1− α)z2 = α(x1 + y1) + (1− α)(x2 + y2)

= αx1 + (1− α)x2 + αy1 + (1− α)y2,

可知 αz1 + (1− α)z2 ∈ A+B。

c. 先证有界。由于 A,B 均为有界集，故存在 M > 0 满足 ||x||, ||y|| < M，∀x ∈ A, y ∈ B。由

于任意 z ∈ A+ B 可写为 z = x+ y，故 ||z|| ≤ ||x||+ ||y|| < 2M。下面证明 A+ B 为闭集。

假设 A+B 中有收敛点列 zn = xn + yn → z 且 {xn} ⊂ A, {yn} ⊂ B；需证 z ∈ A+B。由于

A 是紧集，{xn} 存在收敛子列 {xn(k)}，并记其极限为 x ∈ A。再考虑指标集 {n(k)} 对应的
{yn} 之子序列 {yn(k)}。由 B 为紧集，可知 {yn(k)} 存在收敛子列 {yn(k(m))}，并记其极限为
y ∈ B。易见，{xn(k)} 的子序列 {xn(k(m))} 也收敛到 x。同时，{xn(k(m)) + yn(k(m))} 为收敛
列，且为 {xn + yn} 的子序列，故极限相同为 z。因此

x+ y = lim
m→∞

xn(k(m)) + lim
m→∞

yn(k(m)) = lim
m→∞

(xn(k(m)) + xn(k(m))) = z,

即 z ∈ A+B。

d. 直接按定义可验证 A,B 为闭集。下面说明 A+B 不是闭集。事实上，A+B = C ≡ {(x, y) ∈
R2 : x > 0}，即不包括 y-轴的半平面。为说明此事实，首先任取 C 中一点 (x0, y0)。当 y0 ≥ 0

时，令 y+ = 1/x0 + y0，y− = −1/x0；当 y0 < 0 时，令 y+ = 1/x0，y− = −1/x0 + y0。显

然有 y+ + y− = y0，故 (x0, y0) = (x0, y
+) + (x0, y

−)，且 (x0, y
+) ∈ A，(x0, y

−) ∈ B。由此

知 C ⊂ A + B。另一方面，A,B 中所有点的横坐标均大于 0，故其和的横坐标也大于 0，即
A+B ⊂ C。

2. 凹函数的连续性

a. 先证 [f(v)− f(x)]y−x
v−x

≤ f(y)− f(x) ≤ [f(x)− f(u)] y−x
x−u

, u < x < y < v。因为 v − x > y − x

，则可令 y−x
v−x

= α ∈ (0, 1)，因此有

y =
y − x

v − x
v +

(
1− y − x

v − x

)
x ⇒ y = αv + (1− α)x

⇒ αf(v) + (1− α)f(x) ≤ f
(
αv + (1− α)x

)
= f(y)

⇒ [f(v)− f(x)]
y − x

v − x
≤ f(y)− f(x)

又因为 y − u > x− u ，令 x−u
y−u

= β ∈ (0, 1) ，则有

x =
x− u

y − u
y +

(
1− x− u

y − u

)
u ⇒ x = βy + (1− β)x

⇒ βf(y) + (1− β)f(u) ≤ f(x)

⇒ β
(
f(y)− f(x)

)
≤

(
1− β

)
f(x)−

(
1− β)f(u)

⇒ f(y)− f(x) ≤ [f(x)− f(y)]
1− β

β
= [f(x)− f(y)]

y − x

x− u
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同理可证下个不等式。同时，可验证题干中 limy→x+ f = limy→x− f = 0，因此 f 在 x处连续。

b. 根据 Kreps (2013) Proposition A3.17-g ：如果函数 f 为凹 (或凸) ，那么 f 在其定义域内部

连续。仿照命题，证明如下：

• 设定：由于 x 在 D 内部，对于开球的半径 ϵ > 0 存在满足 ∥yi − x∥ < ϵ 在 D 之中，其

中 i = 1, 2 。假设有向量 ei ，性质满足第 i 个分量为 ϵ ，其余为 0 。
• 下半连续：考虑存在序列 yn 使 ∥yni − x∥ < ϵ/2 ，并将 {yni } 转化为与 0, ei, e−i 的凸组

合。为此，需要借助符号函数：定义 yni ≥ 0 时，sgn(yni ) = +1 ，反之 sgn(yni ) = −1 。于

是，凸组合可写为

yn =
2∑

i=1

∥yni − x∥
(

sgn(yni )ei
)
+

(
1−

2∑
i=1

∥yni − x∥
)
x

由于 ∥yni − x∥ < ϵ/2 ，上述表达式为凸组合。又由于 f 为凹，则进一步有

f(yn) ≥
2∑

i=1

∥yni − x∥f
(

sgn(yni )ei
)
+

(
1−

2∑
i=1

∥yni − x∥
)
f(x)

上述表达式有界，令 limn y
n → x 时 f(x) ≤ lim infnf(yn) ，说明 f 下半连续。

• 上半连续：为证明上半连続，需将 x 写为 yn, ei, e−i 的凸组合，具体为

x =
2∑

i=1

∥yni − x∥
1 +

∑2
i=1 ∥yn − x∥

(
sgn(−yni )e

i

)
+

1

1 +
∑2

i=1 ∥yn − x∥
yn

由于 f 为凹函数，则有

f(x) ≥
2∑

i=1

∥yni − x∥
1 +

∑2
i=1 ∥yni − x∥

f

(
sgn(−yni )e

i

)
+

1

1 +
∑2

i=1 ∥yni − x∥
f(yn)

当 limn y
n → x 时，f(x) ≥ lim supnf(y

n) ，f 上半连续。

3. 凹函数的极值性质

(i). 反设 x0 虽为局部极大值，而非最大值。假设存在最大值为 z ，且取 x0 附近一点 y 使其满足

x0 < y < z ，则存在 f(z) > f(x0) > f(y) 。根据凹函数的性质，必有 αf(x0) + (1−α)f(z) ≤
f(y), α ∈ [0, 1] 。现在不妨设 α = 1/2 ，不等式变为 1

2
f(x0)+

1
2
f(z) ≤ f(y) ，由 f(z) > f(x0)

可推知 f(x0) < f(y)，与 f(x0) > f(y) 矛盾。因此 x0 为最大值。

(ii). 反设最大点不唯一，则令 x1 ∈ D 满足 f(x1) = f(x0) 。由于函数严格凹，则有 αf(x0) + (1−
α)f(x1) < f(αx0+(1−α)x1) ⇒ f(x0) < f(αx0+(1−α)x1) = f(x′)，其中 x′ = αx0+(1−α)x1。

由此可见 x0 不为最大值，与题设矛盾。

4. 多元函数可微性

首先说明该函数不连续。令 x = ky2，则

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = lim
y→0

ky4

k2y4 + y4
=

1

k

由于 k 任意，故 f(x, y) 不连续，则其导数不存在，因此 fx, fy 在 (0, 0) 不连续。

其次说明偏导数各个方向都存在。对 f 求偏导得到

fx =
y2(x2 + y4)− 2x3y2

(x2 + y4)2
, fy =

2xy(x2 + y4)− 4xy5

(x2 + y4)2

再令 y = kx，得到 limx→0 fx = k2, limx→0 fy = 2k。因为 k 任意，故 (0, 0) 各方向偏导数存在。
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5. 二阶导数交换次序

首先说明函数与其导数的连续性。因为 f(x=0,y→0) = f(x→0,y=0) = 0，且沿任何方向逼近都为 0 (可
考察 y =

√
x, y = x, y = x2 几类情况)，故函数连续。同时，fx, fy 为

fx =
x4y − y5 + 4x2y3

x4 + 2x2y2 + y4
, fy =

x5 − xy4 − 4x3y2

x4 + 2x2y2 + y4

同理，fx, fy 也可以如上验证，可知两类偏导沿任何方向逼近都为 0，故连续。
其次，为回答 c 与 d 只需说明二阶偏导不连续。由于二阶偏导性质存在 fxy = fyx，则

fyx = fxy ≡ (5x4 − y4 − 12x2y2)(x2 + y2)2 − (x5 − xy4 − 4x3y2)4x(x2 + y2)

(x2 + y2)4

令 y = kx 后可知分子分母皆为 8 次幂，则有 limx→0 fyx = limx→0 fxy = g(k)，g(k) 为 k 的函数且

k 任意，故极限不存在，则 fxy, fyx 不连续，故 fxy(0, 0) ̸= fyx(0, 0)。

6. 凹性与二阶导数

a. 海塞矩阵形式如下：

H =

[
∂2f
∂x2

∂2f
∂x∂y

∂2f
∂x∂y

∂2f
∂y2

]
则判断正负定情况只需看顺序主子式的符号即可。计算可知

∂f

∂x
=

αx−ϵ

αx1−ϵ + (1− α)y1−ϵ
f(x, y),

∂2f

∂x2
= − α(1− α)ϵx−1−ϵy1−ϵ

[αx1−ϵ + (1− α)y1−ϵ]2
f(x, y),

∂2f

∂y2
= − α(1− α)ϵx1−ϵy−1−ϵ

[αx1−ϵ + (1− α)y1−ϵ]2
f(x, y),

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
=

α(1− α)ϵx−ϵy−ϵ

[αx1−ϵ + (1− α)y1−ϵ]2
f(x, y).

可见 H 的一阶顺序主子式 ∂2f/∂x2 < 0 而二阶顺序主子式，即 detH，等于

∂2f

∂x2

∂2f

∂y2
− ∂2f

∂x∂y

∂2f

∂y∂x
= 0.

故 f 是凹函数，但并非严格凹。

b. 此例为 D-S 函数向 C-D 函数转化的示例，具体计算过程如下

lim
ϵ→1

f(x, y) = lim
ϵ→1

[αx1−ϵ + (1− α)y1−ϵ]1/(1−ϵ)

= lim
ϵ→1

exp
{

ln[αx1−ϵ + (1− α)y1−ϵ]1/(1−ϵ)
}

= exp
{

lim
ϵ→1

ln[αx1−ϵ + (1− α)y1−ϵ]1/(1−ϵ)
}

（由函数的连续性）

而由 l’Hospital 法则可知：

lim
ϵ→1

ln[αx1−ϵ + (1− α)y1−ϵ]

1− ϵ
= lim

ϵ→1

αx1−ϵ lnx+ (1− α)y1−ϵ ln y

αx1−ϵ + (1− α)y1−ϵ

= α lnx+ (1− α) ln y = lnxαy1−α

所以，limε→1 f(x, y) = xαy1−α 。
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