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本讲内容

1 欧式空间的基本性质

2 约束最优化与凸性

3 对应与不动点定理
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本节内容

1 欧式空间的基本性质

2 约束最优化与凸性

3 对应与不动点定理
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基本记号

关于集合

I x ∈ X；X ⊂ Y；Xc；∅：空集。
I

∪∞
n=1 Xn：集合列的并；

∩∞
n=1 Xn：集合列的交，

n = 1, . . . , ∞。
关于欧式空间

I R1 = R：实线（实数集合）。
I Rk = R × · · · × R：k 维欧式空间，k 为正整数。

I x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk：Rk 中一点（向量）。
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Rk 的线性代数结构

Rk 是一个线性空间

I 0 = (0, . . . , 0)：Rk 的原点（零向量）。

I Rk 中的加法：x = (x1, . . . , xk), y = (y1, . . . , yk) ∈ Rk，

x + y = (x1 + y1, . . . , xk + yk) ∈ Rk.

I Rk 中的数乘：x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk，α ∈ R，

αx = (αx1, . . . , αxk) ∈ Rk.

I −x = (−x1, . . . , −xk)；x − y = x + (−y)，x − x = 0。
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Rk 上的内积和模

Rk 上的内积

I 对 Rk 中的任意两点 x, y，定义 x · y = x1y1 + · · · + xkyk，
称为 x 和 y 的内积。

I 内积是一个对称双线性函数：x · y = y · x；
(x + y) · z = x · z + y · z；(αx) · y = αx · y，α ∈ R。

Rk 上的（欧式）模

I 定义 ||x|| =
√

x · x =
√

x2
1 + · · · + x2

k，称为 x 的欧式模。

I 三角不等式：||x + y|| ≤ ||x|| + ||y||。
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Rk 中的一种（偏）序结构

基本记号

I x ≥ y：xi ≥ yi，对所有 i。

I x > y：x ≥ y，且对至少一个 i 有 xi > yi。

I x ≫ y：xi > yi，对所有 i。

I Rk
+ = {x ∈ Rk : x ≥ 0}，Rk

− = {x ∈ Rk : x ≤ 0}。
I Rk

++ = {x ∈ Rk : x ≫ 0}，Rk
−− = {x ∈ Rk : x ≪ 0}。

≥ 在 Rk 中定义了一个（二元）序关系

I 一般地，(Rk, ≥) 是偏序集：不是任意两个点都能比大小。
I 特别地，(R, ≥) 是全序集：任意两个数可以比大小。

欧式空间的基本性质 7/27



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Rk 中的开集

Rk 中的开球

I 给定 Rk 中的任意一点 x，对任意一个正数 ϵ > 0，定义

B(x, ϵ) = {y ∈ Rk : ||y − x|| < ϵ},

称作以 x 为中心、ϵ 为半径的开球。

I B(x, ϵ) 的边界，{y ∈ Rk : ||y − x|| = ϵ}，不属于 B(x, ϵ)。
开集的定义

I 给定 Rk 的子集 X。若对 X 中的任意一点 x，都存在
ϵ > 0，使得 B(x, ϵ) ⊂ X，则称 X 为开集。
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Rk 中的闭集

闭集的定义

I 给定 Rk 的子集 X。若 Xc 为开集，则称 X 为闭集。

I 直观地说，闭集包含其边界。

I 特别地，Rk 和 ∅ 既是开集又是闭集。
一个重要性质——给定一列集合 {Xn ⊂ Rk : n = 1, 2, . . . , }：

I 若所有的 Xn 都是开集，则
∪

n Xn 也是开集；

I 若所有的 Xn 都是闭集，则
∩

n Xn 也是闭集。
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Rk 中的极限

Rk 上的（欧式）距离

I 对于 Rk 中的两点 x, y，定义其距离为 ||x − y||，即向量差
的欧式模。

Rk 中点列的极限

I 给定 Rk 中点列 {xn}∞
n=1 及点 x。若对于任意的正数 ϵ > 0，

都存在正整数 N，使得不等式

||xn − x|| < ϵ

对任意 n > N 成立，则称 x 为 {xn} 的极限，记作
limn→∞ xn = x。

欧式空间的基本性质 10/27



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

闭集与点列的收敛性

点列的收敛性

I 给定点列 {xn}∞
n=1。若存在点 x，使得 {xn} 以 x 为极限，

则称 {xn} 收敛；否则称其发散。
闭集的一个重要性质

I 若 X 为闭集，{xn} ⊂ X 收敛，则 limn xn ∈ X；换言之，
X 中任一收敛点列的极限也属于 X。

I 逆命题也成立：给定 X ⊂ Rk，若 X 中任一收敛点列的极
限也属于 X，则 X 是闭集。
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Rk 中的紧集

紧集的定义

I Rk 中的有界闭集称为紧集。

紧集的重要性质

I 若 X 为紧集，则 X 中的任意点列均有收敛子列。

I 逆命题也成立：给定 X，若其中任意点列均有收敛子列且极
限也属于 X，则 X 是紧集。
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点列收敛的条件

Rk 中的 Cauchy 列
I 给定 {xn}。若对任意的 ϵ > 0，存在 N，使得

||xn − xm|| < ϵ

对任意的 n, m > N 成立，则称 {xn} 为 Cauchy 列。
I 点列收敛当且仅当其为 Cauchy 列。

R 中的单调列
I R 中的有界单调列是 Cauchy 列，故收敛。
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R 中点集的上、下确界

定义

I 给定 R 中的一个非空集合 X。

I X 的最小上界称为上确界，记为 sup X。

I X 的最大下界称为下确界，记为 inf X。

I 若 X 无上界，则约定 sup X = ∞；若无下界，则
inf X = −∞。

性质

I 若 X 有上界，则 sup X 存在且有限。

I 若 X 有下界，则 inf X 存在且有限。
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本节内容

1 欧式空间的基本性质

2 约束最优化与凸性

3 对应与不动点定理
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连续函数

定义

I 给定 D ⊂ Rk 以及其上的函数 f : D → R。
I 给定点 x ∈ D。若对于任意 ϵ > 0，存在 δ > 0 使得

|f(x) − f(y)| < ϵ

对任一 y ∈ D ∩ B(x, δ) 成立，则称 f 在 x 处连续。

I 若 f 在 D 中每一点连续，则称其为（D 上的）连续函数。

基本性质

I 若 f : D → R 连续，{xn} ⊂ D 收敛且极限 x0 ∈ D，则
limn→∞ f(xn) = f(x0)。
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函数值域的上、下确界

I 给定 f : D → R，{f(x) : x ∈ D} 称为 f 的值域。

I f 值域的上、下确界分别简记为 supx∈D f(x), infx∈D f(x)。
I 若 f 有界，则其上、下确界均有限。

I 若存在 x0 ∈ D 使得 f(x0) = supx f(x)，则称 supx f(x) 为
f 的 最大值，记为 maxx f(x)。

I 若存在 y0 ∈ D 使得 f(y0) = infx f(x)，则称 infx f(x) 为 f
的 最小值，记为 minx f(x)。
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紧集上的连续函数

定理 1 (Weierstrass)
若 D ⊂ Rk 为紧集，f : D → R 连续，则

1. f 有界，supx f(x), infx f(x) 存在且有限；
2. 存在 x0, y0 ∈ D 使得

f(x0) = sup
x

f(x) f(y0) = inf
x

f(x).

亦即 f 在 D 上能取到最大值、最小值。

约束最优化与凸性 18/27
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约束最优化的一般形式

I 给定目标函数 f : D ⊂ Rk → R。
I 给定 ℓ 个（不等式）约束，gi(x) ≤ 0，i = 1, . . . , ℓ。定义约
束集

C = {x ∈ D : gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , ℓ}.

I 对应的约束最优化问题记作：

sup
x∈C

f(x) 或 sup f(x) s.t. gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , ℓ.

I 通常而言，C 是紧集而 f 连续，故上述最优化问题有解，因
此也直接写作 maxx∈C f(x)。
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凸性

I 给定 X ⊂ Rk。若对于任意的 x, y ∈ X 及 0 ≤ α ≤ 1，有
αx + (1 − α)y ∈ X，则称 X 为凸集。

I 凸集簇的任意交还是凸集。

I 给定凸集 D ⊂ Rk 及 f : D → R。若对于任意的 x, y ∈ D 及
0 ≤ α ≤ 1，有

αf(x) + (1 − α)f(y) ≤ f(αx + (1 − α)y),

则称 f 为凹（或上凸）函数。若上式中 < 成立，则称其为
严格凹函数。

I 若上述定义中的不等号方向相反，则称为（严格）凸函数。
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凹函数的性质

I 凹函数是连续函数。

I 若 f 为紧致凸集 D 上的凹函数，则其局部最大值为全局最
大值。

I 若 f 为紧致凸集 D 上的严格凹函数，则其存在唯一的
x0 ∈ D 使得 f(x0) = maxx f(x)。

I 若 f 二阶连续可微，则 f 是凹函数等价于 f 的 Hessian 矩
阵半负定；f 是严格凹函数等价于 f 的 Hessian 矩阵负定。

I 凹函数的上轮廓集 {x ∈ D : f(x) ≥ z} 是闭凸集。
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约束最优化问题的一阶必要条件

给定 f : D ⊂ Rk → R 连续可微，gj : D ⊂ Rk → R 连续可微，
j = 1, . . . , ℓ。约束最优化问题

max
x

f(x) s.t. gj(x) ≤ 0, j = 1, . . . , ℓ

的解 x∗ = (x∗
1, . . . , x∗

k) 满足如下一阶条件：
1. 存在非负实数 ϕ∗

1, . . . , ϕ∗
ℓ , 使得

∂if(x∗) = ϕ∗
1∂ig1(x∗) + · · · + ϕ∗

ℓ∂igℓ(x∗), i = 1, . . . , k,

其中 ∂i 表示对 xi 的偏导数，ϕ∗
i 称为 gi 的 Lagrange 乘子；

2. ϕ∗
jgj(x∗) = 0 对所有 ϕ∗

j 成立。

上述第二个条件又称为互补松弛条件（complementary slackness
condition）。
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凸优化的性质

I 若 f 为凸集 D 上的凹函数，且 gj 使得约束集 C 也是凸集，
则对应的最优化问题是一个凸优化问题。

I 对可微凸优化问题，即 f, gj 均可微，j = 1, . . . , ℓ，前述必
要条件亦为充分条件。

I 更一般地，若目标函数 f 的上轮廓集均为凸集，则对应的最
优化问题称为凸优化问题。

I 上轮廓集为凸集的函数称为拟凹函数。
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本节内容

1 欧式空间的基本性质

2 约束最优化与凸性

3 对应与不动点定理
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对应（correspondence）的基本概念

给定 X ⊂ Rk，Y ⊂ Rm，X, Y ̸= ∅。
I 若对 X 中的任一点 x，φ(x) 是 Y 的一个子集，则称 φ 为

X 到 Y 的一个对应，记作 φ : X ⇒ Y。

I 给定 x ∈ X。若对任意 {xn} ⊂ X，{yn} ⊂ Y，满足
yn ∈ φ(xn)，lim xn = x 且 lim yn = y，即有 y ∈ φ(x)，则
称 φ 在 x 处上半连续 (upper semi continuous)；若 φ 在 X
中处处上半连续，则称其为上半连续对应。

I 给定 x ∈ X。若对任意 {xn} ⊂ X 满足 lim xn = x 和任意
y ∈ φ(x)，均存在 {yn} ∈ Y 满足 yn ∈ φ(xn) 且 lim yn = y，
则称 φ 在 x 处下半连续 (lower semi continuous)；若 φ 在
X 中处处下半连续，则称其为下半连续对应。
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对应与带参数的最优化

定理 2 (Berge 最大值定理)
设 f : X × Y → R 为一连续函数，φ : X ⇒ Y 为一连续（上半
连续、下半连续）且紧致（对任一 x ∈ X，φ(x) 紧致）对应。对
任一 x ∈ X，考虑

max
y∈Y

f(x, y) s.t. y ∈ φ(x),

并定义从 X 到 Y 的对应 η(x) = argmaxy∈φ(x) f(x, y)，称为最
大值对应。

1. 最大值对应 η 上半连续且紧致。

2. 最大值函数 h(x) = maxy∈φ(x) f(x, y) 连续。
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Kakutani 不动点定理

定理 3 (Kakutani)
若 X 是欧式空间中的紧致凸集，φ : X ⇒ X 是上半连续的凸对
应，则存在 x ∈ X 满足 x ∈ φ(x)。
Kakutani 不动点定理可以看做 Brouwer 不动点定理的一般形式；
或将后者看做前者的特例。

定理 4 (Brouwer)
若 X 是欧式空间中的紧致凸集，f : X → X 是连续映射，则存
在 x ∈ X 满足 x = f(x)。
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