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1. 欧式模

首先证明 Cauchy-Schwartz 不等式：x · y ≤ ||x||||y||，∀x, y ∈ Rk。再证明：Rk 中的欧式模函数 || · ||
满足三角不等式 ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||。

2. 集合的交与并

a. 设 Xn ⊂ Rk，n = 1, . . . ,∞，为开集。求证：∪∞
n=1Xn 为开集。

b. 设 Xn ⊂ Rk，n = 1, . . . ,∞，为闭集。求证：∩∞
n=1Xn 为闭集。

c. 举例说明：(i) 若 Xn ⊂ Rk，n = 1, . . . ,∞，为开集，∩∞
n=1Xn 不一定为开集；(ii) 若 Xn ⊂ Rk，

n = 1, . . . ,∞，为闭集，∪∞
n=1Xn 不一定为闭集。

3. 闭集的性质

设 X ⊂ Rk 是一个非空集合。

a. 请证明：X 是一个闭集当且仅当 X 中任一收敛点列的极限也属于 X。

b. 请证明：若 X 中任一收敛点列的极限也属于 X，则 X 是闭集。

4. 紧集的性质

a. 给定 Rk 中非空子集 X，请证明：若其中任意点列均有收敛子列且极限也属于 X，则 X 是紧

集。

b. 请说明 Cantor 集是紧集。
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