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1. 在复平面 C上对任意复数 𝑧定义指数函数为：

𝑒 𝑧 =
∞∑
𝑛=0

𝑧𝑛

𝑛! = 1 + 𝑧
1! +

𝑧2

2! + · · · ,

其中阶乘 𝑛! = 1 × · · · × 𝑛 ∀𝑛 ≥ 1，并补充定义 0! = 1。

(a) 请证明，对于任意 𝑧 ∈ C，|𝑒 𝑧 | < ∞，即∑∞
𝑛=0

𝑧𝑛
𝑛! 是一个收敛级数。提示：注意到以

下事实，从而使用复数版 Cauchy收敛准则（可简单等同为实数版本）证明之：任
选大于等于 |𝑧 |的正整数 𝑀，则当 𝑛 ≥ 𝑀 时有 𝑀𝑛

𝑛! ≤ 𝑀𝑀

𝑀!
(

𝑀
𝑀+1

)𝑛−𝑀
。

(b) 进一步定义复数 𝑧的余弦和正弦函数为：

cos(𝑧) = 𝑒 i𝑧 + 𝑒−i𝑧

2 , sin(𝑧) = 𝑒 i𝑧 − 𝑒−i𝑧

2i .

请证明如下级数展开式：

cos(𝑧) =
∞∑
𝑘=0

(−1)𝑘𝑧2𝑘

(2𝑘)! = 1 − 𝑧2

2! +
𝑧4

4! − · · · ,

sin(𝑧) =
∞∑
𝑘=0

(−1)𝑘𝑧2𝑘+1

(2𝑘 + 1)! = 𝑧 − 𝑧3

3! +
𝑧5

5! − · · · ,

并说明上述级数展开式与定义在实数轴 R 上的 cos, sin函数 Taylor级数一致。

(c) 请证明 𝑒 i𝑧 = cos(𝑧) + i sin(𝑧) ∀𝑧 ∈ C；特别的，𝑒 i𝜃 = cos(𝜃) + i sin(𝜃) ∀𝜃 ∈ R。
(d) 对于任意复数 𝑧 = 𝑎 + 𝑏i，令 𝜃为向量 𝑧在 2-维平面 C上与实部正半轴（即常规的

𝑥-正半轴）的逆时针夹角，称为幅角。利用 (c)，请证明 𝑧 = |𝑧 |𝑒 i𝜃；此表达式称为

复数的极坐标形式。

2. 给定 {𝑌𝑡}平稳且 E𝑌𝑡 = 0，𝜌 ∈ C且 |𝜌| < 1，请证明由 (1− 𝜌L)𝑋𝑡 = 𝑌𝑡 定义的序列 {𝑋𝑡}
为平稳序列。

3. 给定平稳可逆 ARMA(𝑝, 𝑞) 过程 𝐴(L)𝑋𝑡 = 𝐵(L)𝜀𝑡，其中 {𝜀𝑡} 为白噪声且方差为 1，
𝐴(L) = 1 − 𝜙1L − · · · − 𝜙𝑝L𝑝，𝐵(L) = 1 + 𝜃1L + · · · + 𝜃𝑞L𝑞，{𝜙𝑖}, {𝜃𝑗} ⊂ R，请计算
𝑋𝑡 的谱密度函数表达式，并绘制 ARMA(1,1)过程 (1 − 0.9L)𝑋𝑡 = (1 + 0.5L)𝜀𝑡 的谱密
度函数图形（可用 R或其他任何计算程序）。
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