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1 ARMA过程及其表示
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ARMA过程及其表示
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2 ARMA过程的性质
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ARMA过程及其表示

ARMA过程的定义

ARMA：自回归移动平均 (autoregressive moving average)

ARMA(𝑝, 𝑞)：𝑝-阶自回归，𝑞-阶移动平均，{𝜀𝑡}为白噪声

𝑋𝑡 =
𝑝∑
𝑖=1

𝜙𝑖𝑋𝑡−𝑖 +
𝑞∑
𝑗=0

𝜃𝑗𝜀𝑡−𝑗 , 𝜙𝑝 , 𝜃𝑞 ≠ 0

滞后算子表示

𝐴(L)𝑋𝑡 = 𝐵(L)𝜀𝑡 ,

𝐴(L) = 1 −
𝑝∑
𝑖=1

𝜙𝑖L
𝑖 , 𝐵(L) =

𝑞∑
𝑗=0

𝜃𝑗L
𝑗
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ARMA过程及其表示

AR过程与MA过程

若 𝐵(L) = 1，则 𝐴(L)𝑋𝑡 = 𝜀𝑡，称为 AR(𝑝)过程
如 𝐴(L) = 1 − 𝜌L，则是 AR(1)过程
若 |𝜌| < 1，则 (1 − 𝜌L)−1 =

∑∞
𝑖=0 𝜌

𝑖L𝑖 收敛

此时 𝑋𝑡 = 𝐴−1(L)𝜀𝑡 = ∑∞
𝑖=0 𝜌

𝑖𝜀𝑡−𝑖
若 𝐴(L) = 1，则 𝑋𝑡 = 𝐵(L)𝜀𝑡，称为MA(𝑞)过程

如 𝐵(L) = 1 + 𝜃L，则是MA(1)过程
若 |𝜃 | < 1，则 (1 + 𝜃L)−1 =

∑∞
𝑗=0(−𝜃)𝑗L 𝑗 收敛

此时有 𝜀𝑡 = 𝐵−1(L)𝑋𝑡 =
∑∞

𝑗=0(−𝜃)𝑗𝑋𝑡−𝑗

刘岩·武大金融 第 6讲：ARMA过程 第 5 / 25页



ARMA过程及其表示

ARMA过程的特征多项式

给定 ARMA(𝑝, 𝑞)过程 𝐴(L)𝑋𝑡 = 𝐵(L)𝜀𝑡
将 𝐴(L) = 1 −∑𝑝

𝑖=1 𝜙𝑖L𝑖 对应的多项式 𝐴(𝑧) = 1 −∑𝑝
𝑖=1 𝜙𝑖𝑧 𝑖 称为 AR部分

的特征多项式 (characteristic polynomial)

将 𝐵(L) = 1 +∑𝑞
𝑗=1 𝜃𝑗L 𝑗 对应的多项式 𝐵(𝑧) = 1 +∑𝑝

𝑗=1 𝜃𝑗𝑧 𝑗 称为MA部分
的特征多项式

特征多项式的零点具有重要的性质！
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ARMA过程及其表示

特征多项式分解

代数基本定理：考虑 𝑛-阶多项式 𝑃(𝑧) = 𝑧𝑛 + 𝑎1𝑧𝑛−1 + · · · + 𝑎𝑛，

𝑎1 , . . . , 𝑎𝑛 ∈ R ⊂ C，则 𝑃(𝑧)在复平面 C有 𝑛个零点 𝑧1 , . . . , 𝑧𝑛 ∈ C
𝑃(𝑧)可写为

𝑃(𝑧) = (𝑧 − 𝑧1) × · · · × (𝑧 − 𝑧𝑛)
若特征多项式为 𝑃(𝑧)，则对应的滞后算子多项式 𝑃(L)可分解为

𝑃(L) = (L − 𝑧1) × · · · × (L − 𝑧𝑛)
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ARMA过程及其表示

ARMA过程的平稳性

有限阶MA(𝑞)过程一定是平稳过程
请验证！

ARMA(𝑝, 𝑞)平稳性决定于 AR部分特征多项式 𝐴(𝑧)的零点分布
首先说明，如果 {𝑌𝑡}是平稳过程，那么当复数 𝜌 ∈ C的模长 (modulus) |𝜌| < 1
时，由 (1 − 𝜌L)𝑋𝑡 = 𝑌𝑡 所确定的 {𝑋𝑡}也是平稳过程
再说明，如果 𝐴(𝑧)零点均位于复平面单位圆之外，则 𝐴(L)𝑋𝑡 = 𝐵(L)𝜀𝑡 确定
的 {𝑋𝑡}是平稳过程
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ARMA过程及其表示

平稳 ARMA过程与Wold表示

令 𝑧1 , . . . , 𝑧𝑝 为平稳 ARMA(𝑝, 𝑞)过程 AR部分特征多项式零点，则
|𝑧1 |, . . . , |𝑧𝑝 | > 1，且有

𝐴(𝑧) =
(
1 − 1

𝑧1
𝑧
)
· · ·

(
1 − 1

𝑧𝑝
𝑧
)

因此 𝐴(L)𝑋𝑡 = 𝐵(L)𝜀𝑡 可写为(
1 − 1

𝑧1
L

)
· · ·

(
1 − 1

𝑧𝑝
L

)
𝑋𝑡 = 𝐵(L)𝜀𝑡 ⇒ 𝑋𝑡 =

1
1 − 1

𝑧1
L

· · · 1
1 − 1

𝑧𝑝
L

𝐵(L)𝜀𝑡

注意到 1/|𝑧1 |, . . . , 1/|𝑧𝑝 | < 1，且 𝐵(L)𝜀𝑡 平稳，故 𝑋𝑡 平稳
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ARMA过程及其表示

MA过程的可逆性

前面看到，MA(1) 𝑋𝑡 = 𝜀𝑡 + 𝜃𝜀𝑡−1，如果 |𝜃 | < 1，则有 𝜀𝑡 = (1 + 𝜃L)−1𝑋𝑡，亦

为平稳过程

有限阶MA(𝑞)过程，𝑋𝑡 = 𝐵(L)𝜀𝑡，若特征多项式 𝐵(𝑤) = (𝑤 − 𝑤1) · · · (𝑤 − 𝑤𝑞)
的零点 𝑤1 , . . . , 𝑤𝑞 均在复平面单位圆之外，则称 𝑋𝑡 可逆 (invertable)，且有

𝜀𝑡 = 𝐵−1(L)𝑋𝑡 =
(−1)𝑞

𝑤1 · · ·𝑤𝑞

1
1 − 1

𝑤1
L

· · · 1
1 − 1

𝑤𝑞
L

𝑋𝑡

ARMA(𝑝, 𝑞)过程称为可逆的，若其MA部分可逆
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ARMA过程及其表示

ARMA过程与可约性

考虑“形式上”的 ARMA(2, 1)过程 𝑋𝑡 = 𝑋𝑡−1 − 0.25𝑋𝑡−2 + 𝜀𝑡 − 0.5𝜀𝑡−1，对应

的特征多项式为

𝐴(L) = 1 − L + 0.25L2 = (1 − 0.5L)2 , 𝐵(L) = 1 − 0.5L

⇒ (1 − 0.5L)2𝑋𝑡 = (1 − 0.5L)𝜀𝑡
⇔ (1 − 0.5L)𝑋𝑡 = 𝜀𝑡 , ARMA(1, 0)!

此 ARMA(2, 1)过程实质是一个 ARMA(1, 0)过程
为避免此情形，一般均要求 𝐴(𝑧)的零点 {𝑧1 , . . . , 𝑧𝑝}与 𝐵(𝑧)的零点
{𝑤1 , . . . , 𝑤𝑞}互不相同

若有 𝑧𝑖 = 𝑤 𝑗，称该过程可约 (reducible)；若 𝑋𝑡 是 ARMA(𝑝, 𝑞)过程，一般要求
其不可约
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ARMA过程的性质

本节内容
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2 ARMA过程的性质

3 AR过程的矩估计
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ARMA过程的性质

MA过程的无条件矩 (unconditional moments)

给定MA(𝑞)过程
𝑋𝑡 = 𝜇 + 𝜃0𝜀𝑡 + · · · + 𝜃𝑞𝜀𝑡−𝑞

其期望为 E𝑋𝑡 = 𝜇

方差为 var𝑋𝑡 = 𝜎2
𝑋 = 𝜎2

𝜀
∑𝑞

𝑗=0 𝜃
2
𝑗

自协方差为

𝜎2
𝑋(𝑘) =


𝜎2
𝜀
∑𝑞−𝑘

𝑗=0 𝜃𝑗𝜃𝑗+𝑘 , 𝑘 = 0, . . . , 𝑞

0, 𝑘 > 𝑞
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ARMA过程的性质

AR(1)过程的无条件矩

给定 AR(1)过程
𝑋𝑡 = 𝜇 + 𝜙𝑋𝑡−1 + 𝜀𝑡 , |𝜙 | < 1

其期望为 E𝑋𝑡 =
𝜇

1−𝜙

方差为 var𝑋𝑡 = 𝜎2
𝑋 = 𝜎2

𝜀

1−𝜙2

自协方差为

𝜎2
𝑋(𝑘) = 𝜙𝑘 𝜎2

𝜀

1 − 𝜙2

自相关系数为 𝜌𝑋(𝑘) = 𝜙𝑘
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ARMA过程的性质

AR(1)过程自协方差
计算可知，对平稳 AR(1)过程有

𝜎2
𝑋(𝑘) = 𝜙𝑘 𝜎2

𝜀

1 − 𝜙2

由此，可将高阶自协方差写为

𝜎2
𝑋(𝑘) = 𝜙𝑘𝜎2

𝑋(0)
另一种写法：首先，由 𝑋𝑡−1 Wold表示知其仅与 𝜀𝑡−1 , 𝜀𝑡−2 , . . .有关，故

E[𝜀𝑡𝑋𝑡−1] = 0，进而有

𝑋𝑡𝑋𝑡−1 = 𝜙𝑋2
𝑡−1 + 𝜀𝑡𝑋𝑡−1 ⇒ E[𝑋𝑡𝑋𝑡−1] = 𝜙E[𝑋2

𝑡−1] + 0 ⇒ 𝜎2
𝑋(1) = 𝜙𝜎2

𝑋(0)
𝑋𝑡𝑋𝑡−(𝑘+1) = 𝜙𝑋𝑡−1𝑋𝑡−(𝑘+1) + 𝜀𝑡𝑋𝑡−(𝑘+1) ⇒ 𝜎2

𝑋(𝑘 + 1) = 𝜙𝜎2
𝑋(𝑘)
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ARMA过程的性质

AR(𝒑)过程的无条件矩

给定平稳 AR(𝑝)过程
𝑋𝑡 = 𝜇 +

𝑝∑
𝑖=1

𝜙𝑖𝑋𝑡−𝑖 + 𝜀𝑡 ,

即特征多项式 𝐴(𝑧) = 1 −∑𝑝
𝑖=1 𝜙𝑖𝑧 𝑖 满足零点 {𝑧1 , . . . , 𝑧𝑝}在单位圆外

其期望为 E𝑋𝑡 =
𝜇

𝐴(1)
方差及自协方差的一般表达式要复杂一些
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ARMA过程的性质

AR(2)过程的例子

给定平稳 AR(2)过程 𝑋𝑡 = 𝜙1𝑋𝑡−1 + 𝜙2𝑋𝑡−2 + 𝜀𝑡，特征多项式

𝐴(𝑧) = 1 − 𝜙1𝑧 − 𝜙2𝑧2的两个零点均位于单位圆之外

两端分别乘以 𝑋𝑡−1 , 𝑋𝑡−2可得

𝜎2
𝑋(1) = 𝜙1𝜎

2
𝑋(0) + 𝜙2𝜎

2
𝑋(1)

𝜎2
𝑋(2) = 𝜙1𝜎

2
𝑋(1) + 𝜙2𝜎

2
𝑋(0)

两端乘以 𝑋𝑡，注意到 cov(𝑋𝑡 , 𝜀𝑡) = 𝜎2
𝜀，可得

𝜎2
𝑋(0) = 𝜙1𝜎

2
𝑋(1) + 𝜙2𝜎

2
𝑋(2) + 𝜎2

𝜀
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ARMA过程的性质

AR(2)过程的例子
上述 3个方程，可以看做是 𝜎2

𝑋(𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 3的线性方程组
𝜙1 𝜙2 − 1 0
𝜙2 𝜙1 −1
1 −𝜙1 −𝜙2



𝜎2
𝑋(0)

𝜎2
𝑋(1)

𝜎2
𝑋(2)

 =


0
0
𝜎2
𝜀


求解上述方程，可得到 𝜎2

𝑋(𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 3的表达式
思考：平稳性与上述方程系数矩阵的可逆性有什么关系？

使用 Cramer法则，可直接写出系数矩阵𝚽的逆：

𝚽−1 =
1

det𝚽𝚽∗ ,

其中𝚽∗为𝚽的伴随矩阵
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ARMA过程的性质

AR(2)过程的例子

给定 𝜎2
𝑋(𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 3，可以递归计算平稳 AR(2)过程的任意阶自协方差

𝜎2
𝑋(𝑘)
在 𝑋𝑡+𝑘 = 𝜙1𝑋𝑡+𝑘−1 + 𝜙2𝑋𝑡+𝑘−2 + 𝜀𝑡+𝑘 , 𝑘 ≥ 2两端分别乘以 𝑋𝑡 可得

𝜎2
𝑋(𝑘) = 𝜙1𝜎

2
𝑋(𝑘 − 1) + 𝜙2𝜎

2
𝑋(𝑘 − 2),

进一步可写为 [
𝜎2
𝑋(𝑘)

𝜎2
𝑋(𝑘 − 1)

]
=

[
𝜙1 𝜙2

1 0

] [
𝜎2
𝑋(𝑘 − 1)

𝜎2
𝑋(𝑘 − 2)

]
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ARMA过程的性质

Yule-Walker方程

给定平稳 AR(𝑝)过程 𝑋𝑡 =
∑𝑝

𝑖=1 𝜙𝑖𝑋𝑡−𝑖 + 𝜀𝑡，特征多项式 𝐴(𝑧) = 1 −∑𝑝
𝑖=1 𝜙𝑖𝑧 𝑖

的 𝑝 个零点均位于单位圆之外

两端依次乘以 𝑋𝑡−1 , . . . , 𝑋𝑡−𝑝，可得
𝜎2
𝑋(1)
...

𝜎2
𝑋(𝑝)

 =


𝜎2
𝑋(0) · · · 𝜎2

𝑋(𝑝 − 1)
...

. . .
...

𝜎2
𝑋(𝑝 − 1) · · · 𝜎2

𝑋(0)



𝜙1
...

𝜙𝑝


两端乘以 𝑋𝑡 可得：

𝜎2
𝑋(0) =

𝑝∑
𝑖=1

𝜙𝑖𝜎
2
𝑋(𝑖) + 𝜎2

𝜀

上述两组方程，称为 Yule-Walker方程
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AR过程的矩估计

本节内容

1 ARMA过程及其表示

2 ARMA过程的性质

3 AR过程的矩估计
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AR过程的矩估计

AR(1)的估计：自回归系数
假设数据（观测值）序列 {𝑋𝑡}𝑇𝑡=1满足一个 AR(1)过程 𝑋𝑡 = 𝜙𝑋𝑡−1 + 𝜀𝑡，但参

数 𝜙, 𝜎𝜀 未知

这个 AR(1)过程就是 {𝑋𝑡}的 DGP

问题：如何估计 𝜙以及 𝜎𝜀？

联想 AR(1)的 Yule-Walker方程 𝜙 = 𝜎2
𝑋(1)/𝜎2

𝑋(0)，可以得到一个 𝜙的一个估

计值

�̂� =
�̂�2
𝑋(1)

�̂�2
𝑋(0)

其中，�̂�2
𝑋(1), �̂�2

𝑋(0)分别为 {𝑋𝑡}的 1-阶样本自协方差与样本方差；后两者的一
致性保证了 �̂�的一致性
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AR过程的矩估计

AR(1)的估计：冲击项方差
暂时回归 𝜎2

𝜀 的估计问题

利用大数律，自然的想法是利用样本方差 �̂�2
𝜀 =

1
𝑇
∑𝑇

𝑡=1 𝜀
2
𝑡 来估计 𝜎2

𝜀；但唯一的

观测值为 {𝑋𝑡}，而非 {𝜀𝑡}
但是，若有一致估计量 �̂�𝑇，则大样本下

𝑒𝑡 = 𝑋𝑡 − �̂�𝑇𝑋𝑡−1
a.s.→ 𝑋𝑡 − 𝜙𝑋𝑡−1 = 𝜀𝑡

因此，可利用冲击项 𝜀𝑡 的样本估计值 𝑒𝑡 来估计 𝜎2
𝜀:

�̂�2
𝑒 =

1
𝑇 − 1

𝑇∑
𝑡=2

𝑒2
𝑡 =

1
𝑇 − 1

𝑇∑
𝑡=2

(𝑋𝑡 − �̂�𝑇𝑋𝑡−1)2 a.s.→ 𝜎2
𝜀
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AR过程的矩估计

AR(𝒑)的估计：自回归系数

假设数据（观测值）序列 {𝑋𝑡}𝑇𝑡=1满足一个 AR(𝑝)过程 𝑋𝑡 =
∑𝑝

𝑖=1 𝜙𝑖𝑋𝑡−𝑖 + 𝜀𝑡，

但参数 𝜙1 , . . . , 𝜙𝑝 , 𝜎𝜀 未知

类似于 AR(1)，如果有 𝜙𝑖 的一致估计 �̂�𝑖，则可计算样本冲击 𝑒𝑡，从而用 �̂�2
𝑒

（一致）估计 𝜎2
𝜀

从 Yule-Walker方程出发，可以得到
𝜙1
...

𝜙𝑝

 =


𝜎2
𝑋(0) · · · 𝜎2

𝑋(𝑝 − 1)
...

. . .
...

𝜎2
𝑋(𝑝 − 1) · · · 𝜎2

𝑋(0)


−1 

𝜎2
𝑋(1)
...

𝜎2
𝑋(𝑝)


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AR过程的矩估计

AR(𝒑)自回归系数的 Yule-Walker估计

给定样本 𝑇 足够大，则样本自协方差是对 𝑋𝑡 总体自协方差的一致估计

在 Yule-Walker方程中应用样本自协方差，则可以得到 𝜙1 , . . . , 𝜙𝑝 的一致估计
�̂�1
...

�̂�𝑝

 =


�̂�2
𝑋(0) · · · �̂�2

𝑋(𝑝 − 1)
...

. . .
...

�̂�2
𝑋(𝑝 − 1) · · · �̂�2

𝑋(0)


−1 

�̂�2
𝑋(1)
...

�̂�2
𝑋(𝑝)


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