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符号体系

数字：𝑎, 𝑏, 𝑐 或 𝛼, 𝛽, 𝛾

数系：实数 R，有理数 Q，整数 Z，自然数N

向量-矩阵：列向量 𝒙，矩阵 𝑿，转置 𝒙Ç ,𝑿 Ç，行列式 det𝑿

集合：简单情形时，如 𝐴, 𝐵；多类符号混用时，如 A,B

集合运算：交 𝐴 ∩ 𝐵，并 𝐴 ∪ 𝐵，补 𝐴𝑐，空集 ∅
函数： 𝑓 (·), 𝐹(·)或 Φ(·)
概率算符：概率 P，期望 E，方差 var，协方差 cov

一般算符：如滞后算符L

数学表达：任意 ∀，存在 ∃，属于 ∈，包含于 ⊂
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概率空间

本节内容

1 概率空间

2 1-元随机变量

3 多元随机变量

4 独立性
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概率空间

概率空间：样本空间

概率空间 (probability space)，即三元组 (Ω,F,P)
1 Ω：样本空间 (sample space)，一个集合，其元素为各种可能发生的随机状况

如抛硬币，Ω = {𝐻,𝑇}，正面、反面；又如 GDP增速（百分比），Ω = [−100,∞)
样本空间中的点一般记做 𝜔 ∈ Ω，称为样本点 (sample point)或随机元 (random
point)
从经济、金融角度看，𝜔称为状态 (state)，Ω称为状态空间 (state space)更合适
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概率空间

概率空间：事件域

2 F：事件域 (event field)，是Ω的部分或全部子集的集合；每个这样的子集表示
一个随机事件 (event)

抛硬币，F = {∅, {𝐻}, {𝑇}, {𝐻,𝑇}}
GDP增速，F = {Ω中的开、闭区间及其交、并、补集}；具体例子：高增长事件
= {𝜔 > 8}，低增长事件 = {0 ≤ 𝜔 < 6}，适度增长 = {6 ≤ 𝜔 ≤ 8}

注 数学上，事件域 F称为 𝜎-域，满足下列要求
∅,Ω ∈ F

∀𝐴 ∈ F，𝐴𝑐 ∈ F

∀{𝐴𝑖}∞𝑖=1 ⊂ F，
⋃∞

𝑖=1 𝐴𝑖 ∈ F
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概率空间

事件域：集合运算的涵义

事件域 F是集合——随机事件——的集合

并集：给定 𝐴, 𝐵 ∈ F，𝐴 ∪ 𝐵表示事件 𝐴或 𝐵至少发生其一的事件

高增长事件 ∪适度增长事件 = {𝜔 ≥ 6}，表示 GDP增速处于适度或高增速状态

交集：𝐴 ∩ 𝐵表示事件 𝐴和 𝐵同时发生的事件

补集：𝐴𝑐 表示事件 𝐴没有发生

练习 解释 𝐴∩ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴∩ 𝐵) ∪ (𝐴∩ 𝐶)和 𝐴∪ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴∩ 𝐵) ∪ (𝐴∩ 𝐶)的涵义
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概率空间

概率空间：概率测度

3 P：概率测度 (probability measure)，简称概率；给出事件域 F中每个事件的

可能性大小；可看做函数 P : F → [0, 1]，满足两条性质
P(∅) = 0,P(Ω) = 1
给定 {𝐴𝑖}∞𝑖=1 ⊂ F，且 𝐴𝑖 ∩ 𝐴 𝑗 = ∅ ∀𝑖 , 𝑗 = 1, . . . ,∞，则

P

( ∞⋃
𝑖=1

𝐴𝑖

)
=

∞∑
𝑖=1
P(𝐴𝑖).

这一性质又称概率测度的可数可加性 (countably additive)

练习 考虑 Ω = [0, 1]，F为其所有区间及其可数并、补集的集合，令 𝜇 : F → [0, 1]
为 F上的函数，取值为 𝜇([𝑎, 𝑏]) = (𝑏 − 𝑎)2，∀0 ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ 1。请问 𝜇是概率测

度吗？
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1-元随机变量

本节内容

1 概率空间

2 1-元随机变量

3 多元随机变量

4 独立性
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1-元随机变量

随机变量：定义

给定概率空间 (Ω,F,P)
随机变量 (random variable, r.v.) 𝑋 是从 Ω到实数的一个函数，
𝑋 : Ω → R ∪ {±∞}

R ∪ {±∞}表示随机变量可以取值正负无穷；但后续不考虑
抛硬币示例：𝜔 = 𝐻,𝑇，定义 𝑋(𝐻) = 0, 𝑋(𝑇) = 1，则 𝑋 的 0-1取值反映正负面
GDP增速示例：𝜔 ∈ [−100,∞)，定义 𝑋(𝜔) = 𝜔，则 𝜔即表示状态又表示 GDP
增速随机变量的取值

这个函数需要满足可测 (measurable)的要求：

{𝜔 : 𝑋(𝜔) ≤ 𝑥}︸             ︷︷             ︸
事件

∈ F, ∀𝑥 ∈ R

练习 上面两个例子满足可测性吗？
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1-元随机变量

随机变量：分布函数

给定概率空间 (Ω,F,P)及其上的一个随机变量 𝑋

根据定义，∀𝑥 ∈ R，事件 {𝜔 : 𝑋(𝜔) ≤ 𝑥} ∈ F，故 P可给出该事件的概率

∀𝑥 ∈ R，称
𝐹(𝑥) = P({𝜔 : 𝑋(𝜔) ≤ 𝑥})

为 𝑋 的累积分布函数 (cumulative distribution function, CDF)，简称为分布函
数

{𝜔 : 𝑋(𝜔) ≤ 𝑥}一般简记为 {𝑋 ≤ 𝑥}
分布函数单调递增：∀𝑥, 𝑦 ∈ R，若 𝑥 < 𝑦，则 𝐹(𝑥) ≤ 𝐹(𝑦)

𝐹可能出现跳跃；但利用概率 P的可数可加性，可说明 𝐹右连续、左极限存在

（稍微复杂些的练习）

分布函数左 0右 1：lim𝑥→−∞ 𝐹(𝑥) = 0, lim𝑥→∞ 𝐹(𝑥) = 1
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1-元随机变量

随机变量：离散型

给定概率空间 (Ω,F,P)及其上的一个随机变量 𝑋

如果 𝑋 取值是离散的 (discrete)，如抛硬币中 𝑋 = 0, 1，则称 𝑋 为离散型 r.v.；
𝑋 的取值集合可以有限，也可以是可数集（无穷）

若 𝑋 取值集合为 {𝑥1 , 𝑥2 , . . .} ⊂ R，则其分布函数 𝐹是一个阶梯函数，在 𝑥𝑖 处往

上跳跃

此时，通常用 𝑝𝑖 = P(𝑋 = 𝑥𝑖) = 𝐹(𝑥𝑖) − 𝐹(𝑥𝑖−)表示 𝑋 的分布；

𝐹(𝑥𝑖−) = lim𝑥↑𝑥𝑖 𝐹(𝑥)表示左极限
除此之外，𝑋 取值可以是连续的 (continuous)，如 GDP增速；或更一般的离
散、连续混合
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1-元随机变量

随机变量：连续型

给定概率空间 (Ω,F,P)及其上的一个随机变量 𝑋

一般来说，当 𝑋 取值连续时，其分布函数也可以有跳跃

高速公路上汽车行使速度的分布在限速位置就有跳跃——很多汽车保持在限速，

但也有部分超过或者低于限速

一类特别的连续取值 r.v.：𝑋 称为连续型 r.v.，如果其分布函数 𝐹可写为另一个

非负函数 𝑓 的积分

𝐹(𝑥) =
∫ 𝑥

−∞
𝑓 (𝑦)d𝑦

此时称 𝑓 为 𝑋 的密度函数 (density function, DF)
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1-元随机变量

随机变量：密度函数与分布函数

给定概率空间 (Ω,F,P)上的连续型 r.v. 𝑋，CDF 𝐹，DF 𝑓

此时 𝐹一定是连续函数

在非精确意义下， 𝑓 (𝑥) = 𝐹′(𝑥)
𝐹不一定是处处可微，但一定是“几乎”处处可微

∀𝑎 < 𝑏，

P(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) =
∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑦)d𝑦

特别的，1 = P(Ω) = P(−∞ ≤ 𝑋 ≤ ∞) = ∫ ∞
−∞ 𝑓 (𝑦)d𝑦

练习 继续第 8页练习中的Ω,F，令 P([𝑎, 𝑏]) = 𝑏2 − 𝑎2，请问 P是概率测度？并定义

𝑋(𝜔) = 𝜔 ∈ Ω，求 𝑋 的 CDF及 DF
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1-元随机变量

1-元随机变量：常见分布

很多情况下，有了 r.v.的 CDF或 DF后，我们不必再关心 (Ω,F,P)本身；r.v.的概
率/统计信息都在分布中

典型离散分布，r.v. 𝑋，取值集合记为 V

两点分布，又称 Bernoulli分布：V = {0, 1}，P(𝑋 = 0) = 𝑝

二项式分布：V = {0, 1, . . . , 𝑛}，P(𝑋 = 𝑖) = (𝑛
𝑖

)
𝑝 𝑖(1 − 𝑝)𝑛−𝑖，(𝑛

𝑖

)
= 𝑛!

𝑖!(𝑛−𝑖)!，
𝑝 ∈ (0, 1)
Poisson分布：V =N ≡ {0, 1, . . .}，P(𝑋 = 𝑖) = 𝜆𝑖 𝑒−𝜆

𝑖! ，𝜆 > 0

典型连续分布

均匀分布𝑈([𝑎, 𝑏])：V = [𝑎, 𝑏]， 𝑓 (𝑥) = 1
𝑏−𝑎

正态分布 𝑁(𝜇, 𝜎2)：V = R， 𝑓 (𝑥) = 1√
2𝜋𝜎2

exp
[−(𝑥−𝜇)2

2𝜎2

]
指数分布 exp(𝜆)：V = R+ ≡ [0,∞)， 𝑓 (𝑥) = 𝜆𝑒−𝜆𝑥，𝜆 > 0
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1-元随机变量

1-元随机变量：矩
给定 r.v. 𝑋 及其 CDF 𝐹

∀𝛼 ∈ R，定义 𝑋 的 𝛼-阶矩 (moment)：

E[𝑋𝛼] =
∫

𝑥𝛼d𝐹(𝑥)
积分限由 𝑋 的取值范围 V决定

注 上面的积分可理解为 Riemann-Stieltjes积分
与 𝑔(𝑥)为被积函数的 Riemann积分定义中对 𝑥进行分划，令

Δ𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1 → 0，取离散和
∑

𝑘 𝑔(𝑥𝑘)Δ𝑥𝑘 极限类似，此处对∑
𝑘 𝑔(𝑥𝑘)Δ𝐹(𝑥𝑘) =

∑
𝑘 𝑔(𝑥𝑘)[𝐹(𝑥𝑘) − 𝐹(𝑥𝑘−1)]取极限

对离散型 r.v.，上述积分自然转化为离散和
∑

𝑖 𝑥
𝛼
𝑖 𝑝𝑖

对连续型 r.v.，形式上 d𝐹(𝑥) = 𝑓 (𝑥)d𝑥，上述积分化为常规 Riemann积分形式∫
𝑥𝛼 𝑓 (𝑥)d𝑥
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1-元随机变量

1-元随机变量：期望与方差

𝑋 的 1-阶矩称为 𝑋 的期望 (expectation)，记做 E𝑋 或 𝜇𝑋

𝑋 的方差 (variance)定义为

var(𝑋) = E [(𝑋 − E𝑋)2]
又称为 2-阶中心矩

练习 证明 var(𝑋) = E[𝑋2] − (E𝑋)2
𝑋 的标准差 (standard deviation)定义为 𝜎𝑋 =

√
var(𝑋)

练习 计算上述 6个典型分布的期望、方差和标准差
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多元随机变量

本节内容

1 概率空间

2 1-元随机变量

3 多元随机变量

4 独立性
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多元随机变量

多元随机变量：联合分布

给定 (Ω,F,P)及其上定义的 𝑛 个 r.v. 𝑋1 , . . . , 𝑋𝑛

多元随机事件：{𝑋1 ≤ 𝑥1 , . . . , 𝑋𝑛 ≤ 𝑥𝑛}表示 {𝑋1 ≤ 𝑥1}, . . . , {𝑋𝑛 ≤ 𝑥𝑛} 𝑛 个事
件同时发生，即

{𝑋1 ≤ 𝑥1 , . . . , 𝑋𝑛 ≤ 𝑥𝑛} =
⋂

1≤𝑖≤𝑛
{𝑋𝑖 ≤ 𝑥𝑖} ∈ F

∀𝑥1 , . . . , 𝑥𝑛 ∈ R，𝑋1 , . . . , 𝑋𝑛 的联合累积分布函数 (joint CDF)定义为

𝐹(𝑥1 , . . . , 𝑥𝑛) = P(𝑋1 ≤ 𝑥1 , . . . , 𝑋𝑛 ≤ 𝑥𝑛)

简称为联合分布 (joint distribution)
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多元随机变量

多元随机变量：离散型

给定 𝑛个 r.v. 𝑋1 , . . . , 𝑋𝑛

离散型：∀𝑖，𝑋𝑖 为离散取值；此时 𝑋1 , . . . , 𝑋𝑛 的联合分布就是一个 𝑛-维数组
{𝑝𝑖1 ,...,𝑖𝑛 }，其中

𝑝𝑖1 ,...,𝑖𝑛 = P(𝑋1 = 𝑥𝑖1 , . . . , 𝑋𝑛 = 𝑥𝑖𝑛 )
𝑥𝑖𝑘 表示 𝑋𝑘 的第 𝑖𝑘 个取值

注意和联合累计分布之间概念上的差别

2-元离散随机变量 𝑋,𝑌对应的分布可表示为一个矩阵 [𝑝𝑖 𝑗]，其中
𝑝𝑖 𝑗 = P(𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦 𝑗)
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多元随机变量

多元随机变量：连续型

给定 𝑛个 r.v. 𝑋1 , . . . , 𝑋𝑛

连续型：此时联合分布可以写为非负函数 𝑓 (𝑦1 , . . . , 𝑦𝑛)的多元积分

𝐹(𝑥1 , . . . , 𝑥𝑛) =
∫ 𝑥1

−∞
· · ·

∫ 𝑥𝑛

−∞
𝑓 (𝑦1 , . . . , 𝑦𝑛)d𝑦1 · · ·d𝑦𝑛

𝑓 称为 𝑋1 , . . . , 𝑋𝑛 的联合密度函数 (joint DF)

与 1-元情形类似，非精确意义下

𝑓 (𝑥1 , . . . , 𝑥𝑛) = 𝜕𝑛𝐹(𝑥1 , . . . , 𝑥𝑛)
𝜕𝑥1 · · · 𝜕𝑥𝑛
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多元随机变量

多元随机变量：边缘分布

给定 𝑛个 r.v. 𝑋1 , . . . , 𝑋𝑛 及联合分布 𝐹

𝑋𝑖 的边缘分布 𝐹𝑖(𝑥𝑖)仍然定义为 P(𝑋𝑖 ≤ 𝑥𝑖)，其与联合分布的联系为

𝐹𝑖(𝑥𝑖) = P({𝑋𝑖 ≤ 𝑥𝑖} ∩Ω ∩ · · · ∩Ω)
= P

(
{𝑋𝑖 ≤ 𝑥𝑖} ∩⋂

𝑗≠𝑖{𝑋𝑗 ≤ ∞}
)

= P(𝑋1 ≤ ∞, . . . , 𝑋𝑖 ≤ 𝑥𝑖 , . . . , 𝑋𝑛 ≤ ∞)
= 𝐹(∞, . . . , 𝑥𝑖 , . . . ,∞)

练习 对 2-元离散 r.v. 𝑋,𝑌及联合分布 𝑝𝑖 𝑗，将 𝑋 的边缘分布 𝑝𝑖 写为 𝑝𝑖 𝑗 的求和形式

练习 对 2-元连续 r.v. 𝑋,𝑌及联合密度 𝑓 (𝑥, 𝑦)，将 𝑋 的边缘分布 𝐹𝑋 写为 𝑓 的 2-元积
分形式
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多元随机变量

多元随机变量：混合矩

给定 𝑛个 r.v. 𝑋1 , . . . , 𝑋𝑛 及联合分布 𝐹

∀𝛼1 , . . . , 𝛼𝑛 ∈ R，令 𝜶 = [𝛼1 , . . . , 𝛼𝑛]，则 𝑋1 , . . . , 𝑋𝑛 的混合 𝜶-阶矩定义为

E[𝑋𝛼1
1 · · ·𝑋𝛼𝑛

𝑛 ] =
∫

𝑥𝛼1
1 · · · 𝑥𝛼𝑛

𝑛 d𝐹(𝑥1 , . . . , 𝑥𝑛)

此处亦可理解为多元 Riemann-Stieltjes积分

注 1-元情形下，d𝐹(𝑥)对应离散和中的项为 𝐹(𝑥 +Δ𝑥) − 𝐹(𝑥) = P(𝑋 ∈ [𝑥, 𝑥 +Δ𝑥])，
即 𝑋 处于 𝑥附近的概率；多元情形下，d𝐹(𝑥1 , . . . , 𝑥𝑛)表示 𝑋1 , . . . , 𝑋𝑛 处于

(𝑥1 , . . . , 𝑥𝑛)附近的概率
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多元随机变量

多元随机变量：离散/连续型分布下的混合矩

离散情形：混合矩可写为多重求和

E[𝑋𝛼1
1 · · ·𝑋𝛼𝑛

𝑛 ] =
∑
𝑖1

· · ·
∑
𝑖𝑛

𝑥𝛼1
𝑖1

· · · 𝑥𝛼𝑛
𝑖𝑛
𝑝𝑖1 ,...,𝑖𝑛

连续情形：混合矩可写为多重积分

E[𝑋𝛼1
1 · · ·𝑋𝛼𝑛

𝑛 ] =
∫

· · ·
∫

𝑥𝛼1
1 · · · 𝑥𝛼𝑛

𝑛 𝑓 (𝑥1 , . . . , 𝑥𝑛)d𝑥1 · · ·d𝑥𝑛

一般的多元 r.v.混合矩用处有限；重要的是 2-元随机变量的混合 2-阶矩
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多元随机变量

2-元随机变量：协方差及相关系数

给定 r.v. 𝑋,𝑌及其联合分布 𝐹(𝑥, 𝑦)
𝑋,𝑌的混合 2-阶矩 (cross moment)定义为

E[𝑋𝑌] =
∫

𝑥𝑦d𝐹(𝑥, 𝑦)

𝑋,𝑌的协方差 (covariance)定义为

cov(𝑋,𝑌) = E[(𝑋 − E𝑋)(𝑌 − E𝑌)]

练习 证明 cov(𝑋,𝑌) = E[𝑋𝑌] − E𝑋E𝑌
𝑋,𝑌的相关系数 (correlation)定义为 𝜌𝑋𝑌 =

cov(𝑋,𝑌)
𝜎𝑋𝜎𝑌
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多元随机变量

随机向量：均值

将 r.v. 𝑋1 , . . . , 𝑋𝑛 列为一个列向量 𝑿 = [𝑋1 , . . . , 𝑋𝑛]Ç
该向量称为随机向量 (random vector)

以 E𝑿 表示各分量的期望组成的列向量

𝝁𝑿 ≡ E𝑿 =


E𝑋1
...

E𝑋𝑛


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多元随机变量

随机向量：协方差矩阵

矩阵

𝚺𝑿 =


cov(𝑋1 , 𝑋1) · · · cov(𝑋1 , 𝑋𝑛)

...
. . .

...

cov(𝑋𝑛 , 𝑋1) · · · cov(𝑋𝑛 , 𝑋𝑛)


称为 𝑿 的协方差矩阵 (covariance matrix)

注意区分矩阵 𝚺与求和号
∑

多元正态分布：𝑿 = [𝑋1 , . . . , 𝑋𝑛] ∼ 𝑁(𝝁𝑿 ,𝚺𝑿 )，令 𝒙 = [𝑥1 , . . . , 𝑥𝑛]Ç，其密度
函数为

𝑓 (𝒙) = 1√(2𝜋)𝑛 det𝚺𝑿

exp
{
− 1

2 (𝒙 − 𝝁𝑿 )Ç𝚺−1
𝑿 (𝒙 − 𝝁𝑿 )

}
刘岩·武大金融 第 2讲：概率基础 第 27 / 36页



多元随机变量

随机向量：协方差矩阵的简化表示

由定义 cov(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗) = E[(𝑋𝑖 − E𝑋𝑖)(𝑋𝑗 − E𝑋𝑗)]，可将 𝚺𝑿 改写为

𝚺𝑿 = E


(𝑋1 − E𝑋1)(𝑋1 − E𝑋1) · · · (𝑋1 − E𝑋1)(𝑋𝑛 − E𝑋𝑛)

...
. . .

...

(𝑋𝑛 − E𝑋𝑛)(𝑋1 − E𝑋1) · · · (𝑋𝑛 − E𝑋𝑛)(𝑋𝑛 − E𝑋𝑛)


= E


𝑋1 − E𝑋1

...

𝑋𝑛 − E𝑋𝑛


[
𝑋1 − E𝑋1 · · · 𝑋𝑛 − E𝑋𝑛

]
= E

[(𝑿 − 𝝁𝑿 )(𝑿 − 𝝁𝑿 )Ç
]

= E[𝑿𝑿 Ç] − 𝝁𝑿𝝁
Ç
𝑿

刘岩·武大金融 第 2讲：概率基础 第 28 / 36页



多元随机变量

随机向量：线性变换

给定 𝑛-维随机向量 𝑿 = [𝑋1 , . . . , 𝑋𝑛]Ç和 𝑚 × 𝑛常数矩阵 𝑨

𝒀 = 𝑨𝑿 是一个 𝑚-维随机向量
𝒀 的期望是 𝑿 的线性变换

𝝁𝒀 = E𝒀 = E𝑨𝑿 = 𝑨E𝑿 = 𝑨𝝁𝑿

𝒀 的协方差矩阵 𝚺𝒀 可写为

𝚺𝒀 = E[𝒀𝒀 Ç] − 𝝁𝒀𝝁
Ç
𝒀

= E[𝑨𝑿𝑿 Ç𝑨Ç] − 𝑨𝝁𝑿𝝁
Ç
𝑿𝑨

Ç

= 𝑨
(
E[𝑿𝑿 Ç] − 𝝁𝑿𝝁

Ç
𝑿

)
𝑨Ç

= 𝑨𝚺𝑿𝑨Ç
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独立性

本节内容

1 概率空间

2 1-元随机变量

3 多元随机变量

4 独立性
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独立性

随机变量独立性：定义

给定 (Ω,F,P)，两个事件 𝐴, 𝐵 ∈ F若满足

P(𝐴 ∩ 𝐵) = P(𝐴)P(𝐵)
则称为独立 (independent)事件

给定 (Ω,F,P)上的两个 r.v. 𝑋,𝑌，若 ∀𝑥, 𝑦 ∈ R 满足
P(𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦) = P(𝑋 ≤ 𝑥)P(𝑌 ≤ 𝑦)

则称两个 r.v.相互独立

若 𝑋,𝑌相互独立，则其联合分布 𝐹为两个边缘分布 𝐹𝑋 , 𝐹𝑌 的乘积

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑋(𝑥)𝐹𝑌(𝑦)
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独立性

随机变量独立性：性质

给定两个独立的 r.v. 𝑋,𝑌

𝑓 , 𝑔 : R → R 为两个函数，则 𝑓 (𝑋), 𝑔(𝑌)相互独立
严格说，需要 𝑓 , 𝑔满足可测性条件

乘积的期望等于期望的乘积

E[𝑋𝑌] =
∫

𝑥𝑦d𝐹(𝑥, 𝑦) =
∫

𝑥𝑦d𝐹𝑋(𝑥)d𝐹𝑌(𝑦) = E𝑋E𝑌

协方差为 0，
cov(𝑋,𝑌) = E[𝑋𝑌] − E𝑋E𝑌 = 0

故相关系数为 0
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独立性

随机变量独立性：多元一般情形

给定 r.v. 𝑋1 , . . . , 𝑋𝑛

若 ∀𝑥1 , . . . , 𝑥𝑛 ∈ R，满足

P(𝑋1 ≤ 𝑥1 , . . . , 𝑋𝑛 ≤ 𝑥𝑛) =
𝑛∏
𝑖=1
P(𝑋𝑖 ≤ 𝑥𝑖)

则称 𝑋1 , . . . , 𝑋𝑛 相互独立

若 𝑋1 , . . . , 𝑋𝑛 相互独立，则 𝑓1(𝑋1), . . . , 𝑓𝑛(𝑋𝑛)相互独立，

E[𝑋1 · · ·𝑋𝑛] =
∫

𝑥1 · · · 𝑥𝑛d𝐹(𝑥1 , . . . , 𝑥𝑛)

=
∫

𝑥1 · · · 𝑥𝑛d𝐹1(𝑥1) · · ·d𝐹𝑛(𝑥𝑛) = E𝑋1 · · ·E𝑋𝑛
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独立性

大数定律 (law of large number, LLN)

定理 1
当 {𝑋𝑡}为独立同分布 (independent and identical distribution, iid)随机变量序列
时，样本均值以概率 1收敛到总体均值 𝜇 ≡ E𝑋𝑡：

P

({
𝜔 ∈ Ω : lim

𝑇→∞
1
𝑇

𝑇∑
𝑡=1

𝑋𝑡(𝜔) = 𝜇

})
= 1,

记做

�̂�𝑇 ≡ 1
𝑇

𝑇∑
𝑡=1

𝑋𝑡
a.s.→ 𝜇,

其中，a.s.表示 almost surely，意为几乎一定；以概率 1收敛，又称为几乎处处
(almost everywhere)收敛
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独立性

中心极限定理 (central limit theorem, CLT)

考虑 iid样本 {𝑋𝑡}，期望为 𝜇，方差为 𝜎2

由大数定律，�̂�𝑇 − 𝜇 = 𝑇−1 ∑
𝑡(𝑋𝑡 − 𝜇) a.s.→ 0

计算可得，var(�̂�𝑇) = 𝜎2/𝑇，故 �̂�𝑇 的标准化

𝜉𝑇 =
�̂�𝑇 − 𝜇√
var(�̂�𝑇)

=
𝑇−1 ∑

𝑡(𝑋𝑡 − 𝜇)
√
𝑇
−1
𝜎

=
√
𝑇

1
𝑇

𝑇∑
𝑡=1

𝑋𝑡 − 𝜇

𝜎

方差为 1

定理 2
假设有 iid序列 {𝑋𝑡}，则其标准化样本均值 𝜉𝑇

d→ 𝑁(0, 1)，或等价的，√
𝑇(�̂�𝑇 − 𝜇) d→ 𝑁(0, 𝜎2)，其中 d→表示依分布收敛
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独立性

CLT：Monte Carlo模拟示例

Histogram of xi
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