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1. (a) 将 𝑓 (𝑎𝑥 + 𝑦, 𝑎𝑥 + 𝑦)按照函数性质展开：

𝑓 (𝑎𝑥 + 𝑦, 𝑎𝑥 + 𝑦) = 𝑓 (𝑎𝑥, 𝑎𝑥) + 𝑓 (𝑎𝑥, 𝑦) + 𝑓 (𝑦, 𝑎𝑥) + 𝑓 (𝑦, 𝑦)
= 𝑎2 𝑓 (𝑥, 𝑥) + 2𝑎 𝑓 (𝑥, 𝑦) + 𝑓 (𝑦, 𝑦) ≥ 0

将其视作 𝑎的函数，根据二次函数性质：Δ = [2 𝑓 (𝑥, 𝑦)]2 − 4 𝑓 (𝑥, 𝑥) 𝑓 (𝑦, 𝑦) ≤ 0

即 | 𝑓 (𝑥, 𝑦)|2 ≤ 𝑓 (𝑥, 𝑥) × 𝑓 (𝑦, 𝑦)，原式得证。
(b) 证明 𝑐𝑜𝑣(, )满足对称双线性函数的性质：

cov(𝑥, 𝑦) = E(𝑥𝑦) − E(𝑥)E(𝑦)
= cov(𝑦, 𝑥)

cov(𝑎𝑥, 𝑦) = E[(𝑎𝑥)𝑦] − E(𝑎𝑥)E(𝑦)
= 𝑎E(𝑥𝑦) − 𝑎E(𝑥)E(𝑦)
= 𝑎cov(𝑥, 𝑦)

cov(𝑥 + 𝑦, 𝑧) = E[(𝑥 + 𝑦)𝑧] − E(𝑥 + 𝑦)E(𝑧)
= [E(𝑥𝑧) − E(𝑥)E(𝑧)] + [E(𝑦𝑧) − E(𝑦)E(𝑧)]
= cov(𝑥, 𝑧) + cov(𝑦, 𝑧)

证明 𝜌的取值在 [-1,1]之间：

var(𝑎𝑋 + 𝑌) = cov(𝑎𝑋 + 𝑌, 𝑎𝑋 + 𝑌) = 𝑎2cov(𝑋, 𝑋) + 2𝑎cov(𝑋,𝑌) + 𝑐𝑜𝑣(𝑌.𝑌) ≥ 0

Δ = 4cov(𝑋,𝑌)2 − 4var(𝑋)var(𝑌) ≤ 0

|cov(𝑋,𝑌)| ≤ 𝜎𝑋𝜎𝑌

即𝜌 =
cov(𝑋,𝑌)
𝜎𝑋𝜎𝑌

∈ [−1, 1]
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(c)

要证明：|𝒙 · 𝒚 | ≤ ||𝒙 | | × ||𝒚 | |
即证明：|𝑥1𝑦1 + · · · + 𝑥𝑛𝑦𝑛 | ≤

√
𝑥2

1 + · · · + 𝑥2
𝑛

√
𝑦2

1 + · · · + 𝑦2
𝑛

𝑓 (𝑎𝑥 + 𝑦, 𝑎𝑥 + 𝑦) =
𝑛∑
𝑖=1

(𝑎𝑥𝑖 + 𝑦𝑖)2

=
𝑛∑
𝑖=1

𝑎2𝑥2
𝑖 + 2𝑎

𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖 +
𝑛∑
𝑖=1

𝑦2
𝑖 ≥ 0

Δ = 4(
𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖)2 − 4
𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖

𝑛∑
𝑖=1

𝑦2
𝑖 ≤ 0

∴ (𝑥1𝑦1 + · · · + 𝑥𝑛𝑦𝑛)2 ≤ (𝑥2
1 + · · · + 𝑥2

𝑛)(𝑦2
1 + · · · + 𝑦2

𝑛)
即|𝑥1𝑦1 + · · · + 𝑥𝑛𝑦𝑛 | ≤

√
𝑥2

1 + · · · + 𝑥2
𝑛

√
𝑦2

1 + · · · + 𝑦2
𝑛，原不等式得证。

(d)
(| |𝒙 + 𝒚 | |)2 = (𝒙 + 𝒚) · (𝒙 + 𝒚) = 𝒙 · 𝒙 + 𝒚 · 𝒚 + 2|𝒙 · 𝒚 |

(| |𝒙 | | + ||𝒚 | |)2 = 𝒙 · 𝒙 + 𝒚 · 𝒚 + 2| |𝒙 | | × ||𝒚 | |
由 (c)知，|𝒙 · 𝒚 | ≤ ||𝒙 | | × ||𝒚 | |
∴ (| |𝒙 + 𝒚 | |)2 ≤ (||𝒙 | | + ||𝒚 | |)2，即| |𝒙 + 𝒚 | | ≤ ||𝒙 | | + ||𝒚 | |

2.

𝑨𝒎×𝒏𝑿𝒏×𝒌 =

©­­­­«
𝑎11 · · · 𝑎1𝑛
...

. . .
...

𝑎𝑚1 · · · 𝑎𝑚𝑛

ª®®®®¬
©­­­­«
𝑥11 · · · 𝑥1𝑘
...

. . .
...

𝑥𝑛1 · · · 𝑥𝑛𝑘

ª®®®®¬
=

©­­­­«
𝑎11𝑥11 + . . . + 𝑎1𝑛𝑥𝑛1 · · · 𝑎11𝑥1𝑘 + . . . + 𝑎1𝑛𝑥𝑛𝑘

...
. . .

...

𝑎𝑚1𝑥11 + . . . + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛1 · · · 𝑎𝑚1𝑥1𝑘 + . . . + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛𝑘

ª®®®®¬𝑚×𝑘

E(𝑨𝑿 ) =
©­­­­«
E(𝑎11𝑥11 + . . . + 𝑎1𝑛𝑥𝑛1) · · · E(𝑎11𝑥1𝑘 + . . . + 𝑎1𝑛𝑥𝑛𝑘)

...
. . .

...

E(𝑎𝑚1𝑥11 + . . . + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛1) · · · E(𝑎𝑚1𝑥1𝑘 + . . . + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛𝑘)

ª®®®®¬
=

©­­­­«
𝑎11E(𝑥11) + . . . + 𝑎1𝑛E(𝑥𝑛1) · · · 𝑎11E(𝑥1𝑘) + . . . + 𝑎1𝑛E(𝑥𝑛𝑘)

...
. . .

...

𝑎𝑚1E(𝑥11) + . . . + 𝑎𝑚𝑛E(𝑥𝑛1) · · · 𝑎𝑚1E(𝑥1𝑘) + . . . + 𝑎𝑚𝑛E(𝑥𝑛𝑘)

ª®®®®¬
=

©­­­­«
𝑎11 · · · 𝑎1𝑛
...

. . .
...

𝑎𝑚1 · · · 𝑎𝑚𝑛

ª®®®®¬
©­­­­«
E(𝑥11) · · · E(𝑥1𝑘)

...
. . .

...

E(𝑥𝑛1) · · · E(𝑥𝑛𝑘)

ª®®®®¬
= 𝑨E(𝑿 )

3. (a) 满秩⇒线性无关：（反证）
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若 𝑋1 , . . . , 𝑋𝑛 线性相关，则存在 𝑎1 , . . . , 𝑎𝑛 不全为 0，使得 𝑎1𝑋1 + · · · + 𝑎𝑛𝑋𝑛 = 𝑐

对 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛，有 cov(𝑎1𝑋1 + 𝑎2𝑋2 + · · · 𝑎𝑛𝑋𝑛 , 𝑋𝑖) = 0，

即 𝑎1cov(𝑋1 , 𝑋𝑖) + 𝑎2cov(𝑋2 , 𝑋𝑖) + · · · + 𝑎𝑛cov(𝑋𝑛 , 𝑋𝑖) = 0

𝚺 =

©­­­­«
cov(𝑋1 , 𝑋1) · · · cov(𝑋1 , 𝑋𝑛)

...
. . .

...

cov(𝑋𝑛 , 𝑋1) · · · cov(𝑋1 , 𝑋𝑛)

ª®®®®¬
=

©­­­­«
𝑟1
...

𝑟𝑛

ª®®®®¬
则 𝑎1𝑟1 + 𝑎2𝑟2 + · · · + 𝑎𝑛𝑟𝑛 = 0，行向量线性相关，𝚺非满秩，原命题得证。

线性无关⇒满秩：（反证）
若 𝚺非满秩，则存在 𝑎1 , . . . , 𝑎𝑛 不全为 0，使得 𝑎1𝑟1 + 𝑎2𝑟2 + · · · + 𝑎𝑛𝑟𝑛 = 0

𝑎1cov(𝑋1 , 𝑋𝑖)+𝑎2cov(𝑋2 , 𝑋𝑖)+· · ·+𝑎𝑛cov(𝑋𝑛 , 𝑋𝑖) = cov(𝑎1𝑋1+𝑎2𝑋2+· · · 𝑎𝑛𝑋𝑛 , 𝑋𝑖) = 0

故 𝑎1𝑋1 + · · · + 𝑎𝑛𝑋𝑛 = 𝑐，𝑋1 , . . . , 𝑋𝑛 线性相关，原命题得证。

(b) 记 𝑿 = (𝑋1 , 𝑋2 , . . . , 𝑋𝑛)T，其协方差矩阵为

𝚺 = 𝑐𝑜𝑣(𝑿𝒊 ,𝑿𝒋) =
©­­­­«
cov(𝑋1 , 𝑋1) · · · cov(𝑋1 , 𝑋𝑛)

...
. . .

...

cov(𝑋𝑛 , 𝑋1) · · · cov(𝑋1 , 𝑋𝑛)

ª®®®®¬
= E

[[𝑿𝒊 − E(𝑿𝒊)][𝑿𝒋 − E(𝑿𝒋)]T
]

显然 𝑐𝑜𝑣(𝑿𝒊 ,𝑿𝒋) = 𝑐𝑜𝑣(𝑿𝒋 ,𝑿𝒊)T，故 𝚺为对称矩阵。

(c) 由 (b)知，𝚺为对称矩阵。设 𝒂 为任意与 𝑿 有相同维数的常数向量，则

𝒂T𝚺𝒂 = 𝒂TE
[[𝑿 − E(𝑿 )][𝑿 − E(𝑿 )]T] 𝒂 = E

[
𝒂T[𝑿 − E(𝑿 )]]2 ≥ 0

故 𝚺为非负定矩阵。

由 (a)知，当 𝑋1 , . . . , 𝑋𝑛 线性无关时，𝚺为满秩矩阵，故 |𝚺| ≠ 0。

所以若 𝑋1 , . . . , 𝑋𝑛 线性无关，则 𝚺为正定矩阵。

(d) 当 𝚺为正定矩阵时，|𝚺| > 0，𝚺可逆，故 𝚺−1 存在。

因为 𝚺为正定矩阵，故存在正交矩阵 𝑻，使得 𝑻T𝚺𝑻 = 𝚲 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1 ,𝜆2 , · · · ,𝜆𝑛)，
其中 𝜆1 ,𝜆2 , · · ·𝜆𝑛 均为正。

∴ (𝑻T𝚺𝑻)−1 = 𝑻−1𝚺−1𝑻 = 𝑻T𝚺−1𝑻 = 𝑑𝑖𝑎𝑔( 1
𝜆1
, 1
𝜆2
, · · · , 1

𝜆𝑛
)且 1

𝜆1
, 1
𝜆2
, · · · , 1

𝜆𝑛
均为正，

故 𝚺−1 也为正定矩阵。
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4. 使用一阶矩和二阶矩对参数进行估计：

E(𝑋) =
∑𝑛

𝑖=1 𝑋𝑖

𝑛
=

𝑎 + 𝑏
2

E(𝑋2) =
∑𝑛

𝑖=1 𝑋
2
𝑖

𝑛
= E(𝑋𝑖)2 + var(𝑋𝑖) = (𝑎 + 𝑏)2

4 + (𝑏 − 𝑎)2
12

整理得：


𝑎 + 𝑏 =

2
∑𝑛

𝑖=1 𝑋𝑖

𝑛

𝑎𝑏 =
4
𝑛2

(
𝑛∑
𝑖=1

𝑋𝑖

)2

− 3
𝑛

𝑛∑
𝑖=1

𝑋2
𝑖

联立可解得 𝑎,𝑏 的估计值。

5. 已知随机变量 𝑥,𝑦 服从二元正态分布，记 𝒛 ∼ 𝑁2(𝝁,𝚺)，其中

𝒛 =
©­«
𝑥

𝑦

ª®¬ , 𝝁 =
©­«
𝜇𝑥

𝜇𝑦

ª®¬ ,𝚺 =
©­«

𝜎2
𝑥 𝜎𝑥𝜎𝑦𝜌

𝜎𝑥𝜎𝑦𝜌 𝜎2
𝑦

ª®¬
𝜌为 𝑥1 和 𝑥2 的相关系数，|𝚺| = 𝜎2

𝑥𝜎
2
𝑦(1 − 𝜌2)，当 |𝜌| < 1时，|𝚺| ≠ 0

𝚺−1 =
1

𝜎2
𝑥𝜎

2
𝑦(1 − 𝜌2)

©­«
𝜎2
𝑦 −𝜎𝑥𝜎𝑦𝜌

−𝜎𝑥𝜎𝑦𝜌 𝜎2
𝑥

ª®¬
由 𝑓 (𝒛) = (2𝜋)−1 |𝚺|− 1

2 𝑒𝑥𝑝[− 1
2 (𝒛 − 𝝁)T𝚺−1(𝒛 − 𝝁)]

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 1
2𝜋𝜎1𝜎2

√
1 − 𝜌2

𝑒𝑥𝑝

{
− 1

2(1 − 𝜌2)

[(
𝑥 − 𝜇𝑥

𝜎𝑥

)2

− 2𝜌
(
𝑥 − 𝜇𝑥

𝜎𝑥

) (
𝑦 − 𝜇𝑦

𝜎𝑦

)
+

(
𝑦 − 𝜇𝑦

𝜎𝑦

)2
]}

可以求得 𝑥和 𝑦 的边缘密度为

𝑓𝑥(𝑥) = 1√
2𝜋𝜎𝑥

𝑒𝑥𝑝

[
−1

2

(
𝑥 − 𝜇𝑥

𝜎𝑥

)2
]

𝑓𝑦(𝑦) = 1√
2𝜋𝜎𝑦

𝑒𝑥𝑝

[
−1

2

(
𝑦 − 𝜇𝑦

𝜎𝑦

)2
]

当 cov(𝑥, 𝑦) = 0即 𝜌 = 0时，

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 1
2𝜋𝜎1𝜎2

𝑒𝑥𝑝

{
−1

2

[(
𝑥 − 𝜇𝑥

𝜎𝑥

)2

+
(
𝑦 − 𝜇𝑦

𝜎𝑦

)2
]}

此时有 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑥(𝑥) 𝑓𝑦(𝑦)，即 𝑥和 𝑦相互独立

故对服从二元正态分布的随机变量 𝑥和 𝑦，𝑥和 𝑦相互独立与 cov(𝑥, 𝑦) = 0等价。

4


