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1. 假设 {Xt}满足 (1 − ϕL)Xt � Yt，|ϕ | < 1，{Y}为平稳过程，自协方差函数为 γk。请计

算 {Xt}的自协方差函数 ηk 表达式，并说明 |ηk | < ∞，即 {Xt}平稳。注：证明需要使
用 γk 存在一致上界的性质；以往作业中讨论过这个上界。

2. 假设AR(p)过程 (1−ϕ1L−· · ·−ϕpLp)Xt � εt 的特征多项式 p个零点 z1 , . . . , zp 模长均

大于 1。请写出 Xt 的MA(∞)表达式 Xt � (1 − L/z1)−1 · · · (1 − L/zp)−1εt �
∑∞

j�0 a jεt− j

前三项系数 a0 , a1 , a2 关于 z1 . . . , zp 的表达式，并进一步确定 a1 与系数 ϕ1 , . . . , ϕp 之间

的关系。

3. 请确定课件 6第 18页系数矩阵Φ的可逆性与 AR(2)过程平稳性之间的关联。特别的，
请计算使得 AR(2)过程平稳的系数 [ϕ1 , ϕ2]Ë ∈ R2 的取值范围。注：特征多项式的零点

可以是复数，不要只考虑实数的情况。

4. 对 AR(2)过程 Xt � 0.9Xt−1 − 0.2Xt−2 + εt，σ2
ε > 0，计算其自协方差函数 γk 的递推表达

式。

5. 对 AR(2)过程 (1 − ϕL)2Xt � εt，|ϕ | < 1，尝试计算其自协方差函数 γk 的递推表达式。

注：请确定此时能否用特征值分解计算系数矩阵的幂次；若否，请用归纳法计算矩阵的

幂次表达式。

6. 仿照 AR过程的推导，请给出一般的 ARMA(2,1)过程 Xt � ϕ1Xt−1 + ϕ2Xt−2 + εt + θεt

的自协方差函数 γ(k)求解方法，并计算当 ϕ1 � 0.9, ϕ2 � −0.2, θ � 0.5, σ2
ε � 1时，γk 的

递推表达式。

7. 假设 Xt � U + εt，其中 εt 为 iid序列，方差为 σ2
ε > 0，U 与 {εt}独立，方差为 σ2

U > 0。
令 σ̂2

X �
1
T

∑T
t�1 X2

t，请计算 Eσ̂
2
X，并求 limt→∞ σ̂2

X。

8. 利用 R或 Python，完成下列随机模拟，验证大数定律与中心极限定理。考虑 4个分布
Fi , i � 1, . . . , 4：(i)两点分布 Pr(0) � Pr(1) � 0.5；(ii)均匀分布 U([0, 1])；(iii)标准正态
分布；(iv)中心为 0的 Cauchy分布。对每个分布，生成 NK次 iid抽样序列 {Xt}NK

t�1。对

每组抽样，完成下列计算与绘图。

(a) 固定 N � 100, K � 100，对 k � 1, . . . , K，计算累计样本均值序列 µ̂k �
1

Nk

∑Nk
t�1 Xt，

绘制 µ̂k 序列图，并标出 EXt 取值水平线，从而直观讨论大数定律渐进性与样本量

之间的关系。
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(b) 固定 N � 100, K � 500，对 k � 1, . . . , K，计算分组样本均值 µ̂k �
1
N

∑Nk
t�N(k−1)+1 Xt，

并计算标准化序列 ζk � (µ̂k − µ̂)/σ̂µ，其中 µ̂ �
1
K

∑K
k�1 µ̂k，σ̂2

µ �
1
K

∑k
t�1(µ̂k − µ̂)2。

绘制 {ζk}的直方图，并附加标准正态分布的密度函数线，比较 {ζk}的样本分布是
否接近后者。

(c) 改变 N � 500，重复上问，并说明此时 {ζk}的样本分布是否更接近标准正态分布。
(d) 若上两问中，对某些分布 Fi，存在中心极限定理不适用情况，请说明可能的原因。
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