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1. 假设 {Xt}为 iid序列，期望为 µ方差为 σ2。样本方差估计量定义为 σ̂2 � 1
T−1

∑T
t�1(Xt−µ̂)2，

µ̂ �
1
T

∑T
t�1 Xt 为样本均值。

(a) 请证明 Eσ̂2 � σ2，即 σ̂2 为总体方差的无偏估计量。

(b) 请证明 σ̂2 a.s.→ σ2，即 σ̂2 为总体方差的一致估计量。

2. 考虑两组样本 {Xt}T
t�1 , {Y}T

t�1，请利用作业 2向量内积版的Cauchy-Schwartz不等式，证
明样本相关系数 |ρ̂XY | ≤ 1。注意，协方差与方差的计算，应该除以同样的样本量 T 或
T − 1。

3. 考虑一个样本数为 3的时间序列 {Xt}3
t�1，且样本均值

1
3
∑3

t�1 Xt � 0。请写出样本 1阶
自相关系数 ρ̂(1)的表达式，并尝试自行寻找具体数值，说明 ρ̂(1)的取值范围是否超过
[−1, 1]。

4. 给定 {εt}∞t�1
iid∼ N(0, σ2

ε)，进一步给定递推公式 Xt � µ + ρXt−1 + εt，其中 X0 � 0为给定
初始值，µ, ρ ∈ R 为参数。

(a) 对任意 t，请计算确定 Xt 的分布 Ft 及其期望与方差。

(b) 当 |ρ | < 1时，请确定 t → ∞时 Xt 分布是否会收敛到一个极限分布 F∞，并说明理

由。

(c) 当 ρ � ±1时，Xt 的分布是否收敛，并说明理由。ρ � ±1时，Xt 的分布变化有何

差异？

(d) 当 |ρ | > 1时，Xt 的分布是否收敛，并说明理由。
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