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1. 令 X为一个任意的线性空间，即 ∀x , y ∈ X以及 a , b ∈ R，ax + b y ∈ X有定义且仍为 X

中的一个元素。定义函数 f : X × X → R，即对于任意 x , y ∈ X， f (x , y)为一个实数。

(a) 假设 f 为一个对称双线性函数，即 ∀x , y , z ∈ X 及 a ∈ R， f 满足：(i) f (x , y) �
f (y , x)；(ii) f (ax , y) � a f (x , y)；(iii) f (x + y , z) � f (x , z) + f (y , z)。请证明：若
f (x , x) ≥ 0∀x ∈ X，则有如下 Cauchy-Schwatz不等式

| f (x , y)|2 ≤ f (x , x) × f (y , y).

提示：对任意 a ∈ R，考虑 f (ax + y , ax + y) 的展开并看做 a 的函数，进而利用
f (x , x) ≥ 0的性质。

(b) 利用 (a)，证明随机变量 X,Y的相关系数 ρ取值在 [−1, 1]之间。提示：将 cov看做
一个对称双线性函数，并说明其满足 (a)中相关性质。

(c) 定义 n-维向量 x , y ∈ Rn 的内积为 x · y � x1 y1 + · · · + xn yn，并定义 x 的模长
| |x | | �

√
x · x。利用 (a)，证明向量版本的 Cauchy-Schwartz不等式

|x · y | ≤ ||x | | × ||y | |.

(d) 利用 (c)证明 n-维线性空间向量模长的三角不等式：对任意的 x , y ∈ Rn，

| |x + y | | ≤ ||x | | + | |y | |.

2. 假设X � [Xi j]是一个 n×k的矩阵，每个元素Xi j都是一个随机变量。定义EX � [EXi j]，
即每个元素取期望。令 A ∈ Rm×n 为一个 m × n的常数矩阵，请证明 EAX � AEX。

3. 给定 n 个随机变量 X1 , . . . ,Xn，若不存在非零数组 a1 , . . . , an ∈ R 使得 a1X1 + · · · +
anXn � c，其中 c ∈ R为一常数，则称 X1 , . . . ,Xn 线性无关；否则，称其线性相关。以

Σ � [cov(Xi ,X j)]记 X1 , . . . ,Xn 的协方差矩阵。

(a) 请证明，X1 , . . . ,Xn 线性无关，当且仅当 Σ为满秩矩阵。

(b) 请证明，Σ为对称矩阵。
(c) 请证明，若 X1 , . . . ,Xn 线性无关，则 Σ为正定矩阵。

(d) 利用对称矩阵的特征值分解，证明当 Σ为正定矩阵时，Σ−1 存在且同为正定矩阵。

4. 假设总体分布为 U([a , b])，其中 a < b为两个实数；X1 , . . . ,Xn 为该总体下的 n个样本，
n ≥ 3。请设计一个矩估计的方法，用 X1 , . . . ,Xn 的样本矩，来估计 a , b两个参数。

5. 假设 X,Y服从二元正态分布，利用其密度函数证明 X,Y独立当前仅当 cov(X,Y) � 0。
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