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本讲内容

1 AR(1)过程的估计示例

2 AR(p)过程的估计

3 回归估计的一致性
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AR(1)过程的估计示例

本节内容

1 AR(1)过程的估计示例

2 AR(p)过程的估计

3 回归估计的一致性
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AR(1)过程的估计示例

AR(1)自回归系数的 OLS估计

AR(1)过程可以使用 Yule-Walker估计自回归系数，进而估计冲击项方差

而更一般的方法，是直接进行线性回归 (linear regression)：

Xt � βXt−1 + et

回归系数 β可以使用一般最小二乘 (ordinary least square, OLS)进行估计

OLS法：最小化残差平方和

min
β

T∑
t�2

(Xt − βXt−1)2

该最小化问题的解称为 OLS估计量，记为 β̂
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AR(1)过程的估计示例

AR(1)自回归系数的 OLS估计

OLS估计量的直接推导：最小化问题 1-阶条件

T∑
t�2

Xt−1(Xt − βXt−1) � 0 ⇒ β̂T �

∑T
t�2 Xt−1Xt∑T

t�2 X2
t−1

上式中分子分母同时除以 T 可得

β̂T �

1
T
∑T

t�2 Xt−1Xt

1
T
∑T

t�2 X2
t−1

a.s.→
σ2

X(1)
σ2

X(0)
� ϕ

故 Xt 自回归方程系数的 OLS估计值具有一致性

这里的 β̂就是之前介绍的（1-阶）偏自相关系数
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AR(1)过程的估计示例

OLS估计的矩阵形式：单一解释变量

单一解释变量线性回归的一般写法

Yt � βXt + et

其向量形式为

Y � Xβ + e

其中 Y � [Y1 , . . . ,YT]Ë为被解释变量，X � [X1 , . . . ,XT]Ë解释变量，
e � [e1 , . . . , eT]Ë残差项
最小化残差平方和可表示为

min
β

eËe � min
β

(Y − Xβ)Ë(Y − Xβ)

单一解释变量不易体现矩阵形式的优越性；多变量则不同
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AR(1)过程的估计示例

AR(1)的估计：冲击项方差

利用大数律，可以利用样本方差 σ̂2
ε �

1
T
∑T

t�1 ε
2
t 来估计 σ

2
ε；但唯一的观测值为

{Xt}，而非 {εt}
利用 Yule-Walker或者 OLS的一致估计量 ϕ̂T，则大样本下

et � Xt − ϕ̂T Xt−1
a.s.→ Xt − ϕXt−1 � εt

因此，可利用冲击项 εt 的样本估计值 et 来估计 σ2
ε:

σ̂2
e �

1
T − 1

T∑
t�2

e2
t �

1
T − 1

T∑
t�2

(Xt − ϕ̂T Xt−1)2
a.s.→ σ2

ε
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AR(p)过程的估计

本节内容

1 AR(1)过程的估计示例

2 AR(p)过程的估计
矩估计

线性回归的 OLS估计

3 回归估计的一致性
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AR(p)过程的估计 线性回归的 OLS估计

AR(p)自回归系数的 OLS估计

AR(p)的自回归系数可以用 Yule-Walker估计，也可用 OLS方法进行估计

将 Xt 写为线性回归形式，并考虑包含常数项的一般情况

Xt � β0 + β1Xt−1 + · · · + βpXt−p + et

则 OLS估计为最小化残差平方和问题的解

min
{βi}

T∑
t�p+1

(Xt − β0 − β1Xt−1 − · · · − βpXt−p)2

若仍然用微积分求解极值问题的 1-阶最优条件来求解，会比较繁琐
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AR(p)过程的估计 线性回归的 OLS估计

OLS估计的矩阵形式：多解释变量

多解释变量线性回归的一般写法

Yt � XË
t β + et , t � 1, . . . , T

其中 XË
t � [1,X1t , . . . ,XKt]为 K + 1个回归变量

其矩阵形式为

Y � Xβ + e

其中

Y �


Y1
...

YT

T×1

, X �


XË

1
...

XË
T

T×(K+1)

, e �


e1
...

eT

T×1

, β �


β0
...

βK

 (K+1)×1
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AR(p)过程的估计 线性回归的 OLS估计

OLS估计的矩阵形式：多解释变量

OLS估计量为最小化残差平方和问题的解

min
β

eËe � min
β

(Y − Xβ)Ë(Y − Xβ)

结论：若 β̂满足 XË(Y − Xβ) � 0（零向量），则 β̂为上述最小化问题的解；若
XËX 可逆，则 β̂ � (XËX)−1XËY

只需要说明，∀β ∈ RK+1，下列不等式成立即可

(Y − X β̂)Ë(Y − X β̂) ≤ (Y − Xβ)Ë(Y − Xβ)

为此，只需考虑下式的展开

(Y − Xβ)Ë(Y − Xβ) � (Y − X β̂ + X β̂ − Xβ)Ë(Y − X β̂ + X β̂ − Xβ)

及 β̂所满足的性质即可
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AR(p)过程的估计 线性回归的 OLS估计

OLS估计的矩阵形式：多解释变量

(Y − Xβ)Ë(Y − Xβ)
� (Y − X β̂ + X β̂ − Xβ)Ë(Y − X β̂ + X β̂ − Xβ)
� (Y − X β̂)Ë(Y − X β̂) + (Y − X β̂)Ë(X β̂ − Xβ)

+ (X β̂ − Xβ)Ë(Y − X β̂) + (X β̂ − Xβ)Ë(X β̂ − Xβ)
� (Y − X β̂)Ë(Y − X β̂) + 2 (Y − X β̂)ËX︸         ︷︷         ︸

≡0

(β̂ − β)

+ (β̂ − β)ËXËX(β̂ − β)︸                   ︷︷                   ︸
≥0

≥ (Y − X β̂)Ë(Y − X β̂).
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AR(p)过程的估计 线性回归的 OLS估计

OLS估计的几何视角

将 X 看做 RT 中的 K + 1个列向量，则 Xβ为这 K + 1个向量张成的子空间 X

中的一个向量

(Y − Xβ)Ë(Y − Xβ)为 Y 到 Xβ的距离

最小二乘估计就等价于寻找 β使得 Y 到 X距离最短

这又等价于使得残差向量 e � Y − Xβ与子空间 X垂直，即 XËe � 0

OLS估计可看做被解释变量对解释变量的投影 (projection)
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AR(p)过程的估计 线性回归的 OLS估计

OLS估计的几何视角
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回归估计的一致性

本节内容

1 AR(1)过程的估计示例

2 AR(p)过程的估计

3 回归估计的一致性
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回归估计的一致性

AR(p)自回归系数 OLS估计的一致性

将含有常数项的一般 AR(p)模型写为 OLS回归的矩阵形式

Y � Xβ + ε

其中

Y �


Xp+1
...

XT

 , X �


1 Xp · · · X1
...

...
. . .

...

1 XT−1 · · · XT−p

 , ε �

εp+1
...

εT


注意希腊字母 epsilon ε和 E的花体 E的区别
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回归估计的一致性

AR(p)自回归系数 OLS估计的一致性

若 AR(p)模型不包括常数项，则自回归系数的 OLS估计为

β̂T � (XËX)−1XËY

�

(
1
T

XËX
)−1 1

T
XËY

a.s.→


σ2

X(0) · · · σ2
X(p − 1)

...
. . .

...

σ2
X(p − 1) · · · σ2

X(0)


−1 
σ2

X(1)
...

σ2
X(p)

 �


ϕ1
...

ϕp


由 Yule-Walker方程可知，该 OLS估计满足一致性

一致性的关键：E[εt Xt−i] � 0, ∀i ≥ 1
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回归估计的一致性

线性回归 OLS估计的一致性：一般情形

估计量 β̂T 统计推断的基础是一致性：β̂T
a.s.→ β0

假设模型系数真实值为 β � β0，则 β的 OLS估计可以写为

β̂T � (XËX)−1XËY

� (XËX)−1XË(Xβ0 + ε)
� β0 + (XËX)−1XËε

� β0 +

(
1
T

XËX
)−1 1

T
XËε

� β0 +

(
1
T

T∑
t�1

Xt XË
t

)−1
1
T

T∑
t�1

Xtεt

上述表达式同样适用于包含常数项的一般形式 AR(p)模型
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回归估计的一致性

线性回归 OLS估计的一致性：一般情形

OLS回归的标准假设：
1 {Xt}平稳，故交叉 2-阶矩矩阵MK×K � EXt XË

t 存在且可逆，即M−1存在

2 {εt}为 iid序列，且给定 Xt 时的条件均值为 0，即 E[εt |Xt] � 0；由此知
EXtεt � 0K×1

在此组假设之下，应用大数定律(
1
T

T∑
t�1

Xt XË
t

)−1
1
T

T∑
t�1

Xtεt
a.s.→ M−1

K×K0K×1

� 0K×1

故 β̂T
a.s.→ β0，即 OLS估计量具有一致性
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回归估计的一致性

OLS估计对应的总体表达式

给定回归模型 Yt � XË
t β + εt

对给定样本 {Yt ,Xt}T
t�1，β的 OLS是最小化残差平方和

minβ
∑

t ε
2
t � minβ

∑
t(Yt − XË

t β)2的解
给定线性回归基础假设 E[εt |Xt] � 0，可以在回归模型两端乘以 Xt 并取期望：

E[XtYt] � E[Xt XË
t ]β + E[Xtεt] � E[Xt XË

t ]β
�⇒ β � (E[Xt XË

t ])−1E[XtYt]

上式对应于 OLS样本估计表达式

β̂T � (XËX)−1XËY �

(
1
T

T∑
t�1

Xt XË
t

)−1
1
T

T∑
t�1

XtYt
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