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本讲内容

1 波动率的时间序列特征

2 ARCH模型

3 GARCH模型
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波动率的时间序列特征

本节内容

1 波动率的时间序列特征

2 ARCH模型

3 GARCH模型
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波动率的时间序列特征

金融时间序列中的波动率动态特征

随机波动率 (stochastic volatility)：金融时间序列（如收益率）各个时期的波动水平
并非恒定不变，而会随时间发生变化；可总结为如下特征

1 波动率聚集 (clustering)：波动率会在一定时期（通常较短）明显变高，而在其
他时期（通常较长）维持低位

2 波动率的跳跃不常见，而倾向于连续变化

3 波动率是在有限范围内变化，而不会趋近于无穷

4 时间序列自身的水平值发生较大变化后，波动率通常会增加

如资产价格序列发生明显上升或下降后，其波动率会出现上升趋势
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波动率的时间序列特征

示例：美元-欧元汇率日度收益率及自相关性，1999.1.4–2010.8.4

TESTING FOR ARCH EFFECT 183

R Demonstration

> y=intc-mean(intc)
> Box.test(y^2,lag=12,type=’Ljung’)

Box-Ljung test

data: y^2
X-squared = 92.9389, df = 12, p-value = 1.332e-14

> source("archTest.R") % R script available on the book web site.
> archTest(y,12) % output edited.
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 0.005977 0.002249 2.658 0.008162 **
x1 0.093817 0.048147 1.949 0.052013 .
x2 0.153085 0.048102 3.183 0.001569 **
x3 0.146087 0.048614 3.005 0.002815 **
....
x12 0.161945 0.045965 3.523 0.000473 ***
---
Residual standard error: 0.03365 on 419 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.1248, Adjusted R-squared: 0.0997
F-statistic: 4.978 on 12 and 419 DF, p-value: 9.742e-08 <== F-ratio

The ARCH effect also occurs in other financial time series. Figure 4.3a shows the
time plot of the log returns for the daily exchange rate between US Dollar and Euro

2000 2002 2004 2006 2008 2010
−0

.0
2

0.
02

Year

ln
–r

tn

0 5 10 15 20

0.
0

0.
4

0.
8

Lag

A
C

F

Series eu

(a)

(b)

Figure 4.3. Daily log returns of the exchange rate between Dollar and Euro from January 4,

1999, to August 20, 2010: (a) time plot of the returns and (b) sample ACF of the returns.
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波动率的时间序列特征

示例：前页收益率平方项具有自相关性
184 ASSET VOLATILITY AND VOLATILITY MODELS
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Figure 4.4. (a) Sample autocorrelations and (b) partial autocorrelations of the squared series

of daily log returns of the exchange rate between Dollar and Euro from January 4, 1999, to

August 20, 2010.

from January 4, 1999, to August 20, 2010. As expected, the variability of the exchange
rate was higher during the second half of 2008 and the first half of 2009. Figure 4.3b
gives the sample ACF of the series. These ACFs suggest that there are no strong serial
correlations in the log return series. The Ljung–Box statistics of the log returns give
Q(20) = 30.59 with p value 0.061. The null hypothesis of zero correlations is not
rejected at the 5% level, but is rejected at the 10% level. The t-ratio for testing zero
expected return is 0.20 with p value 0.84. Therefore, the mean equation for the daily
log returns of Dollar/Euro exchange rate is rt = at if one uses the 5% type I error.

Figure 4.4 shows the sample ACF and PACF of the r2
t series. Clearly, the squared

log return series has some serial correlations. Both plots confirm that there are serial
correlations in the squared series. Consequently, the sample ACF and PACF of r2

t
show that the daily log returns of the Dollar/Euro exchange rate have significant ARCH
effects. For further confirmation, the Ljung–Box statistics of r2

t show Q(20) = 661.45
with p value close to zero, and the Lagrange multiplier test gives an F -ratio of 14.74
with p value also close to zero. These tests confirm that there are strong ARCH effects
in the exchange rate series.

R Demonstration

> fx=read.table("d-useu9910.txt",header=T)
> fxeu=log(fx$rate)
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波动率的时间序列特征

随机波动率：理论内涵与测算

随机波动率旨在捕捉可观测的时间序列 {Xt}的二阶矩随时间随机变化的特征
以收益率序列 {rt}为例，若 Ωt−1表示 t − 1期的信息集（如到该期为止所有的公
开信息，包括收益率本身），则可计算条件期望收益及其条件方差

µt � E[rt |Ωt−1], σ2
t � E[(rt − µt)2 |Ωt−1]

后者即称为 {rt}的（条件）波动率
随机波动率：若 σ2

t 为具有一定概率结构的随机过程

随机波动率的理论测度：σ2
t � E[(Xt − µt)2 |Ωt−1]的计算依赖于对 {Xt}时序模

型的设定
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波动率的时间序列特征

随机波动率：样本测算与近似

给定样本 {Xt}T
t�1，虽然 σ

2
t 的理论值依赖于模型设定，但仍然可以通过 X2

t，反

映其波动率的随机动态特征

第 5页计算收益率平方项自相关系数及偏自相关系数的原因
更精确的“直接”测算：建立 {Xt}本身水平值的时序模型，如 AR(p)，则可以计
算 t − 1期 Xt 的最小均方预测 X̂t |t−1，进而用预测误差平方项 (Xt − X̂t |t−1)2来刻
画潜在的随机波动率

另一种方法：不同时间段波动率实现值 (realized volatility)
如用每个月各个日度回报率来计算该月的实现波动率

或者更为粗糙但常用的滚动窗口波动率 (rolling window volatility)：用 t 到 t − m
期的实现值 {Xt−i}m

i�0来计算样本方差 σ̂
2
m ,t
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ARCH模型

本节内容

1 波动率的时间序列特征

2 ARCH模型

3 GARCH模型

刘岩·武大金融 第 13讲：随机波动率 第 9 / 22页



ARCH模型

ARCH模型的基本结构

ARCH (autoregressive conditional heteroskedastic)模型：自回归条件异方差，
Robert Engle 1982年提出

m-阶 ARCH模型 ARCH(m)的经典表示：给定 iid白噪声过程 {vt}，期望
Evt � 0，方差 σ2

v � 1，则 ut �
√

ht · vt 称为 ARCH(m)模型，若 ht 满足

ht � α0 + α1u2
t−1 + · · · + αm u2

t−m

参数限制：α0 , α1 , . . . , αm 并不能任意取值，而需要满足一些列限定条件，才能

保证 ht 进而 ut 有意义

常用记号：经常将 ht 记做 σ2
t，便于提示“随机波动率”的本意
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ARCH模型

ARCH模型的性质：条件期望与方差

定义信息集 Ωt−1 � {ut−1 , ut−2 , . . .}，则 vt 独立于 Ωt−1

进一步有，E[ut |Ωt−1] �
√

htE[vt |Ωt−1] �
√

htEvt � 0

由 ARCH模型的定义可知 u2
t � ht · v2

t，则

E[u2
t |Ωt−1] � E

[
(α0 + α1u2

t−1 + · · · + αm u2
t−m)v2

t |Ωt−1
]

� (α0 + α1u2
t−1 + · · · + αm u2

t−m)E[v2
t |Ωt−1]

� α0 + α1u2
t−1 + · · · + αm u2

t−m

其中第 2个等号的原因在于 E[v2
t |Ωt−1] � E[v2

t ] � 1

由此知，ut 的条件方差 σ2
u ,t ≡ var(ut |Ωt−) � E[u2

t |Ωt−1]由其自身的滞后项平
方决定
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ARCH模型

ARCH过程参数限制

首先，由于 E[u2
t |Ωt−1] � α0 + α1u2

t−1 + · · · + αm u2
t−m，为确保右端取值大于 0，

故要求

α0 , α1 , . . . , αm ≥ 0 (1)

其次，由于 E[u2
t |Ωt−1] � α0 + α1u2

t−1 + · · · + αm u2
t−m 具有一个以 u2

t 为变元的

AR(m)过程，因此要求其所对应的特征多项式 P(z)满足

P(z) � 1 − α1z − · · · − αm zm , 0, ∀|z | ≤ 1 (2)

即 P(z)所有零点位于复平面单位圆外
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ARCH模型

ARCH过程的无条件矩

由 E[ut] � E[E[ut |Ωt−1]] � E[0] � 0可知 ut 的 1-阶矩平稳

由

E[u2
t ] � E[E[u2

t |Ωt−1]] � α0 + α1E[u2
t−1] + · · · + αmE[u2

t−m]

可知，若 E[u2
t ]平稳，则

E[u2
t ] �

α0
1 − α1 − · · · − αm

P(z)零点位于单位圆外意味着 P(1) � 1 − α1 − · · · − αm , 0，故 ut 无条件 2-阶
矩大于 0进一步限制了参数取值

α0 > 0, α1 + · · · + αm < 1 (3)
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ARCH模型

ARCH过程是鞅差过程

ARCH过程满足鞅差过程的定义：E[ut |Ωt−1] � 0

故 ARCH过程不具有序列相关性：∀ j � 1, 2, . . . ,

E[ut ut− j] � E[E[ut ut− j |Ωt−1]] � E[ut− jE[ut |Ωt−1]] � 0

即 cov(ut , ut− j) � 0
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ARCH模型

ARCH模型的回归表示

定义 ηt ≡ u2
t − E[u2

t |Ωt−1]，则可直接验证 {ηt}为鞅差序列，
E[ηt] � E[ηt |ηt−1 , ηt−2 . . .] � E[ηt |Ωt−1] � 0

当参数 α0 , . . . , αm 满足进一步条件时，可以证明 E[η2
t ]存在，故 {ηt}是序列无

关、鞅差白噪声过程

由 E[u2
t |Ωt−1] � α0 + α1u2

t−1 + · · · + αm u2
t−m，可得 ARCH模型的平方项自回归

AR(m)表示：
u2

t � α0 + α1u2
t−1 + · · · + αm u2

t−m + ηt

此回归表示可用来对 ARCH模型进行估计，选择阶数 m，预测波动率，或检验
序列 {ut}T

t�1是否具有 ARCH特征
借助上式可说明 P(z)满足条件 (2)时，u2

t 方为平稳序列
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ARCH模型

ARCH模型的极大似然估计

ARCH模型的常规估计方法为极大似然估计

假设 vt
iid∼ N(0, 1)，则 ut �

√
ht · vt 在 Ωt−1下的条件概率密度为

f (ut |Ωt−1) � (2πht)−1 exp(−0.5u2
t /ht)

给定 ARCH(m)样本序列 {ut}T
t�1，T > m，则条件似然函数

L(um+1 , . . . , uT |α, u1 , . . . , um) �
T∏

t�m+1

1√
2πht

exp
(
−

u2
t

2ht

)
其中 ht 可以通过 ut−1 , . . .等递归定义，α � [α0 , . . . , αm]Ë

另一个常见分布假设为 vt 服从 iid的 Student t-分布
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GARCH模型

本节内容

1 波动率的时间序列特征

2 ARCH模型

3 GARCH模型
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GARCH模型

ARCH模型的优点与缺点

优点

1 可以产生波动率聚集：ht � σ2
t 增加，导致 u2

t 上升，进而导致 ht+1 � σ2
t+1上升

2 ut 序列有厚尾特征：可计算 ut 峰度（当存在时）大于 3

缺点

1 ARCH模型对参数取值限制较多
2 ARCH模型的简单自回归结构导致其无法捕捉波动率变动的高频结构，进而容
易造成波动率过度预测

3 ARCH模型无法区分波动率变动的非线性特征，下一期波动率只取决于冲击 vt

的平方

4 ARCH模型并没有真正解释波动率变化的来源，而只是对其时序特征进行建模
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GARCH模型

GARCH模型的基本结构

ARCH模型的缺点带动了大量的后续研究，其中应用最广泛也最成功的，为
GARCH (generalized ARCH)模型：Engle的学生 Bollerslev提出

GARCH模型可以克服前述缺点 2，其拓展可以进一步克服缺点 3

GARCH模型 GARCH(m , s)的经典表示：类似 ARCH，给定 ut �
√

ht · vt，条

件方差 ht 满足

ht � α0 +

m∑
i�1
αi u2

t−i +

s∑
j�1
β j ht− j

与 ARCH类似，此时有

E[u2
t |Ωt−1] � ht � α0 +

m∑
i�1
αi u2

t−i +

s∑
j�1
β j ht− j
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GARCH模型

GARCH模型的特征

与 ARCH类似，定义 ηt � u2
t −E[u2

t |Ωt−1] � u2
t − ht，则 {ηt}为鞅差白噪声过

程，且 ht � u2
t − ηt

此时，ht 定义式可以改写为

u2
t � α0 +

p∑
i�1

(αi + βi)u2
t−i + ηt −

s∑
j�1
β jηt− j

其中 p � max(m , s)；上式中对 i > m，补充定义 αi � 0，对 i > s 补充定义
βi � 0

由上式可知，GARCH模型下 u2
t 是一个 ARMA(max(m , s), s)过程，其MA(s)

部分可以捕捉波动率变动的高频特征
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GARCH模型

GARCH模型的参数限制

为保证 ht 非负，需要 α0 , . . . , αm , β1 , . . . , βs ≥ 0

为保证 u2
t 平稳，需要其 ARMA表示中 AR部分特征多项式

P(z) � 1 − (α0 + β0)z − · · · − (αp + βp)zp , 0, ∀z ∈ C s.t. |z | ≤ 1

为保证

E[u2
t ] �

α0

1 −∑p
i�1(αi + βi)

> 0

需要 α0 > 0与
∑p

i�1(αi + βi) < 1
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GARCH模型

GARCH估计与示例
GARCH模型通常也使用极大似然估计，其阶数确定可通过 AIC、BIC等模型选择
算法

R宏包 fGarch提供了丰富的 GARCH建模与分析选项
下图显示了对 Intel股票 1973M1到 2009M12月度收益率进行 GARCH(1, 1)建
模估计得到的波动率序列 σ2

t � ht

202 ASSET VOLATILITY AND VOLATILITY MODELS

Example 4.3. Model checking for the ARCH(1) model with Gaussian innovations
of Example 4.1 shows that the model needs some refinement, for example, the
Ljung–Box statistics of the squared standardized residuals give Q(20) = 38.81 with
p value 0.007. Here, we entertain a GARCH(1,1) model for the monthly log returns
of Intel stock. We employ different innovations to provide a better understanding of
the return series. Again, let rt be the monthly log return and, for simplicity, standard
errors of the estimates are given in the R output.

Using Gaussian innovations, we obtain the model

rt = 0.0113 + at , at = σtεt , ε ∼ N (0, 1)

σ 2
t = 0.00092 + 0.086a2

t−1 + 0.853σ 2
t−1, (4.18)

where all estimates are significant at the 5% level. Except for the normality tests,
model checking statistics indicate that this Gaussian GARCH(1,1) model is adequate
for rt . AIC for the model is −1.3889. Let ãt = ât/σt be the standardized residuals
of the model. Figure 4.9b shows the time plot of ãt . Except for one or two possible
outliers, the standardized residuals look reasonable. Figure 4.10 shows the ACF and
PACF of {ãt } and {ã2

t }. Except for a marginal correlation at lag 12 of ã2
t , these ACF

and PACF confirm that the fitted model is adequate in describing the conditional mean
and variance of the log return series. Figure 4.9a gives the fitted volatility series of
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Figure 4.9. Time plots for a fitted GARCH(1,1) model with Gaussian innovations to the

monthly log returns of Intel stock from January 1973 to December 2009: (a) volatility series

and (b) standardized residuals.
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