
国际金融试验班 2022年秋·时间序列

第 12讲：向量自回归模型应用

授课人：刘 岩

武汉大学经管学院金融系

2022年 11月 21日



本讲内容

1 VAR模型估计

2 VAR模型的分析
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VAR模型估计

本节内容

1 VAR模型估计

2 VAR模型的分析
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VAR模型估计

VAR模型的估计：OLS

给定 VAR(p)模型

Xt � c +Φ1Xt−1 + · · · +ΦpXt−p + εt

上述方程组中每一行，都是一个动态回归模型⇒对每一行进行 OLS估计即可
将每行的 OLS估计系数集合，得到 ĉ , Φ̂i ∀i，进一步可计算样本残差向量

ε̂t � Xt − ĉ − Φ̂1Xt−1 − · · · − Φ̂pXt−p

最后，通过 ε̂t 估计残差协方差矩阵

Ω̂ �
1

T − p − (pK + 1)

T∑
t�p+1

ε̂t ε̂Ët
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VAR模型估计

VAR模型的估计：极大似然

假设 εt ∼ N(0,Ω)，定义 Yt � [1,XË
t−1 , . . . ,X

Ë
t−p]Ë，ΠË

� [c ,Φ1 , . . . ,Φp]，则
Xt |Xt−1 , . . . ,Xt−p ∼ N(ΠËYt ,Ω)
给定初值 X0 , . . . ,X1−p，样本似然函数对数为

L(θ |X) � − TK
2 log(2π) − T

2 log(det(Ω))
� − 1

2
∑T

t�1
[
(Xt −ΠËYt)ËΩ−1(Xt −ΠËYt)

]
ΠË的极大似然估计为（证明见 Hamilton教科书 Ch. 11）

Π̂
Ë
�
[ ∑T

t�1 XtY Ë
t

] [ ∑T
t�1 YtY Ë

t

]−1

容易验证上式第 k 行就是 VAR第 k 行 OLS估计所得系数
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VAR模型的分析

本节内容

1 VAR模型估计

2 VAR模型的分析
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VAR模型的分析

VAR模型的分析：脉冲响应 (impulse response)

冲击 εkt 的变化，如何影响 Xℓt+ j 的取值？计算

∂Xℓt+ j

∂εkt
, j � 0, 1, 2, . . .

VAR模型下，t 期 k 变量对 t + j期 ℓ变量的影响，很容易通过递推模拟得到

原理：平稳 VAR(p)过程有MA(∞)表示

Xt+ j � µ +
∞∑

s�0
Ψsεt+ j−s

注意，此处的矩阵Ψs 与上一讲中 VAR(p)变形为 VAR(1)时所写Ψ涵义不同
Yt � ζ +ΨYt−1 + et 中Ψ为滞后项 Yt−1系数矩阵
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VAR模型的分析

VAR(p)过程的MA(∞)表示
首先将 VAR(p)过程 Xt � c +Φ1Xt−1 + · · · +ΦpXt−p + εt 改写为 VAR(1)过程
Yt � ζ +ΨYt−1 + et

再利用 Yt 进行MA(∞)展开：

Yt �Ψ
2Yt−2 + (Ψ + I)ζ +Ψet−1 + et � · · ·

� lim
j→∞
Ψ jYt− j︸        ︷︷        ︸

平稳性⇒lim j→∞Ψ j
�0

+

∞∑
s�0
Ψsζ +

∞∑
s�0
Ψs et−s

� (I −Ψ)−1ζ + +

∞∑
s�0
Ψs et−s

故上式中的Ψs 即对应前页MA(∞)中的Ψs 矩阵
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VAR模型的分析

脉冲响应与因果性

通常情况下，EεtεËt � Ω不是对角矩阵

εkt 与 εℓt 有相关性

这意味着 εkt 的变动不仅包括变量 k 的信息，还包括影响其他变量 ℓ , k 的信
息，相应的脉冲响应

∂Xℓt+ j

∂εkt
缺乏明确的“因果性”涵义

因果性：假设其他变量都不变，只改变 Xkt 时 Xℓt+ j 如何变化？此时 Xkt 的变化

全部归结为 t 期外生冲击

VAR变量的递归排序 (recursive ordering)提供了一种最简单、直观的方法，将
εkt , εℓt 等的变化分解为互不相关的部分
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VAR模型的分析

Cholesky分解

对 K × K实对称正定矩阵 Ω，存在下三角阵 A及对角矩阵

D � diag(d11 , . . . , dKK)使得
Ω � ADAË

且满足 dkk > 0 ∀k � 1, . . . , K，以及 A对角线均为 1
构造性证明：对 Ω不断使用行列消元，直到只剩对角线为止

Wikipedia、网络查询或 Hamilton/Hayashi之类教科书

进一步定义 D
1
2 � diag

(
d1/2

11 , . . . , d
1/2
KK

)
以及 P � AD

1
2，则可得到

Ω � PPË

其中 P 为下三角阵，称为正定阵矩阵 Ω的 Cholesky分解
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VAR模型的分析

递归排序与冲击的 Cholesky分解

固定 VAR变量的一个排序，由原冲击向量协方差矩阵 Cholesky分解 Ω � PPË

定义新的冲击向量

vt � P−1εt

则 Evt vË
t � EP−1εtεËt (PË)−1 � P−1E[εtεËt ](PË)−1 � P−1Ω(PË)−1 � IK，故 vt 的

各个分量无相关性

具体而言，Pvt � εt 有如下形式

d1/2
11 0 0 · · · 0

p21 d1/2
22 0 · · · 0

p31 p32 d1/2
33 · · · 0

...
...

...
. . .

...

pK1 pK2 pK3 · · · d1/2
KK





v1t

v2t

v3t
...

vKt


�



ε1t

ε2t

ε3t
...

εKt


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VAR模型的分析

递归排序下与 Cholesky分解下冲击的涵义

给定 VAR观测 (observable)冲击 εt （在给定排序下的）Cholesky分解
vt � P−1εt，则 vt 各分量彼此正交（零相关）

此时称 vt 各分量为该 VAR在变量递归排序下识别出的结构性 (structural)冲击

此种结构性冲击的识别方法，称为递归识别 (recursive identification)

故 ε1t � d1/2
11 v1t，εKt � pK1v1t + · · · + pK,K−1vK−1,t + d1/2

KK vKt

即排序最后的变量 K的观测冲击 εKt，可能受到同期所有结构性冲击的影响

换言之，此时对排序最后变量对应的结构性冲击 vKt 的识别是最保守的

(conservative)：提出所有其他变量对应结构性冲击后，观测冲击 εKt 中剩下的变

动部分
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VAR模型的分析

递归排序与脉冲响应

利用变量的递归排序与冲击的 Cholesky分解，VAR过程的MA(∞)表示可写为

Xt+ j � c +

∞∑
s�0
Ψsεt+ j−s � c +

∞∑
s�0
ΨsPvt+ j−s

相应的，vkt 对 Xt+ j 的边际影响即脉冲响应为

∂Xt+ j/vkt �Ψ j pk

其中 pk 为 P 的第 k 列

与之对比，∂Xt+ j/∂εkt �Ψ j ek，其中 ek 为第 k 个位置为 1、其余均为 0的列向
量
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VAR模型的分析

脉冲响应示例：Stock and Waston 2001

图:通货膨胀冲击

虚线表示 ±1标准差的置信区间，显著性水平约 66%；常用的置信区间计算使用自
助法 (bootstrap)
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VAR模型的分析

脉冲响应示例：Stock and Waston 2001

图:失业率冲击
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VAR模型的分析

脉冲响应示例：Stock and Waston 2001

图:利率冲击
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VAR模型的分析

货币政策 VAR分析中的递归识别

此类 VAR分析中，利率变量作为货币政策代理变量，通常排序最后：允许利率
观测冲击 εi

t 对利率 it 的影响中，包括通货膨胀、失业率的结构性冲击部分

vπt , v
u
t

潜在的货币政策时点 (timing)假设：货币政策观测冲击 εi
t 不但受到结构性冲击

v i
t 的影响，还取决于当期通胀、失业率（产出）冲击的影响，即当期货币政策

的制定，会考虑当期通胀、失业率（产出）的变化

同时，通胀排序第一，则通胀的当期变动 επt ，即观测冲击，只受到通胀本身的

当期结构性冲击 vπt 的影响，不受失业率（产出）与货币政策的影响：这反映了
短期价格刚性这一凯恩斯经济学的常规假定
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VAR模型的分析

方差分解

VAR模型方差分解：将 t + j期变量 ℓ预测均方误差分解为不同变量冲击项
εk ,t+s , s � 1, . . . , j 所带来的贡献：由

Xt+ j − X̂t+ j |t � εt+ j +Ψ1εt+ j−1 + · · · +Ψ j−1εt+1

得到

MSE
(
X̂t+ j |t

)
� E

[ (
Xt+ j − X̂t+ j |t

) (
Xt+ j − X̂t+ j |t

)Ë]
� Ω +Ψ1ΩΨ

Ë
1 + · · · +Ψ j−1ΩΨ

Ë
j−1

当不同变量冲击项 εkt 存在相关性时，上述表达式无法将均方预测误差分解到

各个冲击项上⇒先将冲击项拆分为互不相关的部分
常用方法仍然是 Cholesky分解
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VAR模型的分析

递归排序与方差分解

给定一组递归变量排序，则有相应的冲击项 Cholesky分解

εt � Pvt � p1v1t + p2v2t + · · · + pK vKt

⇒ Ω � p1pË
1var(v1t) + p2pË

2var(v2t) + · · · + pK pË
Kvar(vKt)

� p1pË
1 + p2pË

2 + · · · + pK pË
K

其中 p1 , . . . , pK 为矩阵 P 的各个列向量

相应的均方预测误差可分解为

MSE
(
X̂t+ j |t

)
�

K∑
k�1

[
pk pË

k +Ψ1pk pË
kΨ

Ë
1 + · · · +Ψ j−1pk pË

kΨ
Ë
j−1︸                                                 ︷︷                                                 ︸

第k项冲击vk ,t+s , s � 1, . . . , j的贡献

]
j → ∞时，方差分解收敛到一个常数：此时可以衡量变量 k 的冲击项对 Xt 协
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VAR模型的分析

方差分解示例：Stock and Waston 2001
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VAR模型的分析

Granger因果检验

Granger因果检验：变量 k的滞后项 1, . . . , p，是否对变量 ℓ的当期值，有显著
的影响

在 Xℓt 的回归中，检验 Xkt−1 , . . . ,Xkt−p 的系数是否同时为 0 ⇒ Wald或 F检验
Granger因果性不是真的因果性，而主要是时间上的领先滞后关系

也可以检验 Xt � [XË
1t ,X

Ë
1t]Ë的两组变量间的 Granger因果关系：对下述回归中

的系数矩阵 A2 � 0与 B1 � 0进行检验

X1t � c1 + AË
1Y1t + AË

2Y2t + ε1t

X2t � c2 + BË
1Y1t + BË

2Y2t + ε2t

其中 A, B, Y 的定义与第 5页类似

刘岩·武大金融 第 12讲：VAR模型应用 第 21 / 22页



VAR模型的分析

Granger检验示例：Stock and Waston 2001

表中数字为 F-检验的 p-值；小样本 +正态假设下，Wald统计量/参数约束个数 ℓ等
于 F统计量；大样本下，F统计量乘以 ℓ服从 χ2(ℓ)分布
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