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1. (a) 若𝚽的特征值模长小于 1，则 𝑿𝑡 平稳。

|𝚽 − 𝜆𝑰 | =
������0.1 − 𝜆 0.5

−0.4 1 − 𝜆

������ = 𝜆2 − 1.1𝜆 + 0.3 = 0

解得 𝜆1 = 0.6,𝜆2 = 0.5,故满足平稳性要求。E𝑿𝑡 = 𝒄 +𝚽E𝑿𝑡−1,则有

E𝑿𝑡 = (𝑰 −𝚽)−1𝒄 =


0 2.5

−2 4.5



1

1

 =

2.5

2.5


(b) 把 𝜆 = 0.6代入得，

(𝚽 − 𝜆𝑰)𝒙1 =


−0.5 0.5

−0.4 0.4

 𝒙1 =


0

0

 ⇒ 𝒙1 =


1

1


同理，当 𝜆 = 0.5时，解得 𝒙2 =


5

4

，故 𝑨 =
[
𝒙1 𝒙2

]
=


1 5

1 4

 ,𝑨−1 =


−4 5

1 −1


𝚽𝑖 = 𝑨𝚲𝑖𝑨−1 =


1 5

1 4



0.6𝑖 0

0 0.5𝑖



−4 5

1 −1

 =

−4 × 0.6𝑖 + 5 × 0.5𝑖 5 × 0.6𝑖 − 5 × 0.5𝑖

−4 × 0.6𝑖 + 4 × 0.5𝑖 5 × 0.6𝑖 − 4 × 0.5𝑖


𝑿𝑡 的 𝑀𝐴(∞)展开为 𝑿𝑡 = (𝑰 +𝚽 + · · · +𝚽𝑛)𝒄 +∑𝑛

𝑖=0 𝚽
𝑖𝜖𝑡−𝑖 , 𝑛 → ∞，则

var𝑿𝑡 =
∞∑
𝑖=0

𝚽𝑖𝛀𝑷𝒉𝒊𝑇𝑖

=
∞∑
𝑖=0

𝑨𝚲𝑖𝑨−1𝛀(𝑨−1)𝑇𝚲𝑇𝑖𝑨𝑇

=


475
84

515
84

515
84

1003
84


1



(c) 设 𝛀 = 𝑨𝑫𝑨𝑇，其中 𝑨 =


1 0

𝑎 1

 ,𝑫 =


𝑏 0

0 𝑐

，解得 𝑎 = 1
2 , 𝑏 = 2, 𝑐 = 7

2，令

𝑷 = 𝑨𝑫
1
2，则 𝑷𝑇 = 𝑫

1
2 𝑨𝑇，则 𝛀 = 𝑷𝑷𝑇

𝑷 = 𝑨𝑫
1
2 =


1 0
1
2 1



√

2 0

0
√

7
2

 =

√

2 0
√

2
2

√
14
2

 ,𝛀 =


√

2 0
√

2
2

√
14
2



√

2
√

2
2

0
√

14
2


𝑿𝑡+𝑠 = (𝑰 −𝚽)−1𝒄 +

∞∑
𝑖=0

𝚽𝑖𝑷𝒖𝑡+𝑠−𝑖 ,
𝜕𝑿𝑡+𝑠
𝜕𝒖𝑘𝑡

= 𝚽𝑠𝒑𝑘

则

𝜕𝑿1𝑡+𝑠
𝜕𝒖1𝑡

=
√

2(−4 × 0.6𝑠 + 5 × 0.5𝑠) +
√

2
2 (5 × 0.6𝑠 − 5 × 0.5𝑠)

𝜕𝑿2𝑡+𝑠
𝜕𝒖1𝑡

=
√

2(−4 × 0.6𝑠 + 4 × 0.5𝑠) +
√

2
2 (5 × 0.6𝑠 − 4 × 0.5𝑠)

𝜕𝑿1𝑡+𝑠
𝜕𝒖2𝑡

=

√
14
2 (5 × 0.6𝑠 − 5 × 0.5𝑠)

𝜕𝑿2𝑡+𝑠
𝜕𝒖2𝑡

=

√
14
2 (5 × 0.6𝑠 − 4 × 0.5𝑠)

2. (a) 令 𝒀 =


𝑋2
...

𝑋𝑡


,𝑿 =


𝑋1
...

𝑋𝑡−1


, 𝒖 =


𝑢2
...

𝑢𝑡


，有 𝒀 = 𝑿𝜌 + 𝒖，则 OLS估计量

𝜌̂ = (𝑿𝑇𝑿 )−1𝑿𝑇𝒀

= (𝑿𝑇𝑿 )−1𝑿𝑇(𝑿𝜌 + 𝒖)
= 𝜌 + (𝑿𝑇𝑿 )−1𝑿𝑇𝒖

= 𝜌 + ( 1
𝑇
𝑿𝑇𝑿 )−1 1

𝑇
𝑿𝑇𝒖

= 𝜌 + ( 1
𝑇

𝑇∑
𝑡=1

𝑋2
𝑡 )−1 1

𝑇

𝑇∑
𝑡=1

𝑋𝑡−1𝑢𝑡

又因为 E[𝑢𝑡] = EE[𝑢𝑡 |𝑋𝑡−1 , 𝑋𝑡−2 , · · · , 𝑋1] =
√
𝛼0 + 𝛼1𝑢2

𝑡−1E[𝜖𝑡 |Ω𝑡−1] = 0，所以
1
𝑇

∑𝑇
𝑡=1 𝑋𝑡−1𝑢𝑡

𝑎.𝑠−→ 0，OLS估计依然具有一致性，即 𝜌̂
a.s.→ 𝜌

(b)
√
𝑇(𝜌̂ − 𝜌) = ( 1

𝑇

𝑇∑
𝑡=1

𝑋2
𝑡 )−1 1

𝑇

𝑇∑
𝑡=1

𝑋𝑡𝑢𝑡

其中 1
𝑇

∑𝑇
𝑡=1 𝑋𝑡𝑢𝑡

𝑑−→ 𝑁(0,Σ),Σ = lim𝑇
1
𝑇

∑
𝑡 E[𝑢2

𝑡 𝑋
2
𝑡 ]。设 lim𝑇→∞ 1

𝑇

∑
𝑡 𝑋

2
𝑡 = 𝑀,则√

𝑇(𝜌̂ − 𝜌) 𝑑−→ 𝑁(0, 𝑀−1Σ𝑀−1)
(c) 不需要知道 𝛼0 , 𝛼1 的参数取值。
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(d) 首先利用 𝜌̂得到 𝑢𝑡 , 𝑢𝑡 = 𝑌𝑡 − 𝜌̂𝑋𝑡，进而计算 Σ̂ = 1
𝑇

∑𝑇
𝑡=1 𝑢̂

2
𝑡 𝑋

2
𝑡 ,则 𝜌̂的异方差渐进

标准误是样本渐进协方差 1
𝑇 𝑀̂

−1Σ̂𝑀̂−1 的平方根。

若已知 𝛼0 , 𝛼1 的取值，则

lim
𝑇→∞

1
𝑇

∑
𝑡

E[𝑢2
𝑡 𝑋

2
𝑡 ] = lim

𝑇→∞
1
𝑇

∑
𝑡

E[(𝛼0 + 𝛼1𝑢2
𝑡−1)𝜖2

𝑡𝑋
2
𝑡 ]

因为 𝑢𝑡 为一个平稳 ARCH过程，故 E[𝑢2
𝑡 ] = 𝛼0

1−𝛼1
，故上式为

(𝛼0 + 𝛼0𝛼1

1 − 𝛼1
) lim
𝑇→∞

1
𝑇

∑
𝑡

E[𝜖2
𝑡𝑋

2
𝑡 ]

设 1
𝑇

∑𝑇
𝑡=1 𝑋𝑡𝜖𝑡

𝑑−→ 𝑁(0,Σ′)，有 √
𝑇(𝜌̂ − 𝜌) 𝑑−→ 𝑁(0, 𝛼0

1−𝛼1
𝑀−1Σ′𝑀−1)

3. (a)

𝑇(𝜌̂ − 1) =
1
𝑇

∑𝑇
𝑡=1 Δ𝑋𝑡𝑋𝑡−1

1
𝑇2

∑𝑇
𝑡=1 𝑋

2
𝑡−1

𝑑−→
𝜎2
𝜖

2 𝐵(1)2 − 𝜎2
𝜖

2

𝜎2
𝜖

∫ 1
0 𝐵(𝑠)2𝑑𝑠

=
0.5(𝐵(1)2 − 1∫ 1

0 𝐵(𝑠)2𝑑𝑠
可得

𝑇1−𝛿(𝜌̂ − 1) 𝑑−→ 𝑇−𝛿 0.5(𝐵(1)2 − 1∫ 1
0 𝐵(𝑠)2𝑑𝑠

当 𝑇 → ∞, 𝑇−𝛿 a.s.→ 0 ,故对任意的 𝛿 > 0, 𝑇1−𝛿(𝜌̂ − 1) a.s.→ 0

(b) 𝑇(𝜌̂ − 1) a.s.→ 𝑇(𝜌 − 1)，由 |𝜌| < 1有 𝜌 − 1 < 0，故 𝑇 → ∞时有 𝑇(𝜌 − 1) → −∞，即
𝑇(𝜌̂ − 1) a.s.→ −∞。
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