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1. (a)
Σ � E(X − µX)(X − µX)Ë

Σ
Ë
� E[(X − µX)(X − µX)Ë]Ë � E[(X − µX)Ë]Ë(X − µX)Ë � E(X − µX)(X − µX)Ë

故得证 Σ � Σ
Ë,即 Σ是对称矩阵

(b) 已知 Z ≡ wËX，令 µZ � wËµX

ΣZ � E(Z − µZ)(Z − µZ)Ë

� E(wËX − wËµX)(wËX − wËµX)Ë

� EwË(X − µX)(X − µX)Ëw
� wËE(X − µX)(X − µX)Ëw
� wËΣw

因为 ΣZ ≥ 0
故得证 wËΣw ≥ 0，即 Σ是一个半正定矩阵

(c) X 各分量线性独立时，ΣZ , 0
由 (b)可知，此时 wËΣw > 0
故得证 Σ为正定矩阵当且仅当 X 各分量线性独立

2. (a) i.

PXξ � X(X ËX)−1X ËXa

� XIa

� Xa

� ξ

ii.

(Xa)Ë(I − PX)ζ � aËX Ë(ζ − X(X ËX)−1X Ëζ)
� aËX Ëζ − aËX ËX(X ËX)−1X Ëζ

� aËX Ëζ − aËIX Ëζ

� 0
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(b) i. 由 OLS估计系数表达式可知，Y 对W 回归的系数为 (W ËW )−1W ËY，而 Z 对
W 回归的系数为 (W ËW )−1W ËZ，故两组回归对应的残差向量分别为

(I − W (W ËW )−1W Ë)Y � (I − PW )Y � Ỹ

(I − W (W ËW )−1W Ë)Z � (I − PW )Z � Z̃

ii. 由 ê � I − X(X ËX)−1X ËY � (I − PX)Y，由 (a)的结论可得 ê 与 X 的每个列向量
相互垂直，故垂直于 Z与W。

iii. PW ê � W (W ËX)−1W Ë ê，由 iii可知W Ëe � 0，故得所证。
iv. 只需要说明 δ̂正好满足回归 Ỹ � Z̃δ + u的 OLS系数估计所需满足的一阶条件

Z̃ËỸ − Z̃ËZ̃δ � 0。为此，首先注意到 ê � Y − X β̂ � Y − Zδ̂ − W θ̂，两端同时
乘以 I − PW 可得

(I − PW )ê � (I − PW )Y − (I − PW )Zδ̂ − (I − PW )W θ̂

由 i–iii结论可知，上式可以进一步写为

ê � Ỹ + Z̃δ̂

再在两端乘以 Z̃Ë可得

0 � Z̃ê � Z̃ËỸ + Z̃ËZ̃δ̂

即得所证。

3. (a)
Ŷ � Zδ̂ + W θ̂ � X β̂ � X(X ËX)−1X ËY � PX Y

Ȳ � Zδ̂ � Z(ZËZ)−1ZËY � PZY

(b)

(Ŷ − Ȳ )ËZ � [(PX − PZ)Y]ËZ
� Y Ë(PX − PZ)ËZ
� Y Ë[(I − PZ) − (I − PX )]ËZ
� Y Ë(I − PZ)ËZ − Y Ë(I − PX )ËZ

由第 2题可知：(I − PZ)ËZ � 0, [(I − PX )Y]ËZ � 0
因此 (Ŷ − Ȳ )ËZ � 0
故得证 (Ŷ − Ȳ )ËȲ � (Ŷ − Ȳ )ËPZY � (Ŷ − Ȳ )ËZ(ZËZ)−1ZËY � 0

(c) 已知 (Ŷ − Ȳ )ËȲ � 0
要证 Ŷ ËŶ ≥ Ȳ ËȲ 即证 Ŷ ËŶ ≥ Ŷ ËȲ

Ŷ Ë(Ŷ − Ȳ ) � (Ŷ − Ȳ + Ȳ )Ë(Ŷ − Ȳ )
� (Ŷ − Ȳ )Ë(Ŷ − Ȳ ) + Ȳ Ë(Ŷ − Ȳ )
� (Ŷ − Ȳ )Ë(Ŷ − Ȳ ) ≥ 0

当且仅当 Ŷ − Ȳ , 0时，Ŷ ËŶ > Ȳ ËȲ 严格成立

(d) 由 c可知，当解释变量只有 Z时，估计结果为 Ȳ，当增加解释变量W 时，估计结

果为 Ŷ

R̂2 − R̄2
�

Ŷ ËŶ
Y ËY

− Ȳ ËȲ
Y ËY

�
Ŷ ËŶ − Ȳ ËȲ

Y ËY
≥ 0

因此 Y 对 X � [X1 , . . . ,Xn]回归中增加解释变量 Xn+1 时，R2 单调递增
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